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Introduction

La théorie du point fixe est un outil d’une importance capitale dans la résolution des équa-
tions opérateurs non linéaires; plus précisement cette théorie a de tout le temps apporté
réponses aux problémes d’existence des solutions pour ce type d’équations. Les résultats
fondamentaux qui constituent les fondements de ce principe ont été introduits en pre-
mier lieu par Banach en 1922 travers son fameux Théoréme de I’application contractante.
Ce principe ayant été fortement sollicité dans I'analyse non linéaire, il a été développé
par plusieurs mathématiciens qui ont fourni des efforts pour diversifier et améliorer les
résultats; nous en citons : Picard, Shauder puis Krasnoselskii.

L’objectif de ce mémoire est de faire usage du principe du point fixe pour étudier
I’existence des solutions pour des équations opérateurs non linéaires qui sont étroite-
ment, liés aux équations différentielles non linéaires et équations intégrales qu’ont fait
I’'objet d’études intensives ces derniéres décennies. Ainsi, on va s’intéresser aux prob-
lemes d’existence et d’unicité des solutions positives pour I’équation d’opérateur du type
r = Ax + xy dans un espace de Banach ordonné ou : A est un opérateur monotone

général a—concave.

Ce travail est réparti en trois chapitres.
Le premier chapitre est consacré aux préliminaires. On trouve des définitions et

propriétés de base.

Le deuxiéme chapitre, on introduit la notion d’opérateurs a—concaves et a—concaves

généralisés; puis on s’étend aux résultats d’existence pour des équations opérateurs type:



x = Ax + x9. On déduit les conditions sur P'opérateur A qui s’impliquent pour établir
I’existence et I'unicité des solutions pour ces équations. L’approche que nous développons

dans cette partie se base particuliérement, sur celle développée dans [12].

Enfin, le troisiéme chapitre est dédié a I'application des résultats obtenus dans le
chapitre deux concernant les opérateurs a—concaves généralisés & une équation du second

ordre avec conditions de Neumann sur le bord. Les résultats de ce passage se trouvent

dans [16].



Chapitre 1
Préliminaires

On commence par donner des définitions, ainsi que quelques résultats connus qui nous

seront utiles dans la suite dans notre travail.

1.1 Généralités

Définition 1.1 Soit £ un espace de Banach réel. Un sous ensemble convexe P de F est
dit un coéne s’il satisfait :

re€PetA>0=> X \relP
zE€Pet —x€ P=x=20o0u0 est 'élément nul de F

Définition 1.2 Posons P = {x € p/x est un point intérieur de P}.

P est dit cone solide si P est non vide.

Définition 1.3 P est dite cone normal s’il existe une constante N > 0 telle que pour
tout :

ryePO<z<y= |z <Nlyl

N est dite constante de normalité de P.
Définition 1.4 On dit que E est partiellement ordonné par le cone P si: x < y si et

seulement si y — x € P.



Sizy, o € E, Pensemble {71 22} = {z € E/x; < x < 5} est dit intervalle ordonné entre
T, et zo.

Définition 1.5 On dit qu’un opérateur A : E — E est croissant (décroissant) si :
x<y= Ar < Ay(Az > Ay)
pour tout x, y € E, la notation x ~ y montre qu’ils existent A > 0, p > 0 telles que :
A <y < pux

~ est une relation d’équivalence.

Soit donné h > 0 (i.e: h > 6 et h # 0).

On note par P, 'ensemble P, = {z € E/3\(x), pu(z) > 0 tels que A(z)h < x < p(z)h}.
Il est clair que P, C P.

Soit D C E, un opérateur A : D — E est dit compact si pour tout ensemble S borné
dans D, A(S) est relativement compact. De plus A est dit complétement continu s’il est

continu et compact.

1.2 Fonction de Green

La résolution de certaines équations différentielles fait appel aux fonctions de Green.
Dans cette partie on va voir comment intervient cette fonction dans la résolution d’une
équation pour un opérateur du type Sturm-Liouville en dimension 1.

Soit (a,b) un intervalle fini, ¢ : (a,b) — R une fonction bornée et continue. On considére
I’équation :

(LN)(x) = =f"(2) + q(2) f(x) = h() (1.1)

ou : h est une fonction donnée supposée continue par morceau et :

L=——5+q()



est Popérateur différentiel du type Sturm-Liouville, avec les conditions aux limites suiv-

antes :

arf(a) +p1f'(a) = 0 (1.2)
OéQf(b)‘i“ﬁzf,(b) =0 (1-3)

ol : «;, ; sont des constantes données.

Dans le cas ol «; = 0 on a des conditions de Neumann.

Dans le cas ou 3, = 0 on a des conditions de Dirichlet.

La méthode de Green consiste a résoudre pour chaque y fixé dans (a,b) I’équation dif-

férentielle:

[ d2+«@}0uww—ax—w (1.49)

dr?
ou : la fonction de Green doit satisfaire les mémes conditions aux limites en x = a et
x = b que la solution f de (1.1). Si on arrive a déterminer G, la solution f de (1.1)

s’obtient :

b
o) = [ Gl i)y
d étant une distribution, I’équation(1.4) s’interpréte dans un sens distributionnel par :

L.G =¥z —vy)

1.2.1 Détermination de la fonction de Green

Pour y € (a,b) fixé, on détermine G(x,y) en tant que fonction de z par les conditions
suivantes :

Elle doit satisfaire I’équation différentielle L,G = 0 sur (a,y) et (y,b).

Elle doit satisfaire les conditions aux limites (1.2) et (1.3) en z = a et x = b.

Elle doit étre continue au point x = y.

La dérivée doit avoir une discontinuité de —1 au point x = y (i.e : la deuxiéme dérivée



de G au point x = y est égale & —d(x — y)).

Désignons par g, une solution de LG = 0 qui satisfait la condition (1.2) et par g, une
solution de LG = 0 qui satisfait la condition(1.3).

g €t g, sont déterminées a des coefficients multiplicatifs prés. On suppose qu’on peut
les choisir linéairement indépendantes sur (a,b),

(i.e : Aga+ gy = 0= X = p=0) (g, n’est pas proportionnelle & gj).

Alors pour y fixé, ils existent des constantes v et k qu'on peut déterminer & partir des

conditions (1.2) et (1.3) qui peuvent dépendre de y telles que :

V9a(z) siz <y
G(r,y) =

kgy(x) siz >y

On déterminer v et k & partir de (1.2) et (1.3) au point z = y, on obtient :

—1 ) ga(@)g(y) siz <y
G(x,y) = ——
) W | guly)g(x) siz <y

ot : W(y) = ga(¥)9,(y) — 9.(v)9s(y) est le Wronskien de gq, gs.

1.3 Quelques inégalités utiles

Inégalité de Holder

soit 1 < p < oo, p' 'exposant conjugué de p :

soit fe LV et g L alors f-ge€ L' et :

/ ol < 141, Tl



Inégalité de Young
soit 1 < p < oo alors :

1 1
abg—ap—i-—,bp,VaZO, Vb >0
p p

Inégalité de poincaré
1
HUHLz(Q) < \/_)\—1 ||U||Hg(n)

pour tout u € H}(Q) ot : A est la plus petite valeur propre de —A\.
Inégalité de Cauchy-Schwarz

soient (x,y € E(F,||.]|) est un espace préhilbertien alors :

(@[] < [l - [yl

ou (- | -) est le produit scalaire dans F.
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Chapitre 2

Points fixes pour les opérateurs

e-concaves généralisés

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions des opérateurs e-concaves généralisés
qui sont, comme l'indique leur apellation, des généralisations des opérateurs e-concaves.
On y prouve l'existence et 'unicité de leurs points fixes.
Enfin, nous appliquerons les résultat aux problémes aux limites pour quelques équations
différentielles du second ordre.
Soit E un espace de Banach réel, P un cone dans E et "<" est l'ordre partiel défini par
P

ee P—{6}

et :
C.={z € F|3a, 5>0 telles que ae < x < e}

Posons :

E.={x € E|3X >0 telle que — e <z < Ae}

11



et :
|z]|, =inf{A > 0] —Xe <z < Ae}, Vo € E,

Il est facile de voir que E, devient un espace linéaire normée sous la norme ||.||..

2.2 Reésultat d’existence

Rappelons que le cone P est dit normal s’il existe une constante possitive IV telle que :
0<z<y= |z <Nyl

la plus petite valeur N est appelé la constante de normalité de P.

Définition 2.1 Soit A: P — P un opérateur et e > 0. On suppose que :
(i) Ae € C,

(i) I existe un nombre réel n = n(x,t) > 0 tel que :
Atx) > t(1+n)Az, Ve e C, 0 <t <1 (2.1)
Alors A est appelé un opérateur e-concave généralisé.
Proposition 1 (2.1) implique :
N
A(dx) < A [1 +n <)\a:, X)] Az, Ve € Cey A >1 (2.2)

inversement (2.2) implique (2.1)

Remarque 2 Si nous remplagons la condition (i) de définition (2.1) par ce qui suit
(i)” Pour tout x € P — {0}, Az € C,, alors A est appelé un opérateur e-concave.

De toute évidence, un opérateur e-concave est un opérateur e-concave généalisé.

12



Remarque 3 Soit :E=C[0,1], P={z(t) e E:x(t) >0,Vt€[0,1]},0<a<1

e(t)=t
§— 1-2t [0,3) (t) = 0 [0,1)
1o L1 R I TR R
mts) =4 TS0 Au(t) = / ka(t, $)a(s)(u(s))*dt, Yu € P
s t>s 9

c’est Ae € C., il est facile de montrer que (i1) est vérifiée, alors A est un opérateur

e-concave généralisé. Mais A n’est pas un opérateur e-concave puisque :
Ul(t) cP— {9}, Aul(t) =0 §é Ce

Introduisons les hypothéses suivantes :
(H,) xig(in(x’t) > 0.
(Hy) Pour tout t € (0,1), n(x,t) est non croissant par rapport a x € C. et il existe
wo € C, tel que Awy < wy.
(H3) Pour tout t € (0,1), n(z,t) est non décroissante par rapport a = € C, et il existe
vy € C, tel que Avg < vy.
(H,) Pour tout t € (0,1), n(z,t) est non décroissante par rapport & = € C, et il existe
xo € C, de telle sorte que P_r}%n(xo, t) = +o0

Le théoreme suivant est notre résultat principal.

Théoréme 4 Soit A: P — P un opérateur e-concave généralisé et croissant. Alors :
(1) A posséde au plus un point fize dans Ce.

(17) Supposons que P est un come normal de E et l'une des conditions (Hy) — (Hy) est

13



satisfaite. Alors A a un point fixe dans C..
(1ii) St A a un point fixe positif, x* € C, en construisant successivement, la suite

Ty = Axp_1(n=1,2,...) pour tout point initial xo € Ce, on a :

[ = 2", = 0 (n — o0) (2.3)

(iv) Si A a un point fize possitif z* € C, alors :
max{:_c} =" = min{g}}

ou :
r<Ar, Ay<y, z,ycC, (2.4)
Preuve: (i) Supposons que 0 < x1,x2 € C, sont deux points fixes de A. Alors, il existe

des nombres possitifs aq, as, B, B, tels que :

are <z < fie, age < 1wy < fae (2.5)
de (2.5) nous avons :
aq a1 ay
r1 = Axr) > aje = —fe > —Axry = —1y
B By By

soit :

to =sup{t > 0:xy > tay}

on voit que 0 < ¢ty < +00. Maintenant, prouvons que to > 1. En fait, si 0 < ty < 1, alors

de (2.1), il existe n, > 0 tel que :

xr1 = Al'l > A(tol’g) > (1 + ?7(332, to))toAQL‘Q = (1 + 77(1'2, to))tol’g

14



Ce qui contredit la définition de t3. Par conséquent £y > 1 et ainsi xy > x5.
De la méme maniére, nous pouvons prouver que rs > xi. Ainsi o = 71
(ii) Lorsque (H;) est satisfaite, posons :

£(t) = $1é16fen(x,t), 1>1t>0

tel que : toe < Ae < (tg)te. Alors, il existe un nombre réel kg € N suffisamment grand,

(1+ E(to)) > }

Soit :
vy = tlg"e, Wy = to_koe, v, = Avp_q,  w, = Aw,_1,n=1,2,... (2.6)
alors :
C < = ¢2ho
Vo, Wy € Ce, Vo < Wp, Vg =Ty W
et :

vy = A(tfe) > to(1 + E(to))A(tR ™ e) > - > tho(1 4+ £(tg))F0 Ae > vy (2.7)
wy = A(tg™e) <tg'(L+n(tg™e, to)) T Aty e) <o <™ (1 + £(to)) M0 Ae < wg

Maintenant, il est facile de montrer que :

v < v < <w

> e e > n

<. ..<w, <...<w <w (2.8)

de la définition de vy et wqy, nous pouvons voir que :

Up > Vg > tgkown, n=12,... (2.9)

Soit :
rp =sup{r >0 |u, >rw,}, n=1,2,... (2.10)

alors :
Up > rpw,, n=20,1,2,... (2.11)

15



et :

O<tho<pr<r<...<r<..<l1 (2.12)

nous pouvons prouver que :

lim r, =1 (2.13)

n—-+4o0o

dans le cas contraire si lirf r, = a < 1, alors de la définition de A et de (2.11), nous

avons:
Ung1 > Alrpwy) > %A(awn) > rp(1+€(a) Aw, = r,(1+£(a)wps1, n=1,2,... (2.14)

ce qui donne :

rni1 2 (14 &(a)) 2 r1(1 +€(a))” (2.15)
d’ou la contradiction avec (2.12). Ainsi, (2.13)on affirme que liin r, = 1.
I1 résulte de (2.8) et (2.11)
0 < vpir —vp <wy —v, < (1=1rp)we, n=1,2,... (2.16)

et donc, de la normalité de P. On a :

[n sk = onll < N (L= 1) [Jewoll

ou : N est la constante de normalité de P. Par conséquent u,, converge vers v* € C,.. De

la méme maniére, nous pouvons prouver que w, — w* € C,. De (2.8) nous avons :

vy <V <w <w,, (n=0,1,2,...)

et donc :

Upi1 = Av, < Av* < Aw™ < Aw,, = Wy

16



faisant tendre n — 0, on a :

vt < Avt < Aw* < w* (2.17)

Maintenant de (2.16) et (2.17) , on obtient :
0 <w —v*" <w,—v, <(1—r,)wo
ce qui implique que v* = w*. Par conséquent de (2.17) , on a :
vt = Av* = Aw* = w*

Maintenant, en prenant x* = v* = w*.
On déduit que x* est un point fixe de A dans C.,.

Lorsque (H3) est satisfaite, choisissons 0 < tg < 1, kg € N tel que :

toe < Ae < (to) e, thoe <wg < (tg) e, (14 mn(e t))* >

S

Soit :

vy = te, vy = Avp_y, wn, = Aw,_1, n=1,2,... (2.18)
Alors : vy € C,, vg < wy et :

thole <t 2e < tge < e

puisque 7(x,t) est monotone décroissante par raport & x, nous avons:

n(te" e to) > n(te %e,to) > ... > nltoe, to) > nle, to)

vio= A(tg%e) 2 to(1+n(tg" e, o)) At~ e) = (14t e, 1)) (1 +n(te" e, to) )3 A(ts" )

> > (14 (e to))*othe Ae > vy

17
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par conséquent (2.8) est vérifiée. Soit r,, défini comme dans (2.10), alors:
Up > Uy = t’goe > tlg(’Hwo > t§°+1wn, n=12 ... (2.20)

nous pouvons prouver que :

lim r, =1
n—-+4o0o

Dans le cas contraire,si lim r, = a < 1, alors, a partir de la définition de A et (2.11),
n—-+00

nous avons :
Upg1 > T—"A(awn) > (140 (wn, a)) Aw, > rp(141(wo, a))wny1, n=1,2,..., N (2.21)
a

ce qui donne :

Tni1 = a1+ n(wo,a)) > r1(1 + n(we,a))"” (2.22)

en remplacant (2.6), (2.7), (2.9), (2.14), (2.15), par (2.18) (2.19) (2.20) (2.21) (2.22) respectivement,
nous compléterons la preuve.

Lorsque (H3) est satisfaite, choisissons 0 < tg < 1 tel que

1
toe < Ae < ty'e, tgkoe > vy > toe, (14 n(e,tg))™ > .
0

Posons :

Wy = takoe, Up = Avp_q, w, = Aw,_1, n=1,2,... (2.23)

alors : wg € Cy, vg < wy et :
tokoe > tFotle >t e > > tile > e
puisque 7)(x,t) est monotone croissante sur x, on a :

U(takoeato) > n(to_k0+1€vt0) > U(tak°+2€at0) > .2 n(tale’ tO) > 77(€a tO)

18



wq — A<t0_1tako+1€) S tal(l + n(takoe,to))_lA(tako+1€>

IN

(1+ g™ e t0)) (1 + ntg ™ e, 1)) Mg 2A(tg ™ e)

< < (14 n(e t) Moty Ae < wy. (2.24)
par conséquent (2.8) est vérifiée. Soit r,, défine dans (2.10) alors :
Uy > Vg = t’goe > tlg(’“wo > tISOHwn, n=12... (2.25)

Nous pouvons prouver que lim r, = 1. Dans le cas contraire, si lim r, = a < 1, alors
n—-+00 n—-+00

de la définition de A et (2.11), nous avons :
Upy1 > T—”A(awn) > ro(1+ n(wp, a))Aw, > r, (1 4+ n(ve, a))wpyr, n=1,2,... (2.26)
a
Ce qui donne :

Tnt1 2 Ta(1 +1(vo, @) = m1(1 + n(vo, a))” (2.27)

Remplacant (2.6), (2.7), (2.9), (2.14), (2.15) par (2.23), (2.24), (2.25), (2.26), (2.27),
respectivement, nous achevons la preuve.
Lorsque (Hy) est satisfaite, du fait que lim n(zg,t) = 400, il existe des nombres

n—-+4oo

réels 0 <ty < 1 < 59 tels que :

1
— g < Ax. < (1 — 2.2
1 +77(x0,t0)mo < Axg < ( + n(xo, 30)) Zo (2.28)

Soit Vo = tol’o, Wo = SoZo, alors Vo = toSalwo.

De (2.1), (2.2), (2.28), nous avons Avy > vy, et

1\ 1\
AUJO = A(Sol’g) S So (1 + 7](80%’0, —)> Al‘g S S0 (]. + T](CL’Q, —)) AZEO S Wo

S0 S0

En adaptant la méme maniére que pour (Hz) ou (Hs), nous terminons la preuve.
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(iii) Choisissons un réel positif Iy < 0 de telle sorte que :

et soit :

* —1 %
vo = lox™, wo =1y 2", xp = Ary_1, Uy = Avp_q, w, = Aw,_1, n=1,2,...

alors :

v; = A(lpx™) > lgAx* = vy, wy = A(ly 2*) > 15 Az = wy

de (2.29), (2.30) et, nous avons vy < xy < wy et :

I
A
g
A
g

I
A
g
A
g

lowo < vy < wy

Soit r,, = sup{t > 0 | tz* < v, tw, < x*} alors :
Tt < v, rpw, <x*, n=1,2,...

et :

ZOST0§T1S~-<T

Si lim r, =7 < 1(r > lp) il résulte de(2.29) et (2.32), que :

n—-+00

Upt1 > Alrpz™) > r—nA(rx*) > ro(1+ (", r)Ax* > r,(1 4+ n(z*,r))z*
r

Wait € —A(rta®) v (L (e e, ) Aat < e (14t r)) e

n

de (2.33) et (2.34) . nous obtenons 7,41 > r,d > rd*, n=1,2,...

20
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ou: d =min{(1+n(z*r)), 1+n(r~tz* r))} > 1; ce qui centredit (2.33). Par conséquent

lim r, =1
n—-+o0o

De (2.31) et (2.32), nous avons :
rptt <oy < Swp <ytat

1 1
(rn— Dige <zp—a* < (r;t = 1), %e (2.35)

— n

par conséquent, on peut déduire (2.3) de (2.35).

(iv) Supposons que (z,y) satisfait (2.4). Alors, il existe un nombre réel «; tel que :
are < g* < 041_167 are < Ax < 041_16, are < Ay < ozl_le

donc :

y > Ay > ajzr*, x < Az < ap’rt (2.36)

Posons :

to =sup{t > 0 | to < z*, ta* < y}

de (2.36), nous affirmons que t5 > 0.

Sity <1 alors:

8
IN

Az < A(tyta®) < to (1 4ty a*, t0)) " ta*

Yy > Ag Z A(tol'*) Z to(l + n(m*,to))x*

ce qui contredit la définition de t, donc ¢y > 1. Par conséquent, nous avons z < z* < y
satisfont (2.4) aussi (iv) est vérifice. m
Du théoréme précédent, découle le résultat qui suit.

Corollaire 2.1 Soit A : P — P un opérateur e-concave et A est croissant, P un cone
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normal de E. On suppose que l'une des conditions (Hy), (Hs) est satisfaite. Alors :
(i) A a exactement un point fixe possitif x*.

(ii) 1l existe des nombres réeles f > o > 0 tels que :
ae < z* < fe
(iii) En construisant successivement la suite
Tp = Az, (n=1,2,...)
pour toute donnée initiale xo > 6, on a :

s — 2], = 0, n— oo

2.3 Application

Maintenant, nous appliquons les résultats obtenus pour le probléme aux limite, suivant :

—u" = Map(t) + a1 (t)u® + as(t)u), t € (0,1)

w(0) = /(1) = 0 (237

ou : a;(t)(i =0,1,2) sont des fonctions continues non négatives dans I = [0, 1].

Théoréme 2.1 Supposons que 0 < o < 1, trer%(i)rll]{ao(t) + ai(t)} > 0, alors pour tout
A > 0 le probléme (2.37) a exactement une soluéion non négligeable non négative ¢™(t)
qui appartient o C*(I) et satisfait :

(1) arz < ¢Mt) < By, ot iy, By, sont des constantes possitives.

(2) Construisons successivement la suite de fonctions

hig (t) = ho(t)
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P = / s(ao(s) + ax(s) (hA(5))” + az(s)(WA(s)))ds
= n=12,...

+t/(ao(8) +a1(s)(hy())* + az(s)(h(s)))ds

0

pour toute fonction initiale ho(t) qui est continue positive et non identiquement nulle,

alors la suite {h)\(s)} doit converger uniformément vers ¢*(t) pour 0 <t < 1.

Preuve:

ou :

Soit :

I1 est bien connu que le probléme (2.37) est équivalent & 1’équation intégrale

1

u(t) = A / k(t, 5)(ao(s) + a1 (5)(u(s))® + as(s)u(s))ds

0

t si0<t<s<1

k(t,s) =
S si0<s<t<1
E=C(I) P ={z(t)| z(t) € E, z(t) > 0},
e=teP—{0} f(t,z) = ap(t) + a1 (t)(x)* + az(t)x

1

Ax(t):/k(t,s)f(s,x(s))ds, V() € P — {0}

0

il est claire que P est un cone normal de E; A: P — P est un opérateur croissant, x*(t)

est une solution positive du probléme (2.37) si et seulement si 2*(¢) est un point fixe de

A. Evidemment Vo € P — {0}, on a :

Ax(t) = / k(t, 5) (s, 2(5))ds < e(t) / F(s, 2(s))ds (2.38)
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Un calcul simple va assurer l'existence d’un intervalle [¢1, ] C (0,1) et des nombres

positifs dy,( tels que :

f(t,x(t)) > dy, Vt € [e1, ), /k(t,s)ds > le(t)

par conséquent
1

Az(t) > /k(t, s)f(s,z(s))ds > ldie(t)

0

en combinant l'inégalité ci dessus et de (2.38), nous avons Az € C.. Soit

T = I%lel}’l{GO(t) + al(t)}, CL_2 = I?SX(GQ(t))y R _ alg

T = ntlealxm(t), M, = Irtlealx{x, 1}

Il est facile de prouver que ag(t) + a1 (t) > Ras(t) et :

@ () > Ray(t)z(t) six <1
ao(t) + a1 (t)(x(t))* >
%ag(t)x(t) siz>1
Par conséquent, nous avons :
R
ao(t) + a(W)®)” = o o),

1

/k(t, ) [f(s,ra(s)) — rf(s, 2(s))] ds R r)/k(t, 9 f(s, 2(s))ds

0

v

oi 0 <r<1,dou

A(rz) >r |1+

R

R+ M,
d’apres le le corollaire(2.1), nous affirmons la conclusion du Théoréeme (2.1). =

Ainsi A est un opérateur e-concave, n(z,t) = (t*~1 — 1) est décroissante en x,
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Chapitre 3

Existence et unicité des solutions

pour quelques problémes aux limites

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’existence et unicité des solutions positives pour cer-
taines classes de problémes aux limites du type Neumann. FEn faisant intervenir le
théoréeme du point fixe pour des opérateurs a—concaves généraux dans un cone, on
montre 1’existence d’une solution unique pour ’équation différentielle du second ordre a

conditions sur le bord, suivante :

—u” () + m2u(t) = f(t,u(t)) +g(t), 0<t <1
w'(0)=u'(1)=0

(P)

ol : m est une constante positive, f : [0,1) — [0,400) et g : [0,1) — [0,400) sont
continues.

Il est bien connu que les problémes aux limites de Neumann pour les équations différen-
tielles ordinaires ainsi que les équations elliptiques, constituentest un type important de

probléme ce qui a attiré I’attention de nombreux chercheurs.
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3.1 Résultats d’existence pour 1’équation ©r = Az + x

Dans ce passage, nous allons donner les résultats d’existence de points fixes pour une
équation opérateur du type x = Ax + x¢ qui servira pour démontrer le résultat principal.
Rappelons qu’une solution positive de (P) est une fonction u(t) € C*[0,1], qui est
positive sur 0 < t < 1 et satisfait ’équation différentielle et les conditions aux limites
dans (P).
Nous donnons maintenant un théoréme de point fixe des opérateurs généraux a—concaves
qui sera utilisé dans la démonstration de notre résultat principal.
Soit E un espace de Banach sur R et P est un cone sur E, 0 est I’élément nul.

Etant donné h > 0 (i.e : h > 0 et h # 6, on note par P, U'ensemble :
P, = {x € P|3\(z), u(x) > 0 telles que A(z)h < = < p(x)h}

Théoréme 5 Supposons que le cone P est normal et que l'opérateur A satisfait les con-
ditions suivantes:

(B1) A: Py, — P, est croissant dans P,

(By) Pour tout v € P, et t € [0,1], il existe a(t) € (0.1) telle que A(tx) > t*® Ax

(Bs) 1l existe une constante | > 0 telle que xo € [0,1h]. Alors, Iéquation x = Ax + xy a

une solution unique dans Pj,.
Remarque 6 Un opérateur A est dit général a— concave si A satisfait la condition (Bs).

Soient les hypothéses suivantes:
(Hy) f(t,z) est croissante en x pour t fixé.
(Hy) Pour tout v € b (0,1) et = > 0, il existe p(y) € (7,1) telle que f(t,vx) > ©(v)
f(t,x) pour t € [0,1].
(Hs3) Pour tout ¢t € [0,1], f(t,a) >0, ou: a=1/2(coshm + 1).
Dans ce qui suit, nous travaillerons dans I’espace de Banach C'[0, 1] muni de la norme

du sup.
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Soit P = {z € C'[0,1],| z(t) > 0,¢ € [0,1]}, le cone standard. Il est facile de voir que
P est un cone normal.

Soit G(t, s), la fonction de Green pour le probléeme aux limites :

—u"(t) + m*u(t) =0,0 <t <1

(3.1)
w'(0) =u'(1)=0
alors :
U(s)U(1—t) 0<s<t<1
G(t,s) = —
Pl ¥t)P(l—s) 0<t<s<l1
ou :
p = m-sinhm
U(t) = coshmt
Il est évident que W(¢) soit croissante sur [0, 1] et :
0<G(ts) <Gtt), 0<ts<1 (3.2)

Lemme 7 Soit G(t,s) la fonction de Green pour le probléme (3.1), alors:

1
G(t,s) > ——— coshmt - cosh(1 — t)m - G(to, s), t,to,s € [0,1]
cosh”m

3.2 Reésultat principal

Le théoreme qui suit, exprime le résultat principal de cette partie.

Théoréme 8 Supposons que les hypothéses (Hy)-(Hs) soient vérifiées. Alors le probléme

(p) posséde une solution positive unique u*dans Py, ou :

h(t) =V (t)¥(1—t) = (%) (coshm + cosh(m — 2mt)), t € [0, 1]
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1
Remarque 9 Soit b = 5(6’” + e~ ™). Alors, il est facile de vérifier que :

a = min{h(t):t€0,1]} = (%) (coshm + 1),
b = max{h(t):t€[0,1]} = coshm.

Preuve: 1l est bien connu que u est une solution du probléme (P) si et seulement si :

u(t) = / G(t. 5) [f(s,u(s)) + g(s)] ds

o : G(t,s) est la fonction de Green pour (3.1).

Pour tout v € P, nous définissons :

Au(t)z/o G(t,s)f(s,u(s))ds, xg(t):/o G(t, s)g(s)ds

Il est facile de vérifier que A: P — P.
De (H;), nous savons que A : P — P est un opérateur croissant. Montrons que A vérifie
les conditions (B;), (Bz) du théoréeme (5).

De (H3), pour tout v € (0,1) et u € P, il existe ¢(y) € (7, 1) telle que :

Al (t) = / G(t, ) f (s, yu(s))ds > / G(t, 8)p(1) (5. u(s))ds = o(7) Au(t), t € [0,1]

d’ou : A(yu) > ¢(v)Au, pour tout u € P,y € (0,1).

Soit :
_ Inp(y)
alors a(7y) € (0,1) et :
A(yu) >~ Au, pour v € (0,1), u € P (3.3)
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Dans ce qui suit, nous montrons que A : P, — Pj,. D’une part, il découle de (H;), (Hs),

du lemme (7) et de remarque (9), que :

Ah(t) = /OG(t,s)f(s,h(s))ds

v

/O YW1 = )Gt 5) f (5, a)ds

cosh?m

_ h(t)/o Glto, s)f(s,a)ds, t € [0, 1]

cosh?m

D’autre part, de(3.2), (H;), et remarque (9), nous obtenons :

Ah(t) = /0 G(t, 5)f (5, h(s))ds < /O G(t, 1) f (s, b)ds

1 1
— Eh(t)/o f(s,b)ds,t € [0, 1]

Soient :

— min f(t — t.b
1 tg%ég}f(,a), To tem[%f(,)

alors 0 <7ry <ryet:

1 1 to 1 1 1
/ G(to, s)ds = —/ U(s)¥(1 —tg)ds + —/ U(to)¥(1 —s)ds = —;
0 P Jo P Jig m

1 1
n h(t) < AR(t) < 1y

h(t), t € [0,1]

cosh’m m?2 msinhm

Ah € Py,. Pour tout u € Py, on peut choisir ¢y € (0, 1) suffissament petit tel que :

1
to
de (3.3) on a :
1 1
A (;u) < o) Au, ¥y € (0,1),u e P (3.4)
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de (3.3), (3.4),on a:
Au > A(toh) > 100 A

Au < Alh §LAh
to tg(tO)

Ainsi, Au € Py,. Par conséquent, A : P, — P,. Ceci et (3.3) impliquent que A est général
a—concave.
Donc, A vérifie les conditions (By), (Bz) du théoreme (5).

Ensuite, nous montrons que la condition (Bs) est satisfaite. Si :
g(t) =0et zo(t) =0

g(t) =0, l—pmaxg() puis [ >0
te(0,1]

Il est facile de prouver que :

1 1
B /0 G(t, t)ds = Ih(t)

avec 0 < zo < [h. Enfin, en utilisant le théoréme (5), 'équation u = Au+x( & une solution
unique u* dans Pj,. Par conséquent, u* est une solution positive unique du probléme (P)
dans P,. =

Pour illustrer comment nos principaux résultats peuvent étre utilisés dans la pratique,

nous présentons deux exemples.

3.3 Exemple

Exemple 10 Considérez le probleme suivant :

—u"(t) + (In2)%u(t) = uP(t) + q(t) +3, 0 <t <1
wW(0)=u'(1)=0

(3.5)
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ot : € (0,1) et q:[0,1] = [0,+00) est une fonction continue. Dans cet exemple, nous

laissons:

m = In2
ft.x) = 27 +q(t)
git) =

Aprés un simple calcul, nous obtenons un a =9/8, b=>5/4 et :
O L 1o g2t
h(t) = g™ 1(2 +2°79)t € [0,1]
Evidemment, f(t,z) augmente pour x > 0, et g(t) # 0

9 /8
F(t.a) = (g) Tq(t) > 0
De plus, réglez o(y) =7, v € (0,1) alors :
ft,yz) =72 +q(t) > 47 (@ +q(t)) = p(N f(t,2), >0

Par conséquent, toutes les conditions du théoréme 8 sont satisfaites. Une application du

théoreme 8 implique que (3.5) a une solution positive unique u* dans le Py,.
Exemple 11 Considérez le probleme suivante :

W (t) + (5)2u(t) = us(t) +q(t) + 13, 0 <t <1
uw'(0) =4'(1)=0
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ot : q:[0,1] — [0,+00] est une fonction continue. Dans cet example, on prend :

m = w/3
flt,z) = x'3q(1)
gt) =

Ensuite, m € (0,7/2) et :
h(t) = cos gt cosg(l —t), t€[0,1]

de tout évidence, f(t,x) augmente pour x >0, et g(t) # 0

f(t, cos® g) +q(t) = (AEL) ! +q(t) >0

de plus, réglez () =73, v € (0,1). Alors :

wl=

Flt,ya) = v3a5 +q(t) > 73 (25 +q(t) = (1) f(t,z), >0

Par conséquent, le probléme (3.6) a une solution positive unique u* dans le py,.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié 'existence et I'unicité des solutions pour des équations
opérateurs non linéaires du type © = Ax+ x dans un espace de Banach ordonné ou A est
un opérateur monotone général a—concave; en se basant sur une approche typiquement
topologique & savoir le principe du point fixe. Nous avons mis en évidence les résultats

obtenus sur un probléme & valeurs sur le bord de Neumann.
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