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Abreviations

EDP: Equations aux dérivées partielles.
e p.p: Presque partout.
e P — S: Palais Smale.

e i.e: clest a dire.



Notations

o © = (z1,79, - ,xy): Elément de RY.
ou 0 0

o Vu= (851’ 852’ . axljv): Gradient de u.
N 5%

e Au est le laplacien de la fonction u : RY — Ri.e. Au= ZW = divVu
=10}

. 2N
e 2,: Exposant critique de Sobolev, 2, = N3

e B.(a) est la boule de centre a et de rayon r.

e 01} : Frontiere de €.

e supp(u): Support de la fonction u.

e (.,.) : Produit scalaire dans RY / crochet de dualite V, V",

e C(Q) ou C°(N2): Espace des fonctions continues sur Q.

e (Cy(Q2): Espace des fonctions continues sur €2 a support compact.

e (C*(Q): Espace des fonctions indéfiniment dérivables sur 2.

o C*(Q2) = D(Q): Espace des fonctions de C*°(£2) a support compact.

o [P(Q) ={u:Q — R /u mesurable; /|u|p < 00,1 <p<oo}.
Q

e 17 (Q) : Espace dual de LP(Q), p/ = ——



L*>® = {u: Q — R/u mesurable; 3C tel que |u|] < C p.pz € Q}.
H}(Q) = {u € L*(Q) tel que Vu € L*(Q) et u = 0 sur IN}.

—: Convergence forte.

—: Convergence faible.

—: Injection continue.

—<: Injection compacte.



Introduction

Les équations aux dérivées partielles abrégées EDP sont les outils mathématiques dont
I'importance prime par le fait de modéliser des phénomeénes naturels, pour cette rai-
son, elles demeurent fortement sollicitées dans différents contextes tels que : physique,
mécanique, chimie, biologie, sociologie,...

Les équations de type elliptique interviennent trés souvent dans la modélisation des
phénomenes stationnaires (c’est a dire n’évoluant pas au cours du temps). Depuis leurs
découverte, plusieurs méthodes ont été mises en évidence pour l'existence et les pro-
priétés qualitatives de leurs solutions, notamment les méthodes variationnelle, les méth-
odes topologiques et les méthodes numériques.

Les méthodes variationnelles consistent & formuler faiblement un probléme, par ex-

emple si on a le probléme (formulation forte) suivant

—Au=f dans €2,
u=20 sur 0f).

ot  est un ouvert borné de RY (N > 3) et f définie sur L*(Q2), alors la formulation

variationnelle ou formulation faible correspondante est la suivante:

/vuvgpdx:/fcpdx dans €,
Q Q

u=0 sur Jf).

Une solution du premier probléme (formulation forte) est toujours solution du second



(formulation faible), mais la réciproque n’est pas toujours vraie: c’est d’ailleurs pour
cette raison qu’'une solution de la formulation variationnelle est parfois appelée solution

faible, qui est un poit critique de la fonctionnelle d’énergie

I(u)= %/Q |vul® da — /qudx.

La théorie des points critiques a subi une implusion nouvelle en 1973 avec la parution
d’un article d’Ambrosetti et Rabinowitz dans lequel figure le Théoréme du Col, et elle a
connu un essor avec I’apparition de la condition de Palais Smale pour montrer ’existence
d’une valeur critique.

Ce mémoire comprend trois chapitres.
Dans le chapitre 1, nous rapellons les principaux résultats utilisés par la suite.

Dans le chapitre 2, on étudie I'existence des solutions du probléme régulier suivant :

—Au=|uf?u+ X u  dans Q,
u=>0 sur 052,

ot 2 est un ouvert borné de RY (N >3),2<p<2,,2, = 5 est 'exposant critique

de Sobolev et A est un parameétre réel positif.
Dans le chapitre 3, on s’intéresse a ’existence des solutions du probleme singulier
suivant: =2
U U u|P~
—Au — =\ +
PP = el T TP
u=20 011,

u dans €,

ou 2 est un domaine borné de RY (N > 3)avec0 € Q,0< 3 <2,0<«a <2, X et usont
\ . (N =2\" .

des paramétres positifs tels que 0 < p < 1 = — ) it est la meilleure constante

2(N - p)

N2 est 'exposant critique de Sobolev

de Hardy et 2 < p < 2, () avec 2, (f) =
Hardy.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1 Soit p € R avec 1 < p < 00; on pose:
LP(Q) ={f:Q—R; f mesurableet ||f|.,q < oo}

On note: .
T [ / |f<x>|pdx] g

la norme dans l’espace de Lebasgue LP(£2).
Définition 1.2 Soit 1 < p < oo; on dit q'une fonction f :  — R appartient & L} (Q)

Si:

/1 € LP(2) pour tout compact k C €.

Théoréme 1.1 (Théoréme de convergence monotone)
Soit f,, une suit croissante de fonction de L'(Q) telle sup / |fn] dx < oco. Alors f,(x)

converge p.p sur ) vers une limite finie notée f(z) de plus f € L'(Q) et

| fn — f||L1(Q) — 0.

11



Théoréme 1.2 (Théréme de convergence dominée de Lebsgue)

Soit f, une suite de fonction de L(€2). On suppose que :

a) fo(w) = f(x) pp sur &,
b) il existe une fonction g € L'(2) telle que pour chaque n; | f,(z)| < g(x) p.p sur Q.

Alors
fel Q) et Ifo—fllg — 0

Soit Q un ouvert de RY muni de la mesure da Lebesgue. On définit I'espace L*(Q) des

fonction mesurables de carré sommable dans 2. Muni du produit scalaire

ugwiéﬂwawm

L?(92) est un espace de Hilbert. On note
3
e = ([ 11 )"

Théoréme 1.3 L’espace C5°(Q) est dense dans L?*(Q2), c’est a-dire que tout f € L*(£2)

la norme correspondante.

il existe une suite f,, € C5°(Q2) telle que
nh_{{.lo |fn — fHLz(Q) =0.

Théoréme 1.4 (Brézise-Lieb)
Soient 1 < p < 00 et (f,), une suit bornée de fonction de LP(2) convergent p.p. vers f,

alors [ € LP(Q) et:

11820y = T (1l = 1 = Fallagey):

12



1.1.1 Dérivation faible

La notion de dérivée faible est une extension de la notion de dérivé usuelle des fonctions
qui ne sont pas forcément dérivables, c’est un cas particulier de la dérivation au sens
des distributions. Ce concept est trés utile dans la résolution des équations aux dérivés
partielles.

On définit tout d’abord la concept de dérivée faible dans L?(2).

Définition 1.3 Soit u une fonction de L*(€2). On dit que u est dérivable au sens faible
dans L?(Q) s’il existe des fonction w; € L*(2), pour i € {1,..., N} telle que pour toute

fonction ® € C3°(2), on a

/Q u(a:)gi (z)dz = — /Q wi(2)®(x)dx

U
chaque w; est appelée la i-éme dérivée partielle faible de v et est notée G
T

Lemme 1.1 Soit u une fonction de L?(€2). S’il existe une constante C' > 0 telle que,

pour toute fonction ® € C°(2) et pour tout indice i € {1,..., N}, on a

/Qu(:v)gq) dx

Z;

< O] 2oy -

Alors u est dérivable au sens faible.

Dérivée directionnelle:
Définition 1.4 Soit A une partie d’'un espace de Banach V et [ : A — R une fonction
a valeurs réelles. Siu € A et z € V sont tels que pour t > 0 assez petit on a u+1tz € A;
on dit que I admet (au poit u) une dérivée dans la direction z si la limite

lim I(u+tz) — I(u)

t—0t t

existe. On notera cette limite I'(u).
On notera qu’'une fonction I peut avoir une dérivée directionnelle dans toute direction

z € V; sans pour autant étre continue. Lorsque la dérivée directonnelle de I existe pour

13



certains z € V' on introduit la notion de dérivée au sens de Gateaux.

Dérivée au sens de Gateaux:
Définition 1.5 Soit A une partie d’un espace de Banach V et [ : A — R.
Si uw € A on dit que I et dérivable au sens de Gateaux (ou G-Différentiable en u) s’
existe | € V' tel que dans chaque direction z ou I(u + tz) exist pour ¢ > 0 assez petit la
dérivée directionnelle I (u) existe et on a :

lim I(u+tz) — I(u)

t—0F t

= <l,Z>

On posera I (u) := I.
On remarquera de nouveau qu’'une fonction G-dérivable n’est pas nécessairemment con-
tinue.
On introduit enfin la dérivée classinque (ou F-dérivée au sens de Fréchet).

Dérivée au sens de Fréchet:
Définition 1.6 Soient V' espace de Banach; A un ouvert de Vet I : A — R une
fonction. Siwu € A, on dit que I est différentiable (ou dérivable) en u (au sens de Fréchet)

s'il existe [ € V', tel que:
Iv)—I(u)={v—u)+o(v—u), YuecA

Si I est différentiable, I est unique et on note I (u) := [. L’ensemble des fonction dif-
férentiables de A — R sera noté C' (A, R).

On notera que si I est différetiable au sens de Fréchet alors I est continue.

1.2 Espaces de Sobolev

AV4 3 Z : X 2. -V,
Les espaces de Sobolev sont les espaces "naturels" des solutions d’équation saux dérivées
partielles. On les appelle aussi espaces d’énergiecarils s’interprétent naturellement comme

les espaces de fonction d’énergie bornée. Nous rappellerons ici les définitions et les résul-

14



tats qui seront utilisés par la suite.

1.2.1 L’espace H'(Q)

Définition 1.7 Soit  un ouvert de RY. L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par

ov

HY(Q) = {ve L*Q) tel que Vie {1"“’N}63c-

€ L* ()},

ol g—; est la dérivée partielle faible de v.

Proposition 1.1 L’espace H'(2) est muni du produit scalaire

(1, v) = /Q (w(@)o(z) + Va(z).Vo(z))dz,

et de la norme )
2
ol g1y = ( [ utay+ |Vu<x>\2dx)

I'espace de Sobolev H'(£2) est un espace de Hilbert.
Théoréme 1.5 (de densité)
Si Q est un ouvert bornée régulier de classe C'; ou bien si ) = Rf : ou encore si ) = RV;

alors C°(Q2) est dense dans H(2).

1.2.2 L’espace H;(9)

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de H'(§2) qui
nous sera trés utile pour les problémes avec conditions aux limites de Dirichlet.

Définition 1.8 Soit C3°(€2) 'espace des fonction de classe C*(£2) a support compact
dans €. L’espace de Sobolev H{ () est défini comme 1’adhérence de C3°(€2) dans H'(92).

15



1.2.3 L’espaces W"?(Q)

Soit 2 C RY un ouvert bornée ou pas et soit p € R avec 1 < p < o0.

Définition 1.9 Soit £ > 1 un entier et p un réel tel que 1 < p < oo. On définit:
WHhP(Q) = {u € LP(Q); Va multi-indice avec |o| < k/3g, € LF(Q),

tel que

/QuDago = (—1)|a/ﬂga% Vo € C°(Q)}.

Notons que par récurrence on a:
WEP(Q) = {u e WFP(Q), Vi=1,2,3,...,N}L
L’espace W*P(Q) est muni de la norme

sy = D 1D Ul oy -

0<|a|<k

Proposition 1.2 L’espace W?(2) est un espace de Banach pour 1 < p < oo; WHP(9)

est réflexif si 1 < p < co. Il est séparable si 1 < p < oo.

1.2.4 L’ espace W,”(Q)

Définition 1.10 :Soit 1 < p < oo; on note par Wy(Q) la fermeture de C(Q) dans
Whp(Q).
Proposition 1.3 L'espace W, () muni de la norme induite par W?(Q) est un espace

de Banach séparable ; il est réfléxif si 1 < p < oo.

16



1.2.5 Injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont trés utilisées lorsqu’on étudie les équations aux dérivées
partielles. Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces de Sobolev et les
normes des espaces de Lebegues .

Théoréme 1.6 (Inégalité de Sobolev)

Soit © un ouvert régulier de RY et 1 < p < oo. Alors il existe une constante C' (dépen-

N
dante de N et p) avec p* = ]\/? , telle que
-Dp

[l Lo () < CHIVul] Yu € Wy (9).

LP(Q) "’

Pour I'espace W"?(£2) on a le résultat suivant.

Théoréme 1.7 Soient ) un ouvert régulier de RY, k > 1 et p € [1,00]. Alors

1k 1 1 k
1. si — — — ona WhP(Q) — LI(Q) avec — = — — —
2. 81 — — v ona WHEP(Q) — L*°(Q) pour tout ¢ € [p, 0o} (mais pas pour g = 00)
p
1
3.8 —— N < 0 on a WkP(Q) — C*#(Q), avec injections continues.
p

Théoréme 1.8 (Théoreme de Rellich- Kondrachov)
On suppose que  est un ouvert borné de classe C' de R. On a

1
- si p < N alors W'?(Q) << L1(Q), pour tout ¢ € [1,p*[, ou — =

1 1
p* p N

- si p = N alors W'?(Q) << LI(Q) pour tout ¢ € [1, +o0].

- Pour tout ¢ € [N, +oo[, W(Q) —— C(Q).

La condition sur le domaine est nécessaire. Si {2 n’est pas borné alors les injections ne
sont pas compactes en général.

Proposition 1.4 (Inégalité de Poincaré)

Soit 2 un ouvert de RY borné dans au moins direction de ’espace. 1l existe une constante

C > 0 telle que pour toute fonction v € HJ();

/le(@lzd:c < C’/Q|Vv(x)|2dx

17



1.3 Théoréme de Passe Montagne (Lemme du Col)

Si on veut aller a un point B située en dehors de la cuvette au dela des montagnes, et a
une altitude h; < h, il existe un chemin passant par un col et conduisant de A a B, celui

qui monte le moins haut.

1.3.1 Point critique

Définition 1.11 Soit V' un espace de Banach on dit que u € V' est un point critique de
Isi I'(u) = 0 sinon u est dit un point régulier.

On dit que ¢ € R est une valeur critique de I s’il existe un point critique v € V' tel que
I(u) = ¢. Sinon c est dite une valeur réguliére.

La notion de point critique peut étre inteprétée comme minimum local d’une fonctionelle,
mais en générale ceci ne se produit qu’en présence d’une certaine proprité de compacité
par exemple pour la fonction I(u) = exp(—u) la valeur ¢ = 0 n’est jamais atteinte. Pour
cela on exige que I satisfais un certain condition de compacité.

Ainsi, pour prouver la convergence forte des suites minimisantes ou de fagon générale
des suites qui convergent vers un point présentant une condidature a devenir un point

critique, on a souvent recours a la dite condition de Palais Smale.

1.3.2 Condition de Palais Smale

Définition Soient f € C*(V,R) et ¢ € R. On dit que I satisfait la condition de Palais

Smale en ¢ si V(u,) € V,

= (u,) converge a extraction pres.

2

Example 1 Dans R, + — x° satisfait la condition de Palais Smale en 0 tandis que

n

r — e~ " ne la satisfait pas, car la suite u,, = n vérifie e — 0 et un u,, — 00

18



Figl: v — €” Fig 2: ¥ — 22

Lemme 1.4 (Lemme du Col)
Soit E € CY(V,R), satisfaisant (P — S), supposons que:

(i) E(0)=0.
(i) Ip>0,a>0:||ul|=p = Eu) >a.

(iii) Juy € V : ||ug|| > p et E(uy) < a.
On définit
P ={pe C([0,1];V)p(0) = 0;p(1) = w1 }.

Alors

c=inf sup F(u) > «a,
pEP uelz? <)_

est une valeur critique.

19



1.4 Multiplicateurs de Lagrange

Définition 1.12 Soient X un espace de Banach, I € C'(X,R) et un ensemble de con-
traintes de la forme

F:={veX:I(v)=0}.

On suppose que pour tout v € F, on a I'(v) # 0.

Si J € C1(X,R), on dit que ¢ € R est une valeur critique de J sur F' s’il existe v € F), et
A € R tels que J(v) = cet J'(v) = A’ (v).

Le point v est un point critique de J sur F' et le réel est appelé multiplicateur de Lagrange
pour la valeur critique c.

Proposition 1.5 Sous les hypotheéses et notations de la définition précédente, on suppose

que vy € F te que J(vy) = inﬁ J(v). Alors il existe A € R tel que
S

J/(Uo) = )\I(Uo)

20



Chapitre 2

Résultat d’existence pour un

probléme elliptique régulier

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie I'existence des solutions pour le probleme elliptique régulier

suivant:

—Au = |uf"?u+ A u dans Q,
(P1)
u =0 sur 02,

ot 2 est un ouvert borné régulier de RN (N >3),2 <p<2,,2, = est ’exposant

N -2
critique de Sobolev et A\ est un parameétre positif inférieure & Ay, ol \; est la premiére

valeur propre de
—Au = \u, dans ,

u =0 sur 0,

et qui est caractérisée par

Vul® dx
A= inf e
ueHL(2)/{0} / w2d
Q

21



2.2 Préliminaires et résultat d’existence

La norme standard de 1'espace H3 () est notée par

ul| = (/Q |Vu(:c)|2d:n)2 Vu € H(Q).

I1 est bien connu que les solutions du probléme (7P;) sont les points critiques de la fonc-

tionnelle d’énergie

1 A 1
Ii(u) = 3 | wl|* — §/Qu2dx — 1_7/9 |ul? dx.

La fonctionnelle I; est de classe C! sur Hj(f2) et sa différentielle est donnée par

(I (u) ,v) = /Vqudx — )\/uvdm —/ lufP ?ww dr; Yo e HE(Q).
v v Q

En plus, les points critiques de [; sont des solutions du probléme (P;).
Notre résultat est le théoréme suivant.
Théoréme 2.1 On suppose que 2 < p < 2, et A < Ay, alors le probléme (P;) admet une

solution positive u; dans Hy(2) pour tout A € (0, A1).

2.3 Preuve du Théoréme 2.1

Premiérement, vérifions que I; satisfait les conditions géométriques du Lemme du Col.

Lemme 2.1 Supposons que 2 < p < 2,, alors pour tout A € (0, A1), la fonctionnelle I;
vérifie les conditions géométriques suivantes:

i) il existe a; > 0 et p; > 0 tels que I1(u) > oy pour ||u|| = p1,

ii) il existe v; € H(Q) tel que ||v1]| > p1 et I1(v1) < O.

Preuve

22



i) Soit u € Hy(2)/ {0}, alors par la caractérisation de \; on a

1
/qum < —/ \Vul|? da.
o A1Ja

D’autre part, par I'inégalité de Sobolev on a
%
/ lul’ doz < C </ |Vu|2dx> ,
Q Q

Donc, pour A < A\; et p > 2 on obtient

pour certaine C' > 0.

1 A C
L(u) 2 5 fJul® - W el — > "

AL — A s C
> [l | = = [fu])”.
2)\1 P
Maintenant, nous considérons la fonction

Il est facile de monter que

P

2 (A=A
max g(p) — g(p) — C7 ( ) -0

2]) C)\l
avec
(A= A\
P1 Ch
Donc, pour ||u|| = p1, on obtient
Li(u) = ax

23



avec
P

=2 A=A\
041—0 2p (C)\l) .

ii) Soit ® € H}(Q)/ {0}, pourt € R on a

t2 2 ¢ p
L(t®) = ||<I>|| <I> de| — — [ |®|" dx.
P Ja

tel que [ (tp®) <

Quand t — 400, on a [ (t®) — —oo. Donc il existe tg > —— ”(I)H

En prenant v; = to®, le point ii) est établi.l

Maintenant, on va montrer que I; sataisfait la condition de Palis Smale.

Lemme 2.2 Soit (u,) C Hj(2) une suite de Palais Smale de niveau c;, alors
u, — u; dans Hy(Q),

pour certaine u; € H}(Q) avec I (u1) = 0.

Preuve

Soit (u,) C H}(Q) une suite de Palais Smale de niveau c;, donc

c1+ o, (1) =11 (uy,) et o, (1) = (I] (un) , up) -

Alors

c1 + oy (1) =1 (Un) <I/ (un> U >
el n||2 A2 Q/de,

p Ap
> —HunW - ——I! nll?,

2p A1 2p

p—2 (A=A
> 1 [lunl
2p )\1
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D’ou (u,) est bornée dans Hj(f2), ce qui permet d’en déduire que:

u, — u; dans Hy (),
U, — uy p.p dans €,

u, — uy dans LP(Q).
On obtient alors
(I} (up) , ®) = 0 pour tout ® € Hy(Q).

Par conséquent

(I} (u) , ®) = 0 pour tout ® € Hy (),

c’est a dire I] (u) = 0.
Finalement; on va montrer que (u,) converge fortement dans Hy(f2) vers la fonction

u qui est non nulle.

Lemme 2.3 Soit (u,,) une suite de Palais Smale de niveau ¢; € R telle que u,, — u; dans

H(2). Alors (u,) converge fortement dans Hj(f2) vers la fonction non nulle u;.

Preuve

On a

et

Par Lemme 2.2 on a

u, — u; dans Hy (),
U, — up p.p dans €,

un, — up dans LP(Q).
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Posons

Wy, = Uy — Uy.

Alors
w, — 0 dans Hy(9),
w, — 0 p.p dans €2,
w, — 0 dans LP(2).
On a

/widm = / (U — up)* dc
Q Q
2
:/uidm—l—/ uldx+/un.u1da:
Q Q Q

2
:/uidx—i-/ urdx + 0, (1).
Q Q

Ensuite, par le lemme de Brezis-Lieb on a

/|un|pdx:/|wn|pd:v+/|u1]pdx+0n(1).
Q Q Q

D’autre part, comme u,, — u; dans H}(Q), alors

Junl* = [ 1V da
Q
:/|V(un—u1)|2dm
Q
:/|Vun|2dx—|—/\Vu1|2d:c+2/VunVu1dx
Q Q Q

= [lunll” + fuall” + 0a (1).

26



Donc

on (1) = (I (un) , un)

= (I (uy) ,uy) + [Jwn|)* + /wfld:v +/ |w,|” da.
Q 0
On a par Lemme 2.2 (I] (u1),u1) = 0, et comme 2 < 2, et p < 2, alors

/wid:v — 0,
Q

et
Par conséquent

ce qui donne

u, — u; dans H}(Q).1
Conclusion Par les Lemme 2.2 et 2.3 I; satisfait les hypotheses du Théoréme de Passe

Montagne et on obtient un point critique u; dans H}(Q2) tel que

I{(ul) =0,
Li(uy) = ¢,
ou
=i >
¢ ’Ylé]ifl %3’% Li(y(t) > a3 >0,
avec

I :={veC(0,1], Hy(Q)),7(0)=0,7(1) =v1}.
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Comme

11(0):0613[1(’&1):61>0

alors u; # 0. Donc u; est une solution non triviale de notre probléeme.
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Chapitre 3

Résultat d’existence pour une

équation elliptique avec singularité

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie I'existence des solutions non triviales du probléme semil-

inéaire suivant

u u o |ulP?
AU — e = N
VTHRE TR T TP

u =0 sur 09,

u, dans €,

(P2)

ol Q est un ouvert borné régulier de RY (N > 3) avec 0 € Q,0 < p < fi := [N — 2)/2]?,
i est la meilleure constante de Hardy, 0 < < 2,, 0 < < 2,2 < p<2,(8) et 2,(B) =
2(N — )/ (N — 2) est I'exposant critique de Sobolev dans RY | \ est un paramétre positif

inférieure & A1 (u), ott Ay (i) est la premiére valeur propre de

CAu— =

|2 2|

u =0  sur 01,

dans €2,
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et qui est caractérisée par

(e _“r )

!w|

A = inf
) ueHél?Q)/{O}

Remarque On a 2, (2) =2 et 2, (0) = 2,.

3.2 Préliminaires et résultat d’existence

Pour 0 < u < fi, on munit 'espace de Hilbert H,(Q2) := H; () du produit scalaire :

(u,v) = / <VUVU - u%) dz, Yu,ve H,(Q).
Q T

et on définit la norme

||u||i = / (|Vu| - MW) de, Yue€ H,(Q).
Q

Par I'inégalité de Hardy, cette norme est équivalente a la norme standard de HJ(2).
Il est bien connu que les solutions du probléme (Ps) sont les points critiques de la

fonctionnelle d’énergie I5 associée au probléme (Ps), définie par

Jul” Juf®

1 1
I(u) = 3 ul? — ; dem’ AP drv, Yu € H,(Q).

La fonctionnelle I, est bien définie et de classe C' sur H,(2) et sa différentielle est donnée

par

JulP~2

u
L(u),v —/Vquda:—/ —vdr — | ——uv dx — / vdx, Yve H,(Q).
L=, T g TP ol )
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Une fonction v € H,,(£2) est dite solution faible de (P;) si elle satisfait

/ (Vqudm — P — ’u‘p_2uv _ uv) de=0, YveH,(Q)
Q |22 || || ’ e

Lemme 3.1 Supposons que ) est un ouvert borné régulier de RV, 0 € 2, 0 < a < 2,
0<f<2etl<p<2(F). Alors il existe deux constantes positives C;, Cs telles que

les inégalités suivantes sont vérifées pour tout u € H () :

/|x‘2d:c< /\Vu\ dx;
/—dz < 01/ (Vul|® dz;
P 2
( i —=dx ) < Oy (/ ]Vu|2dx> .
alz|’ Q

Lemme 3.2 On a les injections suivantes

Hy () — L7 (Q, |2|7) ;

Hy(Q) —— LP (2, |z|~") pour p < 2, (8);

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant:
Théoréme 3.1 On suppose que 0 < g < i, A < A (), 0 < a<2,0< < 2et

2 <p < 2,(B). Alors le probleme (P,) admet une solution positive uy dans H,(§2) pour
tout A € (0, A1 ().

3.3 Preuve du Théoréme 3.1

Premiérement, nous vérifions que [, satisfait les conditions géométriques du Lemme du

Col.
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Lemme 3.3 Sous les hypotheses du Théoréeme 3.1, la fonctionnelle /5 vérifie les conditions
géométriques suivantes:
i) il existe dq, py > 0 tels que Ir(u) > dy pour HuHM = pa.

ii) il existe vy € H,(2) tel que |Jvg] > p2 et Io(v2) < 0.

Preuve

Soient u € H,(€2)/{0} et p = ||UH#

1, .o 1 [ ur A [ u?
L) ==l == [ Lde -2 [ aa.
20 =5 p/9|x|’5 ' 2/Q!afl"‘ ’

Donc, pour A < A\; et p > 2 on obtient par Lemme 3.1

1 A C
D) 2 3 llull, = g5 Nl =l
AL (p) — A s C
> ———||lu||” — = ||u]|”.
> oGy Ml =2 I

Maintenant, nous considérons la fonction

o) =22 S

Il est facile de montrer que

wa J(p) = flp) = 222 (Al () - A) o,

avec

Donc, pour [|ul[,, = pa, on obtient
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avec

—2 (A () = A\ 77
5y = ol ( 1 (1) ) .
2p CAr (1)
Pour le point ii), on peut écrire que, pour ¢ suffisamment grand et ® € H,(Q)/{0}, on a

t2 |D[P )\t2 P2
fz(t¢)=§||‘1’|| - Wd -5 |$|a xr

quand ¢ — 400, on a I5(t®) — —oo. Donc il existe tg > —— tel que Ir(to®) < 0.

||¢||
En prenant ve = to®, le point ii) est établi.
Condition de Palais Smale (globale)

Lemme 3.4 Soit (u,) C H,(f2) une suite de Palais Smale de niveau ¢, alors
u, — uy dans H,(2)

pour certaine fonction us € H,(2) avec I} (ug) = 0.
Preuve

Soit (u,) C H,(€2) une suite de Palais Smale pour la fonctionnelle 5 c’est & dire
c+on (1) = Iz (u,) et o, (1) = (L5 (un) , up) -

Comme
1 |un | A |Un | 2

I n) — & n - -
2(“’) 2” || |I|f8 € 2 Q|l’|a

p u?
L (uy,) , up, :/ Vunzd:r—/ ”d [ dx—)\/ " dx,
o () un) = o Ve T J Tl ofal”

et
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alors

2¢+ 0, (1) = 215 (uy,) — (I} (uy) , un)

_9 P
I [t dz.

P Jolzlf
p_2 P
<22 .

ce qui implique que (u,) est bornée dans H,,(2), donc il existe une sous suite (notée (u,)

et une fonction uy € H,(Q2) telles que:

up, — ug H,(),
Uy — up L*(, 2|~ *dx),
Uy, — uy LP(Q, |z|Pdx)

U, — U p.p. dans 2,

On déduit alors que

: Y
<12 (Un , U /Vuanda: / ’ ‘2 /’x‘ /Qw’l] dz

p—2
— /VU2VUd$ —/ u—zvdx - )\/ Y2 dz — Jual” " up 5 Y2 d

= (I3 (u2) ,v); Yv € H,(Q).

D’ou

(I (uz) ,v) = 0 pour tout v € H,(Q),

c’est & dire uy est une solution faible du probleme (P2).

Maintenant, on va montrer que (u,) converge fortement dans H,(£2) vers la fonction
Us.
Lemme 3.5 Soit (u,) une suite de Palais Smale de niveau ¢y telle que u, — us dans

H, (). Alors (u,,) converge fortement vers uy dans H,, ().

34



Preuve

Soient (u,,) une suite de Palais Smale de I telle que u,, — us.

Donc
on (1) = (I3 (un) , uz)
Junl”* u
/VunVugd:c / 2u2d:c tn 5 ugd:c / ——uadx,
|| o |zl ||
et
o, (1) = (un) Up)
p 2
/ywn\ d — / ”2d %m-x/“—’;d
o Tl o |z| alzl
Posons
Wy, = Uy, — Us

Alors

w, — 0 H,(Q),

w, — 0 L*(Q, |z|~*dx),

W, — 0 LP(Q, |z|Pdx)

W, — 0 p.p. dans €,
On a

~2
w 2
dr = (uy — ug)” dx
alz|* ISUIO‘

n 2 Up U2
/ e ™ */ 2 d“/ [a]o72 [afa2 ™

—dx + —dx—l—on(l),
/!1’ alzl®
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et

p p
lanf” [ lusl

= ——dr+o0,(1).
Al R TR R (

D’autre part, comme u,, — us dans H ;(Q), alors

"’2
lanl = [ (anﬁ— - |2)dx
2
2 (Un—UQ)
- (w(un—mn —MT) dn

u? 2
Uz
Vu,|” — p—= >dx+/<Vu — p—= >dx+2/VunVudx—|—2 ——dr
G L Vel =i o Ve T2 | L e

2 2
= [lunll, + [luzll, +on (1)

Donc

on (1) = (I5 (un) ; un)

= (I} (ug) , up) + || |” + w—idm—i— mdw
2 7 e alzle o |z|?

On a par Lemme 3.2 (I] (u2),us) = 0, et comme o < 2 et p < 2, () alors

~2
et

Par conséquent
~ 2
[@nll,, = on (1),

ce qui donne

/\Vunl —u dz—>/]Vu] —u?dx.
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D’ou

Uy — Uy dans H,(€).H

Conclusion Par les Lemme 3.2 et 3.3 la fonctionnelle /5 satisfait les hypothéses du

Théoréme de Passe Montagne et on obtient un point critique u, dans H ;(Q) tel que

IQ(U/Q) = O s

IQ(Uz) = Ca,

ou

=1 >
o ’yléllg trél[oa?l(} Ly (t)) > 6 >0,

avec

Ty:={yeC([0,1], H)(Q),7(0)=0,7(1) =wv}.

On a I5(0) = 0 et I (uz) = co > Odonc us # 0. Comme Ir(us) = I (Juzl), alors le
probléme (Ps) admet une solution non négative.

Donc uy est une solution non triviale de notre probléme.
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Conclusion

Nous avons traité des problémes semi linéaires de type elliptiques sous critiques régulier

et singulier, et nous avons utilisé quelques injections compacte. Pour montrer I’existence

des solutions on applique le théoréme du Col.
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