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0.1 Introduction

En 1897 Luigi Bianchi a introduit la métrique gl;m dé�nie par

gl;m =
1

F 2
dx2 +

1

F 2
dy2 + (dz +

ly

2F
dx� lx

2F
dy)2

avec l et m deux nombres réels �xés, plus tard Elie Cartan et Vranceanu ont utilisé cette

métrique dans la classi�cation des variétés Riemanniennes de dimensions trois pour obtenir une

famille d�espaces connu aujourd�hui sous le nom d�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu, ces

espaces jouent un rôle important dans la cosmologie théorique, ils sont utilisés pour construire

quelques espaces-temps.

On se place dans notre travail dans un espace de dimension 3, appelé l�espace de Bianchi-

Cartan-Vranceanu dé�nit par

M3
bcv = f(x; y; z) 2 R3;F (x; y; z) = 1 +m(x2 + y2) > 0g

L�espace M3
bcv muni de gl;m est une variété Riemannienne, on s�intéresse à étudier les courbes

�-obliques (appelées aussi les hélices généralisées) dans cet espace, ces courbes sont caractérisées

par la propriété que le champ de vecteurs tangent fait un angle constant � avec un champ de

vecteurs �xé qu�on l�appelle le champ de vecteurs vertical et particulièrement lorsque � = �
2
ces

courbes sont appelées les courbe de Legendre (voir [2]). Le théorème de Lancret nous donne

une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�une courbe soit une hélice généralisée est que le

rapport de la torsion par la courbure soit constant et l�invariant de Lancret est

Lancret�(
) =
cos �

jsin �j :

(voir [1]).

Notre objectif est d�étudier les propriétés des courbes �-obliques et de Legendre et donner

leurs formes explicites dans (M3
bcv; gl;m) (on donnera leurs forme explicite seulement dans le cas

où m = 0), l�étude se focalise sur les courbes �-obliques et de Legendre non géodésiques i.e. le

cas où � 6= 0; �.

Ce mémoire se compose de ce qui suit :

Au premier chapitre, on rappelle des notions de base sur les variétés, les champs de vecteurs,
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l�espace et �bré tangent, les connexions, le repère de Frenet.

Dans le deuxième chapitre, on dé�nit l�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu M3
bcv et on

détermine la connexion de Levi-Civita associée à gl;m:

Finalement, le troisième chapitre est consacré à l�étude des courbes obliques et de Legendre,

en déteminant leurs trièdre de Frenet (T;N et B), leurs courbure, leurs torsion et leurs invariant

de Lancret, de plus on donnera leurs forme explicite dans le cas particulier m = 0 et on

déterminera aussi la courbure, la torsion et l�invariant de Lancret dans ce cas. On établira

qu�une courbe �-oblique ayant une courbure moyenne propre sauf si elle est une courbe hélice

et on �nira par donner des exemples comme le cas euclidien (le cas où l = m = 0) et le groupe

d�Heisenberg (le cas où m = 0; l = �2).
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Chapitre 1

Variétés di¤érentiables

1.1 Variétés di¤érentiables

Dé�nition 1.1 Soit M un espace topologique. Un atlas de dimension n et de classe Ck k 2 N

sur M est un ensemble A de couples (Ui; xi) appelés cartes tel que

a) Les Ui forment un recouvrement d�ouverts de X i.e [ni=1Ui =M

b) Chaque xi est un homémorphisme de Ui sur un ouvert de Rn:

c) 8i; j = 1; :::; n tel que Ui\Uj 6= ;; le changement de carte xij = xj �x�1i dé�ni sur xi(Ui\Uj)

à valeurs dans xj(Ui \Uj) est un di¤éomorphisme de classe Ck(les deux cartes (Ui; xi) (Uj; xj)

sont dites compatibles).

Dé�nition 1.2 Une variété di¤érentiable de dimension n et de classe Ck est un espace topo-

logique muni d�un atlas de dimension n et de classe Ck:

1.2 Espace tangent

Soient M une variété di¤érentiable de classe C1, p 2 M et f et g deux fonctions C1 sur

M à valeurs réels,on dé�nit la relation d�équivalence

f � g , 9 U un voisinage de p 2M , f=u = g=u

Si G(M) = ff :M ! R = f est de classe C1g alors l�ensemble C1p (M) = G(M)= � s�appelle

l�ensemble des germes au point p:
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Dé�nition 1.3 Une dérivation est une application linéaire D : C1p (M)! R tel que

D(fg) = (Df)g(p) + f(p)Dg

Un vecteur tangent au point p 2M est une dérivation au point p:

L�espace tangent à M au point p est l�ensemble de tous les vecteurs tangents au point p, on

le note TpM:

Remarque 1.4 Si U est un ouvert de M alors TpU = TpM:

TpM est un espace vectoriel de même dimension que la variété M .

Proposition 1.5 Soit (U; x) = (U; x1; :::; xn) une carte au point p alors la base canonique de

TpM est donnée par
@

@x1
(p); :::;

@

@xn
(p)

D�aprés la proposition précédente tout vecteur v(p) 2 TpM s�écrit

v(p) = vi(p)
@

@xi
(p)

où les vi(p) 2 R 8i = 1; :::; n: Pour simpli�er on note par

@

@xi
= @i; 8i = 1; :::; n:

1.3 Fibré tangent

Dé�nition 1.6 Soit M une variété di¤érentiable, on dé�nit le �bré tangent noté par TM de

M comme l�union disjoint de tous les espaces tangents de M i.e.

TM = t
p2M
TpM

TM est l�ensemble des couples (p; v(p)) avec p 2M et v(p) 2 TpM . Le �bré tangent TM a

une structure canonique d�une variété, en e¤et, si (U; x) = (U; x1; :::; xn) est une carte de M et

� : TM !M est la projection canonique dé�nie par

�(v) = p; v 2 TpM
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On dé�nit l�application ex : TU ! x(U)� Rn � Rn � Rn = R2n avec TU = t
p2M
TpU = t

p2M
TpM

par ex(v) = (x1(p); :::; xn(p); v(x1); :::; v(xn))
alors les couples (TU; ex) forment un atlas de TM:
Remarque 1.7 Le �bré tangent TM est une variété di¤érentiable de dimension 2n:

1.3.1 Champ de vecteurs

Dé�nition 1.8 Un champ de vecteurs est une section di¤érentiable

V : M ! TM

p 7! V (p) 2 TpM

On note par �(M) l�ensemble de tous les champs de vecteurs sur M qui est un espace

vectoriel en e¤et si V;W 2 �(M) et a; b 2 R alors aV + bW 2 �(M): Pour que V1; :::; Vn soit

une base de �(M) il faut que V1(p); :::; Vn(p) soit une base de TpM donc @1; :::; @n est une base

de �(M) tel que

@i : M ! TM

p 7! (@i)p = (
@
@xi
)p

Un champ de vecteur dé�nit aussi une dérivation sur C1(M):

Dé�nition 1.9 (Crochet de Lie) le crochet de Lie de deux champs de vecteurs V et W est

dé�nie par

[; ] : �(M)� �(M) ! �(M)

(V;W ) 7! [V;W ] = VW �WV

Le crochet de Lie est anti-symétrique i.e. [V;W ] = � [W;V ] 8V;W 2 �(M) et véri�e l�égalité

dite de Jacobi

[V; [W;Z]] + [W; [Z; V ]] + [Z; [V;W ]] = 0 8V;W;Z 2 �(M):
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1.4 Tenseurs

Dé�nition 1.10 Soit E un espace vectoriel on appelle

1� un tenseur k-covariant sur E une application k-linéaire Ek ! R, Ek = E � :::� E:| {z }
k fois

2� un tenseur, l-contravariant sur E une application l-linéaire E�l ! R avec E� est le dual de

E et E�l = E� � :::� E�| {z }
l fois

:

3� un tenseur k-covariant, l-contravariant (ou un tenseur de type (k; l)) une application (k+ l)

linéaire Ek � E�l ! R

On note par

-T k(E) l�espace vectoriel des tenseurs k-covariants sur E.

-Tl(E) l�espace vectoriel des tenseurs l-contravariants sur E:

-T kl (E) l�espace vectoriel des tenseurs de type (k; l) sur E:

Exemple 1.11 Soit M une variété di¤érentiable et TpM l�espace tangent à M au point p 2M

alors

-T k(TpM) est l�espace vectoriel des tenseurs k-covariants sur TpM:

-Tl(TpM) est l�espace vectoriel des tenseurs l-contravariants sur TpM:

-T kl (TpM) est l�espace vectoriel des tenseurs de type (k; l) sur TpM:

1.4.1 Fibré tensoriel

Dé�nition 1.12 Soit M une variété di¤érentiable,on dé�nit sur M

1-le �bré des tenseurs k-covariants comme l�union disjoint

T kM = t
p2M

T k(TpM):

2-le �bré des tenseurs l-contravariants comme l�union disjoint

TlM = t
p2M

Tl(TpM):

3-le �bré des tenseurs de type (k; l) comme l�union disjoint

T kl M = t
p2M

T kl (TpM):
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-Les �brés tensoriels sont des variétés di¤érentiables.

1.4.2 Champ de tenseurs

Dé�nition 1.13 Soit M une variété di¤érentiable

1-un champ de tenseurs k-covariants est une application di¤érentiable

s : M ! T kM

p 7! s(p) 2 T k(TpM)

2-un champ de tenseurs l-contravariants est une application di¤érentiable

s : M ! T lM

p 7! s(p) 2 T l(TpM)

3-un champ de tenseurs de type (k; l) est une application di¤érentiable

s : M ! T kl M

p 7! s(p) 2 T kl (TpM)

Soient (U; x) = (U; x1; :::; xn) une carte et s un champ de tenseurs sur U alors

- s = s1;::;kdx1 
 :::
 dxk si s est un champ de tenseurs k-covariant.

- s = s1;::;l@1 
 :::
 @l si s est un champ de tenseurs l-contravariant.

- s = s1;:::;l1;::;kdx
1 
 :::
 dxk 
 @1 
 :::
 @l si s est un champ de tenseurs de type (k; l)

avec s1;::;k; s1;::;l et s
1;:::;l
1;::;k sont des fonctions C

1:

.
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1.5 Connexion

Dé�nition 1.14 SoitM une variété di¤érentiable, une connexion a¢ ne est une application

r : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) 7! r(X; Y ) = rXY

qui véri�e :

1- r est C1(M)-linéaire par rapport à X i.e

rfX1+gX2Y = frX1Y + grX2Y:

8X1; X2; Y 2 �(M) et f; g 2 C1(M)

2- r est R-linéaire par rapport à Y i.e

rXaY1 + bY2 = arXY1 + brXY2:

8X; Y1; Y2 2 �(M);8a; b 2 R

3- 8f 2 C1(M);8X; Y 2 �(M)

rXfY = frXY +X(f)Y:

rXY se lit la dérivée covariante de Y suivant la direction de X:

Soit (U; x) une carte locale et (@i)i2N une base locale des champs de vecteurs on pose X =

X i@i; Y = Y
j@j alors

rXY = rXi@iY
j@j

= X i(Y jr@i@j + @i(Y
j)@j)

= (X iY j�kij +Xb
k)@k

avec r@i@j = �
k
ij@k et �

k
ij sont des fonctions C

1 qui s�appellent les symboles de Cristo¤el,

la connaissance d�une connexion a¢ ne r correspond à connaitre ses symboles de Cristo¤el.
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Dé�nition 1.15 Soit 
 est une courbe C1 sur M; alors on dé�nit l�application

Dt : �(
) ! �(
)

V 7! Dt(V ) = DtV

1. Dt est R-linéaire i.e 8a; b 2 R, V1; V2 2 �(
) ,Dt(aV1 + bV2) = aDtV1 + bDtV2:

2. Dt véri�e : 8f 2 C1(I); V 2 �(
); Dt(fV ) = fDtV +
:

fV:

3. Si V est extensible à Y 2 �(M) i.e Vt = Y
(t) alors DtV = r :

Y:

DtV s�appelle la dérivée covariante de V le long de la courbe 
:On dit que V 2 �(
) est parallèl

le long de la courbe 
 si DtV = 0:

Dé�nition 1.16 SoitM une variété di¤érentiable, on dé�nit le tenseur de torsion d�une connexion

r par l�application

T : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y ) 7! T (X;Y ) = rXY �rYX � [X; Y ]

On dit que r est symétrique si T � 0:

1.6 Variétés Riemanniennes

1.6.1 Métriques Riemanniennes

Dé�nition 1.17 Une métrique Riemannienne surM est un champ de tenseurs g de type (0,2),

symétrique (i.e g(V;W ) = g(W;V ) 8 V;W 2 �(M)) et dé�nie positive (i.e g(Vp; Vp) > 0 si

Vp 6= 0):

Une variété Riemannienne est une variété di¤érentiable M muni d�une métrique Rieman-

nienne g: Une métrique Riemannienne dé�nie un produit scalaire sur chaque TpM noté par

hv; wi = hv; wip = g(v; w);8v; w 2 TpM

Localement g est donnée par

g = gijdx
i 
 dxj:
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La norme du vecteur v 2 TpM est

jvj = hv; vi 12 :

L�angle entre deux vecteurs non nuls v; w 2 TpM est l�unique � 2 [0; �] tel que

cos � =
< v;w >

jvjjwj :

1-Si M = Rn;la métrique euclidienne est le produit scalaire usuel dé�nie sur chaque espace

tangent TpRne=Rn tel que
geu =

nX
i=1

dxi 
 dxi = �ijdxi 
 dxj:

où �ij =

8<: 1 si i = j

0 sinon

1.7 Connexion de Levi-Civita

Dé�nition 1.18 Soit M une variété Riemanniènne et g = h:; :i sa métrique, on dit qu�une

connexion r est compatible avec g si

XhY; Zi = hrXY; Zi+ hY;rXZi 8X; Y; Z 2 �(M):

Pour une variété Riemannienne (M; g) il existe une unique connexion r qui est symétrique

et compatible avec g; r s�appelle la connexion de Levi-Civita.

Proposition 1.19 (Formule de Kosul) Soient M une variété Riemannienne, g sa métrique

et r la connexion de Levi-Civita associée alors

hrXY; Zi =
1

2
fX hY; Zi+ Y hZ;Xi � Z hX;Y i � hZ; [Y;X]i � hX; [Y; Z]i+ hY; [X;Z]ig :

.
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Preuve. Soient X; Y et Z 2 �(M), puisque r est symétrique et compatible avec g

X hY; Zi = hrXY; Zi+ hY;rXZi = hrXY; Zi+ hY;rZXi+ hY; [X;Z]i:

de la même manière on trouve

Y hZ;Xi = hrYZ;Xi+ hZ;rXY i+ hZ; [Y;X]i:

et

Z hX; Y i = hrZX; Y i+ hX;rYZi+ hX; [Z; Y ]i:

donc

X hY; Zi+ Y hZ;Xi � Z hX; Y i = 2hrXY; Zi+ < Y; [X;Z]i+ hZ; [Y;X]i � hX; [Z; Y ]i:

alors

hrXY; Zi =
1

2
fX hY; Zi+ Y hZ;Xi � Z hX; Y i � hY; [X;Z]i � hZ; [Y;X]i+ hX; [Z; Y ]ig :

1.8 Repère de Serret-Frenet

Nous rappelons la notion de courbe de Frenet dans une variétés de dimension (2n+1). Soit

m un entier avec 1 � m � 2n + 1:La courbe 
 : I � R ! M paramétrée par la longueur

d�arc s est appelée une courbe m-Frenet dansM s�il existe m champs de veccteurs orthonormés

U1 = 

0; U2; :::; Um et (m� 1) fonctions de classe C1 positives k1; :::; km�1 de s tel que :

r
0U1 = �1U2; r
0U2 = ��1U1 + �2U3; :::; r
0Um = �m�1Um�1: (1.1)

La fonction �j est appelée la ji�eme courbure de 
, et 
 est :

a) une géodésique si m = 1 ,alors nous obtenons l�équation bien connue r
0

0 = 0.

b) un cercle si m = 2 et �1 est une constante : alors nous obtenons r
0E1 = �1E2;r
0E2 =

��1E1.
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c) une hélice d�ordre m si �1; :::; �m�1 sont constantes.La courbe de Frenet 
 est appelée non-

géodésique si �1 > 0 sur I et en dimension 3 on l�appelle une hélice généralisée si �2�1 = cte.
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Chapitre 2

Strurcture Riemanniènne de l�espace

de Bianchi-Cartan-Vranceanu M3bcv

Soient l et m deux nombres réels �xés. On note par M3
bcv la variété de l�espace euclidien

E3 = (R3; <;>) donnée par

M3
bcv = f(x; y; z) 2 R3;F (x; y; z) = 1 +m(x2 + y2) > 0g:

La métrique de Bianchi-Cartan-Vranceanu dans M3
bcv est dé�nie par

gl;m =
1

F 2
dx2 +

1

F 2
dy2 + (dz +

ly

2F
dx� lx

2F
dy)2: (2.1)

sa matrice associée est donnée par

gl;m =

0BBB@
1
F 2
+ l2y2

4F 2
� l2xy
4F 2

ly
2F

� l2xy
4F 2

1
F 2
+ l2x2

4F 2
�lx
2F

ly
2F

�lx
2F

1

1CCCA
M3
bcv muni de cette métique est une variété Riemanniènne.

L�une des caractéristiques importantes de ces métriques est leur S1-invariance, c�est-à-dire l�in-
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variance via de la transformations0BBB@
x1

y1

z1

1CCCA =

0BBB@
cos' � sin' 0

sin' cos' 0

0 0 1

1CCCA
0BBB@
x

y

z

1CCCA : (2.2)

On considère la base orthonormale

E1 = F
@

@x
� ly
2

@

@z
, E2 = F

@

@y
+
lx

2

@

@z
; E3 =

@

@z
(2.3)

Les crochets < Ei; Ej >= �
ij 8i; j = 1; 2; 3; en e¤et

hE1; E2i =
�
F 0 � ly

2

�0BBB@
1
F 2
+ l2y2

4F 2
� l2xy
4F 2

ly
2F

� l2xy
4F 2

1
F 2
+ l2x2

4F 2
�lx
2F

ly
2F

�lx
2F

1

1CCCA
0BBB@
0

1

lx
2

1CCCA = 0

hE1; E3i =
�
F 0 � ly

2

�0BBB@
1
F 2
+ l2y2

4F 2
� l2xy
4F 2

ly
2F

� l2xy
4F 2

1
F 2
+ l2x2

4F 2
�lx
2F

ly
2F

�lx
2F

1

1CCCA
0BBB@
0

0

1

1CCCA = 0

et

hE1; E1i =
�
F 0 � ly

2

�0BBB@
1
F 2
+ l2y2

4F 2
� l2xy
4F 2

ly
2F

� l2xy
4F 2

1
F 2
+ l2x2

4F 2
�lx
2F

ly
2F

�lx
2F

1

1CCCA
0BBB@

F

0

� ly
2

1CCCA = 1

qui donne jE1j = 1: On véri�e de la même manière l�orthogonalité des autres vecteurs.

La base duale est

!1 =
dx

F
; !2 =

dy

F
; !3 = dz +

ly

2F
dx� lx

2F
dy. (2.4)

.
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Les dérivées covariantes de Ei sont données par la proposition suivante :

Proposition 2.1

rE1E1 = 2myE2;rE2E2 = 2mxE1;rE3E3 = 0 (2.5)

rE1E2 = �2myE1 +
1

2
lE3;rE2E1 = �2mxE2 �

1

2
lE3 (2.6)

rE1E3 = rE3E1 = �
1

2
lE2;rE2E3 = rE3E2 =

1

2
lE1:

Preuve. On utilise la formule de Kosul donnée ci-dessus pour les éléments de la base

(Ei)i=1;3

hrEiEj; Eki =
1

2
f� hEj; [Ei; Ek]i � hEk; [Ej; Ei]i+ hEi; [Ek; Ej]ig ; i; j; k = 1:3

On calcule par exemplerE2E2; calculons d�abord les crochets de Lie [E2; E2] ; [E1; E2] et [E2; E3]

on utilise la propriété suivante du crochet de Lie

[fX; gY ] = fg[X;Y ] + f(Xg)Y � g(Y f)X:

on trouve que

[E2; E2] = [F
@

@y
+
lx

2

@

@z
; F

@

@y
+
lx

2

@

@z
]

= [F
@

@y
; F

@

@y
] + [F

@

@y
;
lx

2

@

@z
] + [

lx

2

@

@z
; F

@

@y
] + [

lx

2

@

@z
;
lx

2

@

@z
]

= F (
@

@y
F )

@

@y
� F ( @

@y
F )

@

@y
+ F (

@

@y

lx

2
)
@

@z
� lx
2
(
@

@z
F )

@

@y

+
lx

2
(
@

@z
F )

@

@y
� F ( @

@y

lx

2
)
@

@z
+
lx

2
(
@

@z

lx

2
)
@

@z
� lx
2
(
@

@z

lx

2
)
@

@z

= 0

sachant que F = 1 +m(x2 + y2):

De la même manière on trouve [E1; E2] = �2myE1 + 2mxE2 + lE3 et [E2; E3] = 0 : Ce qui

17



donne

hrE2E2; E1i =
1

2
f� hE2; [E2; E1]i � hE1; [E2; E2]i+ hE2; [E1; E2]ig

=
1

2
fhE2; [E1; E2]i � hE1; [E2; E2]i+ hE2; [E1; E2]ig

= 2mx

hrE2E2; E2i = �1
2
f� hE2; [E2; E2]i � hE2; [E2; E2]i+ hE2; [E2; E2]ig

= 0

hrE2E2; E3i = �1
2
f� hE2; [E2; E3]i � hE3; [E2; E2]i+ hE2; [E3; E2]ig

= 0:

donc

rE2E2 = 2mxE1:

Les autres dérivées covariantes se calculent d�une manière similaire.

Remarque 2.2 De l�équation Eq.(2.5) il en résulte que E3 est un un champ de vecteurs géo-

désique i.e ces courbes intégrales sont des géodésiques de gl;m.
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Chapitre 3

Courbes obliques et de Legendre dans

(M3bcv; gl;m)

3.1 Courbes obliques et de Legendre dans (M3
bcv; gl;m)

Soit 
 une courbe 3-Frenet dans (M3
bcv; gl;m) pour laquelle on note le repère de Frenet (T =


0; N;B) dé�nie par 8>>><>>>:
rTT = �N

rTN = ��T +�B

rTB = ��N

(3.1)

où � est la courbure de 
 et � sa torsion.

Proposition 3.1 Soit 
 une courbe dans (M3
bcv; gl;m) alors son vecteur vitesse est donné par

T =

01
F
E1 +


02
F
E2 +

�
l(
2


0
1 � 
1
02)
2F

+ 
03

�
E3: (3.2)

.
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Preuve. Le vecteur vitessse de 
; T = 
0 = (
01(s); 

0
2(s); 


0
3(s)) est donné dans la base

(@x; @y; @z) par

T = 
01(s)@x + 

0
2(s)@y + 


0
3(s)@z

en utilisant Eq.(2:3), T dans la base orthonormée fE1; E2; E3g est donné par0BBB@
1
F

0 0

0 1
F

0

l
2
2F

�l
1
2F

1

1CCCA
0BBB@

01


02


03

1CCCA =

0BBB@
1
F

01

1
F

02


03 � 1
2F
l
1


0
2 +

1
2F
l
2


0
1

1CCCA

Proposition 3.2 E3 est un champ de vecteurs de Killing le long de 
:

Preuve. Un champ de vecteurs de Killing X véri�e

hrVX;W i+ hV;rWXi = 0 8V;W 2 �(M):

donc

hrTE3; T i+ hT;rTE3i = 2hrTE3; T i

= 2

�


0
1

F
hrE1E3; T i+



0
2

F
hrE2E3; T i

�
= 2

�
�


0
1


0
2

2F 2l
+


0
1


0
2

2F 2l

�
= 0

Dé�nition 3.3 L�angle vertical de la courbe 
 est la fonction � : I ! [0; 2�[ dé�nie par

cos �(s) = hT (s); @
@z
i = hT (s); E3i: (3.3)

Dé�nition 3.4 Une courbe 
 est appelée une courbe oblique (ou plus précisément une courbe

�-oblique) si � est une fonction constante. En particulier si � = �
2
la courbe 
 est appelée une

courbe de Legendre.
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Proposition 3.5 Soit 
 une courbe ��oblique dans (M3
bcv; gl;m) alors

l(
2

0
1 � 
1
02)
2F

+ 
03 = cos �: (3.4)

et la norme de T véri�e

(
01)
2 + (
02)

2 = F 2 sin2 �: (3.5)

Preuve. Puisque 
 est une courbe ��oblique alors

hT (s); E3i = cos �:

d�autre part, d�aprés Eq.(3.2) on a

hT (s); E3i = h

0
1

F
E1 +


02
F
E2 +

�
l(
2


0
1 � 
1
02)
2F

+ 
03

�
E3; E3i

=

�
l(
2


0
1 � 
1
02)
2F

+ 
03

�
hE3; E3i

=

�
l(
2


0
1 � 
1
02)
2F

+ 
03

�

donc
l(
2


0
1 � 
1
02)
2F

+ 
03 = cos �:

La norme de T est jT j = 1; et de l�équation Eq.(3.2) on aura

jT j = h

0
1

F
E1 +


02
F
E2 +

�
l(
2


0
1 � 
1
02)
2F

+ 
03

�
E3;


01
F
E1 +


02
F
E2 +

�
l(
2


0
1 � 
1
02)
2F

+ 
03

�
E3i

=
(
01)

2

F 2
+
(
02)

2

F 2
+

�
l(
2


0
1 � 
1
02)
2F

+ 
03

�2
=

(
01)
2 + (
02)

2

F 2
+ cos2 �

1 =
(
01)

2 + (
02)
2

F 2
+ cos2 �

d�où (
01)
2 + (
02)

2 = F 2 sin2 �:
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Théorème 3.6 Une courbe non-géodésique 
 dans (M3
bcv; gl;m) est une courbe �-oblique si et

seulement si son champ de vecteur normal N est gl;m-orthogonal à E3 i.e.

!3(N) = 0: (3.6)

Qui donne la décomposition de E3 dans le repère de Frenet par

E3 = cos �T + j sin �jB: (3.7)

La courbe 
 est de Legendre si B = E3.

Preuve. De Eq.(3.2) et Eq.(2.6) on a

rTE3 =

01
F
rE1E3 +


02
F
rE2E3 +

�
l(
2


0
1 � 
1
02)
2F

+ 
03

�
rE3E3 (3.8)

=
l
02
2F
E1 �

l
01
2F
E2:

La courbe 
 est ��oblique alors

< T;E3 >= cos �:

par dérivation on obtient

< rTT;E3 > + < rTE3; T >= 0

et par suite de Eq.(3.8)

h�N;E3i+ hT;
l
02
2F
E1 �

l
01
2F
E2i =

h�N;E3i+ hT;
l
02
2F
E1i � hT;

l
01
2F
E2i =

h�N;E3i+

01l


0
2

2F 2
� 


0
1l


0
2

2F 2
=

h�N;E3i = 0:

alors �!3(N) = 0:

Le vecteur normal N est orthogonal à E3 alors E3 appartient au plan engendré par T et B alors
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il se décompose en

E3 = cos �T + j sin �jB:

de plus si 
 est de Legendre (� = �
2
) E3 = B:

Dans ce qui suit, on suppose que 
 est non géodésique i.e : � > 0 (i.e 
 ne peut pas être une

courbe intégrale de E3 ce qui veut dire que � 6= 0; �):

Le repère de Frenet de 
 par rapport à Ei est donné par la proposition suivante

Proposition 3.7 Soit 
 une courbe �-oblique dans (M3
bcv; gl;m) alors8>>><>>>:

T =

01
F
E1 +


02
F
E2 +

h
l(
2


0
1�
1
02)
2F

+ 
03

i
E3;

N = 1
F j sin �j(�


0
2E1 + 


0
1E2);

B = � cos �
F j sin �j(


0
1E1 + 


0
2E2) + j sin �jE3:

(3.9)

La courbe de Legendre a8>>><>>>:
T =


01
F
E1 +


02
F
E2 +

h
l(
2


0
1�
1
02)
2F

+ 
03

i
E3;

N = 1
F
(�
02E1 + 
01E2);

B = E3:

Preuve. De l�équation Eq.(3.7) le vecteur binormal B est donné par

B = � cos �

j sin �jT +
1

j sin �jE3

= � cos �

j sin �j

�

01
F
E1 +


02
F
E2 + cos � E3

�
+

1

j sin �jE3

= � cos �

F j sin �j(

0
1E1 + 


0
2E2) +

1

j sin �jE3
�
1� cos2 �

�
= � cos �

F j sin �j(

0
1E1 + 


0
2E2) + j sin �jE3
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le vecteur normal N est donné par

N = B ^ T

=

���������
E1 E2 E3

� cos �
F j sin �j


0
1 � cos �

F j sin �j

0
2 j sin �j


01
F


02
F

l(
2

0
1�
1
02)
2F

+ 
03

���������
=

���������
E1 E2 E3

� cos �
F j sin �j


0
1 � cos �

F j sin �j

0
2 j sin �j


01
F


02
F

cos �

���������

=

�
� cos2 �

F j sin �j

0
2 �


02
F
j sin �j

�
E1 +

�
cos2 �

F j sin �j

0
1 +


01
F
j sin �j

�
E2

=
1

F j sin �j
�
�
�
cos2 � + sin2 �

�

02E1 +

�
cos2 � + sin2 �

�

01E2

�
=

1

F j sin �j(�

0
2E1 + 


0
1E2)

Pour la condition de Legendre � = �
2
on trouve

8<: N = 1
F
(�
02E1 + 
01E2);

B = E3:

Lemme 3.8 Soit 
 une courbe dans (M3
bcv; gl;m) alors

rTE1 =

�
(8m� l2)(
2


0
1 � 
1


0
2)

4F
� l


0
3

2

�
E2 �

l

0
2

2F
E3:

rTE2 =

�
(l2 � 8m)(
2


0
1 � 
1


0
2)

4F
+
l


0
3

2

�
E1 +

l

0
1

2F
E3:

.
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Preuve. D�aprés Eq.(2.5) et Eq.(2.6)

rTE1 =


0
1

F
rE1E1 +



0
2

F
rE2E1 +

�
l(
2


0
1 � 
1


0
2)

2F
+ 


0

3

�
rE3E1

=

�
(8m� l2)(
2


0
1 � 
1


0
2)

4F
� l


0
3

2

�
E2 �

l

0
2

2F
E3

rTE2 =


0
1

F
rE1E2 +



0
2

F
rE2E2 +

�
l(
2


0
1 � 
1


0
2)

2F
+ 


0

3

�
rE3E2

=

�
(l2 � 8m)(
2


0
1 � 
1


0
2)

4F
+
l


0
3

2

�
E1 +

l

0
1

2F
E3

.

Théorème 3.9 Soit 
 : I ! (M3
bcv; gl;m) une courbe �-oblique alors la courbure et la torsion

sont :

� =
1

F j sin �j

�����
01
002 � 
02
001F
� Fl
03 sin2 � +

(
2

0
1 � 
1
02)(4m� l

2
) sin2 �

2

����� ; (3.10)

� =

����� l2 +
�����
01
002 � 
02
001F 2 sin2 �

� l
03 +
(
2


0
1 � 
1
02)(4m� l

2
)

2F

����� cos �
����� : (3.11)

Il s�ensuit que l�invariant de Lancret des courbes obliques dans la géométrie de Bianchi-Cartan-

Vranceanu est :

Lancret�(
) =
2� � l
2�

: (3.12)

La courbe de Legendre a :

� =
1

F

�����
01
002 � 
02
001F
� Fl
03 +

(
2

0
1 � 
1
02)(4m� l

2
)

2

����� ; � = jlj
2
: (3.13)

.
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Preuve. D�aprés la première équation de Frenet on a

hrTT;Ni = h�N;Ni

= �

par suite

hrTT;Ni =
1

F j sin �j

�
hrTT;�


0

2E1i+ hrTT; 

0

1E2i
�

d�où

hrTT;�

0

2E1i = hT;�
02E1i
0 � hT;rT � 


0

2E1i

= � d
ds

�


0
1


0
2

F

�
+ 


0

2hT;rTE1i+


0
1


00
2

F

et

hrTT; 

0

1E2i = hT; 
01E2i
0 � hT;rT


0

1E2i

=
d

ds

�


0
1


0
2

F

�
� 
01hT;rTE2i �



0
2


00
1

F



0

2hT;rTE1i � 

0

1hT;rTE2i =
�
(


0

2)
2 + (


0

1)
2
��(4m� l2)(
2
01 � 
1
02)

2F 2
� l


0
3

F

�
= F 2 sin2 �

�
(4m� l2)(
2


0
1 � 
1


0
2)

2F 2
� l


0
3

F

�
=

(4m� l2)(
2

0
1 � 
1


0
2) sin

2 �

2
� Fl
03 sin

2

�

donc

� =
1

F j sin �j

�
hrTT;�


0

2E1i+ hrTT; 

0

1E2i
�

=
1

F j sin �j

�
(4m� l2)(
2


0
1 � 
1


0
2) sin

2 �

2
� Fl
03 sin

2

� +


0
1


00
2 � 


0
2


00
1

F

�

et puisque la courbure est supposée positive alors

� =
1

F j sin �j

�����
01
002 � 
02
001F
� Fl
03 sin2 � +

(
2

0
1 � 
1
02)(4m� l

2
) sin2 �

2

����� :
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D�aprés la troisième équation de Frenet on a

hrTB;Ni = h��N;Ni

= ��

d�autre part on a

hrTB;Ni = h l

2F j sin �j [

0
2E1 � 
01E2]�

cos �

j sin �j�N;Ni

= �h l

2F j sin �j [

0
2E1 � 
01E2] ; Ni � h�

cos �

j sin �j�N;Ni

� =
l

2F 2 sin2 �

�
(
02)

2
+ (
01)

2
�
+
cos �

j sin �j�

=
l

2
+

1

F sin2 �

����(4m� l2)(
2
01 � 
1
02) sin2 �2
� Fl
03 sin

2

� +


0
1


00
2 � 


0
2


00
1

F

���� cos �
et puisque � est supposée positive on aura

� =

���� l2 +
����(4m� l2)(
2
01 � 
1
02)2F

� l
03 +


0
1


00
2 � 


0
2


00
1

F 2 sin2 �

���� cos ����� :
et par suite

cos � =
� � l

2��� (4m�l2)(
2
01�
1
02)2F
� l
03 +



0
1


00
2�


0
2


00
1

F 2 sin2 �

���
=

� � l
2����F sin2 �(4m�l2)(
2
01�
1
02)�2F 2 sin2 �l
03+2(
01
002�
02
001 )2F 2 sin2 �

����
cos �

sin2 �
=

� � l
2����F sin2 �(4m�l2)(
2
01�
1
02)�2F 2 sin2 �l
03+2(
01
002�
02
001 )2F 2

����

� =
1

F j sin �j

�
(4m� l2)(
2


0
1 � 
1


0
2) sin

2 �

2
� Fl
03 sin

2

� +


0
1


00
2 � 


0
2


00
1

F

�

j sin �j =

����F sin2 �(4m�l2)(
2
01�
1
02)�2F 2 sin2 �l
03+2�
01
002�
02
001 �2F 2

����
�
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donc
� � l

2

�
=
cos �

j sin �j :

ce qui donne l�invariant de Lancret

Lancret�(
) =
2� � l
2�

:

Corollaire 3.10 Supposons que l 6= 0:Une courbe �-oblique dans (M3
bcv; gl;m) non de Legendre

est une courbe de Bertrand.

Preuve. Rappelons que 
 est une courbe de Bertrand s�il existe a; b 2 Rnf0g tel que

ak + b� = 1: (3.14)

De l�invariant de Lancret
cos �

j sin �j =
2� � l
2�

donc
� cos �

j sin �j = � �
l

2

alors
�2 cos �
l jsin �j ��

2

l
� = 1

ce qui donne Eq.(3.14) avec

a =
�2 cos �
l jsin �j , b =

�2
l
:

:.
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3.2 Formes explicites des courbes obliques et de Legendre

dans (M3
bcv; gl;0)

Le cas où m = 0; les équations Eq.(3.4) -Eq.(3.5) sont explicitement intégrables alors on

peut donné le théorème suivant

Théorème 3.11 Soit 
 une courbe �-oblique dans (R3; gl;0) Alors il existe une paramétrisa-

tion de longueur unitaire �(s) = (cos u(s); sinu(s)) du cercle de l�unité S1 tel que 
 = 
u a

l�expression


u(s) =

0@j sin �jZ s

0

�(t)dt ; s cos � � l sin
2 �

2

24Z s

0

0@ cosu(t)
R t
0
sinu(x)dx

� sinu(t)
R t
0
cosu(x)dx

1A dt
351A (3.15)

Sa courbure, sa torsion et son invariant de Lancret sont

�(s) = ju0(s)� l cos �j j sin �j;

�(s) =
�� l
2
+ ju0(s)� l cos �j cos �

�� ;
Lancret(
) = 2��l

2k
:

(3.16)

En particulier,une courbe de Legendre dans (R3; gl;0) a l�expression


Lu =

0@Z s

0

�(t); s cos � � l

2

24Z s

0

0@ cosu(t)
R t
0
sinu(x)dx

� sinu(t)
R t
0
cosu(x)dx

1A dt
351A : (3.17)

Sa courbure et sa torsion sont

�(s) = ju0(s)j; �(s) = jlj
2
: (3.18)

.
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Preuve. Puisque m = 0 on a F = 1 la relation (3.5) implique que 
 est régulière et de plus


 est de classe C1 alors 
 est paramétrée par sa longueur tel que


01 = j sin �j cosu(s); 
02 = j sin �j sinu(s)

et par intégration on aura


 =

0@j sin �jZ s

0

�(t)dt; s cos � � l sin
2 �

2

24Z s

0

0@ cosu(t)
R t
0
sinu(x)dx

� sinu(t)
R t
0
cosu(x)dx

1A dt
351A

Pour la courbure et la torsion on remplace par 
01; 

0
2; 


00
1; 


00
2 et 


0
3 dans Eq.(3.10) et Eq.(3.11)

on aura

�(s) =
1

j sin �j

������ sin
2�u0(s)(cos 2u(s) + sin 2u(s))� l sin 2�

�
cos � � l(
2


0
1�
1
02)
2

�
� l

2
(
2


0
1�
1
02) sin 2�

2

������
= j sin �j ju0(s)� l cos �j

�(s) =

������ l2 +
������
sin 2�u0(s)(cos 2u(s)+sin 2u(s))

sin 2�
�
�
l cos � � l2(
2


0
1�
1
02)
2

�
� l

2
(
2


0
1�
1
02) sin 2�

2

������ cos �
������

=

���� l2 + ju0(s)� l cos �j cos �
����

et donc

Lancret(
) =
� � l

2

k

pour une courbe de Legendre on a � = �
2

�(s) = ju0(s)j;

�(s) =
jlj
2
:
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Le cas particulier u(s) = ps avec p 6= 0 donne la courbe �-oblique suivante


p(s) =

�
j sin �j
p

(sin(ps); 1� cos(ps)); s cos � � l sin
2 �

2p

�
sin(ps)

p
� s
��

(3.19)

avec
k(s) = jp� l cos �jj sin �j;

�(s) =
�� l
2
+ jp� l cos �j cos �

�� (3.20)

et la courbe de Legendre


Lp (s) =
1

p

�
sin(ps); 1� cos(ps); s� l

2p

�
sin(ps)

p
� s
��

(3.21)

avec

�(s) = jpj;

�(s) =
jlj
2
:

3.3 Courbure moyenne

Dé�nition 3.12 On appelle première forme quadratique fondamentale de la variété M dans la

carte (U;'); la forme quadratique g dans Rn�1 associé à la matrice

q(u) = (qij(u))1�i;j�n�1 =

��
@'

@ui
(u);

@'

@uj
(u)

��
1�i;j�m�1

pour tout u 2 U:

C�est la matrice de Gram associé à la base du plan tangent canoniquement associé à la carte

considérée..

.
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Dé�nition 3.13 Soient (M; gM); (N; gN) deux variétés Riemanniennes et f : (M; gM) �!

(N; gN) une application di¤érentiable de classe C1: La seconde forme fondamentale de l�appli-

cation 
 est la dériveé covariante de la 1�forme vectoriel d
; dé�nie par

rdf(X;Y ) = rN
Xdf(Y )� df(rM

X Y ):

pour tout X; Y 2 �(TM):

La seconde forme fondamentale de l�application f est une forme C1(M)�bilinéaire symé-

trique i.e.

(rdf)(�X; �Y ) = ��(rdf)(X; Y )

(rdf)(Y;X) = (rdf)(X; Y )

pour tout �; � 2 C1(M) et X; Y 2 �(TM)

Dé�nition 3.14 La courbure moyenne H est la trace de la seconde forme fondamentale dé�nie

par h(X;X 0) = �g(DX�;X
0) avec � la normale unitaire rentrante.

Pour plus de détail voir [3].

Puisque les courbes sont des cas particuliers d�applications. On note par h la seconde forme

fondamentale de la courbe 
 dé�nie par


 : I � R! (M; g)

et par H son champ de courbure moyenne

H = trace(h) = h(T; T ) = rTT: (3.22)

Alors 
 est appelée une courbe avec un champ de vecteur de courbure moyenne propre s�il existe

� 2 C1(
) tel que

�H = �H: (3.23)
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En particulier, si � = 0 alors 
 est une courbe avec champ de vecteur de courbure moyenne

harmonique. Ici l�opérateur de Laplace � agit sur la fonction à valeur vectorielle H;donné par

�H = �r3
TT = �rTrTrTT: (3.24)

En utilisant les équations de Frenet Eq.(3.1), On peut réécrire Eq.(3:23)

�H = �rTrTrTT

= �rTrT (�N)

= �rT (�
0N + �(��T + �B))

= �((�3�0�)T + (�00 � �3 � �� 2)N + (2�0� + �� 0)B)

= �(��2 � � 2)(�N)

=) �H = �H;

ce qui signi�e que � et � sont des constantes:

Et; pour � 6= 0;

�(��N) = (�3�0�)T + (�00 � �3 � �� 2)N + (2�0� + �� 0)B

= (�00 � �3 � �� 2)N

=) h�(��)N;Ni = h�(��2 � � 2)N;Ni

=) � = �2 + � 2;

�3k0kT + (k00 � k3 � k� 2)N + (2k0� + k� 0)B = ��kN: (3.25)

Il en résulte que � et � sont des constantes et la fonction � devient aussi constante tel que

� = �2 + � 2 (3.26)

.
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Théorème 3.15 Une courbe �-oblique 
 dans (M3
bcv; gl;m) admet un champ de vecteurs de cour-

bure moyenne propre si et seulement si 
 est une hélice (i.e. �
�
est une constante) donc

�(:= ��) = �
2 +

l2

4
+ lj�j cos �: (3.27)

En particulier, une hélice de Legendre satisfait

�(:= �Legendre) = �
2 +

l2

4
> 0 (3.28)

Preuve. On calcule � de Eq.(3.26) en tenant compte que

� =
1

F sin2 �


01

00
2 � 
02
001
F

� Fl
03 sin2 � +
(
2


0
1 � 
1
02)(4m� l

2
) sin2 �

2

� = j� sin �j; � =
���� l2 + j�j cos �

����

On introduit la fonction d�angle � = �(s) donnée par :


01 = F j sin �j cos �; 
02 = F j sin �j sin �: (3.29)

Alors on obtient

� = �0 + 2m sin �(
2 cos � � 
1 sin �)� l cos �: (3.30)

En utilisant cette expression on peut caractériser les hélices �-obliques dans une variété de

Bianchi-Cartan-Vranceanu, à savoir k et � sont constantes si et seulement si � est constante.

La condition �0 = 0 se traduit en

�00 = 2m (
02 cos � � 
01 sin � � 
2�0 sin � � 
1�0 cos �)

�00

�0
= �2m jsin �j (F jsin �j (sin � cos � � sin � cos �)� 
2 sin � � 
1 cos �)

= 2m jsin �j (
1 cos � + 
2 sin �)
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d�autre part

F 0 = 2m(
01
1 + 
2

0
2)

= 2mF j sin �j(
1 cos � + 
2 sin �)
F 0

F
= 2m jsin �j (
1 cos � + 
2 sin �)

donc
�00

�0
=
F 0

F

et alors a�0(s) = F (
(s)) avec a un nombre positif. Par intégration de Eq.(3.29)

Théorème 3.16 Une hélice �-oblique dans (M 3

bcv; gl;m) est donnée par


a(s) = (aj sin �j sin �(s) + c1;�aj sin �j cos �(s) + c2; s cos �

+
l sin �

2
[as sin � + c1

Z s

0

sin �(t)dt� c2
Z s

0

cos �(t)dt]): (3.31)

avec c1; c2 sont des constantes réelles ; ici � = �(s) est la solution de l�équation di¤érentielle

ordinaire

a�0 = 1 +m
�
(a sin � sin � + c1)

2 + (�a sin � cos � + c2)2
�
: (3.32)

qui détermine également le possible F où Eq.( 3:31) est véri�ée. Pour : c1 = c2 = 0 on obtient


a(s) =

0BBB@
aj sin �j sin

��
1
a
+ma sin2 �

�
s
�

�aj sin �j cos
��

1
a
+ma sin2 �

�
s
��

cos � + la sin2 �
2

�
s

1CCCA : (3.33)

avec

� =

�����1a �ma sin2 � � l cos �
�
sin �

���� ; (3.34)

� =

���� l2 +
����1a �ma sin2 � � l cos �

���� cos ����� :
Les hélices de Legendre sont


a(s) =

�
a sin

�
1

a
+ma

�
s

�
;�a cos

��
1

a
+ma

�
s;
la

2
s

�
: (3.35)
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avec

� =

����1a �ma
���� ; � = jlj

2
; �Legendre =

�
1

a
�ma

�2
+
l2

4
: (3.36)

3.4 Exemples

3.4.1 Géométrie Euclidienne (E3; geuc)

Pour les valeurs de l = m = 0; La variété (M3
bcv; gl;m) coïncide avec (E3; geuc): En utilisant

les équations Eq.(3.15) et Eq. (3.16), la forme explicite des courbes obliques est


u(s) =

�
j sin �j

Z s

0

�(t)dt; s cos �

�
(3.37)

de courbure et de torsion

�(s) = ju0(s)jj sin �j = 
01

00
2 � 
02
001
j sin �j ; (3.38)

�(s) = ju0(s)j cos �: (3.39)

L�invariant de Lancret est

Lancret(
) =
�

�
:

Les courbes de Legendre sont


Lu(s) =

�Z s

0

�(t)dt; 0

�
(3.40)

avec

�(s) = ju0(s)j = 
01
002 � 
02
001; (3.41)

�(s) = 0: (3.42)

Il est bien connu que la courbure d�une courbe plane à vitesse unitaire est �(s) = 
01

00
2 � 
02
001:

Nous obtenons que 
u de (3.37) est une hélice si et seulement si u
0 est constante, qu�on la

note p: Alors 
u est exactement 
p donnée par Eq.(3.19) avec l = 0 donc

�� = �Legendre = �u = (u
0)2 = p2
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:Une autre expression équivalente est donnée par


u(s) =
�
aj sin �j sin s

a
;�aj sin �j cos s

a
; s cos �

�
(4.1 helices)

avec

� =
j sin �j
a

et � =
j cos �j
a

:

3.4.2 Groupe d�Heisenberg H3

Le cas où m = 0; l = �2; La variété (M3
bcv; gl;m) est le groupe d�Heisenberg. En utilisant les

équations Eq.(3.15) et Eq. (3.16), la forme explicite des courbes obliques est


u(s) =

�
j sin �j

Z s

0

�(t)dt; s cos � + sin2 �

�Z s

0

�
cosu(t)

Z t

0

sinu(x)dx� sinu(t)
Z t

0

cosu(x)dx

�
dt

��

de courbure et de torsion

�(s) = (ju0(s) + 2 cos �jj sin �j; (3.43)

�(s) = j � 1 + ju0(s) + 2 cos �j cos �j;

L�invariant de Lancret

Lancret(
) =
� � 1
�

:

Eq.(3.17) et Eq.(3.18) deviennent


u(s) =

�Z s

0

�(t)dt; s cos � +

Z s

0

�
cosu(t)

Z t

0

sinu(x)dx� sinu(t)
Z t

0

cosu(x)dx

�
dt

�
:

(3.44)

avec

�(s) = ju0(s)j; �(s) = 1: (3.45)

Eq.(3.27) et Eq.(3.28) se lisent

�� = �
2 + 1� 2j�j cos �; �Legendre = �2 + 1: (3.46)

d�où, d�aprés Eq.(3.30), �(s) = u0(s) + 2 cos �:
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Les hélices �-oblique Eq.(3.33) sont


a(s) =
�
aj sin �j sin s

a
;�aj sin �j cos s

a
; (cos � � a sin 2�)s

�
: (4.9 helices)

avec

� =

�����1a + 2 cos �
�
sin �

���� ; � = ���� l2 +
�����1a + 2 cos �

����� jcos �j���� :
tandis que les hélices de Legendre sont


a(s) =
�
a sin

s

a
;�a cos s

a
;�as

�
: (4.11 helices)

avec

� =

����1a
���� ; � = 1:

3.4.3 Sphère S3(m) � R3

Pour 4m = l2, La variété (M3
bcv; gl;m) coïncide avec S3(m); en particulier si m = 1; l = �2 on

a S3: En utilisant les équations Eq.(3.10) et Eq.(3.11) la courbure et la torsion pour une courbe

oblique dans S3 sont donnée par

�(s) =
1

j sin �j(1 + 
21 + 
22)

����
01
002 � 
02
0011 + 
21 + 

2
2

+ 2(1 + 
21 + 

2
2)


0
3 sin

2 �

���� ; (3.47)

�(s) =

�������� 
01

00
2 � 
02
001

sin2 �(1 + 
21 + 

2
2)
2
+ 2
03

���� cos � � 1���� (3.48)

tandis que Eq.(3.12) donne l�invariant de Lancret

Lancret(
) =
� � 1
�

(3.49)

La courbure et la torsion pour une courbe de Legendre dans S3

�(s) =
1

(1 + 
21 + 

2
2)

����
01
002 � 
02
0011 + 
21 + 

2
2

+ 2(1 + 
21 + 

2
2)


0
3

���� ; �(s) = 1: (3.50)
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Cas : 4.4.Si m > 0 et l = 0 alors on a : M3
bcv = S2(4m)� R

Cas : 4.5.Si m < 0 et l = 0 alors on a : M3
bcv = H2(4m) � R où H2(4m) est le plan

hyperbolique de courbure Gaussienne constante � < 0:Pour les deux cas 4.4 et 4.5 une courbe

oblique a :

�(s) =
1

F j sin �j

����
01
002 � 
02
001F
+ 2F
03 sin

2 �

���� ; (3.51)

�(s) =

����
01
002 � 
02
001F 2 sin2 �
+ 2
03

���� j cos �j: (3.52)

ce qui signi�e que les courbes de Legendre dans ces variétés ont une torsion nulle.

4.6.Si m > 0 et l 6= 0 on obtient : SU(2)nf1g:La courbe de Legendre de cette variétés a une

torsion constante non nulle.

4.7.Si m < 0 et l 6= 0 on a : fSL(2;R): Dans la suite,revenons au cas général que nous utilisons
le long de 
 les coordonnées cylindriques x(s) = r(s) cos �(s); y(s) = r(s) sin �(s); z(s) = z(s)

et Eq.(3.5) devient

(r0)2 + r2(�0)2 = [1 +mr2]2 sin2 � (3.53)

ce qui donne

(�0)2 =
[1 +mr2]2 sin2 � � (r0)2

r2
(3.54)

Maintenant, nous faisons le choix d�une constante réelle positive r = r0 alors

�(s) = �(1 +mr
2
0) sin �

r0
s: (3.55)

Finalement on obtient l�expression de la courbe pour le signe positif dans Eq.(3.55)


r0 =

�
r0 cos

�
(1 +mr20) sin �

r0
s

�
; r0 sin

�
(1 +mr20) sin �

r0
s

�
;

�
cos � +

lr0
2

�
s

�
: (3.56)

Cette courbe est une hélice avec

� =

����(1 +mr20) sin2 �r0
� l sin � cos �

���� ; (3.57)

� =

���� l2 +
����(1 +mr20) sin �r0

� l cos �
���� cos ����� :
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Pour les exemples 4.4 et 4.5, cela donne des hélices avec

� =
(1 +mr20) sin

2 �

r0
; � =

(1 +mr20) sin � cos �

r0
: (3.58)

Nous pouvons utiliser la relation Eq.(3.581) pour obtenir des courbes obliques avec une courbure

comme dans le cas 4.5.
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Chapitre 4

Conclusion

Les courbes obliques dans la géométrie de Bianchi-Cartan-Vranceanu sont une généralisation

des hélices caractérisées par l�invariant de Lancret Lancret�(
) = 2��l
2�
, d�aprés l�étude qu�on

a fait ci-dessus à chaque fois qu�on donne au deux réels m et l une valeur �xée, ces courbes

coïncident sous certaines conditions avec des hélices lorsqu�elle ont un champ de vecteurs de

courbure moyenne propre.
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Chapitre 5

Perspective

Notre travail mérite d�être un point de départ pour des études plus compliquées, il est

intéressant de pousuivre l�étude des courbes oblique et de Legendre dans d�autres variétés

riemannienne de dimension 3 a�n de comparer les résultats obtenus avec ce qu�on a trouvé dans

cette étude.
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