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Introduction

En 1897 Luigi Bianchi a introduit la métrique g; ,, définie par

[ l
d? + (dz + ~2dz — ~—dy)?

1 1
m — —d. 2 T
9, v 2F oF

- F? F?
avec [ et m deux nombres réels fixés, plus tard Elie Cartan et Vranceanu ont utilisé cette
métrique dans la classification des variétés Riemanniennes de dimensions trois pour obtenir une
famille d’espaces connu aujourd’hui sous le nom d’espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu, ces
espaces jouent un role important dans la cosmologie théorique, ils sont utilisés pour construire
quelques espaces-temps.

On se place dans notre travail dans un espace de dimension 3, appelé I'espace de Bianchi-

Cartan-Vranceanu définit par
M., = {(z,y,2) € R F(z,y,2) = 1 + m(z® + ¢*) > 0}

L’espace M}

ey Muni de g, est une variété Riemannienne, on s’intéresse a étudier les courbes

G-obliques (appelées aussi les hélices généralisées) dans cet espace, ces courbes sont caractérisées
par la propriété que le champ de vecteurs tangent fait un angle constant 6 avec un champ de
vecteurs fixé qu’on 'appelle le champ de vecteurs vertical et particulierement lorsque ¢ = 7 ces
courbes sont appelées les courbe de Legendre (voir [2]). Le théoréeme de Lancret nous donne
une condition nécessaire et suffisante pour qu'une courbe soit une hélice généralisée est que le

rapport de la torsion par la courbure soit constant et I'invariant de Lancret est

B cosf
~ |sin@]’

LancretL(7)

(voir [1]).

Notre objectif est d’étudier les propriétés des courbes f-obliques et de Legendre et donner
leurs formes explicites dans (M3, , gi.m) (on donnera leurs forme explicite seulement dans le cas
ou m = 0), I’étude se focalise sur les courbes #-obliques et de Legendre non géodésiques i.e. le
cas o 0 #£ 0, 7.

Ce mémoire se compose de ce qui suit :

Au premier chapitre, on rappelle des notions de base sur les variétés, les champs de vecteurs,
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I’espace et fibré tangent, les connexions, le repére de Frenet.

Dans le deuxiéme chapitre, on définit ’espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu M3 et on

bev
détermine la connexion de Levi-Civita associée a g .

Finalement, le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude des courbes obliques et de Legendre,
en déteminant leurs triedre de Frenet (7', N et B), leurs courbure, leurs torsion et leurs invariant
de Lancret, de plus on donnera leurs forme explicite dans le cas particulier m = 0 et on
déterminera aussi la courbure, la torsion et l'invariant de Lancret dans ce cas. On établira
qu'une courbe #-oblique ayant une courbure moyenne propre sauf si elle est une courbe hélice

et on finira par donner des exemples comme le cas euclidien (le cas ou [ = m = 0) et le groupe

d’Heisenberg (le cas on m = 0,1 = —2).



Chapitre 1

Variétés différentiables

1.1 Variétés différentiables

Définition 1.1 Soit M un espace topologique. Un atlas de dimension n et de classe C* k € N
sur M est un ensemble A de couples (U;, x;) appelés cartes tel que

a) Les U; forment un recouvrement d’ouwverts de X i.e U U; = M

b) Chaque x; est un homémorphisme de U; sur un ouvert de R".

c)Vi,j=1,...,n tel que U;NU; # 0, le changement de carte x;; = x; oxi_l défini sur x;(U;NU;)
a valeurs dans x;(U; N U;) est un difféomorphisme de classe C* (les deux cartes (Uy, z;) (U, x;)

sont dites compatibles).

Définition 1.2 Une variété différentiable de dimension n et de classe C* est un espace topo-

logique muni d’un atlas de dimension n et de classe CF.

1.2 Espace tangent

Soient M une variété différentiable de classe C*, p € M et f et g deux fonctions C*> sur

M & valeurs réels,on définit la relation d’équivalence
[~ g< 3 U un voisinage de p € M, f/, = g/u

Si G(M) ={f: M — R/ f est de classe C*} alors I'ensemble C3°(M) = G(M)/ ~ s’appelle

I’ensemble des germes au point p.



Définition 1.3 Une dérivation est une application linéaire D : C3°(M) — R tel que

D(fg) = (Df)g(p) + f(p)Dg

Un vecteur tangent au point p € M est une dérivation au point p.

L’espace tangent & M au point p est I’ensemble de tous les vecteurs tangents au point p, on

le note 7, M.

Remarque 1.4 Si U est un ouvert de M alors T,U =T, M.

T,M est un espace vectoriel de méme dimension que la variété M.

Proposition 1.5 Soit (U, z) = (U, x1,...,x,) une carte au point p alors la base canonique de

T,M est donnée par
0 0

9y P 5 ()

D’aprés la proposition précédente tout vecteur v(p) € T, M s’écrit

v(p) = v'(p) aii (p)

ou les v'(p) € R Vi = 1,...,n. Pour simplifier on note par

0 .
a_fL‘i = &-, Vi = 1, o, n.

1.3 Fibré tangent

Définition 1.6 Soit M une variété différentiable, on définit le fibré tangent noté par T M de

M comme l'union disjoint de tous les espaces tangents de M 1i.e.

TM = U T,M

peEM

T M est I'ensemble des couples (p,v(p)) avec p € M et v(p) € T,M. Le fibré tangent T'M a
une structure canonique d’une variété, en effet, si (U, z) = (U, x1, ..., x,) est une carte de M et

m:TM — M est la projection canonique définie par

n(v) =p, veT,M

6



On définit Iapplication T : TU — z(U) x R* C R* x R" = R*" avec TU = U T,U = U T,M
pEM peEM

par

z(v) = (x1(p), ..o, Tu(p), v(21), ...y ()

alors les couples (T'U, ) forment un atlas de T'M.

Remarque 1.7 Le fibré tangent T'M est une variété différentiable de dimension 2n.

1.3.1 Champ de vecteurs

Définition 1.8 Un champ de vecteurs est une section différentiable

V: M — TM
p — V(p) el ,M

On note par x(M) Pensemble de tous les champs de vecteurs sur M qui est un espace
vectoriel en effet si VW € x(M) et a,b € R alors aV + bW € x(M). Pour que Vi, ..., V,, soit
une base de x(M) il faut que Vi(p), ..., V,,(p) soit une base de T, M donc 01, ..., 0, est une base
de x(M) tel que

0: M — TM
P (8= (52

Un champ de vecteur définit aussi une dérivation sur C*(M).

Définition 1.9 (Crochet de Lie) le crochet de Lie de deux champs de vecteurs V et W est

définie par
L]+ x(M) x x(M) — x(M)
(V, W) — VW] =VW -WV

Le crochet de Lie est anti-symétrique i.e. [V, W] = — [W, V] VV, W € x(M) et vérifie I'égalité
dite de Jacobi

\V, W, Z|| + W, [Z, V]| + |Z,[V,W]] = 0VV, W, Z € x(M).



1.4 Tenseurs

Définition 1.10 Soit E un espace vectoriel on appelle

1— un tenseur k-covariant sur E une application k-linéaire E¥ — R, E¥ = E x ... X E.
—_—
k fois
2— un tenseur, l-contravariant sur E une application l-linéaire E*' — R avec E* est le dual de

E et E*=FE* x ... x E*.
—

[ fois
3— un tenseur k-covariant, l-contravariant (ou un tenseur de type (k,1)) une application (k+1)

linéaire E* x E*' — R

On note par
-T*(E) D'espace vectoriel des tenseurs k-covariants sur E.
-T,(E) Pespace vectoriel des tenseurs [-contravariants sur F.

-TF(E) 'espace vectoriel des tenseurs de type (k,l) sur E.

Exemple 1.11 Soit M une variété différentiable et T,M [’espace tangent & M au point p € M
alors

TH(T,M) est l’espace vectoriel des tenseurs k-covariants sur T, M.

-T)(T,M) est lespace vectoriel des tenseurs [-contravariants sur T,M.

TF(T,M) est l’espace vectoriel des tenseurs de type (k,1) sur T,M.

1.4.1 Fibré tensoriel

Définition 1.12 Soit M une variété différentiable,on définit sur M

1-le fibré des tenseurs k-covariants comme l'union disjoint
T*M = u THT,M).
peEM
2-le fibré des tenseurs l-contravariants comme 'union disjoint
LM = U T(T,M).
peEM
3-le fibré des tenseurs de type (k,l) comme ['union disjoint

k _ k
TEM = U THT,M).



-Les fibrés tensoriels sont des variétés différentiables.

1.4.2 Champ de tenseurs

Définition 1.13 Soit M une variété différentiable

1-un champ de tenseurs k-covariants est une application différentiable

s: M — TkM
p +— s(p)eTHT,M)

2-un champ de tenseurs l-contravariants est une application différentiable

s: M — T'M
p +— s(p)eT(T,M)

3-un champ de tenseurs de type (k,l) est une application différentiable

s: M — TFM
p — slp) € THT,M)

Soient (U, z) = (U, x1, ..., x,) une carte et s un champ de tenseurs sur U alors
-8 = slmkdxl ® ... ® dx* si s est un champ de tenseurs k-covariant.
-s5=5"19, ®...® 0, si s est un champ de tenseurs [-contravariant.
-5 = si:::;;jdxl ®..0dr"® 0, ®...® 0 si s est un champ de tenseurs de type (k, )

1.0 .
avec s1,_j, s et s, sont des fonctions C*.

3]



1.5 Connexion

Définition 1.14 Soit M une variété différentiable, une connexion affine est une application

Vi X(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) — V(X,Y)=VyxY

qui vérifie :

1- 'V est C*(M)-linéaire par rapport a X i.e
Vixitgx,Y = VY +gVx,Y.

VX1, X0, Y € x(M) et f,g e C®(M)
2- V est R-linéaire par rapport a Y i.e

VxaY; +0Ys =aVxY; +0VxYs.

VX, Y1, Yz € x(M),Va,b € R
3-VfeC®M),VX,Y € x(M)

VxfY = fVxY + X(f)Y.

VY se lit la dérivée covariante de Y suivant la direction de X.
Soit (U, x) une carte locale et (0;);eny une base locale des champs de vecteurs on pose X =
X'0;,Y =Y79; alors
VxY = Vixip. Y70,
= X (YIVy,0; + 0;(Y?)0;)
= (X'YITY, + XV5) o,
avec Vy,0; = Ffj@k et Ffj sont des fonctions C'*° qui s’appellent les symboles de Cristoffel,

la connaissance d’une connexion affine V correspond & connaitre ses symboles de Cristoffel.

10



Définition 1.15 Soit v est une courbe C*° sur M, alors on définit l’application

Di: x(v) — x(v)
V= D(V)=D\V

1. Dy est R-linéaire i.e Ya,b € R, Vi, Vo € x(v) ,Di(aVy + bVa) = aDVy + bD,Vs.

2. D, vérifie : Vf € C®(I),V € x(v), Dy(fV) = fD,V + fV.

8. Si'V est extensible a Y € x(M) i.e V, = Y, alors D,V = V.Y.

D,V s’appelle la dérivée covariante de V' le long de la courbe ~y.On dit que V € x(y) est parallél
le long de la courbe v si D,V = 0.

Définition 1.16 Soit M une variété différentiable, on définit le tenseur de torsion d’une connexion

V par Uapplication

T: x(M)xx(M) — x(M)
(X,Y) — T(X,Y)=VyxY - VyX — [X,Y]

On dit que V est symétrique si T = 0.

1.6 Variétés Riemanniennes

1.6.1 Meétriques Riemanniennes

Définition 1.17 Une métrique Riemannienne sur M est un champ de tenseurs g de type (0,2),
symétrique (i.e g(V,W) = g(W, V) ¥ V,IW € x(M)) et définie positive (i.e g(V,,V,) > 0 si
Vo #0).

Une variété Riemannienne est une variété différentiable M muni d’une métrique Rieman-

nienne g. Une métrique Riemannienne définie un produit scalaire sur chaque 7, M noté par
(v,w) = (v,w), = g(v,w),Yv,w € T,M

Localement ¢ est donnée par

11



La norme du vecteur v € T, M est

o] = (v,0)7.
L’angle entre deux vecteurs non nuls v, w € T,M est 'unique 6 € [0, 7] tel que

<v,w >

cosf =
|[v][w]

1-Si M = R"]la métrique euclidienne est le produit scalaire usuel définie sur chaque espace

tangent T,R"=R" tel que

Jou = dei R drt = 5ijdxi ® da’.
i=1

\ lsii=j
ou 045 =
0 sinon

1.7 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.18 Soit M une variété Riemanniénne et g = (.,.) sa métrique, on dit qu’une

connezion V est compatible avec g si
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ) VXY, Z € x(M).

Pour une variété Riemannienne (M, g) il existe une unique connexion V qui est symétrique

et compatible avec g, V s’appelle la connexion de Levi-Civita.

Proposition 1.19 (Formule de KOSUL) Soient M wune variété Riemannienne, g sa métrique

et V la connezion de Levi-Civita associée alors

<VX}/7 Z> - %{X <Y7 Z> +Y<va> - Z<X7Y> - <Z7 [KXD - <X7 [Yv Z]> + <Y7 [X, Z]>}

12



Preuve. Soient X,Y et Z € x(M), puisque V est symétrique et compatible avec g
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ) = (VxY,Z) + Y,V X) + (Y, [X, Z]).
de la méme maniére on trouve

Y{Z,X) = (VyZ,X)+(Z,VxY) +(Z,[V, X]).

et
Z{(X,)Y)=(VzX,)Y)+ (X, VyZ) +(X,[Z2,Y]).
donc
XY, Z2)+Y{(Z,X)-Z(X,)Y)=2(VxY,Z)+ <Y, [X,Z]) + (Z,]Y, X]) — (X, [Z,Y]).
alors

<VXY> Z> = %{X <K Z> +Y<Z7X> - Z<X’Y> - <Y7 [Xv Z]> - <Z’ [Y7X]> + <X7 [Z7Y]>}

1.8 Repeére de Serret-Frenet

Nous rappelons la notion de courbe de Frenet dans une variétés de dimension (2n + 1). Soit
m un entier avec 1 < m < 2n + 1.La courbe v : I € R — M paramétrée par la longueur
d’arc s est appelée une courbe m-Frenet dans M s’il existe m champs de veccteurs orthonormés

Uy =+,Us,...,Uy, et (m — 1) fonctions de classe C* positives ki, ..., k1 de s tel que :

V,lel = HlUg, V’Y/Uz = —/ﬁllUl + K,QUg, ceey VA//Um = Hm_lUm_l. (11)

La fonction r; est appelée la j*™ courbure de v, et 7 est :
a) une géodésique si m = 1 ,alors nous obtenons I’équation bien connue V. = 0.

b) un cercle si m = 2 et k; est une constante : alors nous obtenons V., E; = k1E,, V. Ey =

—lilEl.

13



c¢) une hélice d’ordre m si Ky, ..., k1 sont constantes.La courbe de Frenet v est appelée non-

géodésique si k; > 0 sur I et en dimension 3 on I'appelle une hélice généralisée si Z—i = cte.

14



Chapitre 2

Strurcture Riemanniénne de ’espace
3

de Bianchi-Cartan-Vranceanu Mbcv

3

b la variété de l'espace euclidien

Soient | et m deux nombres réels fixés. On note par M

E? = (R3, <, >) donnée par

3
M, bcv

={(z,y,2) €R* F(z,y,2) = 1+ m(z* +y°) > 0}.

La métrique de Bianchi-Cartan-Vranceanu dans M3 est définie par

bev

1 1 ly lz
m = —dr* + —dy® + (dz + ==dv — —=dy)*. 2.1
Gim = T3 72y + ( S5F SE W) (2.1)
sa matrice associée est donnée par
1 12y Pz l
PTm T o
2 222 —lx
Gim = i e o
1y —lz 1
2F 2F

M3

e MuNi de cette métique est une variété Riemanniénne.

L’une des caractéristiques importantes de ces métriques est leur S'-invariance, c’est-a-dire 1'in-

15



variance via de la transformations

16

1 cosp —singp 0 x
y1 | = | sing cosp 0 Y (2.2)
21 0 0 1 z
On considére la base orthonormale
o Iy o o lx 0 0
Ei=F——-—=— E=F—+4+ ——, F3=— 2.3
! dr 202 8y+26z 7 0z (23)
Les crochets < E;, E; >= 69 Vi, j =1,2,3, en effet
2,2 2$
mtiE Cw aF 0
2:E €T —lx —
(BBl = (F o -4 )| G hefE oo =0
l —lx lx
aF w1 Bl
2,2 2:1;
mtadE —m ok | [0
2.T X —LlT —
Bk = (Fo -y )| -t matm e o[ =0
l -1
% 2—;’ 1 1
et
2,2 2
mtiE o 3F F
25(3 X —LT J—
<E1,E1>=<F 0 —%) e Ty 0 | =1
! —lz !
3F ST 2
qui donne |E;| = 1. On vérifie de la méme maniere 'orthogonalité des autres vecteurs.
La base duale est
d d [ [
w1 = %, Wy = Fy, ws = dz + %d(ﬂ — Q—xdy. (2.4)



Les dérivées covariantes de F; sont données par la proposition suivante :

Proposition 2.1

VElEl = ZmyEQ, VE2E2 = 2m:CE1, VE3E3 =0 (25)
1 1
vElEg = —2myE1 + EZE?” VE2E1 = —2m:L‘E2 - §ZE3 (26)
1 1
VElEg == VE3E1 = —§ZE2,VE2E3 - VE3E2 = §ZE1

Preuve. On utilise la formule de KOSUL donnée ci-dessus pour les éléments de la base

(Ei)i—13

(Vi Ej, By) = %{— (Ej, B, Ex]) — (B, [Ej, Bi]) + (Ei, [Ex, Ej]) )5 4,5,k =1.3

On calcule par exemple V g, s, calculons d’abord les crochets de Lie [E2, Es] , [E1, Es] et [Es, Es]

on utilise la propriété suivante du crochet de Lie
fX,9Y] = folX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y [)X.

on trouve que

0 lx 0 o lx 0
[Ea, By = [F(‘)_y Ea,Fa—y + 5&]
0 0 0 lx 0 lx 0 0 lx 0 lx 0
= [Fa_y’Fa_y] + [Fa—y,ga] + E&’Fﬁ_y] + [5575&]
o .0 o .0 Olr. 0 lxr,d _ 0
S N oy W o7y WA 7 e el jo
(8y )(‘3y <8y )8y+ (8y 2)82 2(8,2 )8y
lx, 0 0 Olex. 0 lr O0lr, 0 lx,6 0lx 0
ey My 28: T2 52 )e T 28 )e:
= 0
sachant que F' = 1 + m(a? + 3?).
De la méme maniére on trouve [Fy, Fy| = —2myFE; + 2maxEy + [E5 et [Es, B3] = 0 . Ce qui

17



donne

(Vi,Es, By) = %{—<E2>[E27E1]>—<E17[E27E2]>+<E2>[E17E2]>}

= L B B — (B B B+ (B 51, B

= 2mx

(Vg B, Es) = —% {— (B, [Ey, B]) — (Ey, [Ey, Es]) + (Ea, [Ey, Es)}
— 0

(Vi By, ) = —% {— (B, [E, B]) — (B3, [Ea, Es]) + (E», [B3, Ea]) }
= 0.

donc

VE2E2 = meEl

Les autres dérivées covariantes se calculent d’'une maniére similaire. m

Remarque 2.2 De [’équation Eq.(2.5) il en résulte que E3 est un un champ de vecteurs géo-

désique i.e ces courbes intégrales sont des géodésiques de g, .

18



Chapitre 3

Courbes obliques et de Legendre dans

(Mgcva gl,m)

3.1 Courbes obliques et de Legendre dans (Mg’cv, Gim)

Soit v une courbe 3-Frenet dans (M3, , g;.,») pour laquelle on note le repére de Frenet (T =

v, N, B) définie par

VTT = kN
VrN = —kT +7B (3.1)
VTB = —TN

ou k est la courbure de 7 et 7 sa torsion.

Proposition 3.1 Soit v une courbe dans (M3, , gi.m) alors son vecteur vitesse est donné par

/ / l r /
T_Np  Tep (7271 — 117s)
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Preuve. Le vecteur vitessse de v, T = 7 = (71(8),75(s),75(s)) est donné dans la base

(aa:a aya az) par
T = 71(8)0: +75(5)0y + 75(5)0.

en utilisant Eq.(2.3), T dans la base orthonormée {E1, Ea, E3} est donné par

P00 (M N

0 0[] % |= 7

2 —1

% S 1 Vs Vs — 5=l717s + 5l

Proposition 3.2 Fj5 est un champ de vecteurs de Killing le long de 7.

Preuve. Un champ de vecteurs de Killing X vérifie

(Vy X, W) +(V,Viy X) =0VV, W € x(M).

donc
(VpEs,T)+ (T,VpEs) = 2(VyEsT)
y v

- 92 (FlelEg,ﬂ + ﬁszE?,,T))
N A L A
- 2< 2F2l+2F2l)
=0

[ |

Définition 3.3 L’angle vertical de la courbe 7y est la fonction 0 : [ — [0, 2n[ définie par

9
"0z

cos8(s) = (T(s), =) = (T(s), Ea). (3.3)

Définition 3.4 Une courbe vy est appelée une courbe oblique (ou plus précisément une courbe
0-oblique) si 6 est une fonction constante. En particulier si 0 = 7 la courbe vy est appelée une

courbe de Legendre.

20



Proposition 3.5 Soit vy une courbe —oblique dans (M., gim) alors

H(v9Y) — 7175)
oF

+ 5 = cos .

et la norme de T vérifie

() + () = F2sin 0.
Preuve. Puisque 7 est une courbe #—oblique alors
(T'(s), E3) = cosb.

d’autre part, d’aprés Eq.(3.2) on a

’ / I o ’
(I'(s), E3) = <%E1 + %E2 + { (%%21771%) +’Y:/3} Es, E3)

I r /
_ { (72712F7172) JW/S} (B, )

l r /
_ {(72’71 71'72)4_7/3}

2F

donc
I{(v971 — 717%)
oF

+ 74 = cosf.

La norme de T est |T'| = 1, et de I’équation Eq.(3.2) on aura

H{vay — 1179)

7 Yy a1 —17%) | 7 Vs
T = (AF +2EF By LAp + 221
T <F 1T 2+{ o T Bs, p Pt Sl At oF

/1\2 /1\2 l I / 2
(7F12) N (’?3 N ( (72712F’7172) +»yg)

(71)? + (75)? 2

— T + COS 0
(V1) + (75)? 2

1 = T + cos (9

d’ott (74)2 + (v4)* = F?sin? 6.
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Théoréme 3.6 Une courbe non-géodésique v dans (M., gim) est une courbe 6-oblique si et

seulement si son champ de vecteur normal N est g, ,-orthogonal a E3 i.e.

ws(N) =0.

Qui donne la décomposition de Es dans le repére de Frenet par

E3 = cos0T + |sin 6| B.

La courbe vy est de Legendre si B = Ej.

Preuve. De Eq.(3.2) et Eq.(2.6) on a

ot gt (7271 — 117)
VB = FlVElEng FQVEQE?,Jr : 12F L2 + 44| Vi, By
1 gl
= —Fk ——=F,.
2F 1 2F ?
La courbe ~ est #—oblique alors
< T, E3 >= cosf.
par dérivation on obtient
< VTT,E?, >4+ < VrE3, T >=0
et par suite de Eq.(3.8)
1 gl
N, E T,—=FE ———=F,;,) =
(kN, E3) + ( ot T op 2)
Iy gl
N, E T,—=FE)) — (T, ——=F,) =
</{ ) 3>+<72F 1> <’2F 2>
Mlve 7
N, E — =
(N Ea) 5 ~ o
(kN,E35) = 0.

alors kws(NN) = 0.

(3.6)

(3.8)

Le vecteur normal N est orthogonal & F5 alors F5 appartient au plan engendré par 7" et B alors
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il se décompose en

E3 = cos0T + |sin 6| B.

de plus si v est de Legendre (0 = 7) B3 = B. =

Dans ce qui suit, on suppose que 7 est non géodésique i.e : k > 0 (i.e 7 ne peut pas étre une

courbe intégrale de E3 ce qui veut dire que 6 # 0, ).

Le repére de Frenet de v par rapport & F; est donné par la proposition suivante

Proposition 3.7 Soit v une courbe 0-oblique dans (M3, , gi.m) alors

T = 7151+72E +[M+73 Es,
B = — 520 (Vi By + Y3 Es) + | sin 0] Es.

F|sin 6|

La courbe de Legendre a

T — 'YlE + 'YQE + [ (72'71 71'72) + ,.)/3 E37
N = ﬁ(‘W’zEl + 71 E2),
B = Es.

Preuve. De I’équation Eq.(3.7) le vecteur binormal B est donné par

cos 6 1
B = — T E
| sin 6| i |sing] " °
__cosh %E L BE, s By ) 4 —— I
Y] TR ’ |sing]
cosf 1
= — " (VE 'E -
F|sin€\w1 BANE 2>+\sin9[
cos )
=~ (VB +75Ep) + [sin 0| E;
F|sind|

23
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le vecteur normal N est donné par

N = BAT
Ey Ey Es
- |~ FTzlsn09| M- FTcs)lsnee\ V5 | sin 0|
%1 %2 l(vw’lz;vn’z) A,
Ey Ey E;
- FT(;1Sn99| M FT(S)lsnge\ Yy |sind|
% %2 cos 6
2 / 2
= (_%ﬂé’e'% - %|Sin9|> E, + < C|OS f fl v+ 71\Slr19|>
= F slin9| (— (cos® 0 + sin® ) 4 Ey + (cos® @ + sin® 0) v} Es)
~ g

Z on trouve

Pour la condition de Legendre ¢ = 7

N = %(_7,2E1 +71E2),
B = E;.

Lemme 3.8 Soit v une courbe dans (M3,,, gim) alors

. (8m - l2)(727,1 - 717;) l73 l%
Vel = ( 4F 5 )P opts

(P =8m)(v71 — Me) | s 00
VB, = ( iF + 5 ) Br 5B

24



Preuve. D’aprés Eq.(2.5) et Eq.(2.6)

! i l i . li ,
VrE, = %VE1E1 + %VEzEl + [ (72712F'Y1’Yz) + 73} o
Bm =) (v271 —172) s 1
= — B\ p,—2p
( AF 2 )7 oF

!

! l i . I ,
VrE, = %V&EQ + %VEQEQ + [ (72% 7172) +731 Vi, Es

2F

(1 = 8m) (727, — M1Y2) 1 I,
< AF T )T apt

Théoréme 3.9 Soit v : 1 — (M}, gim) une courbe 0-oblique alors la courbure et la torsion

sont :
1 BN N r /4_l2-20
o %%F%% _ Pl sin? 6 + (7271 7172)(2771 )sin” 0] (3.10)
in
I /N N S /] I /4_12
P b | (1 7155)( m =)\ cosl . (3.11)

1l s’ensuit que l'invariant de Lancret des courbes obliques dans la géométrie de Bianchi-Cartan-

Vranceanu est :

27+ 1
Lancrety(vy) = =2 (3.12)
2K
La courbe de Legendre a :
L7178 — vt (v27h =77 (4m = 1) i
= — | —=—=2= — Fly, L 172 = —. 3.13
KR F Ia V3 + 9 , T 9 ( )

25



Preuve. D’aprés la premiére équation de Frenet on a

(V7T,N) = (kN,N)

= K
par suite
1 ! ’
T,N=—< T, -~ E T, E)
(Vr ) Flsind] (VrT, —vyFy) + (VT v, Ey)
d’otu
(VoT, —7,B1) = (T, —7,B1) — (T, Vi — 7,51)
d [ 717s : Y1Ya
- = T,V E
ds( 2 + 7T, Vo Ey) + 7
et

(VT v By = (T,71Es) — (T, Vv, Es)

d (175 ' Y21
= — — T NV1FEy) —
ds( F 71( J T 2> F

YT, VrEr) — (T, VrEs) = ((7’2)2 N (’/1)2> ((4m —P) (27 —1%) M_3>

2F? F
dm =) (v —1ve) | b
_ ?ain2g ( 271 172) 3
S ( 272 F
_ Um =P s’ h e
2
donc
. ((V2T, =72 Bn) + (V1T 7, Ex))
Kk = —
F’s1n(9| T4, ’72 1 T 7’71 2
1 (4m — I?) (7271 — 7172) sin” 0 It Rete 001
_ R o 102~ T2
F|sin9|( 2 YaSn U+ TS

et puisque la courbure est supposée positive alors

! I

Y12 — V271
F

1
K =
F|sinf)|

(1271 — 117%) (4m — 1) sin® 6

— Flyysin® 6 + >
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D’aprés la troisiéme équation de Frenet on a

(VrB,N) = (—7N,N)

d’autre part on a

(V2B.N) = (e B — 1] = 2oV, V)
— ey DbE ~ B V) — (~ kN )
o= s (0 7 + ﬁ
N %Jr Fsiln29 ‘(4m - l2)(7ﬂ'; — 17y sin?0 i sin® 0+ 117 ;7'27'{ cosl

et puisque 7 est supposée positive on aura

2 ! ! ! 1" ! 1"
o || Wm = B) e = nmve) e Y = |
~ 2 oF 7T T paging '
Sin
et par suite
r+i
_ 2
COS 6 - 2 / ’ " ron
(4m—12)(va71—7172) — Iy, 4+ D2
2F T3 T “Flsinle
l
_ T+
F sin? 9(4m—l2)(72'y/1 —717;)—2F2 sin? 9l'yé+2<'yll'yg —’y;’ylll)
2F2sin? 0
l
cos 0/ Tk
2 : :
sin® 0 F sin? 9(4m—l2)(72'y/1 —717;)—2F2 sin? Ol'yé+2('yll"/,2, —’y,z'ylll)
2F2

’

1 ((4m — ) (7271 — 117) sin’0 Fl sin® 6+ NY2 — 7571')

F|sind| 2 F
. / / . ’ o ron
Fsin® 0(4m—12)(y27, —7172) —2F? sin? Oly 342 (’7172 —Y271 )
2F?
|sinf| =
K
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donc

T+ % ~ cost
kK |sinf|
ce qui donne l'invariant de Lancret
21+ 1
Lancret = :
+(7) o

Corollaire 3.10 Supposons que | # 0.Une courbe 0-oblique dans (M3, gi.m) non de Legendre

est une courbe de Bertrand.

Preuve. Rappelons que 7 est une courbe de Bertrand s’il existe a,b € R\{0} tel que

ak +br = 1. (3.14)
De linvariant de Lancret
cos 2+ l
|sing] 2k
donc
K cos B )
— 74 =
| sin 6| T3
alors
+2cosf 2
—— Kkt -T7=1
[ |sin @] T

ce qui donne Eq.(3.14) avec
+2cos £2

T llsing] T 1
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3.2 Formes explicites des courbes obliques et de Legendre

dans (M. g0)

Le cas ou m = 0, les équations Eq.(3.4) -Eq.(3.5) sont explicitement intégrables alors on

peut donné le théoréme suivant

Théoréme 3.11 Soit v une courbe §-oblique dans (R?, g, 0) Alors il existe une paramétrisa-
tion de longueur unitaire ((s) = (cosu(s),sinu(s)) du cercle de l'unité S* tel que v = v, a

l’expression

s lsin26 s cosu(t) [¥sinu(z)ds
Y, (8) = |Sin0|/ ¢(t)dt , scosf — o / ( >f0t (=) dt (3.15)
0 0\ —sinu(t) [, cosu(x)dx
Sa courbure, sa torsion et son invariant de Lancret sont
k(s) = |u/(s) — lcos O] |sinb|,
7(s) = |L +[u/(s) — L cos O] cos b, (3.16)
Lancret(y) = 2.
En particulier,une courbe de Legendre dans (R3,g,0) a 'expression
t .
s l s cosu(t sin u(z)dx
vE = / ¢(t),scost — = / ( )fot (@) dt| | . (3.17)
0 2 1o —sinu(t) [, cosu(x)dx
Sa courbure et sa torsion sont
[
k(s) = |u'(s)], 7(s) = | | (3.18)
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Preuve. Puisque m = 0 on a F' = 1 la relation (3.5) implique que 7y est réguliére et de plus

~ est de classe C! alors vy est paramétrée par sa longueur tel que

vy = |sinf]cosu(s), v = |sin @] sinu(s)

et par intégration on aura

’ [sin? 0 s cosu(t) [ sinu(z)de
v= 1 [ et seoss - 20| [ ® fsnutods )
0 2 0 \ —sinu(t) [, cosu(x)dx

Pour la courbure et la torsion on remplace par v}, 75, 7], 74 et 5 dans Eq.(3.10) et Eq.(3.11)
on aura

N YN 2 ) 7w 2 _1(727,1—717,2))
o(s) = 1 sin “0u’(s)(cos “u(s) —i—sm2 u(s)) — lsin*6 (cos@ SR
| sin 0| (971 —175) sin %0
2

= |sind||u'(s) — lcos |

I sin 20u’ (s)(cos 2u(s)+sin 2u(s))
sin 26
T(s) = 5t

— (l cosf — _12(727’12*717’2))
cos

2 .
1 (VoY —v175) sin 29
2

= é + |u'(s) — L cos | cos b

et donc
T+
k

N |~

Lancret(y) =

pour une courbe de Legendre on a 6 =T

[\
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Le cas particulier u(s) = ps avec p # 0 donne la courbe #-oblique suivante

7, () = (’ Si;m (sin(ps), 1 — cos(ps)), s cosd — ZS;I; 0 (Sm;ps) - 3>) (3.19)

avec

k(s) = |p — lcosf||sin b,
(5) = I~ Leos] s o0
7(s) = |L +|p— lcos O] cos |

et la courbe de Legendre

75 (s) =

(sin(ps), 1 — cos(ps), s — 2ip (Sin(ps) _ s)) (3.21)

RN

avec

3.3 Courbure moyenne

Définition 3.12 On appelle premiére forme quadratique fondamentale de la variété M dans la

carte (U, @), la forme quadratique g dans R"™! associé a la matrice

q(u) = (qij(u))1<ij<n1 = <<§Z (), %(u>>> 1<i,j<m—1

pour tout u € U.
C’est la matrice de Gram associé a la base du plan tangent canoniquement associé a la carte

considérée..
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Définition 3.13 Soient (M, gn), (N, gn) deux variétés Riemanniennes et f : (M, gy) —
(N, gn) une application différentiable de classe C™. La seconde forme fondamentale de ’appli-

cation vy est la dériveé covariante de la 1—forme vectoriel dy, définie par
Vdf(X,Y) = VRdf(Y) — df (VYY)

pour tout X,Y € x(T'M).

La seconde forme fondamentale de I’application f est une forme C*°(M)—bilinéaire symé-

trique i.e.

(Vdf)(aX, BY) = af(Vdf)(X,Y)
(VAN (Y, X) = (Vdf)(X,Y)

pour tout o, f € C®(M) et X, Y € x(TM)

Définition 3.14 La courbure moyenne H est la trace de la seconde forme fondamentale définie

par h(X, X') = —g(Dxn, X') avec n la normale unitaire rentrante.

Pour plus de détail voir [3].
Puisque les courbes sont des cas particuliers d’applications. On note par h la seconde forme

fondamentale de la courbe v définie par
v: I CR— (M,g)
et par H son champ de courbure moyenne
H =trace(h) = h(T,T) = VT. (3.22)

Alors v est appelée une courbe avec un champ de vecteur de courbure moyenne propre s’il existe
A € C(v) tel que
AH = )\H. (3.23)
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En particulier, si A = 0 alors v est une courbe avec champ de vecteur de courbure moyenne

harmonique. Ici 'opérateur de Laplace A agit sur la fonction & valeur vectorielle H,donné par
AH = —V3T = —VyVrVrT. (3.24)

En utilisant les équations de Frenet Eq.(3.1), On peut réécrire Eq.(3.23)

AH =-NVVyVT
= —VrVr(kN)
= —Vr(k'N 4+ k(—kT + 7B))
= —((=3x'K)T + (K" — k3 — kT*)N + (2k'T + K7') B)
= — (=K% = 712)(KkN)
— AH = )\H,

ce qui signifie que k et 7 sont des constantes.

Et, pour k # 0,
AM—=kN) = (=3r'r)T + (K" — k* — kT?)N + (2k'T + kT')B
= (K" — K® — kT?)N
=  (M—=k)N,N) = (k(—r*>—-T72%)N,N)
— A =r24 72

—3K'KT + (K" — k* — k7®)N + (2K'T + k') B = —\kN. (3.25)

Il en résulte que x et 7 sont des constantes et la fonction A devient aussi constante tel que

A=r2+ 72 (3.26)
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Théoréme 3.15 Une courbe 0-oblique v dans (M., gi.m) admet un champ de vecteurs de cour-

bure moyenne propre si et seulement si vy est une hélice (i.e.” est une constante) donc
l2
Ai=Ng) = 6% + 1 + 1|6 cosb. (3.27)

En particulier, une hélice de Legendre satisfait

2

l
)\(2: )\Legendre) = (52 + Z >0 (328)

Preuve. On calcule A de Eq.(3.26) en tenant compte que

1 7175 =t S oy, (1271 = 717s)(4m — ) sin® 0
= — Fl 0
* = Falo  F YaSImEo 2
[
Kk = |sinf|, 7= ‘5 + |d] cos
[
On introduit la fonction d’angle 5 = (s) donnée par :
71 = F|sinf|cos 3, v5 = F|sin6|sin f3. (3.29)
Alors on obtient
§ = B+ 2msin (4 cos 3 — v, sin ) — l cos 6. (3.30)

En utilisant cette expression on peut caractériser les hélices 6-obliques dans une variété de
Bianchi-Cartan-Vranceanu, a savoir k et 7 sont constantes si et seulement si § est constante.

La condition ¢ = 0 se traduit en

B" =2m (yycos B — 7y sin B — 7,8 sin 8 — 7, cos 3)

X

= —2m|sind| (F |sinf| (sin B cos  — sin [ cos 3) — v, sin f — 4 cos )

= 2m/|sin@| (v, cos 8 + v, sin 3)
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d’autre part

F' = 2m(yi7; +7275)
= 2mF|sinf|(vy, cos f + 5 sin 3)

F/
7 = 2m |sin @] (7, cos B + v, sin )
donc
/8// F/
g

et alors af3'(s) = F(y(s)) avec a un nombre positif. Par intégration de Eq.(3.29)

Théoréme 3.16 Une hélice 0-oblique dans (M., gi.m) est donnée par

7.(s) = (a|sinf|sin((s) + c1, —a|sin | cos f(s) + ¢, scos
lsmﬁ[as sinf + cl/ sin B(t)dt — Cg/ cos B(t)dt]). (3.31)
0 0

avec ¢y, ¢y sont des constantes réelles; ici f = [(s) est la solution de l’équation différentielle
ordinaire

af' =1+m[(asin@sinB + c;)* + (—asinb cos 8 + ¢2)*] . (3.32)

qui détermine également le possible F' ou Eq.( 3.31) est vérifiée. Pour : ¢; = co = 0 on obtient

a|sinf|sin ((£ + masin® ) s)
Ya(8) = | —alsinf|cos ((: 4+ masin®6)s) | . (3.33)
(Cosé’ + W) s

avec

(3.34)

a

= —masin®@ — lcosf|cosb| .

‘(1 — masin H—ZCOSH) sind|,
‘l
+

Les hélices de Legendre sont

Yals) = (a sin (é + ma) s) , —@ cos <(2 + ma> s, %as> : (3.35)
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avec
]

1 22
= 57 )‘Legendre = (a - ma) + —. (336)

4

3.4 Exemples

3.4.1 Géométrie Euclidienne (IE?, g.,.)

Pour les valeurs de [ = m = 0, La variété (M3, , g;,n) coincide avec (E?, geye). En utilisant

les équations Eq.(3.15) et Eq. (3.16), la forme explicite des courbes obliques est

() = <\ sin | /0 C()dt, s cos 9> (3.37)

de courbure et de torsion

N/ ! 0

/ . Y172 — V2
k(s) = |u(s)||sinf| = W, (3.38)

7(s) = [u/(s)]cosb. (3.39)

L’invariant de Lancret est

Lancret(y) = T
K

Les courbes de Legendre sont

) = [ ctoaro) (3.40)

avec

/) /)

K(s) = [u'(s)] =178 — 79715 (3.41)
7(s) = 0. (3.42)

Il est bien connu que la courbure d’une courbe plane & vitesse unitaire est k(s) = ~,~2 — ~L~".
172 271

Nous obtenons que 7, de (3.37) est une hélice si et seulement si u’ est constante, qu’on la

note p. Alors 7, est exactement -, donnée par Eq.(3.19) avec [ = 0 donc

)\9 - /\Legendre - )\u = (U/)2 = p2
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.Une autre expression équivalente est donnée par

Yu(8) = <a| sin 6| sin f, —al sin 0| cos f, S COS 9) (4.1 helices)
a a
avec
| sin 4| | cos 0|
K= et T = .
a a

3.4.2 Groupe d’Heisenberg Hj

Le cas ou m = 0,] = —2, La variété (M3, , gi.m) est le groupe d’Heisenberg. En utilisant les

équations Eq.(3.15) et Eq. (3.16), la forme explicite des courbes obliques est

v (s) = (]sin0| /0 C(t)dt, s cos 0+ sin? 6 [ /0 S (cosu(t) /0 ' sin u(@)ds — sinu(t) /0 t cosu(x)dx) dtD

de courbure et de torsion

k(s) = (|u'(s)+ 2cosf||sinb|, (3.43)
7(s) = | =14 |u/(s)+2cosb|cosb,
L’invariant de Lancret
+1
Lancret(y) = =2
K

Eq.(3.17) et Eq.(3.18) deviennent

va(s) = ( /0 ()t scos + /0 S (cosu(t) /0 sinu(z)ds — sin () /0 t cosu(a:)da:) dt) |

(3.44)
avec
k(s) = |u'(s)],7(s) = 1. (3.45)
Eq.(3.27) et Eq.(3.28) se lisent
N = 6%+ 1 —2[6] cos 0, Aregendre = 6% + 1. (3.46)

d’ou, d’aprés Eq.(3.30), d(s) = u/(s) + 2cos .
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Les hélices #-oblique Eq.(3.33) sont

Ya(8) = (a| sin 6| sin f, —al sin 6] cos i, (cosf — asin20)s> : (4.9 helices)
a a

avec
1 [ 1
K = ‘(— +20089) sind|, 7= ‘— + ‘ (— +2C089> |cos€]‘ .
a 2 a
tandis que les hélices de Legendre sont
.S S .
Ya(S) = (a sin —, —a cos —, —as) : (4.11 helices)
a a
avec
1
kK=|—-|, 7T=1
a
3.4.3 Sphére S*(m) C R?
Pour 4m = [?, La variété (M3, g;.,») coincide avec S*(m), en particulier si m = 1,/ = —2 on

a S®. En utilisant les équations Eq.(3.10) et Eq.(3.11) la courbure et la torsion pour une courbe

oblique dans S? sont donnée par

v/ /i

) = = N o [T 7y T2 gsinte) (3.47)
7(s) = sin2?(zg+_vgéz¥7%)2 + 25| cos 6 — 1‘ (3.48)
tandis que Eq.(3.12) donne l'invariant de Lancret
Lancret(y) = T :l: ! (3.49)
La courbure et la torsion pour une courbe de Legendre dans S3
() = e [P o1 0 | 7l =1 (350)

T+ 4+ [T+ +73
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Cas :4.4.Sim>0et =0 alorsona: M3

bcv

= S?(4m) x R

Cas : 4.58m < 0 et I = 0 alors on a : M3

bcv

= H%(4m) x R ou H?(4m) est le plan

hyperbolique de courbure Gaussienne constante x < 0.Pour les deux cas 4.4 et 4.5 une courbe

oblique a :
1 ’7/ ’7” N ’YI 7// '
K(s) = Flsind] L2 7 21 1 9Fy,sin? 6|, (3.51)
Y
7(s) = % + 275 | cos ). (3.52)

ce qui signifie que les courbes de Legendre dans ces variétés ont une torsion nulle.
4.6.51 m > 0 et [ # 0 on obtient : SU(2)\{oo}.La courbe de Legendre de cette variétés a une
torsion constante non nulle.
47S5im<0etl#0ona: S/‘\Z/L(Z, R). Dans la suite,revenons au cas général que nous utilisons
le long de 7 les coordonnées cylindriques z(s) = r(s) cos B(s), y(s) = r(s)sin5(s), z(s) = z(s)
et Eq.(3.5) devient

(r")? +r*(B8)? = [L + mr?]?sin® @ (3.53)

ce qui donne
[14+mr?)?sin? 6 — (r')?

(8 = .~ (3.54)
Maintenant, nous faisons le choix d’une constante réelle positive r = r( alors
1 2)sin 6
B(s) = L mro)sinb (3.55)

To

Finalement on obtient ’expression de la courbe pour le signe positif dans Eq.(3.55)

1 2) si 1 5) si
- (7"0 cos (( + mr?) sin 93) o sin (( +mrd) sm98> ’ (0089 i ZT_O) 3) . (3.56)

To To 2

Cette courbe est une hélice avec

1 2 2
K = '( +m:0)51n 0 — Isinfcosd|, (3.57)
0
2 .
T = '£ ’(1+mr0)sm0 —{cosf|cosb|.
2 To
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Pour les exemples 4.4 et 4.5, cela donne des hélices avec

L (1 +mr2)sin® 0 o (1+mr§)sin90059.
To 7 To

(3.58)

Nous pouvons utiliser la relation Eq.(3.58;) pour obtenir des courbes obliques avec une courbure

comme dans le cas 4.5.
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Conclusion

Les courbes obliques dans la géométrie de Bianchi-Cartan-Vranceanu sont une généralisation

des hélices caractérisées par l'invariant de Lancret Lancrety(y) = 2;?, d’aprés ’étude qu’on

a fait ci-dessus a chaque fois qu’on donne au deux réels m et [ une valeur fixée, ces courbes
coincident sous certaines conditions avec des hélices lorsqu’elle ont un champ de vecteurs de

courbure moyenne propre.
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Perspective

Notre travail mérite d’étre un point de départ pour des études plus compliquées, il est
intéressant de pousuivre 1’étude des courbes oblique et de Legendre dans d’autres variétés
riemannienne de dimension 3 afin de comparer les résultats obtenus avec ce qu’on a trouvé dans

cette étude.
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