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Introduction Générale 
 

 La physique des matériaux s’est développée tout au long du XXIèmesiècle, 

d’une façon spectaculaire en donnant naissance à des avancées technologiques 

dans le domaine de la microélectronique (les fibres optiques...). Ces avancées 

ont permis de comprendre et de prévoir toutes les propriétés électroniques des 

matériaux notamment les oxydes tel que le ZrSiO4. Cette famille de matériaux 

présente une grande importance dans le domaine de l’optique ainsi que le 

domaine de la matière condensée. 

 

      La détermination de leurs propriétés physiques repose sur la résolution d’un 

système à N corps en interaction, ce qui est difficile. Cette difficulté réside dans 

la détermination de la fonction potentielle. 

 

     Plusieurs méthodes théorique, empiriques et semi empiriques ont été 

entamées dans le but de déterminer et de prévoir cette fonction potentielle d’une 

manière rigoureuse. Toutes ces méthodes reposent sur l’approximation de Born 

Oppenheimer qui sépare l’étude.  

 

     Parmi ces méthodes on cite la méthode des liaisons fortes qui représente la 

clé de ce travail. Elle est traitée d’une manière semi empirique du faite qu’elle 

détermine les interactions entre atomes par le biais d’un modèle semi empirique 

décrit par Harrison. 

 

    Le but de ce travail de master est de calculer la structure électronique du 

composé ZrSiO4. Le premier chapitre est destiné à exposer brièvement les 

différentes méthodes de calcul de la structure électronique en passant par un 
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principe variationnel qui nous donne toute les informations possible sur le 

chemin de détermination des états physiques et leurs énergies correspondantes. 

 

     Le deuxième chapitre est consacrée à nous familiariser aux calculs avec la 

fameuse méthode dite liaisons fortes et sur le modèle utilisé dans l’évaluation 

des différentes interactions entre atomes. 

 

     Le dernier chapitre représente la partie la plus laborieuse de notre travail ou 

en applique tous l’outil théorique déjà vu au chapitre précédent à la 

détermination de la structure électronique du composé ZrSiO4.    

 

Finalement je terminerai ce mémoire par une conclusion.



 
 

      
   

CHAPITRE 1 

Les différentes méthodes de calcul de la 
structure électronique 
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I.1. Introduction  

Dans un système à plusieurs particules où siègent des interactions entre 

électrons, la solution de l’équation de Schrödinger n’est accessible qu’au prix de 

certaines approximations. Plusieurs méthodes existent et leur objectif commun 

est de résoudre cette fameuse équation, dite équation de Schrödinger c'est-à-dire 

de déterminer l'énergie (E) quantité primordiale de l’état électronique, mais le 

problème qui réside toujours est la connaissance de la fonction potentielle. 

Toutes ces méthodes reposent sur un principe dit variationnel. 

 

I.2.  Le  Principe variationnel  

    Le principe  variationnel stipule qu’une fonction d’onde|߰ ൐ est solution de 

l’équation de Schrödinger que si son énergie soit minimale : 

ሾ߰ሿ߃ ൌ ట|௴|టۧۦ
ట|టۧۦ

                                (I-1) 

 

En se basant sur le principe de Ritz [1] qui restreint le domaine variationnel de 

la résolution de l’équation suivante : 

߅|߰ߜۦ െ ۧ߰|߃ ൅ ߅|߰ۦ െ ۧ߰ߜ|߃ ൌ 0(I-2) 

Et en effectuant le changement iδψ δψ→ , nous en déduisons : 

െ݅߅|߰ߜۦ െ ۧ߰|߃ ൅ ߅|߰ۦ݅ െ ۧ߰ߜ|߃ ൌ 0              (I-3) 

A partir de (I-2) et (I-3), nous obtenons : 

߅|߰ߜۦ െ ۧ߰|߃ ൌ ߅|߰ۦ െ                                                  (I-4)                           ۧ߰ߜ|߃

De plus, pour n’importe quel état dynamique d’un système, la valeur moyenne 

de son énergie est supérieure ou égale à l’énergie propre de son état 

fondamental : 
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ሾ߰ሿ߃ ൒  ଴(I-5)߃

Par conséquent, trouver l’état fondamental |߰ ൐ revient à minimiser la 

fonctionnelle ߃ሾ߰ሿ. Le succès de cette méthode dépend d’un choix judicieux de 

l’espace des fonctions d’essai : ce choix doit être guidé par la physique du 

problème et conduire à des calculs faisables. Tant que la vraie fonction n’est pas 

dans cet ensemble, la solution minimale n’est pas la fonction propre exacte, mais 

seulement une approximation.   

 

I.3.  Résolution de l’équation de Schrödinger  

Comme nous venons de le mentionner, l’équation de Schrödinger pose un 

problème à N corps et sa résolution est complexe ce qui nous oblige à utiliser 

des approximations. La plus efficace est celle de Born Oppenheimer. A titre 

d’exemple en physique des matériaux, il sera possible d’étudier la structure 

électronique des matériaux. En écrivant notre équation, trois termes 

fondamentales propres au système sont réunis : l’opérateur Hamiltonien, H, 

l’énergie, E, et la fonction d’onde ߰. 

 

Η߰ ൌ Ε߰                                                           (I-6) 

 

Η஋߰൫൛ ሬܴԦூൟ, ሼݎԦ௜ሽ൯ ൌ ൫൛߰ܧ ሬܴԦூൟ, ሼݎԦ௜ሽ൯(I-7) 

 

Ou ܧ représente l’énergie du système décrit par :    ߰൫൛ ሬܴԦூൟ, ሼݎԦ௜ሽ൯ . 

Dans cette équation, l’opérateur hamiltonien total Η஋  associé à un système 

possédant plusieurs particules en interaction (N noyaux + M électrons) est la 

somme de l’opérateur énergie cinétique total  T஋, et de l’opérateur décrivant 

l’ensemble des interactions coulombiennes  V஋ :[2] 
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Η஋ ൌ T஋ ൅ V஋(I-8) 

L’opérateur hamiltonien non-relativiste total (i.e. traitement non-relativiste de 

l’énergie cinétique), peut ainsi s’exprimer plus précisément selon l’équation : 

 

Η஋ ൌ T୬ ൅ Tୣ ൅ V୬ିୣ ൅ Vୣିୣ ൅ V୬ି୬(I-9) 

 

Dans laquelle les termes  T୬, Tୣ , V୬ିୣ,  Vୣିୣ ݁ݐ V୬ି୬correspondent 

respectivement aux termes suivants, exprimés en unités S.I : 

 

T୬ ൌ െ ԰మ

ଶ
∑ మோሬԦ಺׏

୑౤
௜    : Énergie cinétique des N noyaux de masse M୬ 

Tୣ ൌ െ ԰మ

ଶ
∑ మ௥Ԧ಺׏

୫౛
௜    : Énergie cinétique des M électrons de masse  mୣ 

V୬ିୣ ൌ െ ଵ
ସగఌబ

∑ ୣమ௓಺
หோሬԦ಺ି௥Ԧೕห௜,௝   : Interaction coulombienne attractive noyau-électron 

Vୣିୣ ൌ െ ଵ
଼గఌబ

∑ ୣమ

ห௥Ԧ಺ି௥Ԧೕห௜ஷ௝   : Interaction coulombienne répulsive électron –

électron 

V୬ି୬ ൌ െ ଵ
଼గఌబ

∑ ୣమ௓಺௓ೕ
หோሬԦ಺ିோሬԦೕห௜ஷ௝  : Interaction coulombienne répulsive noyau-noyau 
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Soit :  

H୘ ൌ

       െ ԰మ

ଶ
∑ మோሬԦ಺׏

୑౤
௜ െ ԰మ

ଶ
∑ మ௥Ԧ಺׏

୫౛
௜ െ ଵ

ସగఌబ
∑ ୣమ௓಺

หோሬԦ಺ି௥Ԧೕห௜,௝ ൅

                                             ଵ
଼గఌబ

∑ ୣమ

ห௥Ԧ಺ି௥Ԧೕห
൅ ଵ

଼గఌబ
∑ ୣమ௓಺௓ೕ

หோሬԦ಺ିோሬԦೕห௜ஷ௝  ௜ஷ௝     .                    (I-10)                     

 

En utilisant l’approximation de Born-Oppenheimer, ça nous permettra de 

séparer le mouvement nucléaire du mouvement électronique puisque la masse 

du noyau est très grande devant celle de l’électron on néglige son énergie 

cinétique. On  étudiera que  le mouvement électronique des  électrons : 

߰൫൛ ሬܴԦூൟ, ሼݎԦ௜ሽ൯ ൌ ߰൫൛ ሬܴԦூൟ൯߰ሺሼݎԦ௜ሽሻ(I-11) 

Et l’équation se simplifie à : 

Ηୣ ൌ Tୣ ൅ V୬ିୣ ൅ Vୣିୣሺ൅V୬ି୬ ൌ Vୣ୶୲ ൌ  ௦௧௘ሻ(I-12)ܥ

 

Soit : 

H୘ ൌ െ
԰ଶ

2
෍

Ԧூݎଶ׏
mୣ௜

െ
1

଴ߝߨ4
෍

eଶܼூ
ห ሬܴԦூ െ Ԧ௝ห௜,௝ݎ

  

൅
1

଴ߝߨ8
෍

eଶ

หݎԦூ െ Ԧ௝หݎ
ቌ൅

1
଴ߝߨ8

෍
eଶܼூ ௝ܼ

ห ሬܴԦூ െ Ԧ௝ห௜ஷ௝ݎ

  ൌ ௦௧௘ቍܥ  
௜ஷ௝

 

(I-13) 
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I.4 Méthodes de calcul de la structure électronique 

Plusieurs méthodes interviennent ici. Leurs but comme on avait dit est 

déterminer les fonctions propres et les énergies correspondant. Parmi ces 

méthodes on cite :  

  I.4.1. Méthode des Ondes Planes  

 

Cette méthode constitue la base d'un ensemble de méthodes dites des ondes 

planes telles que la méthode des ondes planes orthogonalités et celle des ondes 

planes augmentées. Son idée fondamentale est de donner un choix particulière 

de la forme de la fonction d'onde : 

 

߰௄ሺݎሻ ൌ  ሻ(I-14)ݎሻexp ሺ݅݇ݎ௞ሺݑ

 

Alors, en injectant cette expression dans l’équation de Schrödinger et utilisant la 

relation d’orthogonalisation et de fermeture des états on aboutit à une équation 

séculaire donnant l’énergie en fonction du vecteur d’onde dite équation de 

dispersion. 

 

 

      I.4.2. Méthode des Ondes Planes Orthogonalisées (O.P.W)  

 

    Elle est utilisée avec succès pour la détermination des structures de bandes 

des semi-conducteurs, des isolants et des métaux. Elle est bien adaptée à l’étude 

des bandes de conduction et celle des bandes de valence et un peu moins à celle 
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des états du cœur. Le problème essentiel du développement de la fonction 

d’onde en ondes planes est bien la convergence des calculs.  

 

     Ainsi pour décrire les états du cœur, il faut un nombre infini d’ondes planes. 

Ce problème peut être surmonté en calculant les bandes profondes (états du 

cœur) par la méthode (L.C.A.O). Les autres états du cristal, c’est-à-dire les états 

de valence et de conduction, sont des états propres du cristal au même titre que 

les bandes profondes et par conséquent orthogonaux aux états du cœur. 

 

A proximité des noyaux, on utilise les fonctions d’ondes atomiques  ߰௝௔ሺݎ െ ݊ሻ , 

ceci permet d’obtenir des sommes de la forme : 

 

Φ௞௝ሺݎሻ ൌ
ଵ

அ
భ
మ
∑ ݁௜ሺ௞.௡ሻ߰௝௔ሺݎ െ ݊ሻ(I-15) 

 

N: nombre d’atomes dans le cristal. 

n: vecteur définissant la position de l’atome dans le réseau. 

j: indique la nature de l’orbitale atomique. 

 

La fonction d’onde à construire est aussi de la forme : 

 

Φ௞௝ሺݎሻ ൌ
ଵ

୚భ మ⁄ ݁௜
ሺ௞.௡ሻ െ ∑߯௞௝Φ௞௝ሺݎሻ(I-16) 

 

Au voisinage du noyau Φ௞ሺݎሻ est une fonction d’onde atomique. Loin du noyau, 

Φ௞ሺݎሻ se comporte comme une onde plane puisque Φ௞ሺݎሻ est une fonction 

d’onde atomique, elle doit être orthogonale à tous les états  

fondamentalesΦ௞ሺݎሻ, c’est-à-dire : 

 

Φ௞௝׬
כ ሺݎሻΦ௞ሺݎሻ݀ݎ ൌ 0(I-17)  
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Ceci permet de calculer les coefficients ߯௞௝ d’une manière unique. 

 

      I.4.3. Méthode des ondes planes augmentées (A.P.W)  

 

   Dans cette méthode les fonctions d’ondes du cristal sont développées sous la 

forme d’une combinaison entre les ondes planes dans la région interstitielle et 

des fonctions d’ondes atomiques à l’intérieur de l’atome.  

 

Ils s’écrivent par : 

 

߰௄ሺݎሻ ൌ Θሺr െ ௜ሻ݁௜ሺ௞.௥ሻݎ ൅ ∑ Θሺݎ௜ െ ሻ௟,௠ݎ ߰௟,௠௔ (I-18) 

 

Où  Θ (x) est la fonction de Heaviside. 

 

      I.4.4. La méthode du pseudo-potentiel 

 

L’hypothèse de base de la méthode du pseudo-potentiel est la suivante : comme 

le potentiel cristallin V est attractif et donc négatif, le terme ሺ߃௞ሬԦ െ  ሻܲ estܪ

positif (potentiel répulsif) et compense largement V. Le résultat de cette 

compensation nous donne une faible quantité dite pseudo-potentiel. La 

résolution de l’équation : 

௣ܸ௦ ൌ ܸ ൅ ሺ߃௞ሬԦ െ  ሻܲ                                             (I-19)ܪ

nécessite la connaissance de la forme du pseudo-potentiel, Dans ce but, deux 

approches ont étés développées et qui sont toutes deux basées sur des résultats 

expérimentaux. Il s’agit de l’approche locale qui consiste à connaître la pseudo-

fonction d’onde߰ሺݎԦሻ. 
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 I.4.4.1 Concept du pseudo-potentiel 

    Dans un atome ou dans un solide le potentiel agissant sur un électron de 

valence est très attractif à l’intérieur du cœur. Dans cette région la fonction 

d’onde oscille rapidement  ce qui se traduit par une énergie cinétique élevée, où 

l’énergie potentielle est très faible, ou bien comme une manifestation du 

principe de Pauli qui exige que la fonction d’onde soit orthogonale aux orbitales 

des électrons du cœur .[2] 
 

 
 

Figure I-1 : Potentiel d’interaction de deux atomes en fonction de la 

distance atomique. 
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Phillips et Kleinman remarquèrent que l’effet de cette orthogonalité se traduit 

par un terme répulsif qui tend à annuler le fort potentiel attractif U (r). 

La description de la théorie de Phillips et Kleinman est la suivante : [3],[4] 
La fonction d’onde réelle ߰ est composée d’une partie lisse qui peut être 

développée en ondes planes et une partie qui peut être développée en une 

somme des états du cœur  Ԅc’est-à-dire : 

 

߰ ൌ Ԅ ൅ ∑ ௖Ԅ௖ఈߙ (I-20) 

 

Reportant cette expression dans l’équation de Schrödinger : 

 

Η߰ ൌ Ε߰(I-21) 

 

Nous aboutissons à la pseudo équation d’onde, qui aura comme 

caractéristiques : 

 La faiblesse du potentiel, c'est le pseudo-potentiel. 

 L’absence des oscillations à l’intérieur du cœur (figure I-1). 

 

Des transformations mathématiques de l’équation (I.20), nous amènent à écrire : 

 

Η߶ ൅ ∑ ߶௖ሺ௖ Ε െ Ε௖ሻ ൏ ߶௖|߶ ൐ ൌ Ε߶(I-22) 

 

Dans laquelle la sommation s’étend sur tous les états du cœur saturés, elle 

représente un opérateur non local agissant sur la partie Φ de la fonction d’onde. 

Cet opérateur est comme un potentiel purement répulsif ோܸ puisque les termes 

d’orthogonalisation ont l’effet de maintenir les électrons de valence à l’exercice 

du cœur (principe de Pauli). 

 

ோܸ ൌ ∑ ሺ௖ Ε െ Ε௖ሻ߶௖ ൏ ߶௖|߶ ൐(I-23)
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II.1.  Introduction 

 

          La méthode des liaisons fortes est basée sur l’idée que le potentiel effectif, 

ressenti par les électrons est très proche de la superposition des potentiels des 

atomes neutres[5]. Elle constitue le formalisme le plus simple pour décrire le 

comportement des électrons dans le cadre de la mécanique quantique. Elle 

consiste à construire un jeu limité d’orbitales atomiques (OA) qui constituera 

une base sur laquelle seront développées les orbitales moléculaires. Elle permet 

d’évaluer les interactions entre un atome et ses voisins les plus proches 

(premiers voisins) se situant à une même distance  ܴଵde cet atome. 

 

         Cette méthode (TB) présente un certain inconvénient au niveau de la 

description de l’ensemble des bandes de conduction parce qu’elle n’introduit pas 

dans son calcul les orbitales d’énergie supérieures aux états de la couche externe 

des atomes. Seule la bande de conduction la plus basse, selon les cas, pourra être 

correctement décrite.[6] 

       Elle permet d’obtenir une prédiction correcte des structures de bandes et en 

particulier la bande de valence. Elle nous renseigne directement sur les 

interactions possibles qui existent entre les atomes mis en jeu et elle dépend de 

l’arrangement atomique des matériaux. 
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II.2.  Description de la base orthogonale 

 

         L’hypothèse de base des liaisons fortes consiste à exprimer toutes les 

fonctions d’ondes propres du système, |߰௡ ൐d’énergie Ε௡, comme des 

combinaisons linéaires d’orbitales atomiques, 

߶ఒሺݎ െ R௜ሻ ou i est l’indice du site atomique (i=1,Nat) et numérote les diverses 

orbitales atomiques centrées sur le même site : 

 

ߣ ൌ ,ݏ ,௫݌ ,௬݌ ,௭݌ ,௫௬݌ ,௬௭݌ ,௫௭݌ ݀௫మି௬మ, ݀ଷ௭మି௥మ  

 

Dans la base d’orbitales atomiques s, p et d les fonctions d’ondes s’écrivent [7] : 

 

߰௡ሺݎԦሻ ൌ ∑ ∑ ܿ௜,ఒ௡௟
ఒୀଵ

ேಲ೅
௜ୀଵ ߶ఒሺݎԦ െ RపሬሬሬԦሻ(II-1) 

 

Cette même équation peut être encore écrite, en désignant ߶ఒሺݎԦ െ RపሬሬሬԦሻ par |݅ߣ ൐: 

 

|߰௡ ൐ൌ ∑ ∑ ܿ௜,ఒ௡ ߣ݅|  ൐௟
ఒୀଵ

ேಲ೅
௜ୀଵ (II-2) 

 

La bande Sest non dégénérée, la bande pest dégénérée trois fois et la bande dest 

dégénérée cinq fois. Chaque état orbital peut être occupé par deux électrons de 

spins opposés. Les parties angulaires des fonctions d’ondes,|݅ߣ ൐, ont pour 

symétries respectives, 

ߣ ൌ ,ݏ ,௫݌ ,௬݌ ,௭݌ ,௫௬݌ ,௬௭݌ , ௫௭݌ ݀௫మି௬మ ݁ݐ ݀ଷ௭మି௥మ. 

Si nous supposons que la base est orthonormée, alors nous écrivons que : 

 

Ԧݎሺכఒ߶ݎଷ݀׬ െ RపሬሬሬԦሻ ߶ఓ൫ݎԦ െ RఫሬሬሬԦ൯ ൌ൏ ߤ݆|ߣ݅ ൐ൌ  ఒఓ(II-3)ߜ௜௝ߜ
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II.3.  Eléments de matrice de l’Hamiltonien 

    Dans la base des orbitales atomique orthonormée et supposée complète, les 

éléments de matrice de l’Hamiltonien s’écrire : 

 

Η௜௝
ఒఓ ൌ൏ Τ |ߣ݅ ൅෍ ௞ܸ

௞

ߤ݆|  ൐ൌ ൏ Τ |ߣ݅ ൅ ௝ܸ |݆ߤ ൐ ൅൏ ෍ |ߣ݅ ௞ܸ
௞ஷ௝

ߤ݆|  ൐ 

(II-4) 

 

Chaque orbitale atomique obéit à l’équation de Schrödinger pour un atome isolé. 

Dans la mesure où ௝ܸ est assimilable au potentiel d’un atome libre, on a : 

 

 ሺΤ ൅ ܸሻ௝|݆ߤ ൐ൌ ௝ఓ଴ߝ ߤ݆|  ൐(II-5) 

 

Ouߝ௝ఓ଴ est le niveau atomique correspondant à l’orbitale |݆ߤ ൐ . Ceci permet 

d’écrire sous la forme : 

 

Η௜௝
ఒఓ ൌ ௝ఓ଴ߝ ఒఓߜ௜௝ߜ ൅෍ ൏ |ߣ݅ ௞ܸ |݆ߤ ൐

௞ஷ௝

 

(II-6) 

Η௜௝
ఒఓ ൌ ௝ఓ଴ߝ ఒఓ൅൏ߜ௜௝ߜ ෍ |ߣ݅ ௞ܸ

௞ஷ௜

ߤ݆|  ൐ ௜௝൅൏ߜ ෍ |ߣ݅ ௞ܸ
௞ஷ௝

ߤ݆|  ൐ ሺ1 െ  ௜௝ሻߜ

(II-7) 

 

On remarque que l’Hamiltonien des liaisons fortes contient des termes intra- 

atomiques et des termes inter- atomiques. 
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II.4.  Eléments intra- atomiques : niveaux s, p et d 

 

Partant de l’équation (II-7), on peut isoler les termes intra- atomiques qui sont de 

la forme suivante : 

Η௜௝
ఒఓ ൌ ௝ఓ଴ߝ ఒఓߜ ൅෍ ൏ |ߣ݅ ௞ܸ |݆ߤ ൐

௞ஷ௜

 

(II-8) 

 

Le second terme de droite est connu sous le nom d’intégrales de champ 

cristallin. Il dépend de l’environnement local de l’atome i et modifiant la 

position moyenne des niveaux. Les termes ont pour effet d’abaisser légèrement 

le niveau atomique. Ces intégrales de champ cristallin sont habituellement 

négligées. La méthode des liaisons fortes  spdfait intervenir trois types 

d’orbitales atomiques pour décrire un système. De ce fait, on a trois types de 

niveaux atomiques de l’atome pour l’orbitale|݅ߣ ൐. Ces paramètres dépendent 

de l’environnement atomique. 

 

II.5.  Eléments de matrice inter- atomiques : intégrales de saut de Slater-

Koster 

Toujours d’après l’expression, on peut isoler cette fois les termes inter- 

atomiques qui sont de la forme : 

 

Η௜௝
ఒఓ ൌ෍ ൏ |ߣ݅ ௞ܸ  |݆ߤ ൐

௞ஷ௝

 

(II-9) 
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Il apparaît donc dans l’Hamiltonien des liaisons fortes éléments de matrice 

൏ |ߣ݅ ௞ܸ  |݆ߤ ൐(k≠j  et i≠j). Ces termes comprennent des intégrales à deux 

centres (k=i) et des intégrales à trois centres. Les termes à trois centres sont 

faibles à cause de la décroissance rapide du potentiel et des fonctions d’ondes, 

donc elles sont généralement négligées. Parmi les éléments ൏ |ߣ݅ ௞ܸ  |݆ߤ ൐, on 

ne conserve que les termes où k=i différents de j. Ceux –ci sont appelés 

intégrales de saut ou de transfert et sont définis par : 

 

β௜௝
ఒఓ ൌ൏ |ߣ݅ ௞ܸ  |݆ߤ ൐(II-10) 

 

Les intégrales de saut représentent l’interaction énergétique entre deux orbitales 

centrées surles sites i et j. Elles sont responsables de la formation d’une bande 

d’énergie à partir des niveaux atomiques discrets, et permettent aux électrons de 

sauter de site en site dans le solide. Elles sont fonction des cosinus directeurs  (l, 

m,n)  du vecteur ܴ௜௝et de son module et sont définies  pour un couple  ij donné 

comme les éléments d’une matrice de dimension (9*9) : 

ሾܤܫሿ൫ܴ௜௝, ݈, ݉, ݊൯ ൌ ఒఓ൫ܴ௜௝൯ߚ ൌ β௜௝
ఒఓ 

(II-11) 

Quand la liaison ij est dirigé selon l’axe Oz, les intégrales de saut prennent une 

forme simple, dépendant d’un nombre restreint de paramètres, appelés les 

paramètres de Slater Koster[8], qui ne sont fonction que de la distance 

interatomique   ܴపఫሬሬሬሬሬԦ,Dans le modèle spd, ces paramètressont aux nombres de dix : 

ss , sp , sd , pp , pp , pd , dd , dd, et dd . Ils sont représentés sur les 

figures II-1, II-2 et II-3. 
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Connaissant l’expression des éléments de matrice de l’équation(II-11), on peut 

évaluer une autre expression qui sera générale pour traiter les interactions avec 

les seconds voisins : 

ఒఓ൫ܴ௜௝൯ߚ ൌ ݍఒఓ൫ܴ௜௝൯௣௩exp ሺെߚ ቀ
ோ೔ೕ
ோబ
െ 1ቁሻ(II-12) 

 

Ou  ߚఒఓ൫ܴ௜௝൯௣௩ évaluent les interactions avec les premiers voisins, q est un 

paramètre ajustable etܴ଴est la distance entre de troncature entre les deux atomes 

i et j (au-delà duquel l’interaction entre i et j deviendrait nulle). 

 

II.6.  Résolution de l’équation de Schrödinger 

   La résolution de l’équation de Schrödinger permet d’accéder aux états propres 

et aux énergies propres du système : 

Η|߰௡ ൐  ൌ Ε௡|߰௡ ൐(II-13) 

Dans la base des orbitales|݅ߣ ൐, cette même équation peut être mise sous la 

forme : 

෍Η௜௝
ఒఓC௝ఓ

ሺ௡ሻ

௝ఓ

ൌ Ε௡෍C௝ఓ
ሺ௡ሻ

௝ఓ

 

(II-14) 

où sous la forme matricielle : 

 

Ηܥሺ௡ሻ ൌ Ε௡ܥሺ௡ሻ(II-15) 

 

ou H est une matrice de taille (Nat*Nat), qui tient compte des hybridations entre 

les différentes orbitales atomiques s, p et d. 

Pour des systèmes périodiques en développe |߰௡ ൐sur la base des ondes de 

Bloch |݇ߣ ൐ 

|߰௡ ൐ ൌ ∑ Cఒఈሺ݇ሻ|݇ߣ ൐ఒ (II-16) 
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Avec :  |݇ߣ ൐ ൌ ଵ
ඥேೌ೟

∑ exp ሺ݅݇݊ሻ௡ ߣ݊| ൐ 

Menu de cette expression  (II-15), on aboutit à une équation aux valeurs 

propres: 

Ηሺ݇ሻܥఈሺ݇ሻ ൌ  ఈሺ݇ሻ(II-17)ܥఈሺ݇ሻߝ

Avec        ܥఈሺ݇ሻ ൌ ൫ܥఒఈሺ݇ሻ൯   où     ߣ ൌ 1, ݈: est un vecteur de dimension l, et  

Ηሺ݇ሻ ൌ ∑ exp ሺ݅݇݊ሻ௡ Ηሺ݊ሻ(II-18) 

est une matrice de taille l*l (l est lié au nombre d’atomes par unité de maille). 

 

II.7.   Energie totale 

Dans  le cadre de la théorie de la densité fonctionnelle, l’énergie totale est 

donnée par :[9],[10] 

Εሾߩሺݎሻሿ ൌ ∑ Ε௡ ൅௡  ሻሿ(II-19)ݎሺߩሾܨ

où  E est l’énergie totale et Ε௡ les niveaux d’énergie occupés du système et la 

densité électronique. La fonctionnelle ܨሾߩሺݎሻሿ contient des contributions à 

l’énergie qui proviennent de l’interaction Coulombienne électron-électron, des 

interactions d’échange et de corrélation et enfin de l’interaction ion-ion. La 

méthode des liaisons fortes permet de déterminer uniquement le premier terme 

de l’équation (II-19) et le deuxième terme doit être traité par un autre moyen. La 

procédure proposée par Cohen et al[11].  consiste à déplacer tous les niveaux de 

façon que l’énergie totale soit égale à la somme des niveaux occupés : 

Ε௡ሾߩሺݎሻሿ ൌ ∑ Ε௡ᇱ௡ (II-20) 

 

Ε௡ᇱ ൌ Ε௡ ൅
ிሾఘሺ௥ሻሿ
୒೎

est le niveau qui a été déplacé et    N௖est le nombre 

d’électrons du système. 

La diagonalisation de la matrice hamiltonien suivante : Ηሺ݇ሻconduit au spectre 

énergétique  Ε௡ᇱdes électrons de valence du cristal et détermine l’énergie totale. 

La méthode des liaisons fortes dans son formalisme purement théorique repose 

sur des modèles tels que Harisson[12], nous en donnerons ici un bref aperçu :  
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 II.8.  Le modèle de Harrison 

La complexité de la plupart des structures atomiques a laissé Harrison d’utiliser 

une loi simple en fonction de la distance inter atomique et le fait qu’il existe une 

distribution de proches voisins le conduit à introduire la notion de rayon de 

coupure des interactions dans l’espace réel. Dans ce modèle semi-

empirique[14], Harrison a négligé les intégrales de recouvrement données par 

l’équation (II-6). Il a utilisé l’approximation à deux centres dans laquelle chaque 

terme Η௜ఈ,௝ఉ, ne dépend que de ݅ߙ  et ݆ߚ. Dans ce cas    Η௜ఈ,௝ఉ     correspond à ce 

que l’on obtient pour une molécule diatomique. Les orbitales peuvent être 

quantifiées par rapport à l’axe    ௝ܴ െ ܴ௜connectant les deux atomes de la 

molécule. Les élémentsΗ௜ఈ,௝ఉ, pour un trièdre d’axes donné, s’expriment alors 

en fonction des cosinus directeurs du vecteur  ௝ܴ െ ܴ௜et d’un nombre limité de 

termes indépendants non nuls : 

Η௦௦ሺ݅, ݆ሻ, Η௦ఙሺ݅, ݆ሻ, Ηఙఙሺ݅, ݆ሻ, Ηగగሺ݅, ݆ሻ, Ηఙ௦ሺ݅, ݆ሻ, Η௦ௗሺ݅, ݆ሻ, Η௣ௗሺ݅, ݆ሻ 

 Où  l ,m et n dénote l’orbitale p le long de l’axe ij supporté par  ௝ܴ െ ܴ௜et  

 ,l’orbitale perpendiculaire à cet axe voir figures II-1,II-2 et II-3. Par exempleߨ

l’interaction entre l’orbitale  ௫ܲsur l’atome i et l’orbitale ௬ܲsur l’atome j s’écrit : 

Η௜௉ೣ ,௝௉೤ ൌ ݈݊Ηఙఙሺ݅, ݆ሻ ൅ ݈݉Ηగగሺ݅, ݆ሻ(II-21) 

 

où l, m et n sont les cosinus directeurs de l’axe  ௝ܴ െ ܴ௜  . Notons que, comme 

les intégrales s’expriment en fonction des paramètres   Η௜ఈ,௝ఉ,  la forme des 

fonctions de base n’est pas spécifiée. 
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        Figure II-1 : calcule des intégrales de recouvrements entre deux atomes  

 

Figure II-2 : Termes indépendants non-nuls intervenant dans le calcul des 

interactions de type  ss, ps et pp 
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Figure II-3: Termes indépendants non-nuls intervenant dans le calcul des 

interactions de type pd et sd 
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 Les seuls paramètres de calcul sont les éléments de la matrice H. Parmi ces 

éléments, on distingue que les termes intra-atomiques et les termes 

interatomiques. 

       II.8.1 Termes intra-atomiques  

Se sont les termes diagonaux qui représentent les niveaux d’énergie des orbitales 

dans le cristal. Ils sont égaux à ceux de l’atome libre, les valeurs que nous avons 

utilisons sont celles calculées par Herman et Skillman[15]. Les interactions entre 

deux orbitales différentes d’un même atome Η௜ఈ,௝ఉ sont négligées (voir tableau 

II-1 ). 

 

 
 

  Tableau (II-1) :Rayons atomiques calculés par Clémenti et al[16].  
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         II.8.2 Termes interatomiques  

      Pour les termes interatomiques[9], Harrison a proposée une loi semi 

empirique donnée par :     

Ηఈ,ఉ ൌ
԰మ

௠
ఎഀഁ
ோమ

(II-22) 

 

Où R est la distance interatomique entre premiers voisins. 

 

         II.8.3 Voisins à prendre en compte 

Pour tenir compte des interactions entre premiers proches voisins et seconds on 

devrait introduire un cut off distance ܴ௖au-delà duquel les interactions 

s’annulent égal à : 

 

ܴ௖ሺ݅, ݆ሻ ൌ 1.4∑ሺ݅, ݆ሻ(II-23) 

 

Et les interactions prennent la nouvelle forme : 

 

Η௜ఈ,௝ఉሺܴሻ ൌ  Η௜ఈ,௝ఉሺܴଵሻexp  ቂെ2.5 ቀ
ோ
ோభ
െ 1ቁቃ(II-24) 

 

Ce type de loi a déjà permis [17] de vérifier les tendances de l’énergie de 

cohésion. La distance inter atomique et la compressibilité des éléments à liaisons 

s-p. Avec un facteur de décroissance de 2.5, cette loi reste proche de la loi en   
ଵ
ோమ

   pour des distances voisins de ܴଵ. 

Pour les éléments diagonaux de la matrice hamiltoniene, on prend les énergies 

des atomes libres.Εఈ ൌ  Η௜ఈ,௝ఈavecߙ ൌ ,ݏ ,݌ ݀ 
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Résultats et discussions 

III.1Introduction 

    L’intérêt que soulèvent l’étude des oxydes et leurs applications dans le 

domaine technologique  nous a amenés à réaliser une étude théorique basé sur 

un calcul numérique par la méthode des liaisons fortes du composé ZrSiO4.  

Ce composé est formé par :Le zirconium un élément chimique, de symbole Zr et 

de numéro atomique 40. C'est un métal de transition appartenant, avec le titane 

et le hafnium, à la colonne IV a de la classification périodique des éléments. Sa 

distribution électronique est  

 

1ܵଶ2ݏଶ2݌଺3ݏଶ3݌଺3݀ଵ଴4ݏଶ4݌଺4݀ସ 

Le silicium un élément chimique de la colonne 16, de symbole Si et de numéro 

atomique14.Sa distribution électronique est : 

1ܵଶ2ݏଶ2݌଺3ݏଶ3݌ଶ 

L’oxygène un élément chimique de la colonne 16 de symbole O et de numéro 

atomique 16,  sa distribution électronique est : 

1ܵଶ2ݏଶ2݌ସ 

Voir tableau (III-1). 

  Sa forme chimique est composée de 67,1 % ZrO2 et de 32,9 % de SiO2. C’est 

un minéral du groupe des silicates, plus précisément des nésosilicates. Il forme 

des cristaux, et il est considéré comme une gemme semi-précieuse en bijouterie. 

Son nom est le zircon qui provient soit de l'arabezarqun,  cinabre, ou soit du 

persezargun, doré. On retrouve cette étymologie dans l'anglais jargoon, qui 

désigne des zircons de couleur claire. Les zircons jaunes à grenat sont appelés 

hyacinthes (du grec signifiant  jacinthe). Les spécimens transparents sont utilisés 
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en joaillerie pour des utilisations similaires à celles du diamant.  Il se cristallise 

en système cristallintétragonal (classe cristalline: 4/m 2/m 2/m). Parfois 

incolores, les zircons ont une couleur naturelle qui varie de doré, à rouge et 

brun, mais ils peuvent aussi être verts, bleus ou noirs. La poussière de zircon est 

blanche. Le zircon peut être chatoyant, c'est-à-dire montrer un effet  œil de chat 

sur les pierres taillées en cabochon.  
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Tableau III-1 : Tableau périodique de Mendeleïev 
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Le calcul de sa structure électronique par la méthode des liaisons forte repose 

sur la détermination de ces paramètres d’interaction. 

III.1.1 :Etapes essentielles suivi lors du calcul par la méthode des liaisons 
fortes 
Les calculs de la structure de bandes et de la densité d’états ont été effectués par 
les programmes suivants : 
 Un programme d’ajustement dont les étapes essentielles sont : 
- Choix des paramètres d’interaction ; 
- Diagonalisation de l’hamiltonien H pour déterminer les énergies propres ; 
- Minimisation, par la méthode des moindres carrée, l’erreur quadratique 
moyenne : 
ε୧ ൌ Ε୧ୡୟ୪ ൅ Ε୧ୣ୶୮( III-1)  
 
 
oùΕ୧ୡୟ୪est l’énergie propre calculée et  Ε୧ୣ୶୮ est l’énergie donné par l’expérience 
en un point de haute symétrie. 
Si l’erreur i e est grande on change les paramètres par l’intermédiaire d’un 
intervalle de variation sinon le calcul est bon et la convergence est atteinte. 
Notons ici que nous avons utilisé l’approximation à deux centres car elle réduit 
le nombre de paramètres d’interaction et a l'avantage que ses paramètres ont une 
forme indépendante de la structure du cristal [13]. 
 Un programme de calcul par la méthode des liaisons fortes qui utilise comme 
données les paramètres d’interaction ajustés et les positions atomiques pour 
chaque matériau et qui permet de déterminer les énergies propres et, les 
fonctions propres et, par conséquent, la densité d’états voir figures III-1 et III-2. 
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Figure III-1 : Etapes suivis pour l’ajustement des paramètres choisit 
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Figure III-2 : Etapes suivis pour la détermination de l’énergie E et les fonctions d’ondes 

 

III.2. Calcul de la structure de bande  

Nous présentons sur la figure (III-3)  la structure de bandes du composé    

suivant les directions principales de la zone de Brillouin. 

Soit    
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Figure III-3 : Structure de Bande du composé ZrSiO4 

Nous avons utilisés une base constituée de 24 orbitales atomiques, ceci est dû au 

faite qu’on a 6 atomes  dans la maille primitive. 

La matrice hamiltonienne a diagonalisé et de dimension 24. Les paramètres 

d’interactions ainsi que les distances inter atomiques utilisées sont donnés dans le 

tableau (III-2).   
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 Energie de 
liaison (eV)    

ssσ spσ spπ ppσ pπ s*p ps* sd sdσ pdπ 

Zr-O 

2.06A°  

-1.16 -1.16 1.16 1.74 -0.35 0.00 0.00 -2.10 -1.95 1.10 

Zr-O 

2.44A° 

-1.16 0.83 0.83 1 .24 -0.25 0.00 0.00 -1.50 -1.40 0.77 

O-O 

1.64A° 

0.00 0.20 0.20 0.55 -0.05 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

Si-O 

2.64A°  

-3.00 4.60 4.90 -5.40 -1.40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

 

Tableau III-2 : Paramètres d’interaction calculés par la méthode des 

liaisons forte du composé ZrSiO4 

Pour plus d’éclaircissement nous représentons dans les figures (III-4) et (III-5) 

les recouvrements entre les orbitales qui interviennent dans la liaison. 

 

 

 

Figure III.4 : Recouvrement de deux orbitales de symétries s 
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Figure III-5:Recouvrement de deux orbitales de symétries p 

 

Les énergies des orbitales de Zr, Si et O utilisé dans le calcul numérique sont : 

Zr : s (10.5eV), p (très grande), ݀௭మ (8.5eV) ,݀௭௫(6.5eV) 

Si : s (4.9eV), p (11.2eV), ݀௭మ (très grande),݀௭௫ (très grande) 

O : s (-16eV), p (-1.4eV), ݀௭మ (très grande),݀௭௫ (très grande)  

La bande de valence, à caractère principalement liée au soufre, est composée de 

deux parties : 

- Une partie de plus basse en énergie, noté I, située dans une fenêtre énergétique 

allant de[-18.771 eV à -17.134 eV], est constituée des orbitales Ofortement 

liées, et donc stabilisées de largeur 1.637 eV. Elle est caractérisée d’un pic D, a 

caractère 2s. 

- La seconde partie est située dans la fenêtre [-9.116 eV, 0.000 eV]. Elle est 

formée par des orbitales O 2p fortement hybridées avec les orbitales Si Zren 

raison des interactions de type sp , pp et pp , sa largeur est de 9.116 eV. Elle est 
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caractérisée par trois pics C, B et A, le premier (C) est situé prés de la borne 

inférieure de cette région, de type sp mélangés avec une faible proportion des 

orbitales de Si dû aux interactions entre les orbitales s et p de O de forme sp. Le 

deuxième pic (B), a un fort caractère de type sprésultant de l’interaction entre les 

orbitales set pde O en forte partie avec une faible proportion des orbitales du Si 

à caractèrepp.  

Le troisième pic  de caractère A, est due aux interactions fortes entre set p de O 

type sp. 

La bande de conduction se trouve au-delà de 6.667 eV du haut de la bande de 

valence. Son caractère est principalement lié aux orbitales s p de Zr. La 

contribution des orbitales set p de l’oxygène (O) est pratiquement nulle pour 

cette bande. Elle présente trois pics de caractère E F G Résultant de l’interaction 

entre les orbitales pde Zr et Si type pps *, dont le premier (E) situé prés du bas à 

10.196eV, Le deuxième (F) plus intense à  12.221eV et le troisième (G) 

à14.207eV. 

III.3.Calcul de la densité d’état  

Nous présentons sur la figure III-6 l la courbe de la densité d’état totale et 

partielle de ZrSiO4  
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Figure III-6 : Calcul de la densité d’état de ZrSiO4 

Nous avons utilisés la même base d’orbitales atomique qu’on a utilisée pour le 

calcul de la structure de bande pour la détermination de cette densité d’état 

totale et partielle. Nous reportons dans le tableau III-3les positions des différents 

pics déduits à partir du calcul de la densité d’état du composé ZrSiO4. 

PICS A B C D E F G H  

POSITION  14.73  12.64   10.89   -0.53  -2.43   -8.68-17.43 -18.77 

15 .23 13.00   11.21   0.08    -3.64-7.67    -17.07  -18.39 

14.28   12.29   10.12    -3.64    -5.57 -9.13    -18.04  -19.01 

 

Tableau III-3 : Les positions en (eV) des différents pics déduits du calcul de 

la densité d’état du composé ZrSiO4 
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La bande de valence, à caractère principalement liée au soufre, est composée de 

deux parties : 

- La partie la plus basse en énergie, noté I, située dans une fenêtre énergétique 

allant de[-18.771 eV à -17.134 eV], est constituée des orbitales O 2s fortement 

liées, et donc stabilisées de largeur 1.637 eV. Elle est caractérisée d’un pic D, a 

caractère s. 

- La seconde partie est située dans la fenêtre [-9.116 eV, 0.000 eV]. Elle est 

formée par des orbitales O 2p fortement hybridées avec les orbitales s-p en 

raison des interactions de type sps , pps et ppp , sa largeur est de 9.116 eV. Elle 

est caractérisée par trois pics C, B et A, le premier (C) est situé prés de la borne 

inférieure de cette région, de type spde O mélangés avec une faible proportion 

des orbitales s de Si, dû aux interactions entre les orbitales set pde forme sp. Le 

deuxième pic (B), a un fort caractère de type pprésultant de l’interaction entre 

les orbitales set p(en faible proportion de Si) avec les orbitales p de O de forme 

pp. Le troisième pic (A) de caractère σ, est due aux interactions fortes entre s et 

pde O de type sp . La bande de conduction se trouve au delà de 6.667 eV du haut 

de la bande de valence. Son caractère est principalement lié aux orbitales pde Si. 

La contribution des orbitales pet sde O est  pratiquement nulle pour cette bande. 

Elle présente trois pics de caractère E, F et Grésultant de l’interaction entre les 

orbitales pde Si et Zr de type pps *, dont le premier (E) situé prés du bas à 

10.196 eV, Le deuxième (F) plus intense à 12.221eV et le troisième (G) à 

14.207 eV. 

Dans le but d’éclaircir aux lecteurs nous avons présentés dans la figure (III-5) 

les deux structures de bande et la densité d’état avec une projection pour montrer 

que la structure de bande n’est rien d’autre qu’une forme implicite de la fonction 
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d’onde et que son carré c'est-à-dire sa probabilité donne la densité d’état ce qui 

justifie que notre travail est correct. 

 

Figure III-7 :Présentation de la structure életronique (densité d’état 

total+structure de bande) de ZrSiO4 
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Conclusion Générale 
  Les interactions entre atomes jouent un rôle essentiel dans la détermination des 

propriétés électroniques non seulement des  semi-conducteurs mais aussi dans 

d’autres nouveaux types de matériaux  en terme d’applications technologiques 

tels que les semi-conducteurs magnétiques, les oxydes comme le ZrSiO4. 

 Le développement de méthodes théoriques d’origine ab initio et semi 

empiriques permet de calculer avec succès ce type d’interaction qui constitue un 

défi majeur pour la physique des matériaux en général. 

  Le calcul de ces interactions entre atomes par la méthode des liaisons fortes 

basée sur le modèle de Harisson constitue l’objectif de ce travail 

de master. 

       Alors, afin de réaliser cet objectif, nous avons dans un premier temps 

développé quelques méthodes théoriques en se basant sur des approximations 

susceptibles pour pouvoir construire une base de projection adéquate capable à 

résoudre l’hamiltonien du système. Le point de départ était  une base d’orbitales 

de type Slater orthogonalisée. 

 Dans un deuxième temps, nous avons utilisé une méthode semi empirique dite 

liaison forte basée sur le modèle de Harrison. Ce donne modèle propose une loi 

semi empirique pour la détermination des paramètres d’interaction entre 

orbitales atomiques. 

      Cette étape a été achevée avec succès. Après avoir déterminé ces paramètres, 

nous avons utilisé un calcul numérique pour la détermination de la relation de 

dispersion de l’énergie en fonction du vecteur d’onde. 

  Cette relation nous a permet par la suite de déterminer les états électroniques et 

par conséquent la densité d’état qui décrit la probabilité de présence des 

électrons dans chaque bande. Nous avons montrés que nos calculs donnent que 

ce composé à un large gap de l’ordre de 6.667eV. 
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  L’application de ces étapes à notre composé ZrSiO4, nous donne toutes les 

informations possibles sur la distribution électronique pour chaque bande et 

surtout la bande de valence.    
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