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0.1 Introduction

Modèle des courbes hélices ; Pond de Pékin la Chine

"San Shan":

La notion de "produit tordu" a été introduite par R. L. Bishop et B. O�Neill (1964); qui

l�utilisaient pour construire une grande classe de variété avec une courbure négative: Cependant;

les produits tordus de l�appréciation sont apparus dans la littérature mathématique et physique

avant 1964:

Une variété produit tordu est une variété Riemannienne dont la métrique Riemannienne

peut se décomposer en un produit cartésien de la géométrie "y" et de la géométrie "x"; sauf

que la seconde partie est déformée; c�est-à-dire qu�elle est rescalée par une fonction scalaire des
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autres coordonnées "y": Il est bien connu que la notion du produit tordu joue un rôle important

dans le domaine de la géométrie di¤érentielle et celui de la physique; en particulier dans la

relativité générale:

Le présent Mémoire est consacré à l�étude d�une courbe  située dans une variété produit

tordu dé�nie par M3 = I �f2 E2; où  est dé�nie par la propriété que le champ de vecteurs

tangent T fait un angle constant � avec un champ de vecteurs �xé qu�on l�appelle le champ de

vecteurs vertical E3: On classi�ons les courbes obliques et de Legendre dans la variété produit

tordu et même que l�invariant de Lancret en fonction de la courbure et de la torsion

Lancret() =
cos �

jsin �j =
�

�
: (1)

voir [2]:

L�objet principal de ce Mémoire est donc d�étudier les courbes obliques et de Legendre de

variétés introduits par Bishop et O�Neill "variété produit tordu" et donner leurs forme explicite:

Ce Mémoire est partagé en 3 chapitres:

Le chapitre 1; il contient des généralités sur les notions de la géométrie Riemannienne né-

cessaires pour le reste de ce Mémoire: En particulier; nous rappelons les variétés di¤érentiables;

l�espace et �bré tangent; métrique Riemannienne; la connexion et le repère de Serret-Frenet en

dimension m sur une variété Riemannienne:

Quant au chapitre 2; il est consacré à la notion de la variété Riemannienne produit tordu:

Nous rappelons quelques propriétés de la variété Riemannienne produit et en donnant un type

de métrique Riemannienne qu�on peut dé�nir sur une variété produit tordu; nous donnons aussi

leurs connexions:

Finalement; dans le dernier chapitre on s�intéresse à étudier les courbes obliques et de Le-

gendre sur le produit tordu de variétés: En donnant leurs courbure et leurs torsion comme on

détermine l�Invariant de Lancret et on termine par la courbure moyenne avec des exemples:
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Chapitre 1

Variétés Riemanniennes

1.1 Variétés di¤érentiables

Dé�nition 1.1 On dit que M est une variété topologique de dimension m 2 N si pour tout

point p de M possède un voisinage ouvert U homéomorphe à Rm i.e. il existe une application

bijective

' : Rm �! U

tel que ' et son inverse '�1 sont continues.

Un point p de U est repéré par les coordonnées (p1; : : : ; pm) dans Rm de son image réciproque

'�1(p): Alors; on dit que U est un ouvert de coordonnées locales de M au voisinage de p: La

paire (U;') est appelée carte locale et (p1; : : : ; pm) = '�1(p) seront les coordonnées locales de

p:

Si (U;') et (V;  ) sont deux cartes locales telle que l�intersection U et V soit non vide alors

un point p 2 U \ V est repéré par ses coordonnées (p1; : : : ; pm) dans U et ses coordonnées

(p01; : : : ; p
0
m) dans V: Comme le diagramme

'�1(U \ V ) '�! U \ V

#
 

%

 �1(U \ V )

est commutatif alors on a

(p01; : : : ; p
0
m) =  �1 � '(p1; : : : ; pm)
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où l�application  �1 � ' est appelée changement de coordonnées de la carte (U;') vers la carte

(V;  ):

On appelle atlas dé�nissant M la donnée d�un recouvrement ouvert fUigi2I et pour chaque

i 2 I; d�un homéomorphisme 'i : Rm �! Ui; un tel objet sera toujours noté fUi; 'igi2I :

Dé�nition 1.2 On dira que M est une variété di¤érentiable si elle est une variété topologique

et l�homéomorphisme  �1 � ' est de classe C1:

1.2 Espace et �bré tangent

On considère par la suite par M une variété di¤érentiable de dimension �nie m:

1.2.1 Espace tangent

Dé�nition 1.3 Soit M une variété di¤érentiable et p un point de M .

1. Un germe d�une fonction en p est une classe d�équivalence des fonctions dé�nies dans des

voisinages ouvertes de p; où on considère f et g comme d�équivalentes si elles sont égales dans

un voisinage de p comprise dans le domaine de dé�nition de f et de g:

2. Un germe de courbe en p est une classe d�équivalence des courbes passant par p; où on

considère deux courbes 1 : ]� a; a[�!M; 1(0) = p et 2 : ]� a0; a0[�!M; 2(0) = p comme

équivalentes si 1 = 2 sur un voisinage de 0:

On désigne le germe d�une fonction f par [f ] et le germe d�une courbe  par []:

On dit que deux courbes 1 et 2 passant par p dé�nissent la même tangente en p si pour

tout fonction dé�nie dans un voisinage de p et dérivable en p on a :

d

dt
(f � 1)j0 =

d

dt
(f � 2)j0:

En fait; cette notion ne dépend que des germes [f ]; [1] et [2] et sur les germes de courbes

passant par p cela dé�nit une relation d�équivalence.

Remarque 1.4 Soient (p1; : : : ; pm) des coordonnées locales autour de p: Une courbe x(t) est

déterminée par son vecteur X(t) de coordonnées (x1(t); : : : ; xm(t)) et le vecteur tangent associé
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�
x(0) est uniquement déterminé par le vecteur

X(0) =
�
x(0) = (x01(0); : : : ; x

0
m(0)):

L�ensemble des vecteurs tangents en p est un espace vectoriel de dimension m: On désigne

par @
@xk

le vecteur tangent qui correspond au k�ième vecteur unité: Chaque vecteur tangent

s�écrit comme suit

X(0) =
X
k

x0k(0)
@

@xk

où @
@xk

désigne la base de l�espace vectoriel de dimension m:

Dé�nition 1.5 On note par TpM; l�ensemble des vecteurs tangents en p qui est un espace

vectoriel de dimension m:

Si � est le vecteur tangent dé�ni par la courbe , alors pour chaque fonction f dérivable

autour de p; l�expression

X�(f) =
d

dt
(f � )j0

dépend que du vecteur tangent dé�ni par  et s�appelle la dérivation de f dans la direction de

�: On peut donc identi�er un vecteur tangent avec sa dérivation directionnelle associée:

X� est une application linéaire

fgermes en p de fonctions dérivablesg X��! R;

qui obéit la règle de Leibnitz

X�(f:g) = X�(f)g(p) + f(p)X�(g):

Une telle application s�appelle dérivation en p:

La remarque précédente montre qu�on peut identi�er les vecteurs tangents en p avec (certaines)

dérivations en p: En e¤et, toutes ces dérivations peuvent être obtenues comme une dérivation

directionnelle:

7



1.2.2 Fibré tangent

Les espaces tangents TpM où p parcourt la variété M forment une variété di¤érentiable

dé�nie par la dé�nition suivante:

Dé�nition 1.6 On dé�nit le �bré tangent par

TM = [
p2M

TpM

TM est une variété di¤érentiable de dimension 2m: Un élément de TM est un couple (p;u)

où p est un point de M et u est un vecteur tangent à M en p:

L�application � : (p;u) 2 TM �! p 2 M est di¤érentiable appelée la projection canonique du

�bré tangent TM:

1.2.3 Champ de vecteurs

Soit M une variété di¤érentiable de dimension �nie m:

Dé�nition 1.7 On appelle un champ de vecteurs sur M toute section C1 de TM i.e.

M
X�! TM

Id & # �

M

telle que � �X = Id:

Le champ de vecteurs X en tout point p 2 M est un vecteur X(p) tangent à M en p de

façon à ce que la variation de X(p) (en fonction de p) soit di¤érentiable:

L�ensemble �(TM) est l�ensemble des champs de vecteurs sur M:

Localement; pour que X1; : : : ; Xm soit une base de �(M) il faut que X1(p); : : : ; Xm(p) soit

une base de TpM donc @1; : : : ; @m est une base de �(M) tel que

@i :M �! TM

p 7�! (@i)p =
�

@
@xi

�
p
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Un champ de vecteur dé�nit aussi une dérivation sur C1(M) il s�écrit localement par

X(p) =

mX
i=1

Xi(p)(@i)p

1.3 Métriques Riemanniennes

Soit M une variété di¤érentiable de dimension �nie m:

Dé�nition 1.8 Une métrique Riemannienne g sur la variété M est une application;

g : �(TM)� �(TM) �! C1(M);

C1(M)�bilinéaire; symétrique; non dégénérée et dé�nie positive i.e.

1. g(X;X 0) = g(X 0; X); (symétrique)

2. g(X;X) = 0 =) X = 0; (non dégénérée)

3. g(X;X) � 0; (dé�nie positive)

pour tout X;X 0 2 �(TM):

Si (U;') est une carte sur M et (@i)i=1;:::;m la base locale associée; alors g est donnée loca-

lement par

g =
kX

i;j=1

gijdx
i 
 dxj (1.1)

où gij sont des fonctions di¤érentiables sur U appellées composantes de la métrique relativement

á la carte (U;'):

Localement; si X = X i@i et X 0 = X 0j@j on a

g(X;X 0) = gijX
iX 0j:

Pour tout p 2M on a

gp : TpM � TpM �! R

est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et dé�nie positive, où TpM désigne l�espace

tangent au point p:
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Exemple 1.9 Si (U; x) est une carte sur M; alors (@1; : : : ; @m) forme une base pour TpM sa

base duale est dxi;j=1;:::;m; alors la métrique g est donnée par g = gijdx
i 
 dxj = gijdx

idxj:

1.4 Connexion

Soit M une variété di¤érentiable de dimension �nie m:

Dé�nition 1.10 Une connexion linéaire sur une variété M est une application

r : �(TM)� �(TM) �! �(TM)

(X;X 0) 7�! rXX
0

vèri�ant :

1: rX(X
0 +X 00) = rXX

0 +rXX
00;

2: rX(fX
0) = X(f)X 0 + frXX

0;

3: rfX+gVX
0 = frXX

0 + grVX
0;

pour tout X;X 0; X 00; V 2 �(TM) et f; g 2 C1(M):

Dé�nition 1.11 Une section X 0 2 �(TM) est dite parallèle par rapport à la connexion r si

rXX
0 = 0

pour tout X 2 �(TM):

Dé�nition 1.12 Soit g une métrique Riemannienne sur M: On dit que la métrique g est com-

patible avec la connexion r (ou parallèle); si

rg = 0 (1.2)

i.e

(rXg)(X
0; X 00) = 0

où

X(g(X 0; X 00)) = g(rXX
0; X 00) + g(X 0;rXX

00) (1.3)

pour tout X;X 0; X 00 2 �(TM):
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Dé�nition 1.13 Si (M; g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita est

l�unique connexion linéaire et compatible avec g et sans torsion i.e.

rXX
0 +rX0X + [X;X 0] = 0

pour tout X;X 0 2 �(TM):

Dé�nition 1.14 La formule de Koszul est donnée par

2g(rXX
0; X 00) = X(g(X 0; X 00)) +X 0(g(X 00; X))�X 00(g(X;X 0)) (1.4)

+g(X 00; [X;X 0]) + g(X 0; [X 00; X])� g(X; [X 0; X 00]);

pour tout X;X 0; X 00 2 �(TM):

Dé�nition 1.15 Soit  : [a; b] �! M un chemin de classe Ck: On appelle champ de vecteurs

le long de la courbe  un chemin X : [a; b] �! TM relevant  i.e. �(X(t)) = c(t); 8 t 2 [a; b]:

Exemple 1.16 d
dt
(t) est un champ de vecteurs le long de la courbe :

Proposition 1.17 Soient M une variété di¤érentiable munie d�une connexion a¢ ne r;  :

[a; b] �! M une courbe de classe Ck dans M et X un champ de vecteurs le long de : Alors

on peut dé�nir un champ de vecteurs de classe Ck�1 le long de ; noté DtX appelé dérivée

covariante de X satisfaisant à :

1. Dt est R�linéaire; i.e. 8a; b 2 R; X;X 0 2 �(); Dt(aX + bX 0) = aDtX + bDtX
0:

2. Dt(fX) =
df
dt
X + fDtX; 8f 2 C1(I)(I � R)

3. Pour tout X 0 2 �(M) et X(t) = X 0((t)); on a : DtX = r �
(t)
X 0:

Dé�nition 1.18 Un champ de vecteurs X le long de  est dit parallèle pour la connexion r

si DtX � 0: Un chemin  : [a; b] �! M est appelé une géodésique si son champ tangent est

parallèle:

1.5 Repère de Serret-Frenet

Nous rappelons la notion de courbe de Frenet dans un variété Riemannien (Mm; g): Lisser

r est un entier avec 1 � r � m: La courbe  : J � R �! M paramétrée par la longueur
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d�arc s est appelée une courbe r�Frenet sur M s�il existe r champs vectoriels orthonormales

(E1 = 0; : : : ; Er) le long de  et des fonctions positives di¤érentiables �1; : : : ; �r�1 de s avec0BBBBBBBBBBBB@

r0E1

r0E2

r0E3
...

r0Er�1

r0Er

1CCCCCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBBBBB@

0 �1(s) 0 � � � � � � 0

��1(s)
. . . �2(s)

. . . . . .
...

0 ��2(s)
. . . �3(s)

. . .
...

...
. . . ��3(s)

. . . . . . 0
...

. . . . . . . . . . . . �r�1(s)

0 � � � � � � 0 ��r�1(s) 0

1CCCCCCCCCCCCA

0BBBBBBBBBBBB@

E1

E2

E3
...

Er�1

Er

1CCCCCCCCCCCCA
(1.5)

La fonction �j(s) est appelée la J �eme courbure de ; la courbe  est:

(1) une géodésique si r = 1; donc nous obtenons l�équation bien connue r0
0 = 0;

(2) un cercle si r = 2 et �1(s) est une constante; nous avons donc r0E1 = �1(s)E2 avec

r0E2 = ��1(s)E1;

(3) une hélice d�ordre r si �1(s); : : : ; �r�1(s) sont des constantes:

La courbe de Frenet  est appelée non géodésique si �1(s) > 0 partout sur I:
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Chapitre 2

Produit Tordu de Variétés (P.T.V)

2.1 Produit de Variétés

Dé�nition 2.1 Soient B et N deux variétés de classe C1 et de dimension b et n respectivement:

Le produit direct de B par N noté B �N est muni de l�atlas W dé�nit par

W = f(U � V; '� �)= (U;') 2 atl(B); (V; �) 2 atl(N)g

est dit variété produit de dimension b+ n:

Propriétés 2.2 1. Si B et N sont deux variétés de classe C1; alors les projections canoniques

� : B �N �! B et � : B �N �! N sont des submersions et de classe C1:

2. Pour tout (p; q) 2 B �N les sous-espaces B � fqg et fpg �N sont deux sous-variétés de la

variété produit B �N:

3. Pour tout (p; q) 2 B �N on a :

T(p;q)B �N �= TpB � TqN:

4. Soient X et X 0 deux champs de vecteurs sur B et N respectivement; le couple (X;X 0) dé�ni

par

(X;X 0) : B �N �! TB � TN

(p; q) 7�! (Xp; X
0
q)

13



est un champ de vecteurs sur la variété produit B �N et il est donné par l�équation suivante

�X = X +X 0

2.1.1 Connexion linéaire sur le produit de variétés

Proposition 2.3 Soient B et N deux variétés: Si rB et rN sont deux connexions linéaires

sur B et N respectivement; alors il existe une unique connexion linéaire r sur B�N telle que

pour tous X1; X2 2 �(B) et X 0
1; X

0
2 2 �(N); on a

r(X1;X0
1)
(X2; X

0
2) =

�
rB
X1
X2; 0

�
+
�
0;rN

X0
1
X 0
2

�
r eX1 eX2 =

�
rB
X1
X2; 0

�
rdX01

cX 0
2 =

�
0;rN

X0
1
X 0
2

�
r eX1cX 0

2 = rcX0
1

eX2 = 0

où eX = (X; 0) 2 �(B�N); cX 0 = (0; X 0) 2 �(B�N); dé�nissent des relèvements de champ de

vecteurs à �(B �N):

r est appelé connexion linéaire produit:

2.2 Produit Tordu de Variétés

2.2.1 Métrique du P.T.V

Dé�nition 2.4 Soient (B; gB) et (N; gN) deux variétés Riemanniennes de dimensions b et n

respectivement et f 2 C1(B) une fonction non nulle: La variété produit tordu B �f2 N est

dé�nie comme étant la variété B �N munie de la métrique Gf2 telle que

Gf2 = ��gB + (f � �)2��gN

où � : B � N �! B et � : B � N �! N désignent les projections canoniques: Si X;X 0 2

�(B �N) on a

Gf2 (X;X
0) = gB (d�(X); d�(X

0)) + (f � �)2gN (d�(X); d�(X 0))

14



Remarque 2.5 Relativement à des cartes locales (U; xi) 2 atl(B) et (V; yi) 2 atl(N); la ma-

trice associée à Gf2 est donnée par 0@ gBij 0

0 f 2gNlk

1A
et la matrice inverse 0@ gijB 0

0 f�2glkN

1A
2.2.2 Connexion de Levi-Civita de la variété P.T

La connexion de Levi-Civita de B �f2 N peut être maintenant rapprochée à celle de B et

de N comme suit:

Proposition 2.6 Soient (B; gB) et (N; gN) deux variétés Riemanniennes: Si r désigne la

connexion de Levi-Civita associée à la variété produit (B � N;G); alors la connexion de Levi-

Civita er associée à la variété produit tordu (B �f2 N;Gf2) est donnée par

erXX
0 = rXX

0 +
1

2f 2
X1(f

2) (0; X 0
2) +

1

2f 2
X 0
1(f

2) (0; X2)�
1

2
gN(X2; X

0
2)
�
grad(f 2); 0

�
pour tout X1; X

0
1 2 �(B); X2; X

0
2 2 �(N); X = (X1; X2) et X 0 = (X 0

1; X
0
2):
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Chapitre 3

Courbes obliques et de Legendre sur

P.T.V

Soit E2=(R2; h:; :i) le plan Euclidien (espace vectoriel réel muni d�un produit scalaire) et

I un intervalle ouvert réel: On considère dans ce chapitre la variété produit tordu dé�nie par

M3 = I�f E2 où f : I � R �! R�+ est appelée la fonction de déformation donnée par f = f(z):

On associée à M3 la métrique Euclidienne g donnée par

g = dz2 + f(z)2(dx2 + dy2)

où x; y sont des coordonnées canoniques dans E2 et z sur I � R:

Le champ vectoriel principal @=@z = @z on M3 est appelé le champ vectoriel vertical:

Notons par er la connexion de Levi-Civita de (M3; g) et considérons la fonction F : R�+ �!

R; où

F = log f

16



3.1 Courbes obliques et de Legendre sur P.T.V

Soit  une courbe de 3�Frenet dans M3 = I �f E2 (r = m = 3); pour laquelle on désigne

le repère de Frenet (T = 0; N;B); et les équations de Frenet Eq.(1.5) sont8>>><>>>:
rTT = �N;

rTN = ��T + �B;

rTB = ��N:

(3.1)

où � est la courbure de  et � sa torsion:

Dé�nition 3.1 Soit  une courbe de (M3; g) de vecteur vitesse noté par T =
�
(s) = (T1(s); T2(s); T3(s));

et soit la fonction � : J �! [0; 2�) appellée l�angle structurel de  si

cos �(s) = g(T (s); @z) = �(T (s)) (3.2)

où � est le dual du champ vectoriel vertical i.e. � = dz:

Dé�nition 3.2 Soit  une courbe de (M3; g); la courbe  est appelée une courbe oblique (ou

plus précisément une ��courbe oblique) si � est une fonction constante:

Dans le cas particulier où � � �=2(ou 3�=2);  est appelée une courbe de Legendre:

Proposition 3.3 Soit er la connexion de Levi-Civita associée à la variété produit tordu (M3; g):

Notons par U; V le relèvement à M3 de champs de vecteur tangents à E2: On a

erUV = DUV � F 0g(U; V )@z; (3.3)erU@z = er@zU = F 0U; (3.4)er@z@z = 0 (3.5)

où D est le dérivé covariant sur E2 et (0) désigne le dérivé par rapport à la variable z:

Exemple 3.4 Les courbes intégrales du champ vectoriel vertical @z sont des courbes obliques

avec � � 0: Ces courbes sont (s) = (x0; y0; s+ z0) avec s 2 J = R et (0) = (x0; y0; z0) le point

initial: À partir de Eq.(3:5); ces courbes sont des géodésiques de la métrique déformée g:

17



Dans ce qui suit; on suppose que  est non géodésique i.e. � > 0 et donc  ne peut pas être

une courbe intégrale de @z i.e; � 6= 0; �:

Proposition 3.5 Soient  une courbe oblique, et @=@z = @z est le champ vectoriel vertical: La

dérivée covariante du vecteur @z le long de la courbe  est donnée par

rT@z = F 0(T � cos �@z): (3.6)

Preuve. Pour la preuve; on suppose que T (s) = (T1(s); T2(s); T3(s) = cos �): D�après les

formules (3.4) et (3.5); on a

rT@z = rT1E1+T2E2+T3E3@z

= r(T1;T2;0)@z

= F 0(T1; T2; 0)

= F 0(T � T3E3)

= F 0(T � cos �@z):

Théorème 3.6 Soit  une courbe oblique: La courbe de Frenet  est une courbe ��oblique si

et seulement si le long de la courbe  on a

�(N) = �F
0

�
sin2 �: (3.7)

Preuve. La dérivée covariante de la relation (3.2) le long de la courbe  est:

0 = ��0 sin � = g(�N; @z) + g(T; F 0(T � cos �@z))

= �g(N; @z) + F 0(g(T; T )� cos �g(T; @z))

= ��(N) + F 0 sin2 �;

qui donne Eq.(3.7):

Proposition 3.7 Soit  une courbe ��oblique; et soit @z est le champ vectoriel vertical: L�ex-

pression de @z suivant le repère de Serret-Frenet est

@z = cos �T +

�
�F

0

�
sin2 �

�
N + �(B)B;

18



une condition nécessaire pour  soit ��oblique est

jsin �j � min
�
1;

�

jF 0j

�
(3.8)

si f n�est pas une fonction constante:

Preuve. La preuve de la proposition découle du faite que la courbe  est ��oblique et du

Theorème (3.6):

Corollaire 3.8 Puisque @z est un champ de vecteur unitaire; alors on obtient:

1 = cos2 � +
F 02 sin4 �

�2
+ �(B)2;

donc �(B) existe seulement si la condition jF 0 sin �j � � détient; ce qui signi�e que Eq.(3.8) est

satisfaite:

Remarque 3.9 i: La décomposition de @z suivant le repère de Serret-Frenet d�une courbe

��oblique est donnée par

@z = cos �T +

�
�F

0

�
sin2 �

�
N +

 
jsin �j

p
�2 � F 02 sin2 �

�

!
B; (3.9)

et puis; pour une courbe de Legendre; @z est dans le plan traversé par N et B:

ii: l�égalité jsin �j = �= jF 0j implique �(B) = 0; d�où @z se décompose comme suit

@z = cos �T � jsin �jN

et sa dérivée covariante est

rT@z = (cos �)�N � jsin �j (��T + �B);

d�autre part

rT@z = F 0(T � cos �@z)

= F 0(T � cos �(cos �T � jsin �jN))
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par comparésant du coé¢ cient de B; on obtient � = 0; puis  peut être pensé à comme un cercle:

En outre; il s�ensuit que F 0 < 0:

3.2 Classi�cation et l�invariant de Lancret sur P.T.V

Dans le théorème suivant; nous classons toutes les courbes de ��oblique sur le produit tordu

de variétés:

Théorème 3.10 Soit  : J � R �! I �f E2 une courbe ��oblique:  est explicitement donnée

par

(s) =

�
jsin �j

Z s �(t)dt

f(t cos �)
; s cos �

�
(3.10)

où �(s) = (cos�(s); sin�(s)) est un vecteur unitaire avec � 2 C1(J); est une paramétrisation

arbitraire du cercle de l�unité S1:

Preuve. En utilisant la preuve de la proposition (3.5); le vecteur vitesse de  est

T (s) = (T1(s); T2(s); cos �)

avec kTk2 = 1; on obtient

kTk2 = hT; T i

= gijT
iT j

= g11T
1T 1 + g12T

1T 2 + g13T
1T 3 + g21T

2T 1 + g22T
2T 2 + g23T

2T 3

+g31T
3T 1 + g32T

3T 2 + g33T
3T 3

= g11(T
1)2 + g22(T

2)2 + g33(T
3)2

= f 2(z)(T 21 + T 22 ) + cos
2 �

1 = f 2(s cos �)(T 21 + T 22 ) + cos
2 �

qui donne

T 21 + T 22 =
sin2 �

f 2(s cos �)
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on dévise par le seconde membre

�
f(s cos �):T1

sin �

�2
+

�
f(s cos �):T2

sin �

�2
= 1

cette dernière équation admet une solution pour

T1 =
jsin �j

f (s cos �)
cos�(s); T2 =

jsin �j
f (s cos �)

sin�(s)

où �(s) c�est une fonction arbitraire: Alors on obtient la forme explicite de la courbe  par

intégration par son vecteur vitesse T:

Maintenant; nous sommes en mesure de calculer les invariants Frenet (la courbure et la

torsion):

Théorème 3.11 Soit  : J � R �! I �f E2 une courbe ��oblique: La courbure et la torsion

de  sont données par

� = jsin �j
p
(�0)2 + (F 0)2; (3.11)

� = j�0j cos � � j�
0jF 00 cos � � sgn(�0)�00F 0

(�0)2 + (F 0)2
; (3.12)

où sgn(�0) = �0= j�0j et � 2 C1(J) dé�nie au Théorème (3:10):

Preuve. D�aprés le Théorème (3.10); on a

(s) =

�
jsin �j

Z s cos�(s)dt

f(t cos �)
; jsin �j

Z s sin�(s)dt

f(t cos �)
; s cos �

�
:

Le vecteur vitesse de  est donné par

T =

�
jsin �j cos�(s)

f(s cos �)
; jsin �j sin�(s)

f(s cos �)
; cos �

�
:
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En utilisant la formule (3.3) qui donne

rTT = DTT � F 0g(T; T )@z

=

�
jsin �j

�
cos�(s)

f(s cos �)

�0
; jsin �j

�
sin�(s)

f(s cos �)

�0
;�F 0g(T; T )

�

=

0BBB@
jsin �j

�
��0(s) sin�(s) f(s cos �)�f 0(s cos �) cos�(s)

f2(s cos �)

�
jsin �j

�
�0(s) cos�(s) f(s cos �)�f 0(s cos �) sin�(s)

f2(s cos �)

�
�F 0(f 2(s cos �)(T 21 + T 22 ) + cos

2 �)

1CCCA

=

0BBB@
jsin �j

f(s cos �)

�
��0(s) sin�(s)� f 0(s cos �) cos�(s)

f(s cos �)

�
jsin �j

f(s cos �)

�
�0(s) cos�(s)� f 0(s cos �) sin�(s)

f(s cos �)

�
�F 0(f 2(s cos �)(T 21 + T 22 ) + cos

2 �)

1CCCA

=

�
jsin �j
f

(��0 sin�(s) + F 0 cos � cos�(s));
jsin �j
f

(�0 cos�(s) + F 0 cos � sin�(s));�F 0 sin2 �
�

et de �2 = krTTk2 ; on obtient

k rTT k2 =
�
jsin �j
f
(��0 sin�(s) + F 0 cos � cos�(s))

�2
+
�
jsin �j
f
(�0 cos�(s) + F 0 cos � sin�(s))

�2
+
�
�F 0 sin2 �

�2
=
�
jsin �j
f

�2
((��0 sin�(s))2 + 2(��0 sin�(s))(F 0 cos � cos�(s)) + (F 0 cos � cos�(s))2

+ (�0 cos�(s))2 + 2(�0 cos�(s))(F 0 cos � sin�(s)) + (F 0 cos � sin�(s))2) + (F 0 sin2 �)2

= jsin �j2 ((�0)2 + (F 0)2)

= �2:

Pour Eq.(3.12); on dérive de façon covariée la relation (3.7); on a

rT�(N) = �
d

ds

�
F 0

�

�
sin2 �;

et

rT�(N) = rTg(N; @z)

= g(rTN; @z) + g(N;rT@z)

= g(��T + �B; @z) + g(N;F 0(T � cos �@z))
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donc;

� d

ds

�
F 0

�

�
sin2 � = g(��T + �B; @z) + g(N;F 0(T � cos �@z))

= ��g(T; @z) + �g(B; @z) + F 0(g(N; T )� g(N; @z) cos �)

= �� cos � + ��(B) +
(F 0)2

�
cos � sin2 �:

En utilisant �(B) du relation (3.9): Alors on obtient l�expression de la torsion de la courbe

��oblique :

Remarque 3.12 1: Revenant aux remarques (3:9); l�égalité jsin �j = �= jF 0j implique que � = 0

i.e. �0 = 0; alors � est une fonction constante i.e: �(s) = �0 2 R:

2: La caractérisation (3:7) devient après qu�on mettant Eq.(3:11) dans Eq.(3:7) on obtient alors

�(N) = � F 0 jsin �jp
(�0)2 + (F 0)2

: (3.13)

Un autre résultat principal donne l�invariant de Lancret pour les courbes obliques:

Proposition 3.13 Soit  : J � R �! I �f E2 une courbe ��oblique; �; � sa courbure et

torsion: Si  est une courbe non géodésique (� > 0) alors il a le Lancret Invariant

Lancret() =
�

�

((�0)2 + (F 0)2)3=2

j�0j ((�0)2 + (F 0)2 � F 00)
+

sgn(�0)�00F 0

j�0j ((�0)2 + (F 0)2 � F 00) jsin �j : (3.14)

avec sgn(�0) = �0= j�0j et � 2 C1(J):

Preuve. Soit l�expression Lancret() = cos �
jsin �j ; de Eq.(3.11) et Eq.(3.12) on obtient

jsin �j = �p
(�0)2 + (F 0)2

;

cos � =
�((�0)2 + (F 0)2)� sgn(�0)�00F 0

j�0j ((�0)2 + (F 0)2 � F 00)

et donc le Lancret Invariant pour une courbe ��oblique donné par la formule (3.14):

En particulier; si � = �=2 ou � = 3�=2 les courbes de Legendre ont

� =
p
((�0)2 + (F 0)2); � =

sgn(�0)�00F 0

(�0)2 + (F 0)2
;
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impliquant que les courbes de Legendre avec �0 constante sont des courbes planes i.e. � = 0;

elles sont considéré comme des cercles:

3.3 Courbure moyenne

On notera par h:; :i le produit scalaire Euclidien usuel de Rm (et de Rm�1):

Dé�nition 3.14 On appelle première forme quadratique fondamentale de la variété M dans la

carte (U;'); la forme quadratique dans Rm�1 associée à la matrice

g(u) = (gij(u))1�i;j�m�1 =

��
@'

@ui
(u);

@'

@uj
(u)

��
1�i;j�m�1

;

pour tout u 2 U:

C�est la matrice de Gram associée à la base du plan tangent canoniquement associée à la carte

considérée:

La première forme quadratique fondamentale permet de lire la norme des vecteurs tangents

à M sur les coordonnées d�un tel vecteur dans la base issue de la carte:

Dé�nition 3.15 Soient (B; gB); (N; gN) deux variétés Riemanniennes et  : (B; gB) �! (N; gN)

une application di¤érentiable de classe C1: La seconde forme fondamentale de l�application  

est la dérivée covariante de la 1�forme vectoriel d ; dé�nie par

rd (X;X 0) = r 
Xd (X

0)� d (rB
XX

0);

pour tout X;X 0 2 �(TM):

La forme vectoriel h de l�application  véri�e:

(rd )(�:X; �:X 0) = ��(rd )(X;X 0)

(rd )(X;X 0) = (rd )(X 0; X)

pour tout �; � 2 C1(M) et X; X 0 2 �(TM):

Dé�nition 3.16 La courbure moyenne H est la trace de la seconde forme fondamentale dé�nie

par h(X;X 0) = �g(DX�;X
0) avec � la normale unitaire rentrante.
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Puisque les courbes sont des cas particuliers d�applications: On note par h la seconde forme

fondamentale de la courbe  dé�nie par

 : I � R �! (M; g)

et par H son champ de courbure moyenne

H = Tr(h) = h(T; T ) = rTT: (3.15)

Alors  est appelée une courbe avec un champ de vecteur propre de courbure moyenne s�il existe

� 2 C1() tel que

�H = �H: (3.16)

En particulier; si � = 0 alors  est une courbe avec champ de vecteur de courbure moyenne

harmonique: Ici l�opérateur de Laplace � agit sur la fonction à valeur vectorielle H; donné par

�H = �r3
TT = �rTrTrTT: (3.17)

En utilisant les équations de Frenet Eq.(3:1); on peut réecrire Eq.(3:16) comme suit:

�H = �rTrTrTT

= �rTrT (�N)

= �rT (�
0N + �(��T + �B))

= �((�3�0�)T + (�00 � �3 � �� 2)N + (2�0� + �� 0)B)

= �(��2 � � 2)(�N)

=) �H = �H;

ce qui signi�e que � et � sont des constantes:

Et; pour � 6= 0;

�(��N) = (�3�0�)T + (�00 � �3 � �� 2)N + (2�0� + �� 0)B

= (�00 � �3 � �� 2)N

=) h�(��)N;Ni = h�(��2 � � 2)N;Ni

=) � = �2 + � 2;

(3.18)
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qui donne la proposition suivante:

Proposition 3.17 La courbe oblique  à un champ de vecteur propre de courbure moyenne si

et seulement si les expressions8<: (�0)2 + (F 0)2;

j�0j cos � � j�0jF 00 cos ��sgn(�0)�00F 0
(�0)2+(F 0)2

(3.19)

sont des constantes (équivalentes; il s�agit d�une hélice de l�ordre 3); donc

� = ((�0)2 + (F 0)2) sin2 � +

�
j�0j cos � � j�

0jF 00 cos � � sgn(�0)�00F 0

(�0)2 + (F 0)2

�2
: (3.20)

Preuve. La constance des expressions ci-dessus signi�e la constance de la courbure et la

torsion; tandis que l�expression (3.20) est l�application de la formule (3.18) avec � et � à partir

de Eq.(3.11) et Eq.(3.12); on a

� = �2 + � 2

=
�
j sin �j

p
(�0)2 + (F 0)2

�2
+

�
j�0j cos � � j�

0jF 00 cos � � sgn(�0)�00F 0

(�0)2 + (F 0)2

�2
= j sin �j2((�0)2 + (F 0)2) +

 
j�0j cos � �

1
j�0j [(j�

0j)2F 00 cos � � �0�00F 0]

[(�0)2 + (F 0)2]

!2

= sin2 �((�0)2 + (F 0)2) +

�
j�0j cos � � [(j�

0j)2F 00 cos � � �0�00F 0]

j�0j [(�0)2 + (F 0)2]

�2
:

Une observation importante est que la première condition (3.19) est universelle; c�est-à-dire ne

dépend pas de l�angle oblique �: Par conséquent; les mêmes conditions sont requises pour les

courbes de Legendre; pour

� = �2 + � 2

= ((�0)2 + (F 0)2) sin2 � +

�
j�0j cos � � [(j�

0j)2F 00 cos � � �0�00F 0]

j�0j [(�0)2 + (F 0)2]

�2
= (�0)2 + (F 0)2 +

(�0�00F 0)2

(�0)2((�0)2 + (F 0)2)2
:
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3.4 Exemples

Exemple 3.18 L�espace Euclidien E3est un produit déformé trivial; qui a f � 1 et F � 0: Soit

la courbe

(s) = (jsin �j sin s+ x0;� jsin �j cos s+ y0; s cos � + z0) (3.21)

Courbe ��oblique pour � = �=4

est une courbe ��oblique (elle correspond à �(s) = s) et de repère de Serret-Frenet8>>><>>>:
T (s) = (jsin �j cos s; jsin �j sin s; cos �);

N(s) = (� sin s; cos s; 0);

B(s) = (� cos �;� cos � sin s; jsin �j);

avec (0) = (x0; y0 � sin �; z0) comme point initial: Aussi; �(s) = jsin �j et �(s) = cos �:

Donc le cercle de l�unité S1(x0 = y0 = 0) et ses parallèles (c�est-à-dire; pour chaque z0 2 R)

sont des courbes de Legendre en E3:

L�invariant de Lancret (3:13) devient Lancret() = �=� et nous récupérons l�expression de Lan-

cret (1) de l�introduction: Laissez-nous souligner que; depuis f 0 � 0; les deuxièmes et troisièmes

conditions (3:8) ne fonctionnent pas:

On obtient les �gures (3:18) et (3:19); qui prouvent que  appartient au cylindre

(x� x0)
2 + (y � y0)

2 = sin2 �:
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Selon la Proposition (3:19); toutes les courbes obliques en E3 avec � non a¢ ne; c�est-à-dire;

� = as+b où a 6= 0; ont un champ de vecteur propre de courbure moyenne avec le correspondant

� = a2:

Exemple 3.19 Dans ce qui suit; nous donnons un exemple d�une courbe ��oblique non géodé-

sique dans un produit exponentiel Euclidien dégauchonné avec � > 0: Nous allons tout d�abord

souligner que la variété E �exp z E2 à une courbure de section constante c = �1; et en chan-

geant le z�coordonné on peut obtenir le modèle de demi-espace supérieur de l�hyperbolique

3�espace: Plus précisément; considérant la nouvelle coordonnée ez = exp(�z); nous voyons que
(E�exp zE2; g) est isométrique à (H3+; g�1) où H3+ = f(x; y; ez) 2 R3; ez > 0g et

g�1 =
1ez2 (dx2 + dy2 + dez2):

Deuxièment; la courbe ��oblique

(s) =

�
sin � exp(��s cos �)

1 + �2 cos2 �
(sin s� � cos � cos s;� cos s� � cos � sin s); s cos �

�
(3.22)

correspond à �(s) = s:

Courbe ��oblique pour � = 3�=4

Le champ vectoriel tangent est

T (s) = (sin � cos s exp(��s cos �); sin � sin s exp(��s cos �); cos �)
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et le point initial (0) = (sin �=(1 + �2))(�� cos �;�1; 0):

Soit la nouvelle base

�
E1 = exp(��z)

@

@x
; E2 = exp(��z)

@

@y
; E3 =

@

@z

�

est une base g�orthonormale avec

[E1; E2] = 0; [E1; E3] = �E1; [E2; E3] = �E2;

et la connexion de Levi-Civita:

rE1E1 = rE2E2 = ��E3;

rE1E3 = �E1;

rE2E3 = �E2;

le reste étant nul: En conséquence;

r0
0 = (� sin � cos � cos s� sin � sin s)E1 + (� sin � cos � sin s+ sin � cos s)E2 � � sin2 �E3

puis

� =

q
1 + �2 jsin �j

en correspondance avec (3:11): Ensuite; nous avons deux cas:

i: � 2 (0; �): On obtient � =
p
1 + �2 sin � et

N(s) =
1p
1 + �2

((� cos � cos s� sin s)E1 + (� cos � sin s+ cos s)E2 + (�� sin �)E3):

ii: � 2 (�; 2�): Nous avons � = �
p
1 + �2 sin � et

N(s) =
1p
1 + �2

((�� cos � cos s+ sin s)E1 + (�� cos � sin s� cos s)E2 + � sin �E3):
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Remarquons que l�État (3:8) lit

sin � � min
�
1;

q
1 + �2 jsin �j = j�j

�
;

qui est vrai:

Pour les deux cas; nous tirons que � = cos � et nous récupérons l�invariant de Lancret (3:13);

Lancret() = (�=�)

q
1 + �2:

De la décomposition (3:9) nous avons les expressions

B(s) =
1p
1 + �2

((� cos � cos s� � sin s)E1 + (� cos � sin s+ � cos s)E2 + sin �E3)

pour le cas (i); et

B(s) =
1p
1 + �2

((cos � cos s+ � sin s)E1 + (cos � sin s� � cos s)E2 � sin �E3)

pour le cas (ii):

En conclusion;  est une hélice de l�ordre trois et pour � = 0 nous récupérons le premier exemple

avec x0 = y0 = z0 = 0: Pour � = �=2 on obtient la courbe de Legendre

(s) = (sin s;� cos s; 0)

qui est le cercle d�unité S1: En outre; nous pouvons appliquer la proposition (3:19) et puis  est

une courbe avec le champ de vecteur propre de courbure moyenne et

� = �2 + � 2 = 1 + �2 sin2 �:

Depuis � et � sont des constantes; N est un vecteur propre pour le Laplacien avec la valeur

propre (3:22):

Le théorème de Lancret pour l�espace hyperbolique indique qu�une courbe  de H3+ est une hélice

générale si et seulement si l�une ou l�autre:

(1) � � 0 et  est une courbe dans un certain plan hyperbolique H2(�1); ou
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Fig. 3-1 �Cas i. Courbe ��oblique pour � = 1 et � = �=4

(2)  est en H3+ avec courbure constante et torsion:

Notre courbe (3:22) appartient au cas (2): Rappelons qu�une hélice générale signi�e; l�existence

d�un champ vectoriel de Killing V avec une longueur constante le long de  faire une angle

constante avec T: À partir de la dernière ligne de la sous section du repère de Serret-Frenet

ci-dessus; nous avons que; pour notre cas � = 1;

V (s) = cos'T (s) + sin'B(s)

Avec

cot' =
cos2 � + 1p
2 jsin �j cos �

:

On obtient

V (s) =
1p

1 + (3 + sin2 �) cos2 �

�(e�s cos � jsin �j (cos s� cos � sin s; sin s+ cos � cos s); 2 cos �):
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Chapitre 4

Conclusion

Les courbes obliques sont des courbes dont leurs vecteurs vitesses fait un angle constant avec

une direction �xe et comme cas particulier qu�en l�angle est égale à �=2(où 3�=2) elles s�appellent

courbes de Legendre: On a caractériser ces courbes en calculant leurs vecteurs vitesses associés

T et leurs fonctions de courbures � et � dans un produit tordu de variétés de dimension 3: De

plus les courbes obliques ont un champ de vecteur propre de courbure moyenne si et seulement

si elles sont des hélices avec des conditions supplémentaires:
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