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Introduction

Ces derniéres années, le degré topologique s’est révélé un outil trés puissant pour
la résolution de certains problémes associés & des équations différentielles ordinaires et
fonctionelles. Pour cela on va présenter, dans ce travail, la théorie du degré topologique
en dimension finie et infinie.

En 1869 Kronecker [8] a introduit la notion du degré pour les applications de C* de
R™ dans R". Poincaré[4], Bohler [11] et Hadamard [5] 'ont ensuite développé au début
des années 1890 puis étendu au cas des fonctions continues. L.E. Brouwer|7] le généra-
lisa pour les applications continues entre variétés compactes de méme dimension finie
et donna quelques applications topologiques. D’ailleurs, I’emploi dans les démonstrations
d’arguments de type topologique revient a Poincaré (en 1883, 1884). Pour les applications
différentiables, on a pu considérer des points critiques singuliers & partir de 1942 date a
laquelle Sard étudia ces points. Les théories analytiques du degré de Brouwer pour les ap-
plications C? ont été¢ dtéveloppées par Nagumo [9] et Heinz [9]. Cependant, les théorémes
du point fixe restérent longtemps plus célébres que le degré lui-méme si bien que 'on
trouve de nos jours une démonstration directe pour ces théorémes et une autre utilisant
la théorie du degré.

Ce mémoire devise en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présentons le degré topologique de Brouwer avec ses
propriétés principales.

Le deuxiéme chapitre contient les deux types du degré en dimension infinie; le degré
de Shauder et le degré de Mawhin. Nous termines notre travail, par un resultat d’existence

de solutions périodiques positives, pour une équation différentielle fonctionelle.



Chapitre 1

Degré topologique en dimension finie

Ce chapitre sera consacré a la définition, a 1’étude des propriétés du degré topologique

en dimension finie (degré de Brouwer).

1.1 Degré de Brouwer

Considérons un ouvert borné Q dans R™, C*(Q2, R") désignera 'espaces des fonctions
a valeurs dans R™, k fois contintiment différentiables sur €, continues sur Q, cet espace
sera muni de sa topologique usuelle, Jg(x) désigne la valeur du Jacobien de F' au point x,
Jp(x) = det[g—i], 00 désigne la frontiére de Q avec 92 = Q\Q .
Soit F' € C1(2,R™), on désigne par S I'ensemble S = {x € Q, Jp(z) = 0}.
Soit b € R™ tel que b & F(0Q2) U F(S).
Siz € F71(b) et Jr(z) # 0 donc par le théoréeme d’inversion locale (voir 'annexe), F' est
un difféomorphisme d’un voisinage de x sur un voisinage de b.

F~1(b) est donc discret et compact, il ne contient donc qu'un nombre fini de points i.e

F7Yb) ={&, ... &} et Jr(&) # 0 pour tout i = 1, ..., k.

Définition 1.1.1. [6] Soit F' € C*(Q,R"™) et b & F(9Q) U F(S). Le degré topologique de

Uapplication F au point b, relativement a §2, est l’entier

Z signJp(x)
deg<F> Q7 b) = z€QNF~1(b)
0 si QNFY(b) =0

Le degré que nous venons de définir s’appelle le degré de Brouwer.
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Exemple 1.1.1. [13]

Soit Q= B(0,R),b=(1,0) et F(x,y)=(z*—3zy? —y® + 32%y).
on va calculer deg(F, €, b).
Alors

Fep =00 e@y)=00) o G2 w (G2

) € 00

On remarque qu’au moins le point (1,0) est sur la frontére de la boule unité quelle que

soit la norme usuelle que l’on considére sur R2. Par conséquent,le degré n'est pas défini
st R=1.
Si0< R<1, alors BO,R)NF~1(b) =0 et donc

deg(F, B(0,R),b) = 0.

Enfin, si R > 1,alors le degré est bien défini.

De plus, on a :

32?2 — 3y* —6ay
DF(z,y) = ( 6y —3y? + 322

Et donc
Jr(z,y) = (3% = 3y*)* + 362%y* = 0 & (z,) = (0,0).

Les trois point sont alors réguliers et comme sgn(Jr(x,y)) > 0,Y(z,y) # (0,0)
Alors :
deg(F,Q,y) = 3.

1.2 Extension de la définition du degré

Nous allons étendre la définition du degré aux applications continues de Q dans R™, et
relativement & des points pouvant appartenir a F'(.S), on note par ||.||2 la norme euclidienne
de R™

Définition 1.2.1. [6] Soient a > 0, ¢ : [0,+00[C R — R wune fonction continue sur
[0, 4+00], on dit que ¢ est une fonction poids d’indice o, s’il existe § € [0,a] telle que

o(t) =0 pour t¢&I[5,a] et on note par W, l'ensemble des fonctions poids d’indice c.
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Remarques 1.2.1. 1) Sip e W, et

g: R — R
o — g(@) = o([[l2).

Alors g est une fonction continue a support compact dans R"

Ainsi

/g(x) dx = /gp(||x||2)dx est bien définie .

R" R"

2)On note par Wl ={p e W, ; /gp(Hng)dx =1}.
R”
Définition 1.2.2. [6] Soient F': Q C R" — R™ une fonction de classe C* sur un ouvert

borné , et b un point de R™ tel que b & F(0N2), alors le degré de F au point b dans 2
est défini par

deg(F.0.0) = [ G(IP(z) = bl Je(z)da.
Q
Ou o € W} une fonction poids d’indice o tel que 0 < a <~y = min{||[F(z) = bl ; = €
o0}

Définition 1.2.3. [6] Soient F': Q C R® — R"™ une fonction continue sur € un ouvert

borné alors pour tout b & F(0N) le degré de F' au point b dans ) est défini par

deg(F,Q,b) = klim deg(Fy,Q,b).
—>00

Ou Fy, : Q C R* — R™ est une suite de fonctions de classe C* sur Q avec

lim |[Fy — Fll = 0.
k—o0

Proposition 1.2.1. [6] Soient F : Q@ C R® — R" une fonction de classe C' sur Q un
ouvert borné, b ¢ F(0Q) si pour tout v € ' = {x € Q ; F(z) =0b}, F'(z) # 0 alors T
contient un nombre fini de points, c-a-d

dJa 0<a<y=min{||F(z)—0bls; v €N} telle que Yo € W} avec « € |0,q]

deg(F,Q,b) = ;Slgnjp(xi) stz €T ={x1,...,xpn}

0 sil=10
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Preuve :
1) Fz@i.engF(ﬁ).

Alors par la compacité de Q,on a
Yo = min{||F(z) —blla / 2 € Q} >0
Donc pour & = 75 et a € [0, &]
o(||F(x) —bllz) =0 Vo eQ,VpecW!

Ainsi

deg(F,$,b) =0
2) T #0iedIm>0tel quel ={zy, ...,z }.
Alors par le théoréme de l'inversion local, pour j = 1,....;m, il existe des voisinages
ouverts U(x;) et V;(b) de z; et b respectivement, tel que la restrection F; de F est un
homéomorphisme de U(z;) vers V;(b).
On choisit U(z;) suffisament petit tel que sign Jp(z) est constant sur U(z;) .

Puisque il y a un nombre fini de V;(b), il existe & € [0,7] tel que pour j =1,....,m
K = B(b,a) C V,

Soit U; = F; (K), alors
Uj c

Donc Vz ¢ U?:l Uj? VQO € Wé
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Et par suit on a

des(F28) = 3 [ lIF(@) = b ool
= D> / e(|1F(z) — bl2) Jp(x)da
=i

- / S| F(2) — blla)signJe ()| T, (z)|da
=1

=1

=Y signi(, / o(lall2)d
K

= Z signJp(x;)
i=1

/ o]z = / o(lz)dx = 1.0

K R™

Le lemme suivant nous aide a de voir que le degré est independant de la fonction poids.

Lemme 1.2.1. [10] :Soient F' 2 C R™ — R™une fonction de classe C' sur un ouvert Q,
be R" et v =min{||F(z)—bl2; x € 0N} >0, alors pour a € [0,7] et o € Wy, Uintégrale

“+oo
n(p) = /t”_lgp(t)dt est bien dfinie

0

De plus sin(¢) =0, on a

[ 1@ = bla) (@i o

Q

Proposition 1.2.2. [6] Soit F :Q2 C R® — R"une fonction de classe C*sur un ouvert
Q, si b F(OQ) alors pour o1, p2 € WE avec 0 < a <~y =min{||F(z) —bll2 ; x € 00}

degy, (F,Q,b) = degy, (F,Q,).

10
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Preuve :
On applique ce lemme sur 'application identité I: R™ — R™ et ’ensemble Q0 = B(b, 2a).

soient 1, o € W1
On prend
© =n(p1)p2 — n(p2)er,

il suit que ¢ € W,

Et
+oo +00 +oo +oo
we) = [l [ deds— [ el [0 e e s
0 0 0 0
= 0.
Donc

dp € W, tel que n(p) = 0.

D’aprés le lemme précédent

[ elistar=o
I
o) [ eallellalde = ntes) [ er(lel) o
D’ou

n(p1) — nlp2) =n(p1 —p2) =0

Maintenant, on applique encore le lemme précédent pour la fonction F

0 = / (61— @) (|F(x) — bll2) Jo()da

- / o1 (IF () — blla) T ()i — / o2(|F(2) — bll2) T (z)dz.
Q

Q

Ainsi
degy, (F,Q,b) = degy, (F,Q,b).

11
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Proposition 1.2.3. [6]
Soient F,G : Q C R® — R" deux fonctions de classe C' sur un ouvert borné 0, b € R
satisfait v = min{||F (x) — b2, x € 92} > 0.5i a €]0,7[ et sup ||F(x) — G(z)|]2 < La,

xeﬁ
Alors
deg(F,Q,b) = deg(G,Q, ).

Preuve :

On pose ap = v, soit p(t) : [0, +00] — [0,1] de classe C'* sur [0, +oo[ définie par

() = { 1 pourt e [0,2a]

0 pourt> 3
Et soit H : 2 C R* — R"™ définit par

H(z) = [1 = p(|F(z) = 0l]2)]F'(z) + p(|| F(x) = bll2)G(x)

Donc H est une fonction de classe C' sur 2 car ||.|| est de classe C*
De plus

Vo € QlH(z) — F(z)]> < (|1 F() = b]l2)|G(2) = F(2)]l2 < oo (1.1)
Et on a

[F(x) = bllz < || F(z) = H(@)l[2 + [[H(x) = b|2.

D’ou Vo € 00
[1H(z) = bllz = [|F'(x) = bll2 = [|1F"(x) = H(x)[]2 > 6ag > 0.

Alors, pour ¢ € Wy, ; deg(H,,b) est bien défini .
1) On montre que deg(H,,b) = deg(F,Q,b) ?

Soit ¢ € Wi, tel que ¢1(t) =0 pour t € [0, 4ay).
D’aprés (1.1) ona Vz € Q

[H(z) =bla < [[F(z)=bl2 + [[H(z)—F(2)]2
< ||F(z)—bls + ao

On voit que si || F(x) — bl|s < 3ap
pr(lF(x) = bll2) = ea (| H(z) = bl|2) = 0.

12
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Mais si ||F(x) — b||a > 3ap, par la définition de H et u,

Donc
e1([[H (x) = bll2) Ju(2) = o1 (| F(z) = bl[2) Jr(2)

Ceci implique

[ el @) = V)l n@)de = [ elI1F(@) - Hla) (o)

Q

Ainsi
deg(H,Q,b) = deg(F,$,b).

2)On montre que deg(H,Q,b) = deg(G, €2, b)?
Soit @, € W, , et on a

1G(2) = bllz > [ F(z) = blls = [|[F'(x) = G(z)[ls > [|F(2) = bll2 — g (1.2)

Donc Vz € 002
||G(l’) — b||2 > 6ay.

D’ou deg(G,€,b) est bien défini.
De plus
DS ()~ bl > 200

(1.2) = ||G(x) — b||2 > o
Et on a
|1 F(z) = blla < [[F'(z) — H(2)[]2 + [[H(z) — b2

Par (1.1) on trouve
[1H () = bll2 > g

Donc
P2(|G () = bll2) = wa([[H(x) — bl|2) = 0.

Ainsi

deg(G,Q,b) = deg(H,Q,b) =0

13
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ii) Si ||F(z) — G(2)|]2 < 2ap.
Par la définition de H et p on a

G(z) = H(zx)
Donc
p2(|G(x) = bll2Ja(x) = o[ H (x) = bl]2 T ()

D’ou

deg(G,Q,b) = deg(H, 2, b).
Ainsi

deg(F,Q,b) = deg(G,Q,b).
O

1.3 Propriétés principales du degré

Nous énoncons les propriétés fondamentales du degré topologique, voir par exemple

[6].

1)Normalisation
Soit I I'injection canonique de § dans R*, I(x) =2 On a

1 sibef)

2) La continuité par rapport a la fonction

Soient €2 un ouvert borné de R", F' :Q2 C R™ — R" une fonction continue, si b € R"
tel que  min{||F(x) — bl ; = € 02} > a > 0, alors pour toute fonction continue
G:Q CR"— R" et verifiant [|[F — G|l < o i.e VG € V un voisinage de F dans
C(Q,R™)

deg(F,Q,b) = deg(G,Q, ).
Preuve :
Soient Fj, Gy : @ — R™ deux suites de fonctions de classe C'' sur un ouvert borné
tel que

k—> o0 k—> o0

14
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Alors J kg telque, ¥ k,j > ky et Yz € Qon a

1G5 () = Ex(@)ll2 < [|F(2) = Ex(@)ll2 + [|G;(2) = G(2)]l2 + [|G(z) = F(2)]2 < %Oé-

On choisit ko suffisement grand tel que pour k > ko, min{||Fy — bl|2 ;2 € 002} > a et
min{||Gy — b||2 sz € 00} > «
Par la proposition (1.2.3) on a

deg(Fka Q7 b) = deg<Gk7 Q? b)

= lim deg(Fg,2,0b) :klim deg(Gi, 2, b)
—00

k— o0
= deg(F,Q,b) = deg(G,Q,b).
U

3) Invariance par homotopie :

Soit H :Q2 x [0,1] € R™™ — R"™ une fonction continue sur Q x [0,1], suposons que
be R" satisfait V(z,t) € 0Q x [0,1] H(x,t) #b alors deg(H,2,b) est constant pour
tout t € [0, 1].

Preuve
Puisque 92 x [0, 1] est compact, Ja > 0 tel que

min{||H(z) — blls, (z,£) € 92 x [0,1]} > a > 0.

Et d’aprés la continuité uniforme de H sur  x [0,1] on a

1
Vt,s €10,1] Jo >0, |s —t| <o = sup||H(x,s) — H(z,t)||s < -

Par la propriété précédente on a Vs,t € [0,1] et |s — | < o
deg(H(x, t)a Qv b) = deg(H(aj, S)a Q7 b)

Puisque [0,1] est compact, on peut le recouvrer par un nombre fini d’ intervalles |¢;, ;11|

de longeur o, donc V t;,t;11 € [0,1]
deg(H(x, tl)? Q? b) = deg(H(x, tiJrl)a Q? b)

[0 4) Additiviteé :

15
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Soient F : Q ¢ R® — R”, une fonction continue sur un ouvert borné Q et O,
deux ouverts de R™. SiQ=0Q;UQy avec Q3N =0 et b F(9Q) U F(09,) alors

de.g(F7Q7b) = d6g<F7 Ql7b) _'_deg(Fa QQab>'

Preuve :
Soit F}, une suite de fonctions de classe C! tel que klim |Fx, — Fllo =0
—00
deg(F,Q,b) = lim deg(Fy,<,0b)
k—o0
= Jin [ G(1Fi) - Ha) T (0)ds
k—o0
0
= Jim ([ o(I1Fu(e) = ) (@)do + [ o(1Fils) = bll) s (o)

Ql QQ
= lim deg(F,$2,b) + lim deg(Fy, S, b)
k—>o0 k—>o0

= deg(F,Q,b) + deg(F,Qs,b).

O

1.4 Conséquences des propriétés

Nous allons, maintenant, déduire quelques conséquences des propriétés principales du

degré topologique,voir par exemple [15].
Corollaire 1.4.1. (Propriété de l’excision)

SoitF : Q C R™ — R™ une fonction continue sur un ouwvert borné ), alors pour tout

ensemble fermé K C Q, tel que b & F(K) on a
deg(F,Q,b) = deg(F,Q — K, b).
En particuliére si K = Q, alors deg(F,2,b) = 0.

Preuve :Suposons que Fj, une suite de fonction de classe C* sur Q, telque
klim |F, — Fl||q = 0. Soient 73 = min{||Fy — b||2 ;= € 00},
—>00

72 = mln{”Fk — b||2 ;L & K}, COHSédil"OIlS o = %mln(’}/l»'w)

16



CHAPITRE 1. DEGRE TOPOLOGIQUE EN DIMENSION FINIE

Donc
peW, = Ve € K o(||Fi(r) —bll2) =0

= deg(Fk’(x)vab):deg(Fkag_KJ))

= lim deg(Fy, ,b) = lim deg(Fy,Q— K.b)
—00

k—o0
— deg(F,Q,b) = deg(F,Q — K,b).
En particuliére si K = Q = deg(F,2,b) =0. O

Corollaire 1.4.2. (Propriété d’existence)

Soient F : Q C R* — R™ une fonction continue sur un ouvert borné §) et

b F(0Q),si deg(F,Q,b) # 0, alors I’équation
F(z)=0b admet une solution dans ().

Preuve : Supposons que F(z) =b, n’admet pas de solution dans (2

Et comme b ¢ F(0Q) alors b ¢ F(Q), par la propriété de I’excision on a
deg(F,Q,b) = 0.
Ceci implique une contradiction avec

deg(F,§,b) # 0.

Donc

F(z) = b admet une solution dans ).

0

Corollaire 1.4.3. (L’invariance du degré par la translation)

Soient F : Q C R* — R™ une fonction continue sur un ouvert borné §Q,

bg F(O) et ce R" alors

deg(F — ¢,Q,b — ¢) = deg(F,Q,b).

17



CHAPITRE 1. DEGRE TOPOLOGIQUE EN DIMENSION FINIE

Preuve : Soit Fjune suite de fonctions de classe C* sur Q  tel que klim | Fr. — Flla
—00

On prend
Gr(x) = Fy(x) — ¢
Donc
Gy € CHQ,RM).
Et on a
peW, = P = bll2) Jr () = @([|Gr = (b = ¢)]|2) Ja,. ()
= [elE @ = [ @l - 0 ) o )i
Q Q
= deg(Fan?b) :deg(Gk,Q,b—c)
= lim deg(Fy,Q,b) = lim deg(Gg,Q,b—c)
k— 00 k— o0
= deg(F,Q,b) =deg(F —¢,Q,b—c).
O

Corollaire 1.4.4. (L’invariance du degré dans les composantes conneze)

Soient Q un ouvert borné et ' € C(Q,R™) on suppose que b,b; sont dans la meme

composante connexes de R™ — F(0S2), alors
deg(F,Q,b) = deg(F,Q, b).

Preuve :11 suffit de voir que si by € R" est assez proche de b, alors le degré est le
meéme.
Soient & > 0, min{||F(z) — b|l2 ; = € 90} > a > 0 tel que

e < 2(min{||F(x) — bll2 ; « € 9Q}) et posons
Fo(x) =F(x)—=b et Fi(x)=F(x)—0b.
On voit que si [|b — b1]]2 < €, alors
1
sup ||[Fo — Fils <e < = a.
€N 7
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Et par conséquent, d’aprés la propriété de la continuité par & la fonction et le corollaire
(1.4.3)

On a
d@g(F,Q,b) = deg(F07Q70) = d€g(F17Q70) = d@g(F,Q,bl).

O

Corollaire 1.4.5. Soient Q un ouvert borné, F : Q C R® — R™ une fonction continue
sur Q, supposons G : Q C R™ — R™ une fonction continue tel que Vo € 0Q F(r) = G(z)
Alors si b ¢ F(02)

deg(F,Q,b) = deg(G,Q, ).

Preuve :
On considére I’lhomotopie H : Q x [0,1] € R" — R"

H(z,t) =tF(z)+ (1 —1t)G(2)

Alors V(z,t) € 002 x [0, 1]
H(z,1) = F(z) #0.

D’aprés 'invariance par ’homotopie on a
deg(H(x,1),2,b) = deg(H(z,0),,b).

D’ou
deg(F,Q,b) = deg(G,Q,b).

D’une fagon similaire on montre le resultat suivant.

Corollaire 1.4.6. Soient F,G : Q C R® — R"™ deuz fonctions continues, et ) un ouvert

borné, si b € R™ tel que
bg{ueR"; u=tF(z)+ (1 —t)G(z),z € 0Q,t € [0,1]}

Alors
deg(F,$,b) = deg(G, €, b).
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CHAPITRE 1. DEGRE TOPOLOGIQUE EN DIMENSION FINIE

1.5 Théoréme de point fixe de Brouwer

Théoréme 1.5.1. [6] Soit 2 un convexe, compact non vide de R" et G : Q@ — Q une

fonction continue. Alors G admet un point fize.

Preuve :
1) Q une boule férmée, B(0,7) = {z /||, < r}.
a) S'il existe xy € 0N tel que G(xy) = xo, il n’y a rien & démontrer
b) Si G(z) # z,V x € 9. Considérons I’ homotopie G; = I — tG pour t € [0, 1].
Alors, deg(Gy,2,0) est bien défini .
En effet :
Supposons qu’il existe x € I tel que Gy(x) = 0.

Alors
r =zl =t|G(z)|2 < rt, car G(2) C S

pour t =1 on a, G(z) = x, c’est impossible.
pour t € [0,1], on a

r=lz|y < tr

D’ot, une contradiction.
Ainsi
Vo € 090, Gy(z) #0.

Donc d’aprés la définition (1.2.2)
deg(Gt,2,0) est bien dé fini.

Et par homotopie
deg(I — G,Q,0) = deg(I,9Q,0) = 1.

D’aprés le corollaire (1.4.2)
dxg € Q, tel que Gy(zo) = 0.

C’est-a-dire

Jzg € Q, tel que G(xg) = xo.

2) Q est un convexe, compact non vide.

On concidére un rétraction R : R — Qi.e: R |g= I, et B une boule contenant (2.
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CHAPITRE 1. DEGRE TOPOLOGIQUE EN DIMENSION FINIE

Soit le diagrame
B—" 0—°B
Alors T'application GoR est continue.

D’aprés la premiére étape,

dzg € B tel que xy = (GoR)(x0).

Et puisque
G(2) C
On conclut que
xo € (.
il suit que
Jzg € Q tel que G(xo) = xg.
O
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Chapitre 2

Degré topologique en dimension infinie

Ce chapitre sera consacré a la définition, a ’étude des proprietés du degré topologique

en dimension infinie (degré de Leray-Schauder et degré de Mawhin ).

2.1 Degré de Leray-Schauder

Nous souhaitons, maitenant, définir un degré ayant les mémes propriétés que le degré de
Brouwer, mais en dimension infinie. Le degré que nous allons étudier ici, appellé degré de
Leray-Schauder, est construit sur les applications des perturbations compacts de 'identité.

Pour commencer rappellons quelques résultats concernant les operateurs compacts

Dans toute la suite X est un espace de Banach, et sa norme est notée par ||.|.

Lemme 2.1.1. [10] Soit Q un ouvert borné si T : Q@ — X est compact, et n’ayant pas

de point fixe sur OS2, alors il existe € > 0 tel que pour tout u € 052, on a
Ju—T(u)]| > e

Preuve Si non il existe une suite (u,), € 9Q telle que ||u, — T'(u,)|| — 0, comme

T est compact et Q borné ,donc T(ﬁ) est relativement compact, on peut trouver une
sous suite de T'(uy,);, et y € X tel que
T(u,,) —y lorsque n; — o0

On en déduit que wu, converge vers y.
Et on a T est continu donc

y—T(y)=0
Ce qui signifie que y est un point fixe de 7.
Comme y € 0 cela contredit 'hypothése sur 7. [J
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CHAPITRE 2. DEGRE TOPOLOGIQUE EN DIMENSION INFINIE

Lemme 2.1.2. [10] Soit Q un ouvert borné de X et T : Q@ — X un opérateur compact
sans point five sur OS2, alors si e > 0 est telle que |[u — T (u)|| > 4e pour tout u € 0L, il

existe un sous espace vectoriel de dimension finie E. de X, et un opérateur T; : Q) — E.

telles que

VueQ  ||Te(u) —T()|| <e
Vu € 0 |lu—T.(u)|| > 3e.
Preuve On sait d’aprés le lemme précédent qu’il existe € > 0 tel que

Vu€e 0 |lu—T(u)|| > 4e

Comme T'(Q2) est relativement compact dans X, il existe 1, s, ....., x,, dans T(€2)

tel que

7@ c |J Blwie)

1<i<n

Soit E. le sous espace engendré par {zi, s, .....,Tp}.

Et définissons les fonctions A; : @ — R par

v Je—llz—al  si x€ B(we)
Ai(w) = { 0 si x & B(x;,e)

Ces fonctions sont continues et Vz € )

Posons :
i

pour v € T(Q)
Ai

9e(x) =

iA
z (v)

g- est définie et continue de 2 dans F..

Soit
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Alors
T.:Q — X est continu et T.(Q) C E.

Pour tout = € T(Q) on a
Ai(@) ||z — @l < Aiz)e

Et Vz € T(Q)

Iz = ge ()| = < <e

Cela implique que si w € Q alors

[Te(u) = T(u)| < e

D’autre part, si u € 90 on a
Ju = Te(u)|| > [Ju = T(w)|| = [|T'(w) = Te(uw)]| = 3¢
Ce qui montre que 7" répond aux exigences du lemme [J

Définition 2.1.1. [10] : Soient X un espace de Banach, Q@ un ouvert borné de X
T :Q — X un opérateur compact sans point five sur OS).

Soient € >0, E. C X etT.: Q — X donnés par le lemme (2.1.2).

On considére F' un sous espace vectoriel de dimension finie contenant E., tel que

Qr = FNQ#0, on définit le degré topologique de Leray-Schauder par :
deg([ — T, Q, O) = degF([F — TE, QF, OF)

Remarques 2.1.1. 1) Cette définition ne dépend que de T et de Q (on considére deux
familles €;, Ty, E;. et F; pouri=1,2 et on montre que le degré est le méme).

2) Les propriétés du degré en dimension finie (degré de Brouwer) restent valabes en di-
mension infinie (degré de Laray-Schauder ).

3)Si on pose R =1 —T on note par D;(R,Q) le degré de Leray-Schauder au point 0
dans €.

24
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2.1.1 Théoréme de point fixe de Schauder

Théoréme 2.1.1. [6] : Soit Q un sous ensemble conveze, fermé, borné non vide d’un
espace de Banach X et G :Q — Q une application compact, alors G admet au mois

un point fize.

2.1.2 Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Soit 2 un ouvert, borné d’un espace de Banach X et F' : ) — X une application
compact, alors 1'une des propriétes est satisfaite
(i) F admet un point fixe dans €
(ii) il existe z € 09, il existe t € [0,1] : z = tF(z).

Preuve : Si la condition (ii) n’est pas satisfaite, 1’ assertion a lieu
Ve e 0Q,t € [0,1] telque (I —tF)(xz)#0.
Le degré deg(I —tF,€),0) est bien défini et par homotopie on a

deg(I — F,Q,0) = deg(1,Q,0) = 1.

De plus
dr € Q tel que z— F(x)=0.

Donc F, admet un point fixe.[J

Exemple 2.1.1. [13] Soit B une boule ouverte dans un espace de Banch X et K : B — X

une application compacte vérifiant la condition d’Altmann suivante,
lo — Ka|* > || Kz|* - [J2|*, Vo € B.

Maintenant on va montrer que K admet un point fize dans B.
Alors par Uabsurde, supposons l’existence d’un couple (t,z) € [0,1]x0B tel que x = tK(x) ;

On peut supposer t # 1 car autrement le résulat est prouvé.On a alors
v — K(z) = (t - )K(z) et [|[Kz|* —||2]]* = (1 — ¢*)|| K.

La condition d’Altmann donne alors (1 —t)? > 1— 12 <t > 1, ce qui est absurde.
Par conséquent, ¥t € [0,1] et Vo € OB, tK(x) # x ;le degré deg(I —tK, B,0) est bien défini
et vaut par homotopie 1; donc lequation (I — K)(xz) = 0 admet au moins une solution

dans B, sinon sur la frontiére OB, d’ot le résultat.
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2.2 Degré de Mawhin

Pour définir le degré de Mawhin, on a besoin quelques resultats sur les applications de
Fredholm.

2.2.1 Application de Fredholm

Définition 2.2.1. [12] Soient X, Z deux espaces normés réels, une application

L :domL C X — Z est dite une application de Fredholm si elle satisfait les conditions
suvantes :

i) kerL est de dimension finie, ou kerL = L~1{0}

it) ImL est fermée, de codimension finie, ou ImL = L(domL)

On rappelle que la codimension de ImL est la dimension du complémentaire de ImL dans

Z.

Définition 2.2.2. [12] On appelle lindice d’une application de Fredholm L le nombre

entier

IndL = dimkerL — codimImL.

Dans la suite X, Z sont deux espaces normés réels, L : X — Z est une application

de Fredholm d’indice zéro et J : Z\ImL — KerL est un isomorphisme.

2.2.2 Deéfinition des applications projections

Par la définition précédente de I’application de Fredholm et quelques résultats d’analyse

fonctionnelle, on définit les projections suivantes P et @)
P X—X tel que  ImP = kerL

Q:Z—7Z tel que  kerQ = ImlL

Puisque X =ImP @ kerP et Z = KerQ) ® ImQ

Donc X =kerL® kerP et Z =1ImL & ImQ .

Par conséquence la restriction L, de L sur domL N ker P est injective,

donc 'application L, : domL NkerP — ImL est inversible, et on note par

K, : ImL — domL N kerP son inverse .

Dans la suite, on note par Kp g : Z — domL N KerL l'inverse général de L défini par

Kp g =Kp(I—-Q).
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Définition 2.2.3. Soit N : X — Z un opérateur, on dit que N est L-compact si les
opérateurs Kp oN et JQN sont compacts.

Définition 2.2.4. Soit Q un ouvert borné de X on définit I’ensemble CL(2) I’ensemble
des applications F - domLNQ — Z avec F=L+G ot G:Q — Z est
L-compact sur Q et 0 ¢ F(domL N OSY)

2.2.3 Définition du degré de Mawhin

Pour définir le degré de Mawhin, ou bien degré de coincidence. On utilise le lemme

suivant.

Lemme 2.2.1. [12] Soit F =L+ G avec G est L-compact et 0 ¢ F(doml N 0S?), alors
1)H; p oq=JQ+ Kp ¢ : Z — domL est un isomorphisme et

H;poF =1-P+(JQ+ K, ¢)G.
2) Le degré de shauder Di(Hj p ¢ F,Q) est bien défini.
Preuve
1) Hjy p oF = (JQ+ Kp g)(L+G)
= JQL+ Kp oL+ (JQ+ Kp )G
= Kp(I-Q)L+(JQ+ Kp )G car JQL =0
= I-P+(JQ+Kp )G

2) On a pour tout z € 0 Hjy p oF(x) #0

et le fait que P est de rang fini (dimImP < co) et la L-compacité de G, 'opérateur
P+ (JQ+ Kp, )G est compact .

D’ou, par la définition (2.1.1) le degré de Schauder D;(H . p ¢ F,2) est bien défini.[]

Définition 2.2.5. [12] Soit F = L + G avec F' € C(Q), on définit le degré de Mawhin

(ou degré de coincidence) par

Dy (F,Q) = Di(H, p oF,Q).
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Remarque 2.2.1. Les propriétes du degré de Brouwer suivantes
1) L’additivité ;

2) L’invariance par homotopie ;

3) Propriété de l'excision ;

4) Propriété d’existence,

restent valables pour le degré de Mawhin .

2.3 Théoréme de continuation

Dans ce paragraphe, on se propose de démontrer, que ’équation L(z) = N(x) admet

une solution sous certains conditions.
Dans la démonstration on a besoin du lemme suivant

Lemme 2.3.1. [12] Soient X un espace vectoriel normé, Q2 un ouvert borné de X et

H, : Q — X est continue, Hl(ﬁ) C Xy est borné, ou X; est un sous espace véctoriel de
dimension finie de X, on définit H =1 — Hy, si 0 ¢ H(0Q2) alors H € C[(Q),
0¢ Hx, (0(Q2N X)) et

D;(H,Q) = deg(H\x,,,0).

Ou H|x, est la restriction de H sur Q1N X;.

Proposition 2.3.1. [12] Soient F=1L-N, avec N L-compact sur Q, G : Q — Y

L-compact sur Q, o0 Y un sous espace vectoriel de Z tel que Z = ImL ®Y .

Si les conditions suivantes sont satisfaites

i) L(z) — (1 = \)G(z) = AN(z) £0  pour (z,\) € (domL N Q) x]0,1][;

i) G(z) £ 0 pour x € kerL N O ;

ii1) Deg(Jé‘kerL, QNkerL,0)#0 avec éumL la restriction de G sur kerL

Alors
léquation F(z) =0 i.e L(z) = N(x) admet une solution dans domL N Q.

Preuve

On veut montrer que I'équation F(z) = 0 admet une solution ot F = L — N.

Pour le faire on montre que Dy (F, ) #0 .
On définit 'homototopie ¢ : X x [0,1] — Y

Y(w,\) = L(z) = (1 = \)G(z) = AN (2)
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Pour A=1 ontrouve o(z,1)=L(z)— N(z)= F(z)
Pour A =0 on trouve (z,0) = L(z) — G(z) = H(z).
Donc il suffit de montrer que Dy (H, ) # 0.

1) On verifie que Dy (H,€) est bien défini.

pour le faire on verifie que H € CL() ie

a) G est L-compact :

b) 0 ¢ H(domL N o).

En effet :

a)CN}' est L-compact par hypotheése.

b) On supose qu'il existe € domL N € tel que H(z) =0
Alors

H(z)=0 = QH(z)=0 et (I—Q)H(z)=0
= Q(L(x)-Gx) =0 e (IT-Q)L-G)(z)=0
—  Gx)=0 et L(z)=0
—  Gx)=0 et x€kerL.

Ce qui contredit la condittion (i), donc

H(z) #0 VzedomLNQ.

Ainsi
0 ¢ H(domL N ox).
D’ou
H e CLQ).

Donc par la définition (2.2.5) Dy (H,Q) est bien défini.

2)On montre que Dy (H, Q) # 0.
Par la définition (2.2.5) on a

DL(]?[,Q> = DI<HJ. P. Qﬁa Q)
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D’autres part on a

Hy poH = (JQ+Kp o)(L—-G)

I—P—JQG
I—P—JG.

Donc :
Dy(H,Q) = Di(I — P —JG,Q).

D’aprés le lemme précédent
DL(H,Q) = deg((I = P — JQ)kerr,, 2N kerL, 0)

= deg(—J@keTL, QNkerL,0) car  Per =1
= — sign detJ deg(é‘ke,nL,Q NkerL,0)
= — deg(JCNJ‘kerL, QNkerL,0)
# 0.

Par la condition (7) et I'invariance par homotopie on a

D(F,Q) = Dy(H,Q) 0.
Donc I'équation F(z) = 0 admet une solution dans domL N Q.0

Théoréme 2.3.1. [15] (Théoréme de continuation )

Soit F = L — N, avec N L — compact sur S, telles que les conditions suivantes soient

satisfaites
a)L(x) — AN(x) # 0 V(z, A) € (domL N oQ)x]0,1[;
b)QN(z) #0 pour x € kerL N OSY;

c)deg(JQNkerr, ker L N §2,0) # 0.
Alors léquation L(z) = N(z) admet une solution dans domL N ().

Preuve On applique la proposition (2.3.1), en posant
Y =ImQ e G=QN.

Ceci implique

QN est L — compact sur Q.
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Donc les conditions (i) et (#ii) de la proposition (2.3.1) sont satisfaites .

Maintenant, si on suppose qu'il existe (z, A) € (domL N o) x [0, 1] tel que
L(z) = AN(z) = (1 = N)QN(x).
On applique @ et (I — Q) sur les deux menbres de I’égalité on obtient
QN(z)=0 et L(z)—AN(z)=0.

Ce qui contredit les conditions (a) et (b)

D’ou, la condition (i) de la proposition (2.3.1) est satisfaite.

Donc par la proposition (2.3.1) 'équation L(z) = N(z) admet une solution dans domL N
Q.0
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Chapitre 3

Existence de solutions périodiques
positives

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l'existence des la solutions périodiques pour une

classe d’équations différentielles de la forme :
N'(t) = N(t)F(t, N(t)) (3.1)

Ou F(t,z1) € C(R?,R), F(t+T,z) = F(t,z), et T une constante positive

3.1 Existence de solutions

Dans ce paragraphe on va montrer que I’équation (3.1) admet une solution T-périodique
positive, on utilisera une approche pareille a celle utilisée dans [14].

Théoréme 3.1.1.
i) 3C >0, telle que

|F(t,e"V| < C
Ou z(t) une fonction T-périodique de class C';

i1) 3R > 0, tel que pour z(t) > R

F(t,e*) <0 et F(t,e W) > 0,
ou
F(t,e*W)y>0 et  F(t,e*) <.

Alors, 'équation (3.1) admet au moins une solution T-périodique positive.

Preuve
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On pose N(t) = e*® alore I'équation (3.1) devient :

2'(t) = F(t,e*W) (3.2)
On applique le théoréme de continuation pour 1’équation (3.2), pour cela on prend
X ={z(t) e C'(R,R); z(t + T) = 2(1)},

et
Z={z(t) e C(R,R);2(t+T) = 2(t)}.
Les espaces Z et X munis des normes ||z||o = I%%M(tﬂ, llz|l1 = max{||z||o, ||'||o} res-
telo.
pectivement sont des espaces de Banach.
Soient L :domL C X - Z N: X — Z

Les deux opérateurs définis par
L(x)(t) = 2'(t)

N@)(t) = F(t,e"),

Alors  Ker L = {z € X; x une fonction constante},

ImL = {z € 7: /Tz(t)dt o).

On remarque que cette application & une image fermée dans 7

Et
dimKerL = codimImL = 1.

D’ou, L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.

Les applications suivantes designent des projections respectivement sur X et Y ;

I 1 (T
P(z) = —/ w(t)dt,r € X, Q(z) = —/ 2(t)dt, z € Z.
T /o T J,
On voit que
T
Ligerp = Lp(z) = 2'(t) avec / x(t)dt = 0.
0
Et
1 T
QN (x) = —/ F(t,e*M)dt.
0
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De plus :
Kp(z) = Lyi(2)
= /Tz(s)ds—l—%/o SZ(S)dS.
En effet :
Lp(z) = 2'(t) avec /o z(t)dt =0
= z(t).
Lp(z) =2'(t) = L' (2) = a(t)
_ /0 +(s)ds + 2(0).
Et
/Ta:(t)dt =0 = /T[/tz(s)ds + 2(0)]dt =0
= z(0) = —%/0 /0 z(s)dsdt.
Donc

D’aprés le chapitre (2) on a

34



CHAPITRE 3. EXISTENCE DE SOLUTIONS PERIODIQUES POSITIVES

Alors, il suit que

K,oNz(t) = K,Nxz(t) — K,QNz(t)

— /tF(s e*®) )ds+/0 sF(s, e ds—/ / F(t,e*)dt]ds
— / / (t,e" dt

(© L[t Ngs+ Tt [ (¥
= F(s,eQCS Yds + = sF(s,e"*)ds + —— F(t,e"")dt
T T Jo T Jo

1 T
- = / F(t,e")dt
2 0

t ( Lt 0 Loty [ (5
= F(s,e"*)d F(s,e”*)d - — = F(s,e™¥)ds.
[ P g [ sps s+ (G- ) [P
Dons la suite on vérifie les conditions du théoréme d’Ascoli-Arzela (voir 'annexe), d’un
coté et pusique F est continue et de la condition (i) du théoréme (3.1).on peut voir que

KpgNz est une fonction T-périodique de classe C*! pour tout z € X.

De l'autre coté, pour tout ensemble borné €2 de X

On a
L *)
N < — F(t, et
[QNz|lp < maxT |, |F'(t, ")\ dt
< (.
Et

I I
KpoNz|o < — [ F(s,e"))d F(s,e"®)d
[KrgNaly < max| [ Pls.cds+ 1 [ sP(s.e9)is
1t (" (s
-7 [ Flae®s
0

T
< TC’+TC’+7C<3TC’.
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. €
Alors, pour tout x € €2, > 0, il existe § = tels que

20
Pour tous ¢y, t, si [t; —ta] < J on a

to
|KpoNx(t1) — KpoNz(ta)| < / |F(S,6$(S))|d8
¢

1
ty—to| (T
+ I 2|/ |F(s,e™®)|ds
T Jo

S 20|t1 —tg‘ <eE.

Ainsi par le théoréme d’Ascoli-Arzela, pour tout sous ensemble borné 2 C X on a

QN et Kpg sont compacts sur Q.

D’ou, N et L-compact.

Donc, on peut appliquer le théoréme de continuation, on considére une fammille d’équa-

tions
L(z) = AN(x) avec X €]0,1].

| 2’ (t) = AF(t,e*V) (3.3)

Supposons que z(t) € Xune solution de (3.3), par 'intégration du systéme (3.3) sur
'intervalle [0.T], on obtient

oz/Tx’(t)dt:/TF(t,e“t))dt. (3.4)

De (3.3) et la condution (i), on a

T T
/ |2/ (t)|dt = )\/ |F(t,e*®)|dt
0 0
< TC car A€ |0,1].

De plus de (3.4) et (ii), on peut voir qu'il existe t; €]0, T et une constonte M; > 0
tel que
Z’(tl) < M.
En effet :
Si on suppose le contraire i.e Vt € [0,7],YM; > 0,z(t) > M, alors

Par la condition (i7) on trouve
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T
/ F(t,e*dt > 0
0

Ou

T
/ F(t,e*Ndt < 0
0
Cela condredit (3.4).
Donc 3ty € [0,T], M; > 0 tel que
l’(tl) < M;.

Alors il existe & € [0, 7],
tel que

De la méme fagon, on peut voir qu’il existe & € [0, 7], My > 0
tel que
$(§2) > —Ms. (37)

Kf@ﬁgAﬂMMﬁ

z(t) < z(&) +/0 |2’ (t)|dt.

De plus on a
D’ou

Et par (3.5),(3.6) il suit que
LE(t) <M +TC.

‘f%ﬁW>—AﬂﬂMﬁ

£(t) > 2(6) — / 12/ (1) .

D’autre coté on

i.e

D’ou, par(3.7),
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Ainsi
|| T ||0< max{Ml + TC, M2 + TC} = Mg.

On prend
Q={z(t)e X ||z ||< M}.

Ou M = max{R, M;,C}.
Lorsque x € 02N KerL i.e x une fonction constante dans avec || z ||;= M.

Alors par la conditon (i) on a

ON(z) — /0 F(t, e")dt

£ 0.

Maintenant, on considére tous les cas correspondants a la condition (i)
1°*cas : Siz = M et F(t,e*) > 0.
Soit I’homotopie H définie par

H(z,u) =ux + (1 —u)QN(x)avec wu € [0,1].

On voit que pour x € I NR, zH(z,u)> 0.

Donc
H(xz,u) #0, VYxedQnR.

Ainsi le degré deg(H(.,u), 2N R,0) est bien défini.

Et par I'invariance par homotopie, on obtient

deg(QN rerrom N R, 0) = deg(I, 2N R,0) # 0.
2°mecas : Siz = M et F(t,e®) < 0.
Pour x € Q N R, on définit 'homotopie

H(z,u) = —ux + (1 — u)QN(x)avec wu € [0,1].
Donc pour z € 00 NR, zH(x,u) <0.
D’ou

H(z,u) #0, VoredNR.
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Ainsi le degré deg(H(.,u), 2N R, 0) est bien défini.

Et par 'invaraiance par homotopie, on obtient

deg(QN rerrom @ N R, 0) = deg(—1, QN R,0) # 0.

3*mecas : Siz=—M et F(t,e*) >0 ou F(t,e) < 0.

De la méme fagon on montre que

deg(QN kerrom 2N R, 0) # 0.

Alors, on voit que () satisfait toutes les conditions du théoréme de continuation donc

I'équation (3.2) admet au moins une solution T-périodique qu’on note par x*(t).
On pose N*(t) = e*®).
Ainsi, N*(t) est une solution T-périodique positive de 1’équation (3.1). O
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Annexe

Définition 3.1.1. : On dit qu’un ensemble est relativement compact si sa fermeture est

compact.

Définition 3.1.2. : Soient E et F' deux espaces normés, T : E — F est appelé opérateur

compact, sl transforme tout ensemble borné de E en un ensemble relativement compact

de F.
Définition 3.1.3. : On dit qu’un opérateur T : E — F' est de rang fini, si la dimension

de T(E) est finie.

Proposition 3.1.1. [2] Un opérateur linéaire, continu de rang fini est compact.

3.2 Théoréme d’Ascoli

Définition 3.2.1. [3] Soient By(FE, F') l’ensemble des fonctions continues bornées sur E
et a valeur dans F, H une partie de By(E,F) et xy € E. On dit que H est équicontinue

en xo st et seulement si
Ve > 0,36 > 0,Vx € E;dp(zo,x) < 6 = dp(f(z), f(x0)) <e&,Vf € H.

Théoréme 3.2.1. :(Théoréme d’Ascoli,version 1)

Soitent B un espace metrique compact, F' un espace metrique complet et soit H un sous
ensemble de C(E, F), alors

1) H est equicontinue
H est relativement compact <= 2)Ve e E,H(x) ={f(x),f € H} est
relativement compact dans F

Théoréme 3.2.2. [3] :(Théoréeme d’Ascoli, Version 2)

Soit K un espace métrique compact, H un sous ensemble borné de C(K). On suppose que

H est uniformément equicontinue, c’est a dire

Ve > 0,30(e) > 0,Vxy, 20 € K, d(z1,22) < 0 = |f(21) — f(22)| < &,Vf € H.
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Alors H est relativement compact dans C(K).

3.3 Théoréme de la valeur moyenne

Théoréme 3.3.1. [1] ( Premiére formule )
Soient f et g deuz applications intégrables sur intervalle compact |a,b], a < b, dans R,
Uapplication g étant positive. On désigne parm [resp.M] la borne inférieure [resp.superieure]

de f sur [a,b]. Alors il existe k € R vérifiant :

Si f est continue, alors il existe ¢ € [a,b] vérifiant

b b
/fng(C)/g-

Théoréme 3.3.2. [1](Deuxiéeme formule )
Soient f une application positive, décroissante de [a,b] dans R, g une application intégrable

de [a,b] dans R. Alors il existe un point ¢ de |a,b] tel que on a :

/bfng(a)/cg-

3.4 Théoréme d’inversion locale

Théoréme 3.4.1. [2] Soit f : U — F une application de classe C* d’un owvert U d’un
espace de Banach E dans un espace de Banach F. On suppose qu’en un point a € U, la
differentielle f'(a) de Uapplication f est un isomorphisme de E dans F. Alors il existe un
voisinage ouwvert V de a, V C U tel que W = f(V') soit un ouvert de F' et que la restriction
de f aV soit un difféomorphisme de classe C* de V dans W.

Proposition 3.4.1 (13). Soit Q un ouvert borné de R" et f : Q — R"™ une application

dans C1(Q) N C°(Q). pour x € Q, on désignera par D f(zy) = (gg;)(xo)(l <i,j<n)la
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matrice jacobienne de f en xo et par Jr(xg) = detD f(xo) le déterminant jacobien de f en
Zg.
Siyo & f(OQ)est une valeur régulicre, alors I'ensemble E = f~1(yo) est fini.
Preuve
yo réguliere = Va € f~(yo), Jp(xo) # 0
= Vz e f(y),U € V(z) telqgue fiU est un homéomorphisme

= tous les points de E sont isolés (E est un ensemble discret)

Or, f étant continue, I’ensemble E est fermé donc compact car inclus dans le borné 2.
Enfin,
E compact et discret < E fina.
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