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0.1 Introduction

Le but principal de ce mémoire est consiste à montrer comment certains problèmes

classiques de géométrie Riemannienne peut reformuler à une équation différentielle par-

tielle, ce problème est venu compléter la conjecture de Poincaré c’est le problème de

Yamabe. Celui-ci consiste à chercher une métrique à courbure scalaire constante parmi la

classe conforme d’une métrique donnée g, c’est-à-dire parmi l’ensemble des métriques qui

sont obtenues par multiplication de g par une fonction lisse et positive :

[g] = {g̃ = fg, pour f ∈ C∞ (M) , f > 0.}

Dans le cas d’une surface de Riemann compacte, il existe toujours une métrique conforme

avec courbure de Gauss constante égale à 1; 0 ou −1, d’après le théorème d’uniformisation

de Poincaré. De plus, cela implique que la surface de départ est conforme à un quotient

respectivement de la sphère S2, du plan euclidien R2 ou de l’espace hyperbolique H2. Pour

une variété compacte lisse de dimension supérieure ou égale à 3, le problème a été formulé

par H.Yamabe [6] en 1960, puis résolu à travers les contributions de plusieurs mathémati-

ciens, N. Trudinger, T. Aubin, R. Schoen ([11] [1] [10]). L’approche utilisée repose sur la

compréhension d’un invariant conforme, la constante de Yamabe, qui est la borne inférieure

de l’intégrale de la courbure scalaire parmi les métriques conformes de volume unitaire :

µ (M, [g]) = inf

{∫
M
Sg̃dvg̃, tq g̃ ∈ [g] et V olg̃(M) = 1

}
Une métrique qui atteint cette constante s’appelle métrique de Yamabe et est à courbure

scalaire constante, mais réciproquement, une métrique à courbure scalaire constante n’est

pas nécessairement une métrique de Yamabe, car elle n’est pas nécessairement minimisant.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres :

Le chapitre 1 est consacré à l’étude des variétés Riemannienne et on va insister sur Les

courbures (scalaire) on va parle aussi de la métrique conforme qui est très importante et
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on va préciser la relation entre la courbure scalaire d’une métrique et la courbure scalaire

d’une métrique conforme, elle forme exactement l’équation de Yamabe

Le chapitre 2 traite essentiellement d’inégalités de Sobolev sur les variétés qui est de

la forme {
f ∈ C∞(M), |∇lf | ∈ Lp(M) ∀0 ≤ l ≤ k

}
Ainsi on va parler d’équations aux dérivées partielles (E.D.P.) elliptiques puis la méthode

variationnelle, ce concept prendra également une part importante de l’intérêt du troisième

chapitre pour résoudre l’équation de Yamabe

Le chapitre 3 combine l’évolution de la solution de problème de Yamabe et La motivation

pour considérer n ≥ 3 venait du fait que Le théorème d’uniformisation de Poincaré est

valable en dimension deux et sur toute surface Riemannienne compacte il existe une

métrique à courbure de Gauss constante, la réponse à la question de H. Yamabe est

positive, et est due aux travaux de plusieurs mathématiciens, T. Aubin, N. Trudinger, R.

Schoen, pendant vingt ans. Nous soulignons l’étude d’un invariant conforme, la constante

de Yamabe, et de sa relation avec la constante de Yamabe de la sphère, en plus on va voir

Comment résoudre complètement le problème de Yamabe au fil des ans.



Chapitre 1

Variétés Riemannienne

une variété riemannienne est une variété différentielle munie d’une structure supplémentaire

appelée métrique riemannienne permettant de calculer le produit scalaire de deux vecteurs

tangents à la variété en un même point. Cette métrique permet de définir la longueur d’un

chemin entre deux points de la variété, les concepts fondamentaux qu’on associe à la variété

riemannienne sont la connexion de Levi-Civita et la courbure.

1.1 Variété Riemannienne

Soient V1, V2, ..., Vk et W des espaces vectoriels, soit F une application de V1× ...×Vk →W.

On dit que l’application F est k-linéaire ou (multilinéaire) si elle est linéaire sur chaque

variable i.e

F (v1, ..., αvi1 + βvi2 , ..., vk) = αF (v1, ..., vi1 , ..., vk) + βF (v1, .., vi2 , ..., vk)

Pour tout α, β ∈ K et i = 1, ..., k. Soit V un espace vectoriel sur R, l’application ω : V → R
est applée un covecteur, l’ensemble des covecteurs est applée le dual de V noté V ∗.

On va considérer que 〈ω, v〉 = 〈v, ω〉 = ω(v) ∈ R, v ∈ V, ω ∈ V ∗.

Proposition 1.1.1. Si (v1, ..., vn) est une base de V espace vectoriel de dimension n, alors

(w1, ..., wn) est une base de V ∗ et on a wj(vi) = δij . En particulier, dim V = dim V ∗.
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1.2 Notions de Tenseur

Définition 1.2.1. 1. Un k − tenseur covariant sur V est une application k − linaire

V k → R tel que V k = V × ...× V︸ ︷︷ ︸
k fois

. On note T k(V ) l’ensemble des tenseurs k −

covariant sur V

2. Un l− tenseur contravariant est une application linéaire sur V ∗l → R. On note Tl(V )

l’ensemble des tenseurs l − contravariant sur V

3. Un k − tenseur covariant et l − tenseur contravariante est une application (k + l)−

linaire sur V k × V ∗l → R.
un tenseur de type (k, l) est k − covariant et l − contravariant. On note T kl (V )

l’ensemble des tenseurs de type (k, l).

4. Par convention T 0(V ) = T0(V ) = R.

Définition 1.2.2. le produit tensoriel de deux tenseurs F ∈ T kl (V ) et G ∈ T pq (V ) est le

tenseur noté F ⊗G ∈ T k+p
l+q (V )

F⊗G(v1, ..., vk, ..., vk+p, w
1, ..., wl, ..., wl+q) = F (v1, ..., vk, w

1, ..., wl)G(vk+1, ..., vk+p, w
l+1, ..., wl+q)

Lemme 1.2.1. Si (v1, ..., vn) est la base de V et (ω1, ..., ωn) la base duale correspondante à

V (i.e. ωi(vj) = δij), alors le tenseur

wi1 ⊗ ...⊗ wik ⊗ vi1 ⊗ ...⊗ vil , 1 ≤ jp, iq ≤ n

forme une base de T kl (V ). Par conséquent, dim T kl (V ) = nk+1 Tenseurs sur une variété

Définition 1.2.3. Pour tout p ∈M , définissons l’espace vectoriel

T (s,r)
p M = TpM ⊗ ...⊗ TpM︸ ︷︷ ︸

s fois

⊗ T ∗pM ⊗ ...⊗ T ∗pM︸ ︷︷ ︸
r fois

Un élément T ∈ T (s,r)
p M est un tenseur de type (s, r) au dessus de p. Dans une base associée

à des coordonnées (xi) au voisinage de p, il s’écrit

T|p = T i1...isj1...jr
(p)

∂

∂xi1
(p)⊗ ...⊗ ∂

∂xis
(p)⊗ dxj1|p ⊗ ...⊗ dx

jr
|p
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1.2.1 Métrique Riemannienne

Définition 1.2.4.

On appelle métrique riemannienne de classe Cp sur M la donnée pour tout m ∈ M d’un

produit scalaire gm (forme bilinéaire symétrique définie positive) sur TmM dépendant de

façon Cp de m (i.e. pour toute carte (U,ϕ) de classe Cp+1 sur M), on suppose que la

fonction m 7→ gm( ∂
∂xi

(m), ( ∂
∂xj

(m))) = gij(m) est Cp de U dans R. Les coefficients de la

matrice gij(m) sont appelés les coefficients de la métrique dans la carte (U,ϕ).

Définition 1.2.5. On appelle variété Riemannienne toute variété munie d’une métrique

Riemannienne.

Exemple 1.2.1. sur M = R on pose g(m) = h(m)dx2 où h : R→ R+
∗ est une fonction Cp

et dx2 est la forme quadratique sur R ' TmR définie par dx2(u, u) = u2 pour tout u ∈ R.
Alors g est une métrique Riemannienne C sur R.

Remarque 1.2.1. Si X =
∑

iXi
∂
∂xi

et Y =
∑

i Yi
∂
∂xi

sont deux champs de vecteurs sur M,

alors on a

gm(X(m), Y (m)) =
∑
i

gij(m)Xi(m)Yj(m)

Exemple 1.2.2. Si (U, x) une carte sur M , alors ∂1, ..., ∂n forme une base pour TpM sa

base duale est dxjj=1,...,n , alors la métrique g est donnée par

g = gijdx
i ⊗ dxj = gijdx

idxj

1.2.2 Connexion linéaire

Définition 1.2.6. Une connexion linéaire sur une variété M est une application

∇ : Γ (TM)× Γ (TM) −→ Γ (TM)

(X,V ) 7−→ ∇XV

vérifiant :

1. ∇X (V +W ) = ∇XV +∇XW

2. ∇X (f.V ) = X (f)V +∇XV

3. ∇X+fY V = ∇XV + f∇Y V,
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pour tout V,W,X, Y ∈ Γ (TM) et f ∈ C∞ (M)

Définition 1.2.7. Soient ∇ une connexion sur une variété M de dimension n et (∂1, ..., ∂n)(
resp

(
dx1, ..., dxn

))
une base locale de section de Γ (TM) (resp Γ (T ∗M)) . On défini les

symboles de Christoffel par

Γkij = dxk (∇∂i∂j)

Soit g une métrique Riemannienne sur M , On dit que la métrique g est compatible avec la

connexion ∇ (ou parallèle), si

∇g = 0

i.e

(∇Xg) (V,W ) = 0

ou

X (g (V,W )) = g (∇XV,W ) + g (V,∇XW )

pour tout X,V,W ∈ Γ (TM) .

1.2.3 Isométrie

Définition 1.2.8. Soit f : M → (N,h) un difféomorphisme local sur M et h une métrique

sur N. On définit une métrique g = f∗h sur M, appelée métrique tirée en arriére de h par

f, en posant, pour tout (u, v) ∈ TmM

(f∗h)m(u, v) = h(dmf(u), dmf(v))

Définition 1.2.9. f : (M, g) → (N,h) est une isométrie (resp. une isométrie locale) ssi f

est un difféomorphisme (resp. difféomorphisme local) et g = f∗h.

Exemple 1.2.3. (Rn, gRn) est localement isométrique, mais pas isométrique.
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1.2.4 Tenseur de torsion

Définition 1.2.10. Soient M une variété différentiable et ∇ une connexion linéaire sur M .

Le tenseur de torsion associé à ∇ est une application vectorielle C∞(M)-bilinéaire deffinie

par

T : Γ1(TM)× Γ1(TM) −→ Γ1(TM)

(X,Y ) 7−→ T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

pour tout X,Y ∈ Γ1(TM).

Remarque 1.2.2.

1. T est un champ de tenseur de type (1, 2),

2. T (X,Y ) = −T (Y,X) pour tout X, Y ∈ Γ1(TM) ( T est antisymétrique)

3. La connexion ∇ est dite sans torsion si T ≡ 0 (i.e) pour tout X, Y ∈ Γ1(TM) :

[X,Y ] = ∇XY −∇YX

4. Pour tout x ∈M ,le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire vectoriel

Tx : TxM × TxM −→ TxM

(v, w) 7−→ (∇XY )x − (∇YX)x − [X,Y ]x

où X,Y ∈ Γ1(TM), tel que Xx = v et Yx = w indépendament du choix de X et Y ).

1.3 Connexion de Levi-Civita

Théorème 1.3.1. Sur toute variété Riemannienne (Mn, g), il existe une unique connexion

linéaire 5 telle que pour tout (X,Y, Z) ∈ X(M)3 on a

1/OXY = OYX + [X,Y ], sans torsion(T ≡ 0)

2/Xg(Y,Z) = g(OXY,Z) + g(Y,OXZ), compatibilite avec g

O est appellée connexion de Levi-Civita de la métrique g.
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Preuve

Unicité :

Si une telle connexion existe ,on a

Xg(Y,Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y ) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) + g(∇Y Z,X)

+g(Z,∇YX)− g(∇ZX,Y )− g(X,∇ZY )

= g(Y, [X,Z]) + g(X, [Y, Z]) + g(Z, [X,Y ]) + 2g(Z,∇YX)

parceque

∇XZ −∇ZX = [X,Z] ,∇Y Z −∇ZY = [Y,Z] , ∇XY +∇YX = [X,Y ] + 2∇YX. On a donc

g(Z,∇XY ) =
1

2
[Xg(Y,Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y )− g(X, [Y, Z])− g(Y, [X,Z])− g(Z, [X,Y ])]

(1.1)

ce qui montrer que ∇XY est défini de façon unique.

Existance :

L’identité 1.1 implique qu’il y’a une relation entre les symboles de Christoffel de O et les

coéfficients de matrice de g

∑
l

Γlijglk =
1

2
(
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

).

de cette expression suit la définition des Γkij en termes des gij

Γkij =
1

2

∑
l

(
∂gjl
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xl

)glk.

Calculs en coordonnées locales

Soit (U,ϕ) une carte sur M et (gij) les coefficients de la métriques g dans la carte on définit

sur ϕ(U) des fonctions

Okij =
1

2

n∑
l=1

gkl(
∂glj
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xk

)

où les coefficients gij sont ceux de la matrice (gij)
−1. On a alors O ∂

∂xi

∂
∂xj

=
n∑
k=1

Γkij
∂
∂xk

. Les

fonctions Γkij sont appelées les symboles de Christoffel de la métrique g dans la carte (U,ϕ).
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Remarque 1.3.1.

1. Pour tout (i, j, k),on a Γkij = Γkji.

2. (OXY )(m) ne dépend que des Γkij(m), de X(m) et de la connaissance de Y le long

d’une courbe γ de M vérifiant γ(0) = m et γ′(0) = X(m).

Exemple 1.3.1.

1. On définit une connexion linéaire O sur R en posant OXY =
∑n

i,j=1Xi
∂Yj
∂xi

ej , où

X =
∑n

i=1Xiei et Y =
∑n

i=1 Yiei. Cette connexion vérifie

1/OXY − OYX =

n∑
i,j=1

(Xi
∂Yj
∂xi
− Yi

∂Xj

∂xi
)ej = [X,Y ],

2/ Z.gRn(X,Y ) =

n∑
i,j=1

(Zi
∂Xj

∂xiYj
− ZiXj

∂Yj
∂xi

)

= gRn(OZX,Y ) + gRn(X,OZY )

2. Si M = Rn et g = gRn , alors dans la carte (Rn, IdRn) on a gij = δij et donc Γkij = 0

pour tout (i, j, k). La connexion de Levi-Civita de (Rn, IdRn) est donc O.

Exemple 1.3.2. (Le tore )

Notre modéle d’un tore a un rayon majeur c et un rayon mineur a. Nous considérons seule-

ment le tore annulaire, pour quel c > a

Nous utilisons un système coordonnée u, v pour lequel des plans de constante u traversent

l’axe du tore
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Nous paramétrons la surface X par

X(u, v) =


x = (c+ a cos v) cosu

y = (c+ a cos v) sinu

z = a sin v

Nous commençons par calculer

1/la métrique induite :

Soit geu = dx2 + dy2 + dz2 la métrique Euclidienne sur R3
dx = −(c+ a cos v) sinudu− a cosu sin vdv

dy = (c+ a cos v) cosudu− a sinu sin vdv

dz = 0du+ a cos vdv
dx2 = (−(c+ a cos v) sinu)2du2 + (−a cosu sin v)dv2

dy2 = ((c+ a cos v) cosu)2du2 + (−a sinu sin v)2dv2

dz2 = 0du2 + (a cos v)2dv2

Alors, geu = (c+ a cos v)2du2 + a2dv2.

La matrice et son inverse sont données par :

gij =

[
g11 g12

g21 g22

]
=

[
(c+ a cos v)2 0

0 a2

]
;

gij =

[
g11 g12

g21 g22

]
=

[
1

(c+a cos v)2
0

0 1
a2

]
,

les dérivées partielles sont

gij,u =

[
0 0

0 0

]
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et

gij,v =

[
−2a cos v(c+ a cos v) 0

0 0

]
.

2. les symbole de Christoffel :

Γuuu =
1

2
[guu(guu,u + guu,u − guu,u) + guv(gvu,u + gvu,u − guu,v)]

Γuuu =
1

2
[guu(0 + 0− 0) + 0(gvu,u + gvu,u − guu,v)]

Γuuu = Γvvv = 0

Γuuv =
1

2
[guu(guv,u + guu,v − guv,u) + guv(gvv,u + gvu,v − guv,v)]

Γuuv =
1

2
[guu(0 + guu,v − 0) + 0(gvv,u + gvu,v − guv,v)]

Γuuv = − a sin v

(c+ a cos v)

Γuvu =
1

2
[guu(guu,v + guv,u − gvu,u) + guv(gvu,v + gvv,u − gvu,v)]

Γuvu =
1

2
[guu(guu,v +0− 0) + 0(gvu,v + gvv,u − gvu,v)]

Γuvu = Γuuv = − a sin v

(c+ a cos v)

Γuvv =
1

2
[guu(guv,v + guv,v − gvv,u) + guv(gvv,v + gvv,v − gvv,v)]

Γuvv =
1

2
[guu(0 + 0− 0) + 0(gvv,v + gvv,v − gvv,v)]

Γuvv = 0

Γvuu =
1

2
[0(guu,u + guu,u − guu,u) + gvv(0 + 0− guu,v)]

Γvuu =
1

a
sin v(c+ acosv)

Γvuv =
1

2
[gvu(guv,u + guu,v − guv,u) + gvv(gvv,u + gvu,v − guv,v)]

Γvuv =
1

2
[0(guv,u + guu,v − guv,u) + gvv(0 + 0− 0)]

Γvuv = Γvvu = 0
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Exemple 1.3.3. (la sphère S2)

Nous paramètrons la surface X par

X(u, v) =


x = r cos θ sinϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

Calculons dx, dy et dz en termes de dr, dθ et dϕ nous obtenons

dx2 + dy2 + dz2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 (1.2)

Le long de la sphère r ≡ 1 et donc dr ≡ 0. Ainsi, l’équation 1.2 devient

dx2 + dy2 + dz2 = dθ2 + sin2 θdϕ2.

nous avons, dans les composantes de la matrice et son inverse sont donnée

gij =

[
g11 g12

g21 g22

]
=

[
1 0

0 sin2θ

]

gij =

[
g11 g12

g21 g22

]
=

[
1 0

0 sin2θ

]



1.3 Connexion de Levi-Civita 17

2/ les symbole de Christoffel :

Γ1
11 =

1

2
[g11(g11,1 + g11,1 − g11,1) + g12(g12,1 + g12,1 − g11,2)]

Γ1
11 =

1

2
[(0 + 0− 0) + 0(0 + 0− 0)]

Γ1
11 = Γ2

22 = 0

Γ1
12 =

1

2
[g11(g11,2 + g21,1 − g21,1) + g12(g22,1 + g21,2 − g12,2)]

Γ1
12 =

1

2
[1(0 + 0− 0) + 0(0 + 2 cos 1 sin 1− 0)]

Γ1
12 = Γ1

21 = 0

Γ1
22 =

1

2
[g11(g12,2 + g12,2 − g22,1) + g12(g21,2 + g21,2 − g22,2)]

Γ1
22 =

1

2
[1(0 + 0− 2 cos 1 sin 1) + 0(0 + 0− 0)]

Γ1
22 = − cos θ sin θ

Γ2
11 =

1

2
[g21(g11,1 + g11,1 − g11,1) + g22(g12,1 + g12,1 − g11,2)]

Γ2
11 = 0

Γ2
12 =

1

2
[g21(g12,1 + g11,2 − g12,1) + g22(g22,1 + g21,2 − g12,2)]

Γ2
12 =

1

2
[0(0 + 0− 0) +

1

sin2 θ
(0 + 2 cos θ sin θ − 0)]

Γ2
12 = Γ2

21 =
cos θ

sin θ

donc ona les Γkij sont nuls sauf Γθϕϕ = − sin θ cos θ et Γϕθϕ = Γϕϕθ = cos θ
sin θ
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1.4 Les courbures

1.4.1 Tenseure de courbure

Définition 1.4.1. Soit M une variété muni d’une connexion linéaire ∇. On définit le

tenseur de courbure, R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM)→ Γ(TM), associé à ∇, par :

R(X,Y )V = ∇X∇Y V −∇Y∇XV −∇[X,Y ]V

pour tout X,Y, V ∈ Γ(TM).

Propriétés 1.4.1.

1. La courbure R est C∞(M)-3 linéaire

2. R(X,Y )V = −R(Y,X)V pour tout X,Y, V ∈ Γ(TM) (antisymtrie)

Définition 1.4.2. Sur une variété Riemannienne (M, g), le tenseur de courbure de la

connexion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Riemannienne.

Le tenseur de courbure Riemannienne s’exprime en fonction des coefficients de Christoffel :

R(∂i, ∂j)∂k =

n∑
l=1

Rlijk∂l

Rlijk = ∂i(Γ
l
jk)− ∂j(Γlik) +

n∑
m=1

{
ΓlimΓljk − ΓljmΓmik

}
où, (∂i)i=1..n est une base locale de champs de vecteurs sur M .

Proposition 1.4.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure Rie-

mannienne R a les propriétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (3, 1).

2. g (R (X,Y )Z,W ) = −g (R (X,Y )W,Z) .

3. g (R (X,Y )Z,W ) = g (R (Z,W )X,Y ) .

4. R vérifie l’identité de Bianchi algébrique

R (X,Y )Z +R (Y,Z)X +R (Z,X)Y = 0.

5. R vérifie l’identité de Bianchi différentielle

(∇XR) (Y, Z) + (∇YR) (Z,X) + (∇ZR) (X,Y ) = 0.

∀X,Y, Z,W ∈ Γ (TM) .
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1.4.2 Courbure de Ricci

Définition 1.4.3. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (Mm, g) de dimension

m est un tenseur de type (0, 2) défini par

Ric (X,Y ) = traceR (∗, X)Y

=
m∑
i=1

g (R (ei, X)Y, ei) ,

pour tout X,Y ∈ Γ (TM),où (ei) est une base orthonormée locale sur M , et

R (∗, X)Y : Γ (TM) → Γ (TM)

Z 7→ R (Z,X)Y

On pose :

Ric : Γ (TM)× Γ (TM) → R

(X,Y ) 7→ Ric (X,Y )

La courbure de Ricci, Ric est forme bilinéaire symétrique, en effet

Ric (X,Y ) =
m∑
i=1

g (R (ei, X)Y, ei)

=

m∑
i=1

g (R (Y, ei) ei, X)

=

m∑
i=1

g (R (ei, Y )X, ei)

= Ric (Y,X)
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Relativement à la base
(
∂
∂xi

)
i=1..m

, les composantes du tenseur de Ricci sont donnés par

Ricij = Ric

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)

= traceR

(
∗, ∂

∂xi

)
∂

∂xj

= gklg

(
R

(
∂

∂xk
,
∂

∂xi

)
∂

∂xj
,
∂

∂xl

)
= gklRskijgls

= δksR
s
kij

= Rkkij

Définition 1.4.4. Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (Mm, g), est un tenseur

de type(1, 1), défini par

Ricci (X) =
m∑
i=1

R (X, ei) ei

pour tout X ∈ γ (TM), où (ei)i=1..m est une base orthonormée locale sur M .

Remarque 1.4.1. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, de dimension m. Pour tout

X,Y ∈ Γ (TM) on a

Ric (X,Y ) = g (Ricci (X) , Y )

1.4.3 Courbure scalaire

Définition 1.4.5. On appelle courbure scalaire d’une variété riemannienne (Mm, g) la fonc-

tion définie sur M par

S = tracegRic =
m∑

i,j=1

g (R (ei, ej) ej , ei)

où (ei)i=1..m une base orthonormée locale sur M.

Proposition 1.4.2. Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle

constante K si et seulement si le tenseur de courbure vérifie l’équation :

R (X,Y )Z = K (g (Y, Z)X − g (X,Z)Y ) .
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pour tout X,Y et Z ∈ Γ (TM) .

Corollaire 1.4.1. Si (Mm, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle

constante K, alors pour tout X,Y ∈ Γ (TM) on a

1. Ricci (X) = (m− 1)KX,

2. Ricci (X,Y ) = (m− 1)Kg (X,Y ) ,

3. S = m(m− 1)K.

Exemple 1.4.1. L’espace euclidien Rn muni du repère canonique ∂i = ∂
∂xi

, du produit

scalaire euclidien g = gijdxi ⊗ dxj, où gij = δij. On vérifie immédiatement que Γkij = 0,

Rlijk = 0 donc R = 0. En particulier, la courbure sectionnelle de (Rn, g0) est nulle.

Exemple 1.4.2. Soit M = Sn on va calculer sa courbure scalaire, tout d’abord on va passé

par le tenseur de Ricci qui est calculé à partir du tenseur de Riemann, et cela dépend des

symboles de Christoffel qui on a calculer dans l’exemple (1.3.3) Γθϕϕ = − sin θ cos θ

Γϕϕθ = cos θ
sin θ

La métrique pour une sphère est

ds2 = r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (1.3)

où r est le rayon constant de la sphère, donc

gθθ = r2

gφφ = r2 sin2 θ

nous pouvons prendre pour être Rθφθφ, qui peut être calculée à partir de

Rijlm = ∂lΓ
i
mj − ∂mΓilj + ΓkmjΓ

i
lk − ΓkljΓ

i
km
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En abaissant le premier indice, nous avons

Rθϕθϕ = gθiR
i
ϕθϕ

= gθθR
θ
ϕθϕ

= r2
(
∂θΓ

θ
ϕϕ − ∂ϕΓθθϕϕ + ΓϕϕϕΓθθϕ − ΓϕθϕΓθϕϕ

)
= r2

(
− cos 2θ − 0 + 0− ΓϕθϕΓθϕϕ

)
= r2

(
sin2 θ − cos2 θ + cos2 θ

)
= r2 sin2 θ

Nous pouvons maintenant trouver le tenseur de Ricci.

Rij = gabRaibj

Puisque la métrique est diagonale et gab est l’inverse de gab, nous avons

gθθ =
1

gθθ
=

1

r2

gϕϕ =
1

gϕϕ
=

1

r2 sin2 θ

donc, en utilisant les symétries du tenseur de Riemanne,

Rθθ = gabRaθbθ

= gϕϕRϕθϕθ

=
1

r2 sin2 θ
r2 sin2 θ

= 1

Rϕϕ = gabRaϕbϕ

= gθθRθϕθϕ

= sin2 θ

Rθϕ = Rϕθ = 0
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Nous pouvons également obtenir la version du tenseur de Ricci à l’étage supérieur :

Rθθ = gθigθjRij

= gθθgθθRθθ

=
1

r4

Rϕϕ = gϕϕgϕϕRϕϕ

=
1

r4 sin2 θ

Le courbure scalaire est

R = gijR
ij

= r2 1

r4
+ r2 sin2 θ

1

r4 sin2 θ

=
2

r2

Comme on pouvait s’y attendre, la courbure d’une sphère diminue à mesure que son rayon

augmente.

1.5 Métrique conforme

Définition 1.5.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. Deux métriques

g et g̃ sur M , sont dit conforme s’il existe une fonction positive non nulle f ∈ C∞(M) telle

que

g̃ = f.g (1.4)

ie

g̃ (X,Y ) = f.g (X,Y ) (1.5)

pour tout X,Y ∈ Γ (TM). f est appelé fonction de dilatation.

Exemple 1.5.1. Exemple de transformation conforme : le disque de Poincaré Le disque de

Poincaré est une représentation conforme d’une nappe de l’hyperboloide dans un disque. Une
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surface hyperbolique est une variété de dimension 2 de courbure négative. Soit une surface

hyperbolique H d’axe OZ et d’équation :

z =
√

1 + x2 + y2

Soit m un point de l’axe OZ de coordonnée négative. Quelque soit le point p appartenant à

H, le segment [mp] coupe le plan XOY en un point d’un disque D du plan xoy (voir figure

suivante).

1.5.1 Connexion de Levi-Civita d’une métrique conforme

Proposition 1.5.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et g̃ = f.g

une métrique conforme. Alors, pour tout X,Y ∈ Γ (TM), nous avons :

∇̃XY = ∇XY +
X (f)

2f
Y +

Y (f)

2f
X − g (X,Y )

2f
grad (f) . (1.6)

où ∇, ∇̃ désignent les connexions de Levi-Civita associeés à g et g̃ respectivements.
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Preuve 1.5.1. Soient X,Y, Z ∈ Γ (TM). En utilisant la formule de Kozul , on obtient

2g̃
(
∇̃XY,Z

)
= X (g̃ (Y,Z)) + Y (g̃ (Z,X))− Z (g̃ (X,Y )) + g̃ (Z, [X,Y ]) + g̃ (Y, [Z,X])

−g̃ (X, [Y,Z])

= X (fg (Y, Z)) + Y (fg (Z,X))− Z (fg (X,Y )) + fg (Z, [X,Y ])

+fg (Y, [Z,X])− fg (X, [Y, Z])

= f {X (g (Y,Z)) + Y (g (Z,X))− Z (g (X,Y )) + g (Z, [X,Y ]) + g (Y, [Z,X])}

− f {g (X, [Y,Z])}+X (f) g (Y, Z) + Y (f) g (Z,X)− Z (f) g (X,Y )

= 2fg (∇XY, Z) +X (f) g (Y,Z) + Y (f) g (Z,X)− Z (f) g (X,Y )

= 2fg (∇XY,Z) + 2fg

(
X (f)

2f
Y, Z

)
+ 2fg

(
Y (f)

2f
X,Z

)
−g (X,Y ) g (grad(f), Z)

= 2f

{
g(∇XY,Z) + g(

X(f)

2f
Y, Z) + g(

Y (f)

2f
X,Z)− g(

g(X,Y )

2f
grad(f), Z)

}

= 2g̃

(
∇XY +

X(f)

2f
Y +

Y (f)

2f
X − g(X,Y )

2f
grad(f), Z

)

Corollaire 1.5.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et g̃ = e2γg

une métrique conforme à g. Alors, pour tout X,Y ∈ Γ (TM), nous avons :

∇̃XY = ∇XY +X(γ)Y + Y (γ)X − g (X,Y ) grad(γ) (1.7)

où ∇, ∇̃ désignent les connexions de Levi-Civita associeés à g et g̃ respectivement.

Dans toute la suite, on considère le cas de la métrique conforme où la fonction de dilatation

est de la forme f = e2γ
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1.5.2 Tenseur de courbure d’une métrique conforme

Proposition 1.5.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne et g̃ = e2γg une déformation

conforme de la métrique g. Alors, pour tout X,Y, Z ∈ Γ (TM)on a :

R̃ (X,Y )Z = R (X,Y )Z + (∇Y Z) (γ)X − (∇XZ) (γ)Y +X (Z (γ))Y

− Y (Z (γ))X + Y (γ)Z (γ)X −X (γ)Z (γ)Y

+ g (X,Z)
[
∇ygrad(γ)+ | grad(γ) |2 Y

]
− g (X,Z)

[
∇Xgrad(γ)+ | grad(γ) |2 X

]
+ [X(γ)g(Y,Z)− Y (γ)g(X,Z)] grad(γ)

ou R et R̃ désignent les tenseurs de courbures associés à g et g̃ respectivement.

Preuve 1.5.2. Par définition du tenseur de courbure, nous avons :

R̃ (X,Y )Z = ∇̃X∇̃Y Z − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z (1.8)

Du Corollaire précident, on obtient :

∇̃X∇̃Y Z = ∇̃X (∇Y Z + Y (γ)Z + Z(γ)Y − g (Y, Z) grad(γ))

= ∇X∇Y Z +X (γ)∇Y Z + (∇Y Z) (γ)X − g (X,∇Y Z) grad (γ)

+ X (Y (γ))Z + Y (γ) [∇XZ +X (γ)Z + Z (γ)X − g (X,Z) grad (γ)]

+ X (Z (γ))Y + Z (γ) [∇XY +X (γ)Y + Y (γ)X − g (X,Y ) grad (γ)]

−Xg (Y,Z) grad (γ)

− g (Y,Z) [∇Xgrad (γ) +X (γ) grad (γ) + grad (γ) (γ)X − g (X, grad (γ)) grad (γ)]

∇̃Y ∇̃XZ = ∇Y∇XZ + Y (γ)∇XZ + (∇XZ) (γ)Y − g (Y,∇XZ) grad (γ)

+ Y (X (γ))Z +X (γ) [∇Y Z + Y (γ)Z + Z (γ)Y − g (Y,Z) grad (γ)]

+ Y (Z (γ))X + Z (γ) [∇YX + Y (γ)X +X (γ)Y − g (Y,X) grad (γ)]

−Y g (X,Z) grad (γ)

− g (X,Z) [∇Y grad (γ) + Y (γ) grad (γ) + grad (γ) (γ)Y − g (Y, grad (γ)) grad (γ)]

∇̃[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + (∇XY ) (γ)Z − (∇YX) (γ)Z + Z (γ)∇XY − Z (γ)∇YX

− g (∇XY,Z) grad (γ) + g (∇YX,Z) grad (γ)
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En substituant equations précident dans l’égalité 1.8, nous obtenons :

R̃ (X,Y )Z = R (X,Y )Z + (∇Y Z) (γ)X − (∇xZ) (γ)Y +X (Z (γ))Y

− Y (Z (γ))X + Y (γ) (Z (γ))X −X (γ) (Z (γ))Y

+ g (X,Z)
[
∇Y grad (γ) + |grad(γ)|2Y

]
− g (Y,Z)

[
∇Xgrad(γ) + |grad(γ)|2X

]
+ [X (γ) g (Y,Z)− Y (γ) g (X,Z)] grad (γ)

Proposition 1.5.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne et g̃ = e2γg une déformation

conforme de la métrique g. Alors, pour tout X ∈ Γ (TM) on a :

R̃icci (X) = e−2γ
[
Ricci (X)−∆(γ)X + (m− 2)

[
X (γ) grad (γ)− |grad(γ)|2X −∇Xgrad(γ)

]]
où Ricci et R̃icci sont les tenseurs de Ricci associés à g et g̃ respectivement.

Preuve 1.5.3. Remarquons que si (ei)1≤i≤n, une base orthonormale associeé à g, alors

(ẽi)1≤i≤n, est une base orthonormale associeé à g̃, où

ẽi = e−γei (1.9)

Par définition du tenseur de Ricci, on obtient est donné par la relation :

R̃icci (X) =

n∑
i=1

R̃ (X, ẽi) ẽi = e−2γ
n∑
i=1

R̃ (X, ei) ei (1.10)

En substituant la dernière équation dans la formule suivant

R̃icci (X) =

n∑
i=1

e−2γR̃ (X, ei) ei

= e−2γ
n∑
i=1

R (X, ei) ei + (∇eiei) (γ)X − (∇Xei) (γ) ei +X (ei (γ)) ei − ei (ei (γ))X

+ ei (γ) ei (γ)X −X (γ) ei (γ) ei + g (X, ei)
[
∇eigradγ + |gradγ|2ei

]
− g(ei, ei)

[
∇Xgradγ + |gradγ|2X

]
+ [X (γ) g(ei, ei)− ei(γ)g (X, ei)] gradγ
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Des égalités :

Ricci (X) =
m∑
i=1

R (X, ei) ei

gradγ = ei (γ) ei

∆ (γ) = ei (ei (γ))− (∇eiei) (γ)

X (γ) = g (X, gradγ)

on obtient :

R̃icci (X) = e−2γRicci (X)−∆ (γ)X + (m− 2)
[
X (γ) grad (γ)− |grad (γ) |2X

]
+ ∇Xgradγ −m∇Xgradγ − (∇Xei) (γ) ei +X (ei (γ)) ei

Comme

(∇Xei) (γ) ei = g (∇Xei, gradγ) ei

= X (g (ei, gradγ)) ei − g (ei,∇Xgradγ) ei

= X (ei (γ)) ei −∇Xgradγ

On déduit que :

R̃icci (X) = e−2γ
[
Ricci (X)−∆(γ)X + (m− 2)

[
X(γ)grad(γ)− |grad(γ)|2X −∇Xgrad(γ)

]]
(1.11)

1.5.3 Courbure scalaire d’une métrique conforme Equation de Yamabe

Théorème 1.5.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne et g̃ = K.g une déformation

conforme de la métrique g. Si S et S̃ désignent les courbures scalaires relativement aux

métriques g et g̃ respectivemnet, alors la relation entre S̃ et S est donnée par l’équation de

Yamabe suivante :

S̃.u(m+2)(m−2) = −4(m− 1)

m− 2
∆gu+ S.u (1.12)

où K = u
4

m−2 et m ≥ 3.
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Preuve 1.5.4. Si (ei)
m
i=1 une base orthonormée de (M, g) telque ∇eiej = 0, alors ẽi = e−γei

est une base ortonormé de (M, g̃).

D’aprés la formule 1.11, avec K = e2γ, on a :

S̃ =
m∑
i=1

g̃
(
R̃icci (ẽi, ẽi)

)

=
m∑
i=1

e−2γ g̃
(
Ricci (ẽi)−∆ (γ) ẽi + (m− 2)

[
ẽi (γ) grad (γ)− |grad (γ) |2ẽi −∇ẽigrad (γ)

]
, ẽi
)

=

m∑
i=1

g
(
Ricci (ẽi)−∆ (γ) ẽi + (m− 2)

[
ẽi (γ) grad (γ)− |grad (γ) |2ẽi −∇ẽigrad (γ)

]
, ẽi
)

e2γS̃ =
m∑
i=1

g (Ricci (ei) , ei)−∆ (γ)
m∑
i=1

g (ei, ei) + (m− 2)
m∑
i=1

g (ei(γ)grad(γ), ei)

− (m− 2) |grad (γ) |2
m∑
i=1

g (ei, ei)− (m− 2)
m∑
i=1

g (∇eigrad (γ) , ei)

= S −m.∆ (γ) + (m− 2)

m∑
i=1

g (grad(γ), ei(γ)ei)−m(m− 2)|grad(γ)|2

−(m− 2)

m∑
i=1

g (∇eigrad (γ) , ei)

= S −m.∆ (γ)− (m− 1)(m− 2)|grad(γ)|2 − (m− 2)
m∑
i=1

g (∇eigrad (γ) , ei)

−(m− 2)
m∑
i=1

g (∇eigrad (γ) , ei)

= S −m.∆ (γ)− (m− 1)(m− 2)|grad(γ)|2 − (m− 2)

m∑
i=1

{eig (grad(γ), ei)− g (grad(γ),∇eiei)}

= S −m.∆ (γ)− (m− 1)(m− 2)|grad(γ)|2 − (m− 2)
m∑
i=1

ei (ei (γ))

= S −m.∆ (γ)− (m− 1)(m− 2)|grad(γ)|2 − (m− 2)∆ (γ)

d’où

e2γS̃ = S − 2(m− 1).∆ (γ)− (m− 1)(m− 2)|grad (γ) |2 (1.13)
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Evaluant γ en fonction de u. On a :

γ =
1

2
ln (K) =

1

2
lnu

4
m−2 =

2

m− 2
ln(u)

∆ (γ) =

m∑
i=1

ei (ei (γ))

=
2

m− 2

m∑
i=1

ei
(
u−1ei (u)

)

=
2.u−1

m− 2

m∑
i=1

ei (ei (u))− 2.u−2

m− 2

m∑
i=1

(ei (u))2

=
2.u−1

m− 2
∆(u)− 2.u−1

m− 2
|grad(u)|2 (1.14)

d’autre part, on a :

grad (γ) =
2.u−1

m− 2
grad(u)

d’où

|grad (γ) |2 =
2.u−2

m− 2
|grad(u)|2 (1.15)

Remplaçons 1.15 et 1.14 dans 1.13, on obtient :

u
4

m−2 S̃ = S − 2(m− 1)

[
2.u−2

(m− 2)2 ∆(u)− 2.u−2

m− 2
|grad(u)|2

]

−(m− 1)(m− 2)
4.u−2

(m− 2)2
|grad(u)|2

= S − 4(m− 1)

m− 2
.u−1∆(u) +

4(m− 1).u−2

m− 2
|grad(u)|2

−(m− 1)(m− 2)
4.u−2

(m− 2)2
|grad(u)|2

= S − 4(m− 1)

m− 2
.u−1∆(u)



1.5 Métrique conforme 31

d’où

u
m+2
m−2 S̃ = S.u− 4(m− 1)

m− 2
∆(u)
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Chapitre 2

Espace de sobolev et EDP

2.1 Espase de sobolev

2.1.1 Distributions

Définition 2.1.1. Soit U un ouvert de R. on note D(U) l’espace des fonction indéfiniment

dérivable (C∞) à support compact dans U

Définition 2.1.2. Une distribution sur un ouvret U de R est une forme linéaire continue

sur l’espace D(U). Les distributions forment un espace vectoriel noté D′(U)

Définition 2.1.3. Le support de T , noteé supp T est le complémentaire dans U du plus

grand ouvert W de U tel que la restriction de T à W soit nulle.

2.1.2 Dérivation des distribution

Définition 2.1.4. (dérivée au sens des distributions)

Pour tout T ∈ D′ :on définit sa dérivée au sens des distributions par :

T′ : D −→ R (2.1)

ϕ 7−→ < T′.ϕ >= − < T.ϕ′ > (2.2)

Proposition 2.1.1.

1. T ′ ∈ D′(U) et donc : les distributions sont de classe C∞.
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2. Order (T ′) ≤ Order (T ) + 1.

3. (T1 + T2)′ = T ′1 + T ′2.

4. formule pour calculer la dérivée n(ime) :

< T (n).ϕ >= (−1)n < T.ϕ(n) > .

2.1.3 Espace de Sobolev H1,p(I)

Soit : I =]a, b[ un intervalle borné ou non et soit : p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞.

Définition 2.1.5. L’espace de Sobolev est défini par :

H1,p(I) = {u ∈ Lp(I);∃g ∈ Lp(I) tel que
∫
I uϕ

′
= −

∫
I gϕ ∀ϕ ∈ C

1(I)}.

Remarque 2.1.1. 1-Pour u ∈ H1,p(I) on note u
′

= g tel que g est la dérivée au sens des

distributions de u.

2-Pour que u ∈ H1,p(I) il faut que sa dérivée au sens des distributions coincide avec une

fonction de Lp(I).

Exemple 2.1.1. Soit I =] − 1, 1[, u(x) = |x|, x ∈ I la fonction u ∈ H1,p(I) pour tout

0 < p <∞. dont la dérivée au sens des distributions est :

Tu : C1
c (I) −→ C

ϕ 7−→
∫
I
|x|ϕ(x)dx

< T
′
u, ϕ > = < [|x|]′ , ϕ >

= − < [|x|], ϕ′ >

= −
∫
I
|x|ϕ(x)

′
dx

= −
∫ 0

−1
−xϕ(x)

′
dx−

∫ 1

0
xϕ(x)

′
dx
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xϕ
′

= (xϕ)
′ − ϕ

< T
′
u, ϕ > = −

∫ 0

−1
ϕ(x)dx+

∫ 1

0
ϕ(x)dx

=

∫ 1

−1
u
′
(x)ϕ(x)dx

u
′
(x) = 1 si x ≥ 0 ou u

′
(x) = −1 si x < 0.

Notation 2.1.1. L’espace H1,p est muni de la norme : ‖ u ‖H1,p=‖ u ‖Lp + ‖ u′ ‖Lp

Proposition 2.1.2. L’espace H1,p est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.

Preuve 2.1.1. Soit (un)n∈N une suite de Cauchy dans H1,p donc (un)n∈N et (u
′
n)n∈N sont

deux suites de Cauchy dans Lp par conséquent un −→ u dans Lp et u′n −→ g dans Lp∫
I
unϕ

′
= −

∫
I
u
′
nϕ ∀ϕ ∈ C1

c (I)

et à la limite : ∫
I
uϕ
′

= −
∫
I
gϕ ∀ϕ ∈ C1

c (I)

donc u ∈ H1,p, u
′

= g et ‖ un − u ‖H1,p−→ 0 quand n −→∞.

Remarque 2.1.2. Dans le cas où p = 2 on a : H1,2 = h1 est un espace de Hilbert et :

H1,2(I) = {u ∈ L2(I);∃g ∈ L2(I) tel que
∫
I uϕ

′
= −

∫
I gϕ ∀ϕ ∈ C

1
c (I)}.

Proposition 2.1.3. L’espace H1,p est réflexif pour 1 < p <∞.

Pour montrer que H1,p est réflexif on va utiliser le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.1. Soit E un e.v.n. réflexif et F ⊂ E un sous-espace vectoriel. Alors : F est

réflexif si et seulement si F est fermé.

Preuve 2.1.2. Comme Lp est reflexif ∀1 < p <∞ on va montrer que :H1,p est réflexif pour

cela on va prouver qu’il est un sous espace vectoriel fermé de Lp il est clair que H1,p est

un s.e.v de Lp reste à montrer qu’il est fermé donc :soit (un)n∈N ⊂ H1,p on suppose que :

un −→ u quand n −→ ∞ alors : ‖ un − u ‖Lp−→ 0 quand n −→ ∞ et comme Lp est

complet alors : u ∈ Lp et u′n −→ g dans Lp avec : u′ = g ∈ Lp alors :u ∈ H1,p.
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Proposition 2.1.4. L’espace H1,p est séparable pour 1 6 p <∞.

Pour la preuve on va utiliser le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.2. Si E est un espace metrique séparable et F ⊂ E alors F est séparable.

Preuve 2.1.3. Pour 1 6 p < ∞ on a : Lp est separable et H1,p ⊂ Lp alors : H1,p est

séparable.

2.1.4 Espace de Sobolev H1,p(Ω)

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert et soit : p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞.

Définition 2.1.6. L’espace de Sobolev H1,p(Ω) est défini par :

H1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);∃g1, g2, ..., gn ∈ Lp(Ω) tq
∫

Ω u
∂ϕ
∂xi

= −
∫

Ω giϕ ∀ϕ ∈ C∞c (Ω) ∀i =

1, 2, ..., n}.

Notation 2.1.2. L’espace H1,p(Ω) est muni de la norme suivante :

‖ u ‖H1,p=‖ u ‖Lp +
∑
‖ ∂u
∂xi
‖Lp.

Proposition 2.1.5. L’espace H1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞,H1,p(Ω)

est réflexif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 < p ≤ ∞.

Preuve 2.1.4. La preuve est similaire à celle de H1,p(I) il faut juste prendre : T (u) =

(u,∇u) avec

∇u = ( ∂u∂x1 ,
∂u
∂x2

, ..., ∂u∂xn ).

Proposition 2.1.6. Inégalité de Poincaré Wirtinger Soit I un intervalle donné. étant donné

u ∈ L1(I) on pose : u = 1
|I|
∫
I u (c’est la moyenne de u sur I). On a :

‖ u− u ‖L∞≤‖ u′ ‖L1 ∀u ∈ H1,1(I)

Proposition 2.1.7. Inégalité de Hardy Soit I =]0, 1[ et soit u ∈ H1,p(I) avec 1 < p <∞.

Alors u(x)
x(1−x ∈ L

p(I) et de plus

‖ u(x)
x(1−x) ‖Lp≤ cp ‖ u

′ ‖Lp ∀u ∈ H1,p (1).
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Proposition 2.1.8. Inégalités d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg Soit I un intervalle

borné. Soient 1 < r <∞ et1 ≤ q ≤ p ≤ ∞.Alors il existe une constante C telle que :

‖ u ‖Lp≤ C ‖ u ‖1−aLq ‖ u ‖aH1,r ∀u ∈ H1,r(I) où 0 ≤ a ≤ 1 est défini par : a(1
q−

1
r +1) = 1

q−
1
p

De l’inégalité (1) on déduit en particulier que si p <∞ (ou bien si p =∞ etr > 1),alors :

∀ε > 0∃Cε tel que ‖ u ‖Lp≤ ε ‖ u ‖H1,p +Cε ‖ u ‖Lp ∀u ∈ H1,r(I).

2.1.5 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont un outil important d’analyse. Tant que ne sont concernées que

des propriétés basiques, passer de l’espace euclidien à une variété riemannienne ne pose

pas de grosses difficultés, à condition de faire quelques hypothèses de géométrie bornée à

l’infini. Pour ce qui est de propriétés plus fines telles que les inégalités optimales, elles aussi

trés utiles en analyse, les effets de la géométrie sont beaucoup plus importants.

Définition :

Soit (M, g) une variete riemannienne C∞ de dimension n, p ≥ 1 un nombre reel, k est un

entier naturel

– L’espace de Sobolev Hp
k (M) est le complété de l’espace

{
f ∈ C∞(M), |∇lf | ∈ Lp(M) ∀0 ≤ l ≤ k

}
pour la norme

‖ f ‖p,k=
k∑
l=0

‖ ∇lf ‖p

L’espace H2
k(M) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire suivant

(f, h)Hk =
k∑
l=0

(
∇lf,∇lh

)
L2

Dans la suite, H2
k (M) est noté Hk (M)

La norme correspondante au produit scalaire sur Hk (M) est équivalente à la norme ‖.‖2,k
Soit (M, g0) une variété riemannienne compacte de dimension n. On note par T ∗(M) le fibre

cotangent de M. L’espace Hp
k (M,T ∗M ⊗ T ∗M) est l’ensemble des sections g (des tenseurs

2 fois covariants) telles que dans toute carte exponentielle, les composantes gij de g sont
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dans Hp
k . L’espace H

p
k (M,T ∗M ⊗ T ∗M) ne dépend pas de la métrique g0. On peut aussi

définir cet espace, en utilisant le théorème du plongement isométrique de Nash. Les deux

théorèmes qui suivent sont encore valables pour cet espace Hp
k (M,T ∗M ⊗ T ∗M)

Théorème 2.1.1. (Théorème d’inclusions de Sobolev). Soit (M, g) une variété rieman-

nienne compacte de dimension n.

(i) Si k et l deux entiers (k > l ≥ 0) , p et q deux réels (p > q ≥ 1) qui vérifient 1
p = 1

q−
(k−l)
n

alors Hq
k(M) est inclus dans Hp

l (M) et l’inclusion Hq
k(M) ⊂ Hp

l (M) est continue.

(ii) Si r ∈ N et (k−r)
n > 1

q alors l’inclusion Hq
k(M) ⊂ Cr(M) est continue

(iii) Si (k−r−β)
n ≥ 1

q alors l’inclusion Hq
k(M) ⊂ Cr,β(M) est continue avec β ∈]0, 1[ dans

tous les cas Hq
k(M) ne dépend pas de la métrique g

On utilisera souvent l’espace de Hilbert H1(M) muni de la norme

‖ϕ‖2H1
= ‖ϕ‖22 + ‖∇ϕ‖22

pour minimiser des fonctionnelles. Cet espace est inclus continûment dans Lq(M), pour tout

q ∈
[
1, 2n

(n−2)

]
Kondrakov a montré que les inclusions de Sobolev sont compactes dans les cas suivants :

Théorème 2.1.2. (Kondrakov). Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte. k un

entier naturel, p et q deux nombres réels qui vérifient 1 ≥ 1
p >

1
q −

k
n > 0 alors

(i) l’inclusion Hp
k(M) ⊂ Lp(M) est compacte

(ii) l’inclusion Hp
k(M) ⊂ Cα(M) est compacte si k − α > n

q avec 0 ≤ α < 1

2.2 Equations aux dérivées partielles elliptiques linéaires et

non linéaires

On dit qu’un opérateur différentiel linéaire du second ordre L est elliptique s’il agit sur des

fonctions u ∈ C∞
(
RN
)
sous la forme suivante :

Lu =

N∑
i,j=1

aij (x) ∂2
iju (x) +

N∑
i=1

bi (x) ∂iu (x) + c (x)u (x) ,
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où A (x) = (aij (x))1≤ij≤N est une matrice à coefficients bornés satisfaisant la propriété

d’ellipticité : il existe λ ≥ 0 tel que

N∑
i,j=1

aij (x) ξiξj ≥ λ | ξ |2 pour tout x ∈ RN et tout ξ ∈ RN

Comme la matrice hessienne D2u =
(
∂2
iju
)

1≤i,j≤N
est symétrique, on peut se restreindre au

cas de matrices A(x) qui sont symétriques, auquel cas la condition d’ellipticité est équivalente

au fait que la matrice A(x) est définie positive et que sa plus petite valeur propre est plus

grande que 0. Un cas particulier est celui des opérateurs sous forme divergence

Lu =
N∑

i,j=1

∂i (aij (x) ∂ju (x)) = div (A (x)∇u (x)) .

En écrivant

Lu =
N∑

i,j=1

aij (x) ∂2
iju (x) +

N∑
i,j=1

∂iaij (x) ∂ju (x)

on retrouve la forme précédente avec bj =
∑N

i=1 ∂iaij et la condition d’ellipticité reste la

même. Cependant, on ne peut pas se restreindre au cas de matrices A(x) qui sont symé-

triques.

On appelle équation elliptique linéaire une équation de la forme

Lu = f,

où f est une fonction donnée (appelé terme source ou second membre) et L est linéaire par

rapport à u. On dit que l’équation est semi-linéaire si elle est non linéaire mais sa partie

principale est linéaire par rapport à u, ie

N∑
i,j=1

aij (x) ∂2
iju (x) = f (x, u,∇u) .

On dit que l’équation est quasi-linéaire si elle est non linéaire mais sa partie principale est

linéaire par rapport à la dérivée de u d’ordre le plus élevé. Pour les équations d’ordre 2, elles

sont du type
N∑

i,j=1

aij (x, u,∇u) ∂2
iju (x) = f (x, u,∇u) .
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La classe générale des équations complètement non linéaires est de la forme

F
(
x, u,∇u,D2u

)
= 0.

La condition d’ellipticité est alors que M 7→ F (x, z, ξ,M) est monotone,ie.pour tout

(x, z, ξ,M) ∈ RN × R× RN × RN×N et toute matrice P définie positive,

F (x, s, ξ,M + P ) ≥ F (x, s, ξ,M) .

L’opérateur elliptique le plus important est le Laplacien. Il correspond à la matrice A = I :

∆u =
N∑
i=1

∂2
iiu.

2.2.1 Quelques exemples

L’équation de Poisson

Soit Ω ⊂ RN un ouvert et f : Ω→ R. On cherche une fonction u : Ω→ R telle que

{
−∆u = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

Cette équation intervient dans de nombreux domaines des mathématiques et de ses appli-

cations. Par exemple, en dimension N = 3, si f représente une densité de charge électrique

présente dans Ω, alors −u est le potentiel électrique dans Ω quand le bord de Ω est parfaite-

ment conducteur. Le gradient de −u est le champ électrique. Plus généralement, ce problème

intervient dans les questions relatives au potentiel newtonien.

En dimension N = 2, il s’agit de l’équation de la membrane élastique : f représente une

densité volumique de forces et u représente le déplacement vertical d’une membrane qui

occupe la position Ω au repos. La condition limite u = 0 sur ∂Ω signifie que la membre est

fixée sur le bord.

Elasticité linéaire De façon plus général, le système de l’élasticité linéaire (dit système de

Lamé) permet de décrire la position d’équilibre d’un milieu élastique homogène et isotrope

lorsque l’on fait l’hypothèse que les déplacements par rapport à l’état naturel sont petits.Si

Ω ⊂ R3 représente la configuration de référence d’un milieu élastique linéaire soumis à une
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densité volumique de forces f : Ω → R3 et fixé sur le bord,le déplacement u : Ω → R3 est

solution du système d’équations aux dérivées partielles suivant :{
− (λ+ µ)∇ (divu)− µ∆u = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω

Les coeficients λ et µ sont des paramètres d’élasticité appelés coeficients de Lamé qui doivent

satisfaire la condition

3λ+ 2µ > 0

assurant le caractère elliptique du système d’EDP précédent.

2.3 Méthodes variationnelles

L’origine des méthodes variationnelles consistent à chercher la solution d’une E.D.P ellip-

tiques comme un point critique d’une fonctionnelle Y définie sur des espaces fonctionnels

convenablement choisis. Les solutions obtenues dans ce sens-là, sont dites solutions au sens

faible ou parfois solutions au sens de dualité. Le premier résultat dans cette direction et

sans doute le Théorème de Lax-Milgram ou les applications pour la résolution des EDP

elliptiques (linéaires) est notable.

Définition 2.3.1. On dit qu’une forme bilinéaire a (u, v) : H×H→ R est :

– continue s’il existe une constante c telle que

‖a (u, v) ‖ ≤ c‖u‖‖v‖ ∀u, v ∈ H

– coercive s’il existe une constante a > 0 telle que

a (v, v) ≥ a ‖ v ‖2 ∀v ∈ H

Comme conséquence on a le Théorème suivant :

Théorème 2.3.1. de Lax Milgram : Soit a (u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive.

Alors pour tout ϕ ∈ H′ il existe u ∈ H tel que

a (u, v) = 〈ϕ, v〉 ∀v ∈ H

De plus si a est symétrique, alors u est caractérisée par la propriété suivante : u ∈ H et
1
2a (u, u)− 〈ϕ, v〉 = Minv∈H

{
1
2a (v, v)− 〈ϕ, v〉

}
.
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2.3.1 Exemple D’application

1. On considère le problème suivant :{
−∆u = f dans Ω

u|∂Ω = 0

Où Ω est un domaine borné de RN et f ∈ Lq (Ω) pour q ≥ 2N
N+2 soit X = H1

0 (Ω) , X

est un espace de Hilbert séparable. On note

a (u, v) =

∫
Ω
∇u∇vdx,

il est clair que a est une forme bilinéaire continue coercive sur X. On pose ϕ (v) =∫
Ω fvdx. En utilisant des inégalités de Holder et de Sobolev on démontre facilement

que

|ϕ (v) | ≤ C ‖ f ‖
L

2N
N+2 (Ω)

‖v‖X

Donc ϕ est une forme lineaire continue sur X. Alors d’aprés le Théorème de Lax-

Milgran, il existe un unique u ∈ X solution du problème

a (u, v) = ϕ (v) ∀v ∈ X

de plus u minimise la fonctionnelle d’énergie suivante :

Y (v) =
1

2

∫
Ω
|∇v|2dx−

∫
Ω
fvdx.

Comme consclusion, u est une solution faible du problème (1)

2. On considère maintenant le problème non linéaire suivant :
−∆u = uq dansΩ,

u ≥ 0 dansΩ,

u|∂Ω = 0

où 0 < q < 1 et Ω est un domaine borné de RN . Il est clair que les solutions faibles de

(2) sont des points critiques de Y definie sur X = H1
0 (Ω) pa

Y (v) =
1

2

∫
Ω
| ∇v |2 dx− 1

q + 1

∫
Ω
vq+1

+ dx
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où v+ = max {0, v}, la partie positive de v comme q < 1, alors par les inégalités de

Holder et de Poincaré, on a,

∫
Ω
vq+1

+ dx ≤ C (Ω)

(∫
Ω
v2

+dx

) q+1
2

≤ C ‖ v ‖q+1 2X

Donc

Y (v) ≥ 1

2
‖ v ‖2X −C ‖ v ‖

q+1
2

X → +∞si ‖ v ‖→ ∞.

Comme conclusion on obtient que Y est coercive et donc bornée inferierement. On

pose m = infv∈XY (v) > ∞. Notons que Y est de classe C1 sur X. Pour terminer il

suffit de montrer que m est atteint.

Soit {vn}n une suite minimisante de m, alors Y (vn) → m pour n → ∞. Comme Y

est coercive, on conclut que {vn}n est une suite bornée dans X, espace reflexif. Alors,

il existe une sous suite, notée {vn} telle que vn → v faiblement dans X = H1
0 (Ω) .

D’aprés les injections compactes de Sobolev, on obtient que vn → v fortement dans

Ls (Ω)∀s < 2∗.

En particulier, vn → v fortement dans Lq+1 (Ω). Donc, on conclut que

Y (v) =
1

2

∫
Ω
| ∇v |2 dx− 1

q + 1

∫
Ω
vq+1

+ dx ≤ lim inf
n→∞

(
1

2

∫
Ω
| ∇v |2 dx− 1

q + 1

∫
Ω

(v)q+1
+ dx

)
= m

Donc Y (v) = m et alors Y ′ (v) = m ; v solution faible de (2)
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Chapitre 3

Problème de Yamabe

Dans ce chapitre, nous présentons brièvement un résultat connu concernant un problème

fondamental dans analyse géométrique : le problème de Yamabe. La question posée par H.

Yamabe en 1960 :

énoncé du problème

Soit M une variété différentielle compacte de dimonsion n ≥ 3 et de classe C∞ munie d’une

métrique riemannienne g, existe-t-il une métrique g̃ de courbure scalaire constante conforme

à g ?

La motivation pour considérer n ≥ 3 venait du fait que Le théorème d’uniformisation de

Poincaré est valable en dimension deux et sur tout modèle riemannien compact surface il

existe une métrique à courbure de Gauss constante. La réponse à La question de H. Yamabe

est positive, et est due aux travaux de plusieurs mathématiciens, T. Aubin, N. Trudinger,

R. Schoen, pendant vingt ans. Nous soulignons l’étude d’un invariant conforme, la constante

de Yamabe, et de sa relation avec la constante de Yamabe de la sphère, en plus on va voir

Comment résoudre complètement le problème de Yamabe au fil des ans.

Théorème 3.0.2. chaque classe conforme des métriques riemannienne sur une variété com-

pacte contient une métrique à courbure scalaire constante.
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Pour voir plus de détails sur la preuve de ce théorème voir [14]

La méthode de résolution du problème de Yamabe est la suivante : Soit ϕ ∈ C∞, ϕ > 0 une

fonction et g̃ = ϕN−2g une métrique conforme g où N = 2n
(n−2) , on pose :

Lg =
4(n− 1)

(n− 2)
∆g + S

ou ∆gϕ = −gij( ∂2ϕ
∂xj∂xi

− Γkij
∂ϕ
∂xk

) est le laplacien riemannien. L’opérateur Lg est appelé

l’opérateur de Yamabe, il est conformément invariant dans le sens suivant : Pour tout ψ ∈

C∞, ϕN−1Lg̃(ψ) = Lg(ϕψ) et lorsque ψ = 1 cette propriété se traduit par une relation entre

les courbures scalaires de g et de g̃ :

ϕN−1S̃ =
4(n− 1)

(n− 2)
∆gϕ+ Sϕ (3.1)

Résoudre le problème de Yamabe est donc trouver une métrique g̃ = ϕ(N−2)g conforme à

g de courbure scalaire S̃ = K (K une constante ) c’est équivalent à trouver une solution

régulière ϕ strictement positive de l’équation

4(n− 1)

(n− 2)
∆gϕ+ Sgϕ = K | ϕ |N−2 ϕ. (3.2)

Pour obtenir des solutions, Yamabe défnit la quantité suivante :

µ = infϕ∈H2,1(M),ϕ>0Y (ϕ).

où

Y (ϕ) =
E(ϕ)

‖ ϕ ‖2N
=

∫
M

4(n−1)
(n−2) | ∇ϕ |

2 + Sϕ2dψg

(
∫
M | ϕ |N dψg)

2
N

et H2,1(M) = {ϕ ∈ L2(M), | ∇ϕ |∈ L2(M)}

De nos jours, µ(M, g) est appelé l’invariant usuel de Yamabe (la constante de Yamabe)

et Y la fonctionnelle de Yamabe. En écrivant l’équation d’Euler-Lagrange associé à Y , on

voit qu’il existe une bijection entre les points critiques de Y et les solutions de (3.2). En

particulier, si ϕ est une fonction régulière strictement positive vérifant Y (ϕ) = µ, alors ϕ

est solution de l’équation (3.2) et g̃ = ϕ(N−2)g est la métrique désirée (de courbure scalaire

constante).
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Pour minimiser la fonctionnelle Y ; Yamabe a introduit une nouvelle méthode au- jour d’hui

appelée méthode variationnelle. Cette dernière consiste à prendre une suit de fonctions

non identiquement nulles minimisante de Y convergente faiblement vers une solution

du problème, malheureusement l’inclusion de Sobolev H2,1(M) ⊂ LN (M) est seulement

continue et non pas compacte, alors Yamabe commence par étudier les équations dites

sous critiques de la forme 4(n−1)
(n−2) ∆gϕ + Sgϕ = Kϕq−1 où l’exposant q est sous critique

(2 ≤ q < N) et il y a récupération de la compacité, aprés il fait tendre q vers l’exposant

critique N et finalement, il obtient une solution ϕ ≥ 0 de l’équation de Yamabe. Trudinger

constate que la solution ϕ peut ètre identiquement nulle et que la preuve de Yamabe est

incomplète et reste vraie seulement si l’invariant de Yamabe µ ≤ 0.

3.1 L’invariant conforme de Yamabe

Dans le cas des metriques de classe C∞, µ(g) est un invariant conforme, ce qui signifie que

si g et g̃ sont deux metriques conformes de classe C∞ alors

µ(g) = µ(g̃)

Le corollaire suivante montre qu’on peut étendre cette propriété à des metriques dans Hp
2 .

Elle nous permettra aussi de prendre une métrique quelconque dans la classe conforme [g]

comme métrique initiale, tout en gardant la valeur de µ(g) inchangée.

Corollaire 3.1.1. Soit M une variéte compacte C∞, de dimension n

Si g̃ = ϕ
4

n−2 g alors

µg̃ = µg, µg = inf
ϕ∈C∞(M)|{0}

E(ϕ)

‖ϕ‖22∗
où 2∗ =

2n

n− 2
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Preuve 3.1.1. on a

µg̃ = infϕ∈C∞(M){0}

∫
M an|∇ϕ|2g̃ + sg̃ϕ

2dVg̃(∫
M ϕ

2n
n−2dVg̃

) n−2
n

= infϕ∈C∞(M){0}

∫
M ϕLg̃(ϕ)dVg̃

(
∫
M |ϕ|

2n
n−2dVg̃)

n−2
n

= infϕ∈C∞(M){0}

∫
M ϕψ−

n+2
n−2Lg̃(ϕψ)ψ

2n
n−2dVg(∫

M |ϕ‖
2n
n−2ψ

2n
n−2dVg

)n−2
n

où dVg̃ = ϕ
2n
n−2dVg

= inf
ϕ∈C∞(M)|{0}

E(ϕψ)

‖ϕψ‖22∗

= inf
ϕ∈C∞(M)|{0}

E(ϕ)

‖ϕ‖22∗
= µg

Remarque 3.1.1. on peut aussi définir µg de la façon suivant

µg = infg̃∈[g]

∫
M scalg̃dVg̃∫
vol(M,g̃)

n−2
n

avec ([g] l’ensemble des métriques conforme à g)

(
∫
M scalg̃dVg̃∫
vol(M,g̃)

n−2
n

la fonctionnelle d’Einstein-Hilbert)

3.2 Etudier l’équation de Yamabe sur la sphère

Exemple 3.2.1. Le premier exemple qui vienne à l’esprit est la sphère standard : si (Sn, h)

dénote la sphère unité de Rn+1 avec la métrique induite de la métrique euclidienne, alors

non seulement la métrique standard a une courbure scalaire constante ( égale à n(n − 1))

mais une infinité de métriques dans la classe conforme de la métrique standard ont une

courbure scalaire constante.

Théorème 3.2.1. (Obata) Si g est une métrique sur Sn qui est conforme à la métrique

standard g̃ et a une courbure scalaire constante, alors jusqu’à un facteur d’échelle constant,

g est obtenu à partir de g̃ par un difféomorphisme conforme de la sphère.

Obata a tout d’abord montré que toute métrique à courbure scalaire constante dans la classe

conforme de la sphère standard était isométrique à celle-ci. Donc trouver l’ensemble des
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métriques à courbure scalaire constante dans la classe conforme de la métrique standard

revient à trouver l’ensemble des difféomorphismes conformes de la sphère standard, c’est-à-

dire des difféomorphismes de la sphère tels que ϕg appartienne à la classe conforme de g.

Ceci n’est pas difficile une fois remarqué qu’il est possible, quitte à composer par une rotation

(isométrie), de fixer un point puis de repasser à un difféomorphisme conforme de l’espace

euclidien via projection stéréographique.

projection stéréographique

Pr : Sn|en+1 −→ Rn

p 7−→ x =
p̃

1− pn+1

est un isométrique

soit M = Sn,

g = gs −→ gs(x)

x 7−→ gs(x) =
4

(1+ ‖ x ‖2)2
geuc

on a u(x) =
(

2
1+‖x‖2

)n−2
2

E(ϕ)

‖ ϕ ‖22∗
=

∫
Sn|(en+1) ϕLgsϕdVgs(∫
Sn|(en+1) ϕ

2n
n−2dVgs

)n−2
n

=

∫
Rn ϕ̃Lgsϕ̃dVgs(∫
Rn ϕ̃

2n
n−2dVgs

)
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où

ϕ̃ = ϕ ◦ Pr−1 : Rn −→ R

et gs = u
4

n−2 geuc alors

E(ϕ)

‖ ϕ ‖22∗
=

∫
Rn ϕ̃u

−n+2
n−2Lgeuc(uϕ̃)dx(∫

Rn(uϕ̃)
2n
n−2dx

)
=

an
∫
Rn uϕ̃∆geuc(uϕ̃)dx

‖ϕ̃u‖22n
n−2

=
an
∫
Rn | ∇uϕ̃ |

2 dx

‖ϕ̃u‖22n
n−2

µgs = inf
ϕ∈C∞(Sn|0)

E(ϕ)

‖ ϕ ‖22∗

= inf
an ‖ ∇uϕ̃ ‖22 dx
‖ϕ̃u‖22n

n−2

Si

E(1)

‖1‖22∗
=

∫
scalgsdVgs

(
∫
Sn 1dVgs)

n−2
n

= n(n− 1)vol(Sn)
2
n

= µ(Sn)


−∆gsu+ m(m−2)

4 u = u
m+2
m−2 , u > 0 sur (Sn, gs)

est équivalent á

−∆u = u
m+2
m−2 , u > 0 sur Rn

pour chaque fonction u sur Rn on associé une fonction sur la sphère f = uϕ ◦ Pr−1

ϕ = f
u ◦ Pr avec uα(x) =

(
α

α2+‖α‖2

)n−2
2 qui minimise le quetient ‖∇f‖

2
2

‖f‖2
2∗

sur Rn

donc elle est solution de l’équation

{
∆f = λf,

f > 0
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Théorème 3.2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n ≥ 3. Si

µ (M) < µ (Sn) = n (n− 1)ω
2
n
n où ωn est le volume de la sphère Sn ; alors il existe une

fonction u strictement positive de classe C∞ qui réalise Y (u) = µ.

Exemple 3.2.2. Soit

ϕ : Sn |en+1 −→ Rn

(p̃, pn+1) 7−→ x =
p̃

1− pn+1

implique

ϕ−1 : Rn −→ Sn |en+1

x 7−→
(

2x

1+ ‖ x ‖2
,
1− ‖ x ‖2

1+ ‖ x ‖2

)
= p

Vérifier que gs = 4
(1−‖x‖2)2

geuc

soit u, v ∈ TpSn ' p⊥ ⊂ Rn+1,

gs(p)(u, v) = geuc(u, v) =
∑n

i=1 uivi

TpS = vect{∂iϕ−1(x)}1≤i≤n

gij(x) = gs(∂iϕ
−1(x), ∂jϕ

−1(x))

= geuc(∂iϕ
−1(x), ∂jϕ

−1(x))

On a

∂iϕ
−1(x) = ∂i

(
1

1+ ‖ x ‖2
(2x, 1− ‖ x ‖2)

)
=

1

1+ ‖ x ‖2
(2ei,−2xi)−

2xi
(1+ ‖ x ‖2)2

(2x, 1− ‖ x ‖2)

=
1

(1+ ‖ x ‖2)2

(
2ei(1+ ‖ x ‖2)− 4xix, 2xi(1+ ‖ x ‖2)− 2xi + 2xi ‖ x ‖2

)
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Alors

< ∂iϕ
−1(x), ∂jϕ

−1(x) > =
1

(1+ ‖ x ‖2)4

(
4(1+ ‖ x ‖2)2δij + 6xixj + 16xixj ‖ x ‖2

)
1

(1+ ‖ x ‖2)4

(
−8xj(1+ ‖ x ‖2) < ei, x > −8xi(1+ ‖ x ‖2) < ei, x >

)
=

4

(1+ ‖ x ‖2)2
δij

3.3 Le travail de Trudinger

A partir de maintenant, nous supposerons sans perte de généralité que M a un volume

unitaire. Yamabe avait prétendu que les fonctions ϕq correspondant à Jq sont uniformément

délimitées et donc uniformément continu, à partir de laquelle il a montré une solution à

(3) avec les propriétés souhaitées existe par un argument limitant. Cependant, il était dans

l’erreur. La faute a été découverte par Trudinger en 1968. Dans la section suivante, nous

verrons un contre-exemple. Le théorème suivant est due à Trudinger :

Théorème 3.3.1. (trudinger) Il existe α (M) > 0 tel que si µ (M) < α (M), alor il existe

une solution positive de C∞ avec S̃ = µ (M). ainsi le problème de Yamabe est résolu sous

cette hypothèse sur (M, g).

Nous ne prouvons pas ce résultat car il est englobé par les travaux d’Aubin, que nous examine-

rons à la prochaine. Nous observons que si (M, g) a courbure scalaire moyenne non positive,

alors ce qui précède implique (M, g) admet en effet une métrique conforme à courbure scalaire

constante ; effectivement on voit facilement que Y (1) est, jusqu’à une constante positive, la

courbure scalaire moyenne et depuis µ (M) ≤ Y (1), le résultat suit immédiatement.

3.4 Résultats par Aubin

Aubin regarda attentivement le problème de Yamabe sur la sphère unité. Il avait montré

que µ (Sn) = n(n − 1)ω
2
n
n où ω est le volume n-dimensionnel de Sn. En outre, il a montré

que la constante dans la forte inégalité de Sobolev est obtenue à partir de µ (Sn). Cela a

permis lui montrer que pour tout variété M , µ (M) ≤ µ (Sn). Si l’inégalité est stricte, puis

le Problème Yamabe est résolu ; Ainsi α (M) ci-dessus peut être considéré comme µ (Sn).
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3.4.1 Théorèmes d’Aubin

Théorème 3.4.1. Si (M, g) est une variété riemannienne compacte de dimension n ≥ 3,

alors µ (M) ≤ µ (Sn) .

Preuve 3.4.1. Les fonction uα satisfaire a‖∇uα‖22 = µ(Sn)‖uα‖2 sur Rn. pour tout fixe

ε > 0, soit Bε noter la boule de rayon ε en Rn et choisissez une fonction de cutoff radiale

lisse 0 ≤ η ≤ 1 supposer dans B2ε avec η ≡ 1 en Bε. considérez la fonction lisse et compacte

ϕ = ηuα. puisque ϕ est une fonction pour r = |x| unique,

∫
Rn
a|∇ϕ|2dx =

∫
B2ε

(
aη2 | ∇uα |2 +2aηuα〈∇η,∇uα〉+ au2

α|∇η|2
)
dx (3.3)

≤
∫
Rn
a|∂ruα|2dx+ C

∫
Aε

(
uα|∂ruα|+ u2

α

)
dx (3.4)

où Aε dénote l’anneau B2ε − Bε. pour estimer ces termes nous observons que

∂ruα = (2− n) rα−1

(
r2 + α2

α

)−n
2

et donc uα ≤ α
(n−2)

2 r2−n et |∂ruα| ≤ (n− 2)α
(n−2)

2 r1−n. donc pour fixe ε, le deuxieme terme

dans (3.3)est O(αn−2) lorsque α→ 0. pour le première terme,

∫
Rn
a|∂ruα|2dx = µ (Sn)

(∫
Bε
upαdx+

∫
Rn−Bε

upαdx

) 2
p

≤ µ (Sn)

(∫
B2ε

ϕp +

∫
Rn−Bε

αnr−2n

) 2
p

= µ (Sn)

(∫
B2ε

ϕp
) 2
p

+O(αn)

par conséquence le quotient de Sobolev de ϕ en Rn est moins que µ(Sn)+Cαn−2. M est une

variété compacte, soit ϕ = ηuα en coordonnées normales
{
xi
}
dans un quartier de P ∈ M

rélargi par zéro à une fonction lisse sur M comme ϕ est une fonction radiale et grr ≡ 1

en coordonées normales, nous avons | ∇ϕ |2=| ∂rϕ |2 comme avant. les seules correction à

l’éstimation ci-dessus sont introduits par le terme de courbure scalaire et la différence entre
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dVg et dx. comme dVg = (1+O(r))dx en coordonnées normales, les calcules précédent donne

E (ϕ) =

∫
B2ε

(
a|∇ϕ|2 + Sϕ2

)
dVg

≤ (1 + Cε)

(
µ(Sn) ‖ ϕ ‖2p +Cαn−2 + C

∫ 2ε

0

∫
Sr

u2
αr

n−1dωdr

)

On peut alors soutenir que le dernier terme est limité par un multiple constant de α. choi-

sissant ε ainsi-puis a petit α, on peut arranger ça

Y (ϕ) ≤ (1 + Cε) (µ(Sn) + Cα)

qui prove µ (M) ≤ µ (Sn) .

Nous pouvons maintenant prouver que le problème de Yamabe a une solution si µ (M) ≤
µ (Sn) .

Théorème 3.4.2. Soit {ϕq} est comme avant et assumer µ (M) ≤ µ (Sn) . comme q →
p, une sous-séquence converge uniformément vers une fonction positive ϕ ∈ C∞ (M) qui

satisfait Y (ϕ) = µ (M)

Preuve 3.4.2. Depuis les fonctions {ϕq} sont uniformément délimités dans Lr (M), le

résultat de régularité ci-dessus montre qu’ils sont uniformément délimités dans C2,α (M)

ainsi que.Le théorème d’Arzela-Ascoli alors implique qu’une sous-séquence converge dans la

C2 norme à une fonction ϕ ∈ C2 (M) . La limite d’une fonction ϕ donc satisfait

ϕ = µϕp−1, Y (ϕ) = µ

comme µ = limq→p µq. si µ (M) ≥ 0, alors on peut montrer que µ = µ (M) . De l’autre main,

si µ (M) < 0, le fait que µp est en augmentation implique que µ ≤ µ (M) mais comme µ (M)

est l’infimum de Y, nous devons avoir µ = µ (M) dans ce cas aussi. Une autre application de

le résultat de la régularité dans la théorie elliptique montre que ϕ est C∞ et est strictement

positif parce que ‖ϕ‖p ≥ lims→p ‖ϕp‖p = 1.

Ce qui précède montre que le problème de Yamabe est résolu de manière affirmative à

condition µ (M) < µ (Sn) . Il est normal de demander ensuite si cela est vrai pour toutes les

variétés M ; le problème de Yamabe serait alors complètement résolu. Dans le cas n ≥ 6 et

M n’est pas localement conforme à la conformité, cela s’avère être vrai.
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Définition 3.4.1. Une variété riemannienne (M, g) est dit être localement conforme à plat

si chaque point a un voisinage où il existe une métrique conforme dont la courbure s’annule.

Théorème 3.4.3. (Aubin). Si M a la dimension n et n ≥ 6 est un compact non conforme

localement variété riemannienne plate, puis µ (M) < µ (Sn) . Par conséquent, le minimum

µ (M) est atteint et l’équation (3.2) a une solution strictement positive avec S̃ = µ (M) ,

alors le problème de Yamabe est résolu dans ce cas.

Preuve 3.4.3. Quand n ≥ 4, une condition nécessaire et suffisante pour qu’un collec-

teur soit localement conforme à plat est que le tenseur de Weyl disparaît à l’identique. Par

définition le tenseur de Weyl est

Wijkl = Rijkl −
1

n− 2
(Rikgjl −Rilgjk +Rjlgik −Rjkgil)

+
S

(n− 1) (n− 2)
(gjlgik − gjkgil)

etW j
ikl est un invariant conforme. SiM n’est pas localement conforme à plat il existe un point

P où le tenseur de Weyl n’est pas nul. Après un changement de métrique conforme, le calcul

de une expansion asymptotique donne un deuxième terme dont le signe est −WikjlW
ijkl

quand n ≥ 6, Ainsi montrant µ (M) < µ (Sn)

3.5 Résultats de Schoen

Richard Schoen a prouvé le théorème suivant :

Théorème 3.5.1. Si M a une dimension 3, 4 ou 5 ou si M est localement conforme de

manière conforme, alors µ (M) < µ (Sn) au moins que M ne soit conforme à la sphère

standard.

Schoen a beaucoup utilisé la fonction de Green pour l’opérateur (3.2) Il a aussi par hasard

trouvé le théorème de masse positive de la relativité générale, qui a récemment fait ses

preuves dimensions 3 et 4 de Schoen et Yau. La preuve du théorème ci-dessus nécessite une

analyse n-dimensionnelle version du théorème de masse positive. Le cas à dimensions 5 est

une généralisation de la preuve du cas en dimensions 4.Le cas n-dimensionnel, n ≥ 6, est plus

difficile. Cependant, selon les résultats d’Aubin, seuls les modèles à plat conforme doivent

être pris en compte.
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3.6 Unicité des solutions de l’equation de Yamabe

Pour le problème de Yamabe classique (i.e. la métrique g est C∞), on sait qu’on a unicité des

solutions à une constante multiplicative prés dans le cas où l’invariant conforme de Yamabe

µ(g) est négatif où nul. Le théorème suivant, montre qu’on a toujours les memes résultats

lorsque la métrique est seulement de classe H2
p , avec p > n.

Théorème 3.6.1. Soit g une métrique dans H2
p (M) , avec p > n. Si µ(g) ≤ 0 alors les

solutions de l’equation (3.2) sont uniques à une constante multiplicative prés.

Preuve 3.6.1. Soit ϕ1 et ϕ2 deux solutions strictement positives de l’équation (3.1). Les

métriques gi = ϕ
4

n−2

i g sont á courbures scalaires constantes Si, où i = 1 ou 2. On pose

ψ = ϕ1

ϕ2
,donc g1 = ψ

4
n−2 g2. Ce qui entraîne que ψ satisfait

∆g2ψ +
n− 2

4(n− 1)
S2ψ =

n− 2

4(n− 1)
S1ψ

n+2
n−2 (3.5)

Par le théorème de régularité , on en déduit que ψ est de classe C2,β car les coefficients du

Laplacien sont C0. En effet, dans une carte locale :

∆gψ = −∇i∇iψ = −gij(∂ijψ − Γkij∂kψ)

et les Christoffels sont donnés par

Γkij = gkl(∂iglj + ∂jgil − ∂lgij)

Ils sont dans Hp
1 , et continus si p > n. D’autre part, remarquons que S1 et S2 sont forcément

de même signe. Pour le voir, il suffit d’intégrer l’équation (3.1) sur M , avec l’élément de

volume de g0, et utiliser le fait que l’intégrale du Laplacien d’une fonction C2 est toujours

nulle.

Si µ(g) < 0, alors Si < 0 pour i = 1 et 2. Supposons que ψ atteint son maximum en Q1 ∈M
et son minimum en Q2 ∈ M alors ∆g2ψ(Q1) ≥ 0 et ∆g2ψ(Q2) ≤ 0. Par conséquent, si on

évalue l’équation (3.1) au point Q1 et Q2, on obtient les deux inégalités suivantes :

ψ
4

n−2 (Q1) ≤ S2

S1
et ψ

4
n−2 (Q2) ≥ S2

S1
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de la on tire que ψ = S2
S1

et que Q1 et Q2 sont proportionnelles.

Si µ(g) = 0 alors S1 = S2 = 0 et l’équation (3.1) est réduite à ∆g2ψ = 0, d’où ψ est

constante.

Remarque 3.6.1. Si µg > 0 alors il n’ya pas d’unicité des solutions

A = {ϕ solution de l’équation de Yamabe, S
ϕ

4
n−2 g

= c donnée}

est compact dans C∞(M) si dimM ≤ 24. A n’est pas compact si dimM ≥ 25

3.6.1 Application

Soit ϕ une fonction strictement positive dans Hp
2 (M) et g̃ = ϕ

4
n−2 gα une métrique conforme

à gα. Si on veut que g̃ soit une métrique qui résout le problème (3) alors il suffit que ϕ soit

solution de l’équation de type Yamabe
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Conclusion

La solution du problème de Yamabe marque une étape importante dans le développement

de la théorie des équations aux dérivées partielles non linéaires. Equations semi-linéaires de

la forme (3.2) avec exposant critique surviennent dans de nombreux contextes et ont été

étudié par les analystes. C’est la première fois qu’une telle équation est complètement résolu
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