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En francais

Nous présentons nos résultats numériques des fonctions d'ondes solution de
I'équation de Schrddinger en présence d'un potentiel de Morse de quelques
molécules diatomique. Nous déterminons leurs écarts énergétiques
correspondant. Nous trouvons de bons résultats.

En Anglais :

We present our numerical results of wave functions solution of the Schrodinger
equation in the presence of a Morse potential of some diatomic molecules. We
determine their corresponding energy gaps. We find a good result.

En Arabe :

i) (aral (ujga 0948 3529 (B s 29 Alalaal Jal) A ga il o dgasad) Uil aafs
B il an ALlal) A8UaY) (398 a0 5N 4l



Sommaire

Remerciement
Dédicaces
Sommaire

Liste des figures
Résumé
THEVOAUCLION GONOFQUE .............oooeeeeeeeeneeeereeereeeereeeieereerrreneeesrsensesinn 5

C/I‘Qﬁl/ﬂ’ e ] Ftude Classico-Quantigue de L oscillateur Harmonique

L1, INTRODUCTION & ettt et e e et e e e e ennaee s 6
1.2, L7€tUde ClaSSIQUE ..oivvvieiiii ittt e e 7
1.2.1. L’oscillateur harmonique classique a une dimensioNn.........ccceveieiveeceeeeeiese e sereseeens 7
1.2.2. La MEthode NEWLONIENNE. ...ttt sttt s es et s s eesae s s 7
1.2.3.  La méthode HamiltOniENNE.....c.oieee ettt st st st er et e ens 8
1.2.4.  La MEthode LABrangiENNe.....ccccuieuieieeeee e ste sttt et ee e e etestesbe e e e e s e s e basenssananeseeeee 9
1.2.5. L’oscillateur harmonique classique a trois dimensions.........ceeceveeveeeceeceececceievenreeeee e 10
G T < a3 T [l o (U= £ o [U L SRS 11
1.3.1. L’oscillateur harmonique quantique a une dimensioN.........ccceceeeevevececerce e 11
1.4, Calcul des ValeUIS PrOPIES ........coiiiiiiieieierte sttt 14
1.4.1. Relations de commutation ULIIES .......ccccivireeeieieierece et e 15
1.4.2. Action des opérateurs d'échelle sur les états propres : [V >....vvvvreveinenenneeenas 15
1.4.3. Valeurs propres de I'0OPErateUI N.........ccceceeececeeeee e ettt e e st ss e et ss s 16
1.4.4. Détermination des ELats PrOPIreS i e ereceeteeee et ettt sre e steste e e e s sebe s assenes 17
4.5, ValBUIS MOYENNES....c..ecieuierirtireetetestestestseeeteseesaes st esatestestestesessestessassesessassassasestestesesssssnseses 19
1.4.6. Paquets d'ondes : superposition de [T ..o e 21
R A o =Y o o] =] =Y o PO OO RO 23
1.4.8. APPIICATIONS fnriecee et et ettt st st e e e n et b et e e en ane 23
I.5.  Généralisation a troiS diMENSIONS ........c.coveiieriiieieieee e 23
I @0 o] 111 o] o SRS 24
R 0T Y T Vol TSRS 25
7 ) V2
chapitre 77 L'oscillateur de Morse
R 11 0o [ o4 £ o o OSSR 26
1.2, ETUOE ClASSIQUE. ..o bbb 26
11.2.1. Les PhENOMENES A& MESONNANCE. .....cocceeecteeieee ettt e st see e e et b b et e s ese et eee 27
11.2.2. CalCUl PEIEUIDALIf & et st s bt sr e e e testeste e e nenes 28
1.3, ETUOE QUANTIGUE ..ottt bbb 29
11.3.1. La fONCLION POLENTIRIIE ...ttt ettt et ettt e e e e nnaaeaean 30
11.3.2. Résolution analytique de I'équation de Schrodinger.........cccevveeveevececesevesceeeeeee 30
11.3.3. LS LAt PrOPIES...iiieeceiceiciecie sttt et ettt st e te e s te e e e s e s et et erssreate st ste e sensessanserenees 33
S @0 o Tod 111 o] o PSSR 34
0 TR 20T =T Y o Vo TR 35




Sommaire

chapitre III = Résolution numérique de ['‘équation
de Schriodinger via un potentiel de Morse

I, INEFOTUCTION . .....itiiiiiticicee bbbt 35
111.2. Méthode des differences fiNIies ... 35
I11.3. L'organigramme de CalCUl :.........ccoviiiiiieiicc e 37
L S 1] (=T 0] =] =1 o o PSS PSS 38

II1.4.1.  Calcul numérique fonction de base de I'oscillateur harmonique.......c.cccceevivereecrenenn. 39

I11.4.2.  Calcul numérique fonction de base de I'oscillateur de Morse.........cccceveeveinerneennnn 41
IS, Etude COMPATALIVE : ....ccoocieiecie ettt ne e 45

HL.5.1.  EtUdE PEIrTUIDATES ittt et et st st e st e e et b e e 46
1 T o] o Tod [F 1] o] o OO SPR RSP 49
1.7, REIEIENCE ittt ettt st ea st ebe st se s st ase st ses et ess steensetesestenenseseresteneas 50

C [ / 7 /7 @
mc wlo” e”e d 909090900000 00000000000000000000000000000000000000000000000900 51

Page 2



Listes des figures

Chapitre I: Frude Classico-Quantique de L oscillatevr Harmonique

Figure I-1 : Le cycle de transformation entre I’énergie potentielle et I’énergie cinétique........cevvennn.. 10
Figure 1-2 : Présentation du potentiel NarmoniqQUe.......cceeeeiereieiiernreeeernreeseceresennnenns 14
Figure 1-3 : Repreésentation des sept premiers niveaux d'énergie et des fonctions.......... 19
4 bl 4
Chapitre II : Loscillateur de Morse
Figure I1-1 : La forme du potentiel Morse pour trois valeurs de P .......ccceeeueeuneuereneeeneeeneenneeniieeennns 26
Figure 11-2 : Distance internucléaire en potentiel de MOTSE ...cu.ieueeeeeuieeueieeeteeeneeeeieeieeeeeneeenneen 28

Chapitre III: Résobution mumérique de (équation de

Schrodinger via un potentiel de Morse

Figure H1-1 :L'organigramme de CAICUI ...iuueeueeeuriueeeeetieeeieeeeeeeeeeseernesenssesnessnessnsiessnssssssssenen 36
Figure 111-2 : Présentation des fonctions d’ondes SOIUtION .......ccuienieuerenierieenieinernieeneerueeeiereeenenn 38
Figure 111-3 :L’allure de deuxieme fonction d’onde solution de I’oscillateur harmonique ...........ccceeeu. 39
Figure 111-4 : Variation du potentiel NArMONIGUE «...eueeeureereeetueeeeeneeeueeeueeneeeneseeesessesenessneiees 40
Figure 111-5: L’allure du potentiel de MOISe......cuueeeereenreeeeuereneeneenesensenesenssasssnsssnsssnssnsssaniieses 40
Figure I111-6a : Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule HCl ..................... 41
Figurelll-6b: Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule HCl........................ 42
Figure 111.7a : Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule N2........ccccccreeuenen. 42
Figure.ll1-7b: Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule N2...............ccuuu.... 43
Figure.l11-8a : Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule O2............ccc.eeeuee 43
Figure 111-8b : Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule O2............ccuueeene 44

Figure 111-9 : Présentation des trois fonctions d’onde du niveau n=1 des trois molécules........45

Figure 111-10 : Comportement du potentiel d’une molécule diatomique..................... 47

Page 3



Introduction General

Introduction Générale

Ce travail entre dans le cadre de la préparation d’un diplome en Master physique option
physique computationnelle ou nous nous intéresserons dans un premier temps de déterminer les
solutions de I’équation de Schrodinger relative a un oscillateur harmonique ou on sait d’apres
plusieurs travaux [1] les formes de ces solutions et dans second nous entamons 1’oscillateur de
Morse.

Ce type de potentiel est généralement utilisé pour étudier le mouvement des molécules
diatomiques tel que HCI, 0, et N,. Avec I’apport de la mécanique quantique qui permet de
décrire n’importe quel systéme physique. Il suffit juste de construire un bon hamiltonien
responsable de nous donner toutes les informations possibles sur notre systeme a étudier. Cette
mécanique qui est valable méme maintenant est capable d’étudier ce merveilleux monde

microscopique.

Elle se base principalement sur I’équation ondulatoire nommé aussi équation de Schrodinger,
établie en 1925 par le célebre physicien Schrodinger. Sa résolution est basée sur la connaissance
de la forme analytique de I’énergie potentielle car ’absence de son expression pose un probléme
non seulement en physique computationnelle mais aussi en physique générale. Ceci est lié au

faite qu’elle est déterminée qu’a un constant preé.

Dans ce travail nous allons établir la résolution de I’équation de Schrédinger via un potentiel
de Morse. Un potentiel qui est prédit par le grand Physicien Morse d’une maniere totalement
empirique en se reposant sur des données expérimentale [2]. Nous nous intéresserons ici a

déterminer les kets propres ainsi que leurs énergies correspondante.

Notre objectif est de chercher la meilleure résolution basé sur la méthode des différence finie
possible de cette équation différentielle du second ordre en se basant sur des données
expérimentales injectés par la référence [1] ainsi que les travaux effectués par 1’auteur [2] ou il

a utilisé I’algorithme de Verlet.

Notre mémoire de master est composé de trois chapitres.

Le premier est consacrée a donner une vue générale sur la résolution de 1’équation de

Schrodinger relative a un oscillateur harmonique ou plusieurs travaux coexistent.
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Introduction General

Le deuxiéme chapitre traite le formalisme quantique du potentiel de Morse et son injection
dans le hamiltonien du systeme ainsi que les différentes méthodes de sa résolution

Le troisieme chapitre consiste a nous donner le résolution numérique de 1’équation de
Schradinger via ce potentiel de Morse ou en le traite de deux maniéres différentes la premiere
est purement quantique basé totalement sur la détermination des kets propres et de leurs valeurs

propres correspondante et la deuxieme qui se base sur la théorie des perturbations stationnaires.

Référence :
[1]Elok Fidiani AIP conference Proceedings 1719, 030001 (2016)

[2] Glauber R J. The Quantum Theory of Optical Cohérence. Physial Review, 130 (1963)
25209.
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Chapitre | Etude Classico-Quantique de L’oscillateur Harmonique

|. Etude Classico-Quantique de L’oscillateur Harmonique

|.1. INTRODUCTION :

L’oscillateur harmonique est sans doute le systéme le plus simple et le plus important de
toute la physique théorique notamment la physique quantique.

Il est définit comme étant un systéme physique susceptible d’étre le siége de nombreux
phénomenes qui se produisant au cours du temps au voisinage d’un état d’équilibre Stable.

Sa résolution repose sur la détermination des valeurs propres de 1’équation de Schrédinger
propres.

Dans ce contexte on trouve plusieurs méthodes qui reposent sur des études exhaustives vue
I’importance de ce phénomene physique ceci compte tenu du fait que toute oscillation de faible
amplitude autour d'une position d'équilibre est, en premiére approximation, une oscillation
harmonique. Par ailleurs, 1'étude des modes propres d’un champ électromagnétique a l'intérieur
d'une enceinte conductrice peut se faire en considérant le champ comme une assemblée
d'oscillateurs harmoniques.

L'oscillateur harmonique peut se traiter d’une maniére classique et quantique seulement le
traitement quantique se base sur des outils mathématique via des opérateurs qui agissent sur un
espace de Fock.

De facon générale, un oscillateur est un systéeme dont I'évolution dans le temps est périodique.
Il est dit de plus harmonique si les oscillations effectuées sont sinusoidales, avec
une amplitude et une fréquence qui ne dépendent que des caractéristiques intrinseques du
systeme et des conditions initiales. Cela est le cas en mécanique classique pour une particule
évoluant a une dimension dans un potentiel quadratique, de forme générale :

1 . "y
V(x) = Ekx2 Etant une constante positive.

Loin d'étre un cas particulier purement académique, cette forme de potentiel est obtenue
notamment dans le cas d'oscillations de faible amplitude autour d'une position d'équilibre stable
dans un potentiel quelconque (cf. article sur l'oscillateur_harmonique classique) [1], car au
voisinage de cette position d'équilibre le potentiel prend une forme harmonique. Pour cette
raison, le concept d'oscillateur harmonique joue un rdle majeur dans de nombreuses
applications de la physique.

Son étude quantique révolutionne un grand nombre de concepts fondamentaux qui se basent
sur des résultats expérimentaux, notamment en physique de la matiere condensée. Son étude
ameéne a introduire des outils mathématiques d'un intérét considérable en théorie des champs via
les operateurs de création et d'annihilation de quanta qui expriment les relations de commutation
Bo sonique ou d’anti commutation Fermionique. Dans un premier nous allons étudier
I’oscillateur d’une maniére classique puis dans un second temps nous passerons a 1’étude
quantique. Nous en donnerons ici un bref apercu :
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1.2. I’étude classique

Pour simplifier 1’étude nous travaillons a une dimension (1d), puis nous généralisons ce que
nous allons le voir a trois dimensions (3d). Nous exposons cet oscillateur par trois méthodes :
Newtonienne et Hamiltonienn_et Lagrangien.

1.2.1. L’oscillateur harmonique classique a une dimension

Un oscillateur harmonique classique a une dimension est modelisé par un potentiel quadratique,
typiquement (k étant la masse du systeme) V(x) = %kx2

1.2.2. La méthode Newtonienne

La loi de Hooke stipule que :
F= —kxi (1-1)
Ou k est la constante de ressort

D’autre part la force dérive d’un potentiel selon le principe conservatif :

S 5 d
F=-AV=——V1 (I1-2)
dy

Nous remplagons 1’expression de F

—kx7=—div7 (1—3)

X

On faisant I’intégrale de (1.3), nous obtenons :
x2
V(x) =k7+c5t (I1-4)

La constante est liée aux conditions initiales, et pour simplifier nous la considérons comme
nulle le potentiel prend alors la forme suivante :

V(o = kX i1-5)
La seconde loi de Newton est
ﬁzm%_i:—kxT (I-6)
(M2 + kx)=0 -7

(1.7) est une équation différentielle du seconde ordre, sa solution est :

x(t) = A cos(wt) + B sin(wt) (I-198)

K . y e
Avecw = \/% est la fréquence de I’oscillation.

A et B Sont des constantes qu’on va les déterminer par les conditions initiales.
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x(0)=A4
Pour déterminer B, on dérive (1.8) par rapport au temps on trouve :

x(t) = — Aw sin(wt) + Bw cos(wt)

%(0) = Bw
PI)

w

Nous remplacons (1.9) et (1.12) dans (1.8), nous obtenons :

x(0)

x(t) = xy cos(wt) + Tsin(wt)

1.2.3. La méthode Hamiltonienne

L’Hamitltonien d’un systéme physique (oscillateur) est donné par :

H=T+V

Avec T est I’énergie cinétique et V son énergie potentielle

D’apres (1.5)
V= 1px?
2
L’énergie cinétique est
_1 2 _ 1 2
T = 2mV =P
D’ou:
P¥ 1, o
H=—+-kx
2m 2
Les dérivées de H par rapport a x et p donnent :

0H

— =kx
ox

OH p

—_— ==X
ap m

d(0H\ .

L’addition de (1.18) et de (1.20) donne :
mX+kx =0

¥+w?x=0

-9

(I - 10)
(I—11)

(I-12)
(I-13)

(I —14)
(I —15)

(I —16)

(I-17)
(I—18)
(I—19)
(I — 20)
(I—21)
(I —22)
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L’équation (1.22) n’est autre que 1’équation (1.7), sa solution s’exprime par la méme fagon que
(1.13):

x(t) = xg cos(wt) + %sin(wt) (1 -23)
1.2.4. La méthode Lagrangienne

Le Lagrangien d’un systeme physique (oscillateur) est donné par
L=T-V (I —24)
Avec T est I’énergie cinétique et V son énergie potentielle

D’aprés (1.5), le potentiel est :

Vi=kx?i (I - 25)
L’énergie cinétique est
1 2 1.2
2 1
L=f—7’r‘l—5kx2 (I - 27)

Les dérivées de H par rapport a x et p donnent :

Z—i = —kx (I —28)
% = mx (I —29)
L’additionne (1.28) et (1.29) donne
mX+kx =0 (I —-30)
¥+wix=0 (I-31)

L’équation (1.22) n’est autre que I’équation (1.7), sa solution est exprimée déja en (I — 13)

x(t) = xy cos(wt) + *0) sin(wt) (I-32)

w
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1.2.5. L’oscillateur harmonique classique a trois dimensions

L’oscillateur harmonique a 3d se déduit de 1’oscillateur harmonique a 1d par I’ajout des
variables yj et zk aux équations précédentes (I — 23) ce qui nous facilitera le travail on les

condensera toutes dans I’expression de vecteur position 7 . Les équations (I — 13) et (I — 23)
prennent la forme suivante :

7' (t) = 1y cos(wt) + %sin(wt) (I —32a)

Et le potentiel harmonique est :

V(r) = (I — 32b)

2mr?

Nous rajoutons yj~ et zk aux équations précédentes (I — 32) et on les condensera toutes dans
I’expression de vecteur position 7 Les équations (I — 13) et (I — 32) seront alors de la forme

7 (t) = 15 cos(wt) — :V—Osin(wt) (I — 32¢)

r

Energie potentielle

F

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
17 I
1

=

A . L.
Distance internuclgaire #

Energie cinétique i
P — = — >

Figure I-1 : Le cycle de transformation entre I’énergie potentielle et I’énergie cinétique.
La distance a I’équilibre correspond au minimum de la courbe parabolique [*]

Remarque

En mécanique classique, toutes les élongations sont possibles ainsi que toutes les valeurs de
I’énergie. L’absorption ou I’émission de I’énergie devrait étre un phénomeéne continu.
Maintenant nous allons voir comment la mécanique quantique nous permis de modifier cette
conception.
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1.3. I’étude quantique
1.3.1. L’oscillateur harmonique quantique a une dimension

A) Position du probleme

Le principe de correspondance [1] permet de passer des grandeurs classique aux opérateurs
correspondants [1]), [2]

En mécanique quantique le hamiltonien d'un oscillateur harmonique unidimensionnel s'écrit
sous la forme:

H=-—+-mw?% (I —33)

Ou p _est la composante sur I'axe x de l'opérateur impulsion de la particule.

Il faut alors résoudre I'équation de Schrddinger indépendante du temps associée a
ce hamiltonien :

H|y >=E|y > (I-34)
Ou E est I'énergie associée a un état propre |y > du systeme

Il est alors possible d'écrire cette équation en représentation position, compte tenu de

% =xl (I — 35)
5= I1-36

Ce qui donne I'équation différentielle suivante pour la fonction d'onde

y(x) =<x|y > (1 —=37)
h? d?y mw?
i o - ] —
2m dx? + <E 2 * )\y(x) (I=38)

La résolution mathématique de cette équation ne présente pas de difficultés majeures, bien
qu'elle conduise a des calculs assez complexes. Toutefois une telle méthode est surtout peu
explicite physiquement, aussi est-il préférable d'employer une autre approche, trés féconde,
développée par Paul Dirac, qui non seulement permet d'obtenir les valeurs propres du
hamiltonien sans résoudre explicitement I'équation différentielle précédente, mais qui peut étre
généralisée a d'autres situations (cf. quantification du champ électromagnétique classique, ou
étude des vibrations dans un cristal, par exemple).

B) Propriétés générales des états propres

Avant toute résolution, il est possible de déduire certaines propriétés importantes des valeurs et
états propres du hamiltonien quantique précédent

Les valeurs propres E de H sont toujours positives ou nulles :

En effet pour un état |y > quelconque, il est évident que: || < X|]y > |12 =0 Or
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||< 2y > |12 =< w|a?+ae|\y>=< y|R2 |y >=< %2> >0 (I —39)
De fagon évidente, il en est de méme pour le terme en $2 donc pour tout état |y >
<vy|Hy> =0 (I — 40)
L'énergie de I'état fondamental est nécessairement non nulle:
En introduisant les variances des valeurs moyennes de % Et de p?
Soit (4x)? =< X2 > —-< %? > (I—41)
Et (Ape)* =<p" >—<p, > (I - 42)
I est possible de montrer que:
<H>> hTW (I —43)

Par suite I'état fondamental de l'oscillateur harmonique quantique a une énergie non
nulle (énergie du point zéro), contrairement au cas classique, et ceci résulte directement de la
relation d'incertitude quantique entre X et p,

« Le confinement de la particule dans ce potentiel indique que le spectre de ces énergies
sera discret.

e Le systtme ne fait apparaitre qu'un seul degré de liberté, il n'y aura donc qu'un
seul nombre quantique.

C) Introduction d'opérateurs sans dimension:

Comme dans le cas classique il est utile d'introduire un hamiltonien sans dimension, dit réduit.
Ceci est aisé dans la mesure ou il est aisé d'introduire une « échelle » d'énergie pour le systéeme
en utilisant la quantité hw par suite (h est la constante de Planck réduite) :

A2 A2 252 A 2 2
7R P PV SR . S .l (L [ O N LA B VR
H—2m+2mw X _hWIthW+ oh l— > — + " X (I —44)

Il est facile de simplifier I'écriture de A en utilisant les opérateurs sans dimension (mais

hermitiens) suivants :
5 Dx o mw . _
b= («m) o0 X= (J h x) (I = 45)

Compte tenu de la relation de commutation [X, p] = ih, la relation de commutation entre ces
nouveaux opérateurs s'écrit :

[X,P] =i (I — 46)

En termes de ces opérateurs « réduits » le hamiltonien de l'oscillateur harmonique
unidimensionnel s‘écrit sous la forme :

~ hw
H=7W(X2+P2) (I —47)
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Remarque :

... | h . . ,
e Laquantite /E a la dimension d'une longueur.

o Les opeérateurs « reduits » d'énergie, de position et d'impulsion quantiques ont des
expressions qui rappellent celles utilisées dans le cas classique, sauf pour I'utilisation de
la quantite h

D) Opérateurs d’échelle :

En utilisant la relation de commutation entre les opérateurs « reduits » de position et d'impulsion
il est facile de vérifier I'identité suivante :

(R—iP)(X+iP)= X2+ P2+ i(RP-PR) = —A -1 (I — 48)

Ceci suggere l'introduction des opérateurs non-hermeétiques, appelés « opérateurs d'échelle »,
adjoints l'un de l'autre :
(X+iP)
V2
(X —iP)
at =——7++= (1 —50)
V2

Ces opérateurs sont dits respectivement d’annihilation et de création de quantum d'énergie, pour
des raisons qui apparaitront plus bas. Il est facile de déterminer le commutateur entre ces deux
opérateurs :

a= (I — 49)

[a,a*] =1 (I -51)
De méme, les opérateurs X et P 'expriment sous la forme

X==(@@"+a (I —52)

P==(@@"-a (I —53)

5o At A 1» _ ~ 12

A =tw(a*a+:0)=nw(N+31) (I — 54)
Ou il a été introduit l'opérateur :
N =a*a Appelé parfois « opérateur nombre de quanta de vibration ».

Par suite, la détermination des valeurs propres du hamiltonien se raméne a celles de I'opérateur
sans dimensions N qui est évidemment hermitien puisque

Nt =(a*a)t=a*@H* =N (I - 55)
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Remarque :

o l'opérateur d'échelle a peut étre considéré comme le « pendant quantique » de la quantité
complexe définie dans le cas classique, partie 1.

o il estintéressant alors de comparer I'expression du hamiltonien classique « réduit » avec
celle obtenu dans le cas quantique. En dehors du facteur h la principale différence vient
de I'apparition du terme supplémentaire en ¥2 dans le cas quantique, lié au caractére non
commutatif des opérateurs d'échelle (en fait x, de p,, et), qui donnera lieu a I'apparition
de I'énergie dite de « point zéro ».

|.4. Calcul des valeurs propres
Les états propres commun de N et H sont notés |v > avec pour valeurs propres: N |v> la
valeur propre v étant a priori un réel. Les valeurs propres de H sont alors de la forme:

E,=hw(v+2) (I — 56)

Dans la mesure ou cela ne change pas les résultats pour les valeurs propres il n'est pas nécessaire
dans un premier temps de prendre en compte une éventuelle dégénérescence de ces états
propresz

On dit que I’énergie ne peut posséder que certaines valeurs bien définies; on parle alors de
valeurs discrétes. Sur la figure (1-2) représentant le potentiel harmonique, les niveaux d’énergie
totale possibles sont représentés par des lignes horizontales équidistantes. L’intersection de ces
lignes horizontales avec la parabole représente les élongations minimales et maximales de la
liaison ou I'énergie potentielle est égale a 1’énergie totale.

Energie
\ Parabole
I|I I|| Crsci It ser Roarrrtariicgfiiae
II'l IlII PEAEELE FIEAEITFIFTLE
‘a /
o=t /
15 :\(}T;/ Distance internucléaire -

0 Fer F

Figure (I-2) : Présentation du potentiel harmonique ainsi que les niveaux d’énergie
prévue par la mécanique quantique.[*]
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Remarque

Mentionnons également que la description quantique du mouvement de 1’oscillateur
harmonique remet en question non seulement le caractére continu des valeurs d’énergie, mais
aussi la nature méme de ce mouvement.

Dans ce contexte nous disons que la mécanique quantique prévoit des petits nombres
quantiques et que les positions les plus extrémes sont moins probables que les positions
situées pres de 1’équilibre ce qui est mal prévu par la mécanique classique. En effet, selon la
mécanique classique, I’oscillateur se déplace plus lentement quand il se trouve loin de la
position d’équilibre. 1l passe donc une plus grande partie de son temps dans ces régions. En
conséquence, a un instant quelconque, il y a plus de chances de le trouver loin de sa position
d’équilibre que pres de celle-ci.

1.4.1. Relations de commutation utiles:

A partir de la relation de commutation précédente entre les opérateurs d'échelle, il vient
facilement :

[N,a] = Na — aN = a*aa — aa*a = —[a,a*)a = —a (I —57)
[N,a*] = Na* —a*N = a*a*a — a*aa* = a*[a,a*] = a* (I — 58)

Ces diverses relations rendent possible la détermination des valeurs propres de N

1.4.2. Action des opérateurs d’échelle sur les états propres : |v >

En utilisant les notations et relations précédentes, il vient facilement :
[N,é]|v > = N(alv >) —v(alv >) = —a|v > (I —59)
Ce qui donne :
N@lv >) = (v—=1)(@lv >) (I —60)

Autrement dit (@|v >) est un vecteur propre de de valeur propre (v — 1) il est possible de
poser :

alv >=a(v—-1) (I—-61)
Avec a nombre complexe qui peut étre déterminé a une phase pres en utilisant le fait que :
la|? = || d|v > ||? =<v|d@td|lv>=v (I —-62)
Et comme nécessairement :
[|alv>1]1?=0 (I —63)

Il est possible d'en déduire successivement :
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1. que les valeurs propres v de N sont positives ou nulles
2. que si en particulier v = 0, alors @|0 >= 0 et inversement si a|v >= 0 alors

atalv >= 0= N|v > Et donc tout état respectant cette condition est état propre de N de
valeur propre v =0

3. qu'en effectuant un choix de phase tel que a soit réel :
Il Vien : a=+v
Soit encore : alv >=Vv(v-1)

Par suite l'opérateura  abaisse la valeur propre v dune unité, dou le nom
d'opérateur d'annihilation de quantum (de vibration) donné plus haut.

En procédant de méme avec a* il est possible de vérifier avec la méme convention de phase
que a*|v >=+v + 1(v + 1) par suite l'opérateur a*

Accroit la valeur propre v d’une unité, d'ou le nom d'opérateur de création de quantum (de
vibration) donné plus haut.

1.4.3. Valeurs propres de I'opérateur N

Soit état propre |[v > avec v non entier, positif, N étant le premier entier tel que N > v, il résulte
de la relation alv >=+/v(v—1) que l'application a N reprises de Il'opérateur
d'annihilation a permettait d'obtenir un état propre de N avec une valeur propre négative, ce qui
n'est pas possible puisque les valeurs propres de N sont positives ou nulles.

En revanche si v =n, n entier strictement positif n applications successives de a donnent :
@"|v=n>=+n!|0 > (I — 64)

Et une nouvelle application de donne alors le vecteur nul. Par suite les seules valeurs propres
vde l'opérateur N sont les entiers n positif ou nul. L'appellation d'opérateur « nombre de quanta
de vibration » donnée plus haut est donc justifiée. Les résultats précédents donnent.

Alors :

Les énergies accessibles par I'oscillateur sont :
1
En = tw (n+3) (I — 65)

Avec n entier positif ou nul.

Ces états ont les propriétés générales suivantes :

1. Les énergies accessibles par l'oscillateur sont quantifiées. Ce résultat a de nombreuses
répercussions en physique statistique par exemple : de fait, il est impossible de décrire
correctement les propriétés thermiques des solides (capacité calorifique par exemple)
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sans tenir compte du caractére quantifié des états de vibrations des atomes qui les
constituent.

2. Les états d'énergie sont espacés de la méme quantité hw Ceci permet de considérer que
le passage de I'état n a I'état n + p correspond a « I'absorption » de quanta d'énergie par
le systéeme. Cette facon de penser est en fait trés féconde : ainsi I'étude des vibrations
dans les solides conduit-elle & introduire la notion de phonons, qui se comportent comme
des quasi-particules. De méme, et de fagon plus significative, la quantification du champ
électromagnétique conduit a introduire les modes propres de ce champ, appelé
« photons ».

3. Comme cela a déja mis en evidence qualitativement, I'énergie de I'état fondamental est
hw ; ; . . ; . .
non nulle, avec E, = > appelé souvent « énergie du point zéro » de l'oscillateur. 1l a
déja été montré que cette situation, trés différente du cas classique, résulte de la relation
d'incertitude de Heisenberg.

1.4.4. Détermination des états propres :

A) Non-dégenérescence de I'état fondamental:
En supposant que I'état fondamental est k-fois dégénéré, il est possible de poser
|0 >=]0,A> (I — 66)

Avec A= 1,2, ..., k. Comme pour tout A3|0,A >= 0, il est possible de revenir a la définition

~

I'opérateur d'annihilation a et de donner I'équation différentielle correspondante en

représentation position que doivent satisfaire les fonctions d'onde v, (x) pour tout k :

A
dy,  mw A _ _
— Tt xy,(x) =0 (I—-67)

Cette équation est aisément soluble par séparation des variables et abouti a une méme fonction,
a une constante (complexe en général) de normalisation pres : [3]

v, (%) = Coexp (—%xz) (I — 68)

La normalisation de ce résultat, permet d’obtenir :

1
mw

_ (mw)+ -
&= (%) (1 - 69)
Par suite, les solutions étant proportionnelles entre elles, I'état fondamental est non dégénéré.

Il est alors facile de voir que tous les états propres du hamiltonien sont non dégénérés : en effet
si c'était le cas il serait possible a partir de deux états|n,1>  et|n,2 > de méme
énergie E, d'obtenir, par application a n reprises de l'opérateur d'échelle 4 deux états
fondamentaux dégenérés 0,1 > et |0,2 > distincts, ce qui est impossible du fait de la
non-dégénérescence de I'état fondamental
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B) Etats propres de I'opérateur N

Une démonstration par récurrence utilisant l'opérateur de création de quantum de vibration
montre que les états propres de a*a s’écrivent :

1 A~
n >= = @ahm|o > (I-70)
En représentation position, il suffit de substituer I'expression dea
v, (x) =<x]0 > (1-71)

Pour obtenir I'expression de la fonction d'onde

v, (x) =<x|n> (I1—-172)
Sous la forme :
1
1 mw\z d\" X2
V@ = e () (X = 55) e (-3) (I-73)
Avec:
X= 2%  Position réduite.

h

En introduisant les polyndmes d'Hermite H,,(x) sous leur forme dite « physique » définie par
2

X n x2
e Hy() = (X =) e (I —74)

Il est finalement possible d'obtenir I'expression générale de la fonction d'onde y_ (x) :

a0 = 7 (220, () e (1-75)

2n! \ h

Il est facile de vérifier que ces fonctions d'ondes sont orthogonales entre elles et normalisées a
I'unité, en utilisant les relations d'orthogonalité des polynémes d'Hermite. Par ailleurs, la parité

de la fonction d'onde v, (x) est celle de n.

Cette derniére relation nous permet de retrouver explicitement autant de fonctions d'ondes que
nécessaire. Par exemple pour n = 1 il vient :

[y

3\ 2 imw
o= e
1
_ (mw\a (., mwx? _imw, 2
= (2 (2 1) a-m

D'une fagon générale, on retrouve, bien sir, les fonctions d'ondes obtenues par la méthode
Polynomiale en mécanique ondulatoire.
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& ()
E; .
n Y ()
1(‘ /
Eqm — 7
«- " Llh - | V,(X)
E; - W, (x)
E, : W, (x)
,,,,,,, | Eq s A
h(i : . W (x)
ho/2 X
‘ ‘ o

Figure (1-1) : Représentation des sept premiers niveaux d'énergie et des fonctions d'onde
associées vy (x) de I'oscillateur harmonique quantique unidimensionnel.[*]

1.4.5. Valeurs moyennes

a) Etats propres |y, >[4, 5,6]

h “~
<X>=<y [Xly, >= /E <v Xy, > (I —78)
h & At
= m<\|1n|a+a|\|1n>
h
= /m <y, |Wnly, ,>+n+1y_ > (I —79)
=0
Ou:

<y [Xly,>= [y ODxy (dx (=0) (1 —80)

Le potentiel de I'oscillateur harmonique étant une fonction paire de x les fonctions propres
v, (x) Sont soit paires, soit impaires. On peut d'ailleurs vérifier que la parite des vy (x) est égale
a(—n™.

Page 19



Chapitre | Etude Classico-Quantique de L’oscillateur Harmonique

Il en résulte que l'intégrale ci-dessus est toujours nulle.

De méme :
<P>=<y |Ply >=+vVmhw <y |Ply > (I —82)
~ |mhw oAy
=-i|— <y, la+at|y, >
=0
Mais:
2 _ _n ~ 1 A2
<X >—m<\|1n|(a+a+) ly,, > (I —83)
= v |@ +a*? +aat +a*ta)?ly, >
2mw n n
<y, l@%ly, >=< \|/n|,/n(n — 1)|\|In_2 >=0
<y |a*?y >=<y |[Jy(n+Dn+2)ly, ., >=0
<y, laatly, >=<vy, [(n+ D]y, >=n+1
<y, lataly, >=<vy_ ||y, >=n (I—84)
Donc
2 _ _h APLE _
< X% >= (2n+1)2mw—(n+2)mw (I — 85)
De méme
mhw 1
< P?>= (2n+1)T=<n+§>mhw (I —86)
Allore
1\ h
(AX)2 =< X% > —< X >2= (n + —)—
2/ mw
(AP)? =< P? > —< P >?= (n +3) mhw (I —87)
Allore
1 h
AX.AP = (n+3)h (=3) (I — 88)
Remarque :
p2 1\hw  Ep
<%>—(n+5)7—7 (1—89)
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1 1\hw E,
<V(x) >=— mw2<X2>=(n+—)—=— (I-90)
2 2 2
Théoréme du Virile:
<T>=<V>=— (I -91)
pour V = AX?
Plus généralement :
V(x) = AX" (I —92)

2<T>=n<V>

ici n=2 - <T>=<V>

1.4.6. Paquets d'ondes : superposition de |y >

Considérons maintenant un oscillateur harmonique dans un état |@ >quelconque. H
hermétique |y, > Fonctions propres de H —|y, >base de I'espace des états — On peut
écrire:[6 ,7]

lp >= X0 Crlv, > (I1-93)
D'une fagon générale, | > évoluera au cours du temps. En particulier, si & t=0

l9(0) >= X3 Cr (0w, > (I—94)

On aura:

00 >= Y Cu@erp (F25) v, >
n=0

= %o Ca(Oexp (—i (n +3) we) v, > (I — 95)
On a alors, par exemple :
<X> (D) =< 9, (OKXlp, () > (1 - 96)
Lim 2in Cm (0) G (0) Xypnexp(i(m — n)wt) (I —=97)
Avec:
Xmn =< ¢, [X|lp, > (I —98)

La somme ne comprend que des termes en ex (xiwt)

<X > (t) = Ae™' + Be™ ™t
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= Ccos(wt + \V)

(I —99)

< X > (t) Est fonction sinusoidale du temps, comme pour I'oscillateur harmonique classique.

Il en est bien sdr de méme pour < P > (t).

Ce résultat peut d'ailleurs se retrouver grace au théoréeme d'Ehrenfels :

L <X>=—<[XH]>

[X,H] = \/%hw [X, H]

_ L\/_\/mhw[(—dﬂ + @]

mv2

= E\/mhw (L @a*) - (d)) = E\/mhwﬁ
m V2 m

ih
m
d <P>
A
De méme :
1
E<P>:i_h<[P’H]>:_mWZ<X>
On aura:

<X>(t)=<X>(0)coswt +

<P>(t)=<P>(0)coswt —mw < X > (0) sinwt

(I — 100)

(I —101)

(I —102)

(I —103)

(I —104)

(I - 105)

(I—106)
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1.4.7. Interprétation

En analysant ces fonctions d'ondes, on retrouve de nombreux résultats classiques : la particule
dans le puits de potentiel a une probabilité de présence plus élargie si elle a une énergie plus
haute (une bille au fond d'un puits va monter plus haut sur les bords si elle a plus d'énergie), la
particule a plus de chance de se retrouver sur ces positions éloignées du centre du puits (la bille
a une vitesse d'autant plus petite qu'elle est haut dans le puits : elle va donc passer beaucoup
plus de temps en hauteur qu'au fond du puits)

1.4.8. Applications :

Pour tous les calculs ou des particules sont dans un puits de potentiel, I'approximation
harmonique est trés intéressante (en effet, on remarque que le développement limité a I'ordre 2
d'un puits nous donne une parabole). Par exemple si I'on souhaite étudier un « pieége harmonique
» a deux dimensions (condensation de Bose-Einstein a 2D) on pourra poser le Hamiltonien
suivant pour débuter I'étude :

1
+ —mw?(%% + 9?) (I-107)

1.5. Généralisation a trois dimensions

Ces calculs pour une seule dimension se généralisent tres bien a 3 dimensions. L'hamiltonien
est alors simplement sous la forme d'une somme de trois hamiltoniens indépendants, qui sont
donc étudiables séparément exactement comme nous l'avons fait précédemment.

Les énergies accessibles par I'oscillateur sont [8,9] :
3
E=hw(n+§) (n = 0) (1—108)

Avec : n =n, +n, +n, I'énergie dépend de trois nombres quantiques indépendants. Pour
une méme énergie, il va donc étre possible d'imaginer des configurations différentes : les
niveaux d'énergie sont dégénéreés.

On calcule le nombre de dégénérescences pour le nieme niveau d'énergie :[10] n=1

n+1Dn+2)
In = 2

(I—109)
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1.6. Conclusion

Maintenant que nous avons exposé le formalisme théorique de I’oscillateur harmonique d’un
point de vue classique et quantique via des méthodes assez sophistiquées en passant par
Newton, Lagrange et Hamilton puis via les opérateurs d’annihilation et de création qui agissent
sur un espace de Fock, nous passerons au cas de 1’étude de 1’oscillateur harmonique en état de
perturbation et nous choisissons la fameuse formulation de Morse qui sera 1’objectif du

deuxiéme chapitre..
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1. L’oscillateur de Morse

11.1. Introduction

Nous concentrerons dans ce chapitre a 1’étude de I’oscillateur de Morse d’un point de vue
géneral. Pour cela nous allons exposer tous ce qui va nous aider par la suite sur ce potentiel.
Rappelons que le potentiel de Morse, suivant le nom du grand physicien Philip Morse
correspond a un modeéle pratique d'énergie potentielle pour des molécules diatomiques. Il est
introduit par son savant d’'une maniére empirique d’ou loi empirique Il décrit le mouvement
d’une particule plongée dans un potentiel anharmonique. Il est utilisé généralement pour décrire
la spectroscopie de molécules diatomiques et la dynamique vibratoire anharmonique. Il peut de
développer sous un traitement de Taylor en donnant a 1’apparition des termes harmonique,
cubique et quadratique dont les coefficients apparaissent sous forme de parametres de
dilatation.

Il représente une meilleure approximation pour décrire la structure vibrationnelle de la
molécule que celle d’un oscillateur harmonique quantique. Il se comprend d’une maniére
explicite via la détermination des effets d'une rupture de liaison, comme I'existence des états
non liés.

Il prend aussi en compte I'anharmonicité des liaisons réelles et la probabilité non nulle de la
transition pour les états harmoniques et les bandes de combinaison. Ici aussi, nous allons étudier
I’é¢tude d’une maniere classique puis une seconde fois nous nous passons a I’enquéte quantique.
Nous en donnerons ici un bref apercu.

11.2.  Etude classique
En partant de la fameuse relation du potentiel de Morse qui s’écrit [1] :De ™ (e™ — 2)
V(x) =12Be ™™ (e™ - 2) (1 -1)

Ou B est un parametre constant représentant I'énergie de dissociation on peut le tracer d’une
maniere graphique.

Sa représentation graphique suivant des différentes valeurs du parameétre 3 est décrite par la
figure (11-1). En analysant la forme de son expression (I1-1) on peut dire qu’il n’est pas
polynomial car quand V (x) — oo et il s’annule quand x —oo. Il a un minimum local a x =0 et
la profondeur du potentiel est B / 2. L'oscillateur de Morse a été présenté comme un modele
utile pour le potentiel interatomique et pour I'adaptation des spectres vibratoires de molécules
diatomiques. Il est également utilisé pour décrire la photodissociation de molécules telles que
I'excitation multi photonique de molécules triatomiques dans un milieu dense ou dans une
cellule agacée sous haute pression et le pompage d'un modele local d'une molécule poly
atomique par un laser infrarouge.
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Figure (11-1) : La forme du potentiel Morse pour trois valeurs de f [1].

L’étude classique de son mouvement amorti conduit a une reformulation de 1’équation
suivante :

x +dx + e —e™) = fcoswt + gcosQt,Q > w. (1 -2)
Avec (f cos wt + g cos Qt ) est le terme extérieur.

En raison de la présence des fonctions sinusoidales du terme externe conduit & des périodes T
=21/ .

Qui se décompose suivant les périodes 2m / Q et 21 / ® respectivement.

11.2.1.Les phénomenes de réesonnance

Pour analyser le phénomene de la résonance et I’effet de I’influence de la forme du potentiel
sur la résonance via la présence des deux pulsations, nous allons appliquer la théorie des
perturbations.

Nous faisons appel aux mathématiques, qui nous exigent de passer par deux étapes
fondamentales dont la solution est [1,2] :

1. A partir de la solution sans termes extérieur de I'équation (11-2) du mouvement autour
de son point d'équilibre, nous trouvons une expression analytique de I'amplitude qui
n’est autre que le rapport entre 1'amplitude d'oscillation de la sortie du systeme a la
fréquence ® et I'amplitude f du signal d’entrée. De l'expression de nous extrayons
diverses caractéristiques de la résonance vibratoire dans l'oscillateur Morse. En
particulier, nous déterminons la valeur de g a laquelle se produit la résonance.

2. Nous allons essayer de confirmer toutes les prédictions théoriques par simulation
numérique ce qui est le I’objectif du troisieme chapitre. Le traitement théorique utilisé
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pour l'analyse de la résonance vibrationnelle avec la force périodique f cos wt + g oS
Qt peut étre appliqué a d'autres types de force bi harmonique. Nous illustrons cela en
particulier pour une forme d'onde carrée de forces a basse fréquence et a haute
fréquence.

11.2.2.Calcul perturbatif :

Considérant le potentiel de Morse soumis a un champ externe bi harmonique. En appliquant
la théorie de perturbation, nous obtenons une expression analytique pour la probabilité de
transition du premier ordre Py ou une transition d'un lleme état quantique par exemple a un
cinquieme état quantique dans le temps, provoqué par le champ externe appliqué. Nous
analysons l'influence du champ de haute fréquence sur Pg et nous montrons la présence de la
résonance et d'antirésonances.

Principe

Pour trouver une solution approximative de 1’équation (II-2), nous utilisons la méthode de la
séparation des variables toute en supposant que x = X(t) + Y(t,t = Qt), ou X et y sont
des variations lentes et rapides et en posant x = X + 1 1’ajout et la retranche des termes
suivant nous obtenons [1,2] :

B(e™¥)e ™ and B(e™?¥)e ?*ou (u) = (%) foznu dr,t = Qt (I - 3)

X + dX + e *([e7¥]—[e"*]e ™) = f cos wt (1 — 4)
P+ dy + Be (e —[e7¥])

—Be (e — [e7?¥]) = grosQt. (II - 5)

La solution de cette équation via p = pcos Qtolip = g/ Q2.donne:

[e™] =3, et Tdr = Lo, (11— 6)

[e™¥] = Io(2w) (1 =7)
Ou I, (2) est la fonction de Bessel modifiée.
Maintenant 1’équation (II-2) deviendrait :
X + dX + Be X (Io(w) — Ip(2we*) = fcos wt. (I1 — 8)

Qui peut étre traitée comme 1'équation du mouvement d’une particule soumis a une force
périodique et au frottement linéaire.

Dans ce contexte on dit que pour une oscillation lente autour de X et pour un changement de
variable Y = X —X*autour d’Y = 0 1’équation (II-2) devienne :

Y +dY +w?eY(1 — e )= fcos wt, (I1 - 9)

2 _ Io (W)
Ou wr= ﬁlo(zu)'
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Pour des amplitudes | f | «< 1, il est raisonnable de supposer que I'amplitude de Y est petit, de
sorte que nous les développons via les séries de e Yet e~2Yet en négligeant les termes non
linéaires dans Y. Il en résulte I'équation linéaire suivante :

Y + dY + w?Y = f cos wt. (I - 10)

Ou w, Est la fréquence de résonance de I'oscillation du mouvement.

11.3. Etude quantique

- o |
- Lo |

Energie de dissociation

Energie

Distance internucléaire (r)

Figure (11-2) : Distance internucléaire en potentiel de morse [3]

Page 29



Chapitre 11 L’oscillateur de Morse

Commentaire :

Potentiel de Morse (en bleu) et potentiel d'oscillateur harmonique (vert). Contrairement aux
niveaux d'énergie du potentiel d'oscillateur harmonique Séparés de hw, l'espacement entre
niveaux du potentiel de Morse décroit lorsque I'énergie approche de I'énergie de dissociation.
La profondeur du puits D, est plus importante que I'énergie de dissociation D, en raison de
I'énergie de point 0 du niveau vibrationnel le plus bas (v = 0). D, Est la grandeur accessible a
I'expérience.

11.3.1.La fonction potentielle

Bien que la physique en général nécessite la connaissance d’une expression de la fonction
potentielle car I’absence de cette derni¢re pose un probléme non seulement d’un point de vue
théorique mais aussi computationnelle. La fonction potentielle de ce probleme physique est
donné par le savant Morse comme :

2x

V(x) — Vo(e—Zx/re — ze—x/re) — Vo(e_ﬁ _ 2) (II _ 11)

Ou x est la distance entre atomes 7, est la longueur de la liaison a I'équilibre, V,, est la profondeur
du puits (définie par rapport aux atomes dissociés) et a contréle la largeur du potentiel.

L'énergie de dissociation de la liaison est calculée en soustrayant I'énergie de point d’abscisse
X =1, par rapport & la limite de la dissociation quand x— oo de la profondeur

Du puits et la constante de force de la liaison se calcule par le biais de la dérivée de la fonction
potentielle de 1I’équation (II-1).

Maintenant en partant du développement limité en puissances de r au voisinage de r, du
potentiel de I’équation (II-1) nous obtenons :

Vir—r,)=v(r)+r, (11 —12)

dr ; dr?

11.3.2.Résolution analytique de I’équation de Schrodinger

A) Meéthode de changement de variable & une dimension

De maniére quantitative, la résolution de I'équation de Schrodinger relative a un oscillateur
harmonique quantique nous donne les énergies et états propres du potentiel de Morse qui
peuvent étre trouvés aussi en utilisant la méthode par opérateurs de création et d’annihilation.
Une des approches possible est I'application d'une factorisation du hamiltonien de 1’équation
(11-7) qui peut étre soluble en faisant un changement de variable.

D’apres ce que nous avons écrit auparavant on dit que I'équation de Schrédinger ainsi obtenu
est considérée comme indépendante du temps sa forme est [4,5]:

2

—%63 +V, (e_rz — Ze_rx_e)tp(x) = Ey(x) (I — 13)
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Pour simplifier cette équation on définit les variables :

ko =22 g =12 (1 - 14)
z = 2kgr,e e e =ar, (Il — 15)
De plus on a que :

(0%) = (072)0, + (0,2)07 (11 -16)
Ainsi I'équation de Schrddinger deviendrait :

1 1 ko, e?
2 = _ o'e - — _
(62 + P ad, ) + P Zz> l/J(Z) 0 (1 —-17)

En posant : kgx =n+e +% alors les comportements asymptotiques de I'équation (11-19)
prennent les formes suivantes :

Pour z— oo I'équation devient :

(02-3)v@ =0

(Il —18)
Qui pour solution e 2
Pour z—0 I'équation devient
, 1 e?
62 +;62—Z—2 ll}(Z):O (11—19)
Qui pour solution z¢
Ainsi on choisit I'Ansat suivant :
z
Y(2) = z%e 2¢(2) (I - 20)
Avec ¢ (z) une fonction a déterminer, on trouve :
(z02+ (Re+1—2)3,+n)p(z) =0 (I —21)
Qui correspond a I'équation hypergéométrique confluente :
z071u(z) + (¢ — 2)0,u(z) — au(z) = 0 (1 —22)

Qui a pour solution la fonction hypergéométrique confluente

- (@ 2"

Fi(a;c;2z) = T (11 — 23)
L1 (0 n!

Ou (a),, désigne le symbole de Pochames c'est-a-dire :

ODp=x(x—1Dx—-2)e..(x—n+1) (11 — 24)
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Ainsi
¢(z) = Fi(—n;2e + 1;2) (Il — 25)

Et la solution de I'équation de Schrddinger est :

Z
Y(z) = F,(—n;2e + 1;2)z°% "2 (II — 26)
B) Meéthode directe via les polynémes de Laguerre

Dans cette section, nous nous intéresserons a 1’étude quantique de 1’oscillateur de Morse via
une résolution importante de 1’équation de Schrodinger. Nous construisons notre Hamiltonien
de ’oscillateur de Morse pour une molécule diatomique de masse réduite m comme :

Hy= p2/(2m) + V (x) , (I1 - 27)

Qui contient une partie cinétique et une partie potentielle importante pour ce travail qui
s’écritcomme : V (x) = 12Fe *(e ™™ — 2) Ou beta est la profondeur du potentiel

Pour étre dans le méme contexte, nous faisons une équivalence entre les deux potentiels ce qui
nous ameéne a poser 128=V,,.

Résoudre I’équation de Schrodinger revient a la détermination des vecteurs propres et leurs
énergies correspondantes via I’expression suivante :

Hopn = Enoy (I —28)
Ou les ¢, s’écrivent comme des polyndmes de Laguerre via la fameuse relation :
QO = Npz4 1272121k (), (I — 29)

Avec la substitution suivante on obtient :

— —x 92 _ M8 — n! 1/2 _
z = 227,42 =28 Nn = (ko) (11 - 30)
_ k _z7keZ an  _ k
k=21 - 2n — 1, Li(z) = =522 g7t (1 - 31)

Les énergies propres auront 1I’expression suivante :

E, = _5 (A—n—-1/2)2n = 0,1, andn < A —1/2. (I — 32)

Avec LE (z) sont les polyndmes de Laguerre généralisés.

D’aprés (I11-12) on dit que l'oscillateur de Morse présente un nombre fini d'états liés contrdlé
par le parametre f.
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En fixant les valeurs de h et m comme unité par commodité et pour un parametre § = 9, nous
obtenons : [5]

E0 = —-3.125, E1 = —1.125, —0.125. (11 —33)

Ce qui conduit automatiquement aux trois états lies.

11.3.3.Les états propres

Apres une résolution rigoureuse de 1’équation de Schrodinger, les états stationnaires de ce
potentiel de Morse correspondent aux valeurs propres suivantes :

2
_ 1) _ [rwo(v+3)]
E@W) = hv, (v + 5) - (I — 34)
Ou v est le nombre quantique de vibration, et v, a une dimension de fréquence, et est
mathématiquement reliée a la masse de la particule, m, et aux constantes de Morse par [4,5] :

v=—-.2D,/m (I — 35)

Alors que l'espace énergétique entre niveaux vibrationnels de I'oscillateur harmonique
guantique est constant a hv,l'énergie entre niveaux adjacents décroit lorsque v croit pour
l'oscillateur de Morse. Mathématiquement, I’écart entre les niveaux de Morse est :

(hvo)?
E(v+1)—E(v)=hv0—(v+1)T (11 — 36)

Ce comportement correspond a I'anharmonicité des molécules réelles. Cependant, cette
équation échoue pour certaines valeurs de v pour lesquelles E(v + 1) — E(v) est nulle ou
négative. Ceci est di au nombre fini de niveaux de liaisons dans le potentiel de Morse, étaux
v, qui maintiennent la liaison. Pour les énergies supérieures a v, tous les niveaux d'énergie
possible sont permis et I'équation pour E(v) n'est plus valable.

En dessous de v,, ,E(Vv) est une bonne approximation de la structure vibrationnelle réelle dans
les molécules diatomiques ne pivotant pas. En fait, les spectres moléculaires réels sont
généralement lissés par la formule suivante [1]

E, 1 1\2
E=We(v+z>—wexe(v+§> (11—37)

Ou les constantes w,, w,x,peuvent étre directement liées aux parametres du potentiel de Morse

Remarque

Bien que la molecule soit considéree comme un assemblage d'atomes liés par des forces
interatomiques dépendant des positions relatives des noyaux des différents atomes, sa
représentation est assimilée comme deux boules liées par un ressort, dont la force de rappel est
caractérisée par une énergie potentielle V (r) fonction de la distance entre les centres des boules.
Cette définition sous-entend que le cortege électronique qui entoure les noyaux suit
instantanément (éventuellement en se déformant) le mouvement de noyaux. Il s'agit d'une
excellente approximation dite : approximation de Born-Oppenheimer valable parce que les
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vitesses moyennes typiques de déplacement des noyaux sont tres petites devant les vitesses
moyennes typiques des électrons. La force de rappel, qui caractérise la liaison chimique entre
les atomes est essentiellement assurée par le cortége €électronique, et dépend de I'état quantique
de ce cortége.

11.4. Conclusion

Nous avons étudi¢ dans ce chapitre 1’état quantique d’un oscillateur de Morse ou nous avons
expos¢ quelque méthode de calculs de la fonction d’onde solution de la fameuse équation dite
équation de Schrodinger. Maintenant nous allons procéder aux calculs numériques ou nous nous
intéresserons a convertir tous ce que nous avons vue auparavant a des équations numériques
accessible aux calculs ce qui est le fruit du troisiéme chapitre.
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I11. Résolution numérique de I'équation de Schrodinger via un potentiel de Morse

111.1. Introduction

Le systeme quantique a potentiel Morse est un modele réaliste pour I'étude des
vibrations d'atomes dans une molécule diatomique. Comme ce systéme est tres proche de
’oscillateur harmonique, les états cohérents compresses seront construits selon la procédure
donnée pour l'oscillateur harmonique, mais nous traiterons d'un nombre fini d'états propres.

C’est un modele d'interaction interatomique commode pour I'énergie potentielle d'une
molécule diatomique. 1l s'agit d'une meilleure approximation de la structure vibratoire de la
molécule, car elle inclut explicitement les effets de la rupture de liaison, tels que I'existence
d'états non liés. Cela explique également I'anharmonicité des liens réels et la probabilité de

transition non nulle pour les bandes d’harmoniques et de combinaisons.

Le potentiel de Morse peut également étre utilisé pour modéliser d'autres interactions

telles que l'interaction entre un atome et une surface.

Cependant, sa forme mathématique inspiré par le physicien Morse, qui est la fonction

d'énergie potentielle la plus utilisée pour I'ajustement des données spectroscopiques.

Maintenant nous arrivons a la partie le plus laborieuse de notre travail ou on convertit
toutes nos équations théoriques vues précédemment aux chapitre | et Il a de équations

numériques base sur un organigramme de calcul

111.2. Méthode des différences finies

Pour résoudre numériquement 1’équation de Schrodinger, il semble pertinent d’appliquer la
méthode de discrétisation de I’espace et des opérateurs. Sous les hypothéses que ¥ (x) est au
moins de classe C2, un développement de Taylor nous permet d’écrire les deux égalités

suivantes [1] :

W+ h) - W) =h 9 (0 + 25 o9 + o(n?) (1-—1)
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dw 232
Lp(X—h)—lp(X) = _h&(X)-I_EE(X)-*_O(hS) (111—2)
Le somme de ces deux égalités :
Y(x+h)+W¥(x—h)—-2¥() d*¥
Tz =5 (x) + 0(h?) (I11- — 3)

Apparait alors équivalent discret de I’opérateur A (& une dimension, mais le cas a trois
dimensions s’en déduit aisément). La précision de cette expression est en O (h?).
En discrétisant I’espace d’un pas “h” et en injectant le résultat précédent dans 1’équation de

Schradinger, il vient :

Y(x+h)+%¥(x—h)-2¥()
hZ
Y(x+h) +¥(x—h) —2¥(x) + h2f(x)¥(x) + 0(h*) =0 (Il = 5)

+ f()W(x) + 0(h?) = 0 (I11- — 4)

Cette équation peut étre réécrite de fagon a faire apparaitre une relation de récurrence entre
les valeurs de ¥ aux nceuds du maillage. Le pas de la discrétisation est fixé a h et I’origine est
définie par le point O.

Lors de la résolution numérique, 1’algorithme débute a x = —2h.La connaissance des deux
premieres valeurs de W, (il s’agit de I’onde plane écrite précédemment) permet d’initier la

récurrence qui donne acces a tous les ¥n.
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I11.3. L'organigramme de calcul :

Lire dx, E;, Ef, D, beta

Méthodes des différences finies

Y(x+h) +¥(x—-h)-2¥(x) d°¥

Si non

Retour

hZ
(T + VMorse(x))l\V =Ely >

= < (9 +0(h?)

Si oui

Afficher 1 ; 2

Figure (111-4) : L'organigramme de calcul
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I11.4. Interprétation

Alors en premiére approximation, nous avons ¢tudié au chapitre I 1’énergie d’interaction entre
les atomes qui ecrit comme :[3]

V() = Zk(x — x,)? (11l — 6)
D’ou I’étude classico quantique de 1’oscillateur harmonique

Ou Xe : est la distance d’équilibre entre les atomes

Xe O Q

Atome 1 Atome 2
Qui est généralement de I’ordre de 1 42 A”;

Puis I’étude quantique nous a mere a déterminer 1’énergie propre relative a cet oscillateur de la
forme :

En=(n+3)hw (1l — 7)

On dit ici que I’écart auteur de Xe géner des oscillateurs avec la pulsation w

Avec .
1 |k
_ Mmpmy _
p=- (11l — 9)

Est la masse réduite de la paire d’atome.

Arrivé a ce point nous pouvons confirmer les résultats de Bohr qui stipule qu’a la limite des
grands nombre quantique n — oo

fﬁ.% = nh (Il - 5)

Ou h : est le constante de Planck.
Pour une énergie de I’ordre de : hw,, = 0.1ev
On trouve :

V12 = 24 1013hZ
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Ez - El = hW12 (III - 5)

Qui correspondent a des longueurs d’onde des photons absorbés et émis lors de la transition
est de 12 pm d’ou le domaine de I’infrarouge.

11.4.1. Calcul numérique fonction de base de I’oscillateur harmonique

Avant de passer aux calculs avec potentiel de Morse, nous allons effectuer un calcul
numérique basé sur la détermination des fonctions de base de I’oscillateur harmonique ainsi
que leurs énergies correspondante. Ces derniers vont nous servir par la suite pour décomposer
notre fonction d’onde totale solution de 1’équation de Schrodinger en présence d’un potentiel
de Morse. La figure (I11-1) montre I’allure des fonctions de base de 1’oscillateur harmonique
pour trois niveaux (n=0, 1,2) ou on sait d’apres les références [1] sur I’étude des oscillateurs
harmoniques leurs formes analytiques ainsi que leurs variations via la variation x

Alors d’apres cette figure, nous remarquons qu’au fur & mesure que n augmente la fonction
1 (x) présente des lobes : par exemple pour n=0, on aura un seul lobe, pour n=1 deux lobes et
pour n=2 trois lobes respectivement, ce qui nous permettra de dire que le nombre de lobes est
de I’ordre de (n+1).

——1/2, phio
- - - -3/2, phi1

5/2, phi2 .
----- v(x)

Phi(x)

Figure (111-1) : Présentation des fonctions d’ondes solution de I’oscillateur harmonique

Pour n=0,1 et 2 respectivement.

Nous présentons dans la figure (111-2) I’allure de la deuxiéme fonction d’onde étalie sur les
deux axes negatif et positif.
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0,8 T T T T T T T I T T T
—— Phi(x), osci-har |

0,6 -
0,4 -
0,2 -

0,0 S

Phi(x)

-0,2 4

0,4 -

-0,6 +

Figure (111-2) : L’allure des deuxiéme fonction d’onde solution de ’oscillateur
harmonique.n=1

Pour mieux voir ce que nous avons utilisé nous présentons la variation de notre potentiel
harmonique de forme parabolique sur la figure (111-3).

B = l —— V(x) harmonique

40 —

30 =

20

-
o
1
|

Figure (111-3) : Variation du potentiel harmonique.
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111.4.2. Calcul numérique fonction de base de I’oscillateur de Morse

I1 existe deux méthodes pour évaluer la solution de 1’équation de Schrédinger via un potentiel
de la forme de Morse voir figure (111-4) :

VMorse(x) = D[1 - e—a(x—xe)]z

1,0 4 Potentiel de Morse

0,8 .

V(x)

04 4

0,2 —

0,0 e

Figure (111-4) : L’allure du potentiel de Morse.

La premiére nécessite de prendre 1’expression du potentiel tel qu’elle est. Elle réside a
déterminer les solutions de 1’équation de Schrodinger c’est a dire évaluer les fonctions propres
de I’hamiltonien relatif au potentiel de Morse. Nos calculs donnent les résultats suivants :

Pour cela nous utilisons trois sortes de molécules diatomiques : 0,, N, et HCI

Ceci est lié au faite que ces trois molécules possedent des parametres expérimentaux précisant
les valeurs de D et beta respectivement relatif au tableau suivant :

HCl D= 4618eV, a=1869(10°°m—1) [2]
0, D= 5214eV, a =2.655(10°m—1)[2]
N, D= 9905eV, a =2.691(10m—1)[2]
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Nous présentons les trios fonctions propres du niveau n=1 pour les trios molécules respective.

Les figures (111-5a et 5b), (111-6a et 6b) et (I11-7a et 7b) donnent la variation totale de notre
fonction d’onde qui présentent ici deux lobes relatives au niveau n=1. Apres une analyse des

figures (I11-5b), figure (111-6b) et figure (I11-7b) on remarque qu’au-dela de la valeur x,
longueur de liaison a I’équilibre les fonctions d’onde commencent a diminuer en atteignant une

valeur totalement nulle pour des x tendant vers 1’infini.

0,8 — — — . ; . ,

Molecule: Hcl

0,6 -

Phi(x)

X(A°)

Figure (111-5a) : Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule HCI.
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0,8 ; ; , . , Y ' . v .

—— Molecule: Hcl

0,6
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0,0

Phi(x)
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-0,6 -

-0,8 . . ' y ' ' v ' '
6 -4 2 0 2 4 6
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-
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Figure (111-5b) : Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule HCI.

1,0 —

0.8 - Molecule: N, | _

0,6 -
0,4 -
0,2 -

0,0

Phi(x)

0,2 <
-0,4 -

-0,6

-0,8 4

-1.0 ' T ! T T T

X(A°)

Figure (111-6a) : Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule N2.
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Molecule: N2 _
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-
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Figure (I11-6b) : Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule N2.

0.6 - Molecule: O,

0,4 -

0,2

0,0 A

Phi(x)

-0,2 4

-0,4

-0,6 4

Figure (111-7a) : Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule O2.
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0,6
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X, =1.208A°

0
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Figure (111-7b) : Présentation de la fonction d’onde du niveau n=1 pour la molécule O2.

I11.5. Etude comparative :

Nous portons les trois courbes relatif aux fonctions d’onde solution de I’hamiltonien de Morse

dans une méme figure pour pouvoir mieux comparer.

La figure (I11-8) montre cette variation respective.

0,8

Phi(x)

oscil.

- ---N,,D=9.905[a]
O,,D=5.214[a]

————— Hcl,D=4.618[a]

PR I T ST

PR T TR NI N

x(A°)

0]

Figure (111-8) : Présentation des trois fonctions d’onde du niveau n=1 des trois molécules

[a]=[2]
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- Pour fixer les idées la courbe en trais pleins correspond a la fonction d’onde de
P’oscillateur harmonique.

- Lacourbe en trais discontinue correspond a la molécule N2

- Lacourbe en trais pointillé correspond a la molécule O2

- Lacourbe en trais pointille + discontinue correspond a la molécule HCI.
L’amplitude de la fonction d’onde de la molécule N2 est plus grand par rapport aux autres
amplitudes des molécules d’0O2 et HCI ceci est lié au faite que cette molécule a une
caractéristique plus importante via la valeur de la constante D qui correspond a la profondeur
du potentiel de Morse. Est grand une autre molécule

Ce qui nous permet de dire que plus la profondeur n’est importante plus que 1’amplitude de la
fonction d’onde fonction propre de I’hamiltonien de Morse est grand.

Est de résoudre outre Avant de passer aux calculs, nous effectuons un développement limité
du potentiel de Morse au voisinage de la position d’équilibre

La deuxieme méthode est reliée au développement du potentiel de Morse au voisinage de la
position d’équilibre comme est décrit au chapitre II.

Cette nouvelle forme nous exige d’utiliser la méthode des perturbations stationnaires.

11.5.1. Etude perturbates :

En réalité notre probléme est d’étudier un oscillateur via un potentiel de morse car la force le
rappel induit par le mouvement harmonique comme décrit au chapitre 1 n’est valable que pour
de petite déformations car si on écart fortement les atomes 1’un de I’autre

Alors la liaison va se casser et par conséquent la force de rappel - kx s’annule et puisque cette
force dérive d’un potentiel

F = —ki = —#r (1l — 10)

Le potentiel induit par cette force deviendrait constant ce qui provoque un nuage électronique
entre les atomes via une correspondance de leurs fonction d’onde ainsi que leurs densité qui
n’est autre que le carré de I’amplitude de ces derniers.

Donc, si on nomme par D : I’écart entre la limite quand x — oo et le fond du puit comme décrit
par la

Alors le seul moyen de confronter ce probleme physico-chimique est de passer par la station
des calculs de perturbation en prenant en compte les termes d’ordre supérieur a 2 c’est-a-dire
le terme d’ordre 3 et d’ordre 4 toute en considérant que le terme d’ordre 2 est un oscillateur
harmonique.[4]

1 2, 1 3
V(x—xe)=5k(x—xe) +Ea(x—xe) r (I - 11)

Les expressions fondamentales de la théorie de perturbations :

Erll =< @|Vmorsel®p > (11— 12)
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< |V > |2
p >= z | < @nl Morsel‘pp | |(Pp S all — 13)

En_Ep

n+p

Le potentiel a I’harmonique réduit d’écart entre les niveaux d’énergie qui sont solution de
I’équation de Schrodinger va le développement suivant :

1 1\2
E=(n+2)hw—(n+2) hwx, (Il — 14)
Qui se traduit d’une maniere mathématique via la formule de morse

V(x) = D[1 — e~*(*~%)]2 (111 — 15)

En égalisant les des expressions on obtient

2
p =W (111 — 16)

- 4hwx,

Le niveau énergétique de vibration le plus bas que la molécule put atteindre est celui qui
correspond a n =0 de 1’équation (I11-14) :

E=h(5—"%e) (11-17)

Qui n’est pas nulle. Autrement dit, il est impossible que la molécule s’arréte complétement de
vibrer. Méme dans 1’état énergétique le plus bas, la molécule possédera toujours un peu
d’énergie de vibration. L’énergie de dissociation (ou énergie de liaison) spectroscopique est
I’intervalle De compris entre I’asymptote et le minimum. L’énergie de dissociation est Do, elle

correspond & I’intervalle entre 1’énergie de 1’état fondamental et I’asymptote de dissociation.

Lsymptote

il

1 u=1

0

v W

Fo Tistance internucléaire »

¥

Figure (111-9) : Présentation du potentiel de Morse spécifiant les énergies de dissociation
spectroscopique (De) et chimique (Do).[2]
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Récapitulation

Selon notre étude nous présentons le comportement du potentiel via 1’aspect quantique
comme décrit par la résolution de 1’équation de Schrddinger sans le calcul perturbative et son
comportement avec présence des termes anharmonique d’ou méthode perturbative

Plusieurs formules théoriques ont été proposées pour représenter de maniere plus adéquate la
courbe de potentiel dont la plus célebre est celle donné par Morse dont les variations sont :

Pour r —» oo V — De, pourr — re V=0etpourr >0 V — valeur finie.,

Ce dernier point est faux puisque le potentiel devrait croitre indéfiniment a mesure que les
noyaux se rapprochent. C’est peu important car cette partie de la courbe est de peu d’intérét; il
est en effet difficile de rapprocher les noyaux au-dela d’une certaine limite. La partie droite de

la courbe par contre mérite d’étre bien représentée, ce qui est réalisé par la formule de Morse.

'y

Amvenpiate

|
|
|
1
|

Conrbe !

Courbe de Morse

f’ﬂurﬁe

R fcrmonigie

>

e Distance internucléaire 7

Figure (111-10) : Comportement du potentiel d’une molécule diatomique [2]
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111.6. Conclusion

En se raccordant aux nos résultats numériques relatives aux trois molécules et en se basant sur
les données expérimentales décrite par la référence [2], nous pouvons conclure que notre
résolution basée sur les lois de la mécanique quantique fournit de bonnes résultats.

Le gap entre deux niveaux vibrationnels consécutif diminue au fur a mesure que n augmente.
A1 - 0)=E,—Ey=haw(1-2x,)
A2-1)= E, —E; =hw (1 —4x,)
A3 »2)= E;—E,=hw(1-—6x,)

D’ou on résume ceci via une fameuse formule
A(Ey4y — E,) = Aw (1 — 2x,)

On dit que I’anharmonicité implique également que les transitions vibrationnelles ne sont plus
seulement Ap = +1, la transition entre n’importe quel niveau et n’importe quel autre niveau
est en effet non nulle. Ainsi, le modéle morse prend également en compte la possibilité
dissociative. Parce que les différences d'énergie sont différentes méme pour les niveaux
précédents, le niveau de spectre contient plus d'une ligne
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Conclusion Général

Conclusion Générale

Dans ce travail, nous avons présenté un certain nombre de résultats relatif a la détermination
des fonctions d’onde solution de I’équation de Schrédinger en présence d’un potentiel de la
forme de Morse

Nous avons vue au chapitre | que la mécanique classique reste insuffisante vis-a-vis
I’interprétation des observations spectroscopiques du mouvement de vibration des molécules
diatomiques. Ce qui nous a pousses de faire appel & une nouvelle mécanique dite mécanique
quantique qui a été 1’objectif du deuxiéme chapitre.

Avec le formalisme mathématique de Dirac, nous construisons une base formée par les
fonctions propre de [’oscillateur harmonique toute en respectant les deux conditions
fondamentales relative a I’orthogonalité et a la fermeture qui doivent étre vérifiée avec sucées.

Nous avons développés notre fonction d’onde solution de 1’équation de Schrédinger en
présence du potentiel de Morse sur la base des fonctions propres de 1’oscillateur harmonique
puis apreés in éjection de cette expression et avec les notions de la condition d’orthogonalisation
nous avons multiplies les deux membres de cette équation par le conjugué de notre fonction
d’onde nous avons abouti a une équation séculaire. Arrivé a cette étape, nous avons détermines
nos fonctions d’onde et leurs énergies correspondantes. Ce qui nous facilité le chemin de mieux
s’informer sur les propriétés des molécules diatomique.

Dans ce contexte et avec ce bagage, les molécules diatomiques vibrent que selon des niveaux
d’énergie quantifiés qui se traduisent par I’introduction d’un nombre quantique de vibration. De
plus les regles de sélection qui précisent les transitions acceptables entre les niveaux.

Par ailleurs, I’interprétation d’un point de vue totalement pratique des spectres expérimentaux
dans la gamme infrarouge permet d’obtenir non seulement la fréquence de vibration de la
molécule diatomique et la constante de force de la liaison mais aussi avec une tres bonne
approximation de 1’énergie de rupture de cette liaison ou encore de 1’énergie de dissociation de
la molécule.

De plus, il existe une autre forme assez simple qui peut étre considérée comme une perturbation
si nous développons notre potentiel de Morse suivant Taylor ou nous considérons les termes
d’ordre supérieur a 2 comme des faibles quantités par rapport au premier qui spécifie 1’état
harmonique
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