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1 Introduction Générale  

Introduction Générale 

 
En 1928, le physicien Paul Dirac découvre une version relativiste de l'équation de 

Schrödinger pour un électron [1]. De façon inattendue par ce physicien, sa formulation 

mathématique du problème non seulement elle fournit le moment cinétique intrinsèque 

d’un électron et sont spin, mais aussi sont moment magnétique. Mais le plus étonnant, 

pour Dirac et ses collègues c’est que son équation fournit aussi des solutions avec 

des énergies négatives. Ce qui conduit le physicien Paul Dirac à postuler l'existence d’un 

autre type de matière connue aujourd'hui par l'antimatière. L’existence de particules de 

l’antimatière a été confirmée par la découverte du positron (l’antiélectron)  by 

Anderson en 1932 [2].  Cette découverte est l’une des plus belles preuves que jusqu'à un 

certain temps, la science été construite sur des bases qui ne permettent pas de bien 

comprendre notre univers. 

L'équation de Dirac est devenue l’une des bases de la théorie quantique des champs qui a 

cependant mis les scientifiques en face d’une énigme de cosmologie. Cette équation 

postule qu'à toute particule chargée existe une image miroir qui est une autre particule 

ayant la même masse, le même spin mais une charge électrique de signe opposé. Nous 

savons actuellement qu'il existe des antiélectrons, et des anti-nucléons. L’existence de la 

matière et l'antimatière, a montré que notre univers  est gouverné par une certaine 

asymétrie de la matière et l’antimatière. Cependant, ce qui reste encore inconnu c’est 

pourquoi il y a autant de matière que d’antimatière. Peut-être il existe des différences 

subtiles entre les particules et leurs antiparticules ce qui fait qu’il y a plus de matière que 

d'antimatière. Nous pouvons supposer aussi que l'antimatière ne se comporte pas comme 

la matière dans le champ gravitationnelle. Peut-être qu’une répulsion existe entre la 

matière et l’antimatière à cause d'un champ antigravitationnelle, ce qui aurait peut-être 

conduit, à une séparation de l’univers en régions de la matière et d'antimatière. Ainsi du 

fait des forces de répulsion, ces régions n'auraient donc que peu de contact. Ceci 

explique, peut-être, pourquoi nous ne observons pas dans le ciel de gigantesques sources 

de rayons gamma a cause de l'annihilation des particules de matière et d'antimatière. 

https://www.futura-sciences.com/sciences/personnalites/physique-paul-dirac-259/
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Actuellement plusieurs recherches expérimentales sur l’antimatière sont en cours pour 

répondre à ces questions [3,4,5,6,7].  Incluant les tests des symétries fondamentales 

comme la parité de la charge et des recherches sur l’existence  de l’antimatière 

primordiale, comme le noyau de l’anti-hélium qui sont prioritaires  dans les recherches 

de la physique contemporaine.  

Le rôle fondamental de l’atome d’hydrogène dans l’évolution de l’Univers et dans le 

développement historique de la physique quantique fait de son antimatière, l’atome 

d’anti-hydrogène, une importance particulière. Les model standard de la science 

physique actuel requières que les atomes d’hydrogène et d’anti-hydrogène ont les 

mêmes niveaux d’énergies ainsi les mêmes lignes spectrales. Les chercheurs ont réussi 

à explorer des transitions dites hyperfines, techniquement connues par des transitions 1S-

2S pilotées par laser [8,9], similaire à celle donnant la fameuse raie à 21 cm. 

Aujourd'hui, une autre transition dite 1S-2P, entre les niveaux d'énergie de l'atome de 

Bohr connue par la raie Lyman-α (découverte en 1906 par Theodore Lyman, dans la 

région extrême-ultraviolette du spectre de l'hydrogène atomique) a été observée avec de 

l'antihydrogène [10]. Dans le cas de l'hydrogène, la transition se produit lorsqu'un 

électron passe du niveau 2P à son niveau fondamentale 1S en émettant un photon à 

une longueur d'onde de 121,6 nanomètres. 

Il existe actuellement un projet connue par le projet GBAR (Gravitational Behaviour of 

Anti-hydrogen at Rest) au CERN (l’Organisation européenne pour la recherche 

nucléaire), qui a pour but de  mesuré l’accélération de la chute libre  des atomes neutres 

de l’anti-hydrogène dans le champ gravitationnelle terrestre. Les expériences consistent à 

préparer des ions d’anti-hydrogène (un antiproton et deux positrons), et les refroidir par 

les ions du béryllium Be+ à une température moins que 10 μK. Les ions ulrafroidis vont 

donc être photo-ioniser et le temps de chute libre sur une distance connue est mesurer. 

Les mesures effectuées sur différentes distances permettent de calculer avec une grande 

précision l’accélération de l’anti-hydrogène dans le champ gravitationnel terrestre [11]. 

Dans le cadre de l'expérience GBAR, des sections efficaces sont calculés en utilisant la 

théorie de perturbation afin de caractérisé la production des ions d’anti-hydrogène H̅+ 

lors de collisions entre les antiprotons �̅� et les atomes du positronium excité Ps (atome 

constitué d’un électron 𝑒− et un positrons 𝑒+), avec une production intermédiaire 

https://www.futura-sciences.com/sciences/definitions/chimie-atome-bohr-4837/
https://www.futura-sciences.com/sciences/definitions/chimie-atome-bohr-4837/
https://www.futura-sciences.com/sciences/definitions/physique-photon-3500/
https://www.futura-sciences.com/sciences/definitions/physique-longueur-onde-4575/
https://www.futura-sciences.com/sciences/definitions/physique-nanometre-2517/
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d'antihydrogène H̅ [12]. Dans ce travail, des améliorations sur les réflexions quantiques 

sont prévus pour l’étude de l'anti-hydrogène afin d’utiliser des méthodes de mesure 

quantiques [13].  

Il est donc très nécessaire actuellement de trouver un formalisme mathématique qui décrit 

avec précision la collision entre un antiproton �̅� et un atome du positronium excité Ps. 

Cette réaction est équivalente à la collision d’un proton avec un atome d’hydrogène qui 

est une réaction complique a décrire pour des énergies d’incidence faibles, vue que 

plusieurs processus s’évoluent lorsque le proton s’approche de l’atome et différent type 

d’évolution de la réaction de collision sont possibles. Dans le travail actuel nous nous 

sommes d’abord intéresser à une réaction plus simple qui est l’ionisation simple de 

l’atome d’anti-hydrogène par impact de positron (réaction (𝑒+, 2𝑒+)) qui représente 

l’image de la réaction (e,2e) qui a été intensivement étudiée dans les dernières années et 

les années précédents.   Pour cette raison nous avons partagé le travail actuel en cinq 

chapitres. Dans le premier chapitre nous avons donné une description détailler sur la 

réaction (e,2e). Dans  le deuxième chapitre nous avons donné une description sur les 

différentes sections efficaces d’ionisation simple par impact de particule chargées, ainsi 

qu’une définition de la première et la deuxième approximation de Born.  Le troisième 

chapitre est consacré à la définition de la fonction d’onde de l’atome d’anti-hydrogène. 

Dans le quatrième chapitre nous avons calculé la section efficace triplement différentielle 

de l’ionisation simple de l’anti-hydrogène par impact de positron dans le cadre de la 

première et la deuxième approximation de Born. Le cinquième chapitre est consacré aux 

résultats et aux discutions. Comme il coutume comme nous avons commencé ce travail 

par une introduction générale nous terminons par une conclusion générale.               
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Chapitre I : La réaction (e,2e) 
  

I-1 Introduction 

La collision d’une particule chargée avec une cible atomique ou Moléculaire peut 

conduire à l’excitation ou l’ionisation de la cible. L’intérêt de ces processus est l’étude de 

la structure de la cible. Les études de ces processus trouvent actuellement de grandes 

importances, dans l’astrophysique, la  physique  des  plasmas, ainsi qu’en radiobiologie 

où ils permettent de comprendre les effets radio‐induits sur la matière vivante.  

Dans ce travail nous allons nous intéresser plus particulièrement à la simple ionisation 

par impact d’électron. Lorsqu’un électron vient avec une grande vitesse et rentre en 

collision avec une cible atomique (ou moléculaire) il peut induire l’ionisation d’un ou 

plusieurs électrons de la cible. Si l’électron incident  n’interagis qu’avec un électron de la 

cible permettant à celui-ci d’être éjecté par la cible, on parle donc de la simple ionisation. 

Ce processus important en physique atomique et moléculaire est connue par la réaction 

(e,2e). ) Figure I.1( 

 

Figure I.1: Le processus de simple ionisation avec l’éjection d’un électron. 
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Le processus de la simple ionisation par impact électronique peut être représenté comme 

suit  

𝑒𝑖
− + 𝐶 → C+ + 𝑒𝑠

− + 𝑒𝑒
−                                                       (I-1) 

 

où C représente la cible atomique ou moléculaire et  C+ l’ion résiduel. Les électrons 

incident, diffusé et éjecté sont représentés respectivement par, 𝑒𝑖
−, 𝑒𝑠

− et , 𝑒𝑒
−. Chaque 

électron a une énergie 𝐸𝑥 et un vecteur quantité de mouvement 𝒌𝑥 (x = i, s ou e). 

Du point de vue de la mécanique quantique, les électrons émergeant après la collision 

sont indiscernables. Les termes diffusé et éjecté sont donc équivalents. Cependant, il  

d’usage de designer le plus rapide comme étant celui qui a est diffusé, et le plus lent celui 

qui a été éjecté par la cible. 

On parle donc d’expériences (e,2e) lorsque les deux électrons diffusé et éjecté sont 

détectés en double coïncidence  et analysés en fonction de leurs énergies. Ces types 

d’expériences sont dites complètes, puisque tous les paramètres cinématiques sont 

déterminés (excepté le spin de l’électron). 

Les contraintes cinématiques de la réaction (e,2e) sont alors la conservation de l’énergie 

et de la quantité de mouvement, qui s’écrivent : 

Ei = Es + Ee + Er + PI                                          (I-2) 

𝐤𝒊 =  𝐤𝒔  + 𝐤𝒆 + 𝑸                                                  (I-3) 

Dans ces deux équations PI représente l’énergie potentielle d’ionisation correspondant à 

la quantité d’énergie nécessaire pour arracher un électron de la cible. La cible est  

considérée dans son état fondamental avant la collision. L’énergie de recul de l’ion, Er  

est très petite comparée aux énergies des électrons libres, elle peut donc être négligée 

dans le bilan énergétique : 

Ei ≈ Es + Ee + PI                                                (I-4) 
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 Le vecteur 𝐐 qui figure dans l’équation (I-3) représente le moment de recul de l’ion. La 

grandeur vectorielle 𝐪 = 𝐤𝒊 − 𝐤𝒔 est connue par le moment du transfert puisqu’elle 

représente la quantité du moment transféré du projectile à la cible. 

 

I-2 La réaction de la simple ionisation 

Dans ce type de réaction la plupart de l’énergie de l’électron incident est transférée à 

l’électron éjecté par la cible. Conformément aux conditions usuelles d’expérimentation, 

nous la réaction est considérer dans le référentiel du laboratoire, où la cible supposée au 

repos et avec une orientation quelconque, bombardée par un faisceau monocinétique 

d’électrons d’énergie supérieure au premier potentiel d’ionisation (cf Figure I.2). 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.2 : Schéma illustrant la réaction (e,2e) 

Dans la théorie de la réaction (e,2e) l’électron le plus rapide est considérer comme 

étant celui qui est diffusé, et l’électron le plus lent est considérer comme étant celui qui 

est éjecté par la cible. La réaction de la simple ionisation par électronique, peut être 

résumée dans l’équation : 

𝑒−(𝐤𝒊, 𝐸𝑖)  +  𝐶(𝑤𝑖 )  →  𝐶+(𝑤𝑓 )  +  𝑒−(𝐤𝒔, 𝐸𝑠)  + 𝑒−(𝐤𝒆, 𝐸𝑒)            (I-5) 
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où (𝐤𝑖, 𝐸𝑖), (𝐤𝑠, 𝐸𝑠) et (𝐤𝑒 , 𝐸𝑒) sont les moments et les énergies 𝐸 =
𝑘2

2
 (en unités 

atomiques (u.a)) des  électrons incident, diffusé et éjecté, respectivement. 𝐶(𝑤𝑖 ) est la 

cible dans sont état initial i d’énergie 𝑤𝑖 et 𝐶+(𝑤𝑓 ) est l’ion dans sont état final f 

d’énergie finale 𝑤𝑓. Malgré l’indiscernabilité des deux électrons émergeants (diffusé et 

éjecté), il est d’usage de représenter l’électron rapide par s (scattered) et l’électron lent 

par e (ejected). 

 

Les mesures dans un processus de simple ionisation, sont basées sur la technique de 

coïncidence des deux charges sortantes. L’avantage de cette technique est la précision  

dans a détermination des paramètres cinématiques de la réaction (e,2e) puisqu’elle est 

capable de donner en même temps la mesure des énergies et des angles des deux 

électrons qui résultent de la même réaction. La conservation de l’énergie et de la quantité 

de mouvement sont donc les contraintes cinématiques de ce processus. 

Notons le moment de recule de l’ion par le vecteur 𝑸, la conservation des moments exige 

l’équation vectorielle suivante : 

𝐤𝒊 =  𝐤𝒔  + 𝐤𝒆 + 𝑸                                                      (I-6) 

La condition de conservation d’énergie donne 

 𝐸𝑖  +  𝑤𝑖 =  𝐸𝑠 +  𝐸𝑒 + 𝑤𝑓 + 𝐸𝑟                                             (I-7) 

avec  

Er = Q2/ (2Mc)                                            (I-8) 

Évidement cette dernière représente l’énergie de recul de l’ion. Vue que la masse Mc de 

la cible est très grande devant la masse d’un électron (Mc ≫ me ), l’énergie de recul Er 

est forcément très petite devant les énergies des électrons libres. Cette énergie peut donc 

être négligée dans le bilan énergétique : 

𝐸𝑖  +  𝑤𝑖 =  𝐸𝑠 +  𝐸𝑒 + 𝑤𝑓                                                 (I-9) 
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La réaction (e,2e) peut être schématisée dans la figure I.2, qui montre un électron 

incident avec un moment ki et une énergie Ei qui rentre en collision avec la cible C . 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.2 – Schéma de la réaction (e,2e) 

Au moment de la collision le projectile transfert une partie 𝐪 du moment à la cible  

𝐪 = 𝐤𝒊 −  𝐤𝒔. La quantité 𝐪 est connue par le moment de transfert, qui n’est autre que le 

moment perdu par l’électron incident. Après cette réaction de collision la particule 

incidente diffuse avec une énergie Es et un moment ks dans la direction définie par les 

angles polaires θs et 𝜑s. Dans le cas où l’énergie transférée à la cible est supérieure que le 

potentiel d’ionisation IP = wi − wf , un électron souvent connue par l’électron actif, va 

s’éjecté avec une énergie Ee un moment ke dans une direction définie par les angles 

polaires θe et 𝜑e. Notons ici que 𝑑�̂�𝑠 = sin(𝜃𝑠) 𝑑𝜃𝑠 𝑑𝜑𝑠 et 𝑑�̂�𝑒 = sin(𝜃𝑒) 𝑑𝜃𝑒 𝑑𝜑𝑒  

représentent des éléments des angles solides centrés sur les directions (θs, 𝜑s) et (θe, 𝜑e), 

respectivement. 

I-3 Les expériences de la réaction (e,2e) 

Les expériences de la simple ionisation part impact électronique sont réalisées à partir de 

1969 par Armaldi et col [1] et Ehrhardt et col [2]. Dans ces expériences les deux 

électrons induits de la même réaction sont détectés en coïncidence. La plupart de ces 

expériences sont réalisées dans des conditions géométriques coplanaires, c’est-à-dire que 
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les trois électrons sortants sont détectés dans le même plan contenant les angles 𝜃𝑠 et 𝜃𝑒 

par rapport à la direction d’incidence. Pour des conditions cinématiques particulières  les 

expériences sur la réaction (e,2e) permettent d’obtenir des informations sur la densité de 

charges de la cible avant la collision.  

I-3-1 Les conditions cinématiques des expériences  

Dans une expérience sur une réaction (e,2e), la cible est généralement considérée dans 

son état fondamental. Après la collision il en résulte un ion résiduel et deux électrons 

dans la voie de sortie notés es et ee. Le processus peut être schématisé comme le montre la 

figure suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.3 : Schéma d’une collision (e,2e) 

 

Une réaction de simple ionisation par impact électronique, dit spectroscopique, dépend 

généralement des énergies d’incidence, de diffusion et d’éjection. Ainsi la valeur du 

moment de transfert est importante dans ce type de réaction. Les expériences sur la 

réaction (e,2e) sont connues par leur capacité de fournir directement des informations sur 

la cible. Ces expériences peuvent être réalisées de deux façons différentes : 
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• les collisions (e,2e) sont dite symétriques (voir Weigold et Mc 

Carty (1978) [3]) dans la cas ou les deux électrons diffusé et éjecté sont 

émis avec la même énergie (𝐸𝑠 = 𝐸𝑒).  

• les collisions (e,2e) sont dites asymétriques dans le cas ou 

l’électron diffusé est bien plus rapide que l’électron éjecté (𝐸𝑠 > 𝐸𝑒). 

 

Ce type de collisions sont dites coplanaires si les vecteurs quantités de 

mouvement des électrons incident, diffusé et éjecté se trouvent dans le même 

plan. Si l’un des vecteurs de ces électrons se trouve à l’extérieur de ce plan, dite 

plan de collision, la collision est dite non coplanaire.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.4 : Schéma illustrant la collision (e,2e) en géométrie coplanaires. 

 

 

 

 

 

 

 

Table I.1 : Géométries possibles de la collision (e,2e). 
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I-3-1-1 Géométrie symétrique 

Dans ce type de collision, les deux électrons diffusé et éjecté sont détecter avec des 

énergies égales  𝐸𝑠 = 𝐸𝑒. En remarquant que l’énergie potentielle d’ionisation 𝑃𝐼 = 𝑤𝑓 −

𝑤𝑖, nous pouvons déduire à partir de l’équation (I-9) que : 

𝐸𝑠 = 𝐸𝑒 =
𝐸𝑖−𝑃𝐼

2
                                                      (I-10) 

I-3-1-1-1 Géométrie symétrique coplanaire 

Dans  les expériences effectuer dans la géométrie symétrique coplanaire, les deux 

vecteurs moment 𝒌𝑠 et  𝒌𝑒 des particules diffusé et éjecté se trouvent tous les deux dans 

le plan de collision (𝒌𝑖, 𝒌𝑠), tel que les angle azimutale 𝜑𝑠 et 𝜑𝑒 des directions de 

diffusion et d’éjection sont fixe a 𝜑𝑠 = 0° et 𝜑𝑒 = 180°. Dans la plupart de ces 

expériences, les deux électrons sont détectés dans des directions symétriques par rapport 

à la direction d’incidence (cf Figure I.4).  

 

 

 

 

 

 

Figure I.5: géométrie coplanaire symétrique de la réaction (e,2e). 

L’angle de diffusion 𝜃𝑠 varie alors simultanément avec celui de l’électron éjecté 𝜃𝑒  tel 

que : 𝜃𝑠 = 𝜃𝑒. Les énergies des électrons émis après la collision sont égales 𝐸𝑠 = 𝐸𝑒 et 

doivent êtres petites devant celle de l’électron incident. Dans ce cas il est évident que les 

normes 𝑘𝑠 et 𝑘𝑒 des quantités de mouvement des électrons diffusé et éjecté, 

respectivement, sont aussi égales (𝑘𝑒 = 𝑘𝑠).   

A partir de l’équation (I-6) nous pouvons voir que le vecteur moment de recule de l’ion 𝑸 

est égale a :   
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𝑸 = 𝐪 − 𝐤𝒆                                                     (I-11) 

Avec 

𝐪 = 𝐤𝒊 −  𝐤𝒔                                                  (I-12) 

qui représente le vecteur moment de transfert.  Nous avons donc 

𝑄2 = 𝑞2 + 𝑘𝑒
2 − 2𝐪 ∙ 𝐤𝒆                                              (I-13) 

= 𝑞2 + 𝑘𝑒
2 − 2𝐪 ∙ 𝐤𝒆                                              (I-14) 

= 𝑞2 + 𝑘𝑒
2 − 2(𝐤𝒊 −  𝐤𝒔) ∙ 𝐤𝒆                               (I-15) 

= 𝑞2 + 𝑘𝑒
2 − 2𝐤𝒊 ∙ 𝐤𝒆 + 2𝐤𝒔 ∙ 𝐤𝒆                          (I-16) 

= 𝑞2 + 𝑘𝑒
2 − 2k𝑖k𝑒 cos 𝜃𝑖𝑒 + 2k𝑠k𝑒 cos 𝜃𝑠𝑒         (I-17) 

Où 𝜃𝑖𝑒 est l’angle entre les vecteurs 𝐤𝒊 et 𝐤𝒆,  et 𝜃𝑠𝑒 est l’angle entre les vecteurs 𝐤𝒔 et 

𝐤𝒆.  Sachant que 

 𝑞2 = 𝑘𝑖
2 + 𝑘𝑠

2 − 2𝐤𝒊 ∙ 𝐤𝒔                                        (I-18) 

𝑞2 = 𝑘𝑖
2 + 𝑘𝑠

2 − 2k𝑖k𝑠 cos 𝜃𝑖𝑠                               (I-19) 

Où 𝜃𝑖𝑠 est l’angle entre les vecteurs 𝐤𝒊 et 𝐤𝒔, et comme l'axe Oz du référence du 

laboratoire est choisi suivant la direction du vecteur vecteur 𝐤𝒊, alors l’angle 𝜃𝑖𝑠 est 

forcément égale à l’angle 𝜃𝑠 que fait le vecteur 𝐤𝒔 avec l’axe Oz (𝜃𝑖𝑠 = 𝜃𝑠). Alors 

   𝑞2 = 𝑘𝑖
2 + 𝑘𝑠

2 − 2k𝑖k𝑠 cos 𝜃𝑠                                              (I-20) 

Dans ce cas l’angle 𝜃𝑖𝑒 est aussi égale à l’angle 𝜃𝑒 que fait le vecteur 𝐤𝒆 avec l’axe Oz 

(𝜃𝑖𝑒 = 𝜃𝑒). D’où  

𝑄2 = 𝑘𝑖
2 + 𝑘𝑠

2 − 2k𝑖k𝑠 cos 𝜃𝑠 + 𝑘𝑒
2 − 2k𝑖k𝑒 cos 𝜃𝑒 + 2k𝑠k𝑒 cos 𝜃𝑠𝑒      (I-21) 

Puisque dans la géométrie coplanaire symétrique nous avons 𝑘𝑠
2 = 𝑘𝑒

2 et 𝜃𝑠 = 𝜃𝑒 , alors 

nous pouvons réécrire l’équation (I-21) sous la forme : 
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𝑄2 = 𝑘𝑖
2 + 𝑘𝑠

2 − 2k𝑖k𝑠 cos 𝜃𝑠 + 𝑘𝑠
2 − 2k𝑖k𝑠 cos 𝜃𝑠 + 2𝑘𝑠

2 cos(2𝜃𝑠)     (I-22) 

= 𝑘𝑖
2 + 2𝑘𝑠

2 + 2𝑘𝑠
2 cos(2𝜃𝑠) − 4k𝑖k𝑠 cos 𝜃𝑠                                     (I-23) 

= 𝑘𝑖
2 + 2𝑘𝑠

2(1 + cos(2𝜃𝑠)) − 4k𝑖k𝑠 cos 𝜃𝑠                                     (I-24) 

Sachant que  

cos(2𝜃𝑠) = cos2 𝜃𝑠 − sin2 𝜃𝑠                                          (I-25) 

                                    1 = cos2 𝜃𝑠 + sin2 𝜃𝑠                                          (I-26) 

Il est claire que 

𝑄2 = 𝑘𝑖
2 + 4𝑘𝑠

2 cos2 𝜃𝑠 − 4𝑘𝑖𝑘𝑠  cos 𝜃𝑠                         (I-27) 

On remarque aussi que ce dernier résultat peut être récrit sous la forme 

𝑄2 = (𝑘𝑖 − 2𝑘𝑠  cos 𝜃𝑠)2                                       (I-28) 

Ce qui nous a permis de trouver que  

𝑄 = 𝑘𝑖 − 2𝑘𝑠  cos 𝜃𝑠                                          (I-29) 

Alors la quantité 𝑄 du moment de recule sera nulle pour  

  cos 𝜃𝑠 =
𝑘𝑖

2𝑘𝑠
                                                   (I-30) 

A partir de la condition de conservation de l’énergie donnée dans l’équation (I-9) 

𝐸𝑖  =  𝐸𝑠 +  𝐸𝑒 + 𝐼𝑃                                                 (I-31) 

Et sachant que  

𝐸𝑖 =
𝑘𝑖

2

2
 ,    𝐸𝑠 =

𝑘𝑠
2

2
   et   𝐸𝑒 =

𝑘𝑒
2

2
                             (I-32) 

Nous pouvons voir, puisque 𝑘𝑒
2 = 𝑘𝑠

2, que  



 
15 Chapitre I : La réaction (e,2e) 

𝑘𝑖
2

2
= 𝑘𝑠

2 + 𝑃𝐼                                                     (I-33) 

En supposant PI négligeable devant 𝑘𝑠
2 il est claire que : 

𝑘𝑖
2

2
≈ 𝑘𝑠

2                                                           (I-34) 

En injectant ce résultat dans l’équation (I-30) nous pouvons trouver que  

cos 𝜃𝑠 ≈
√2

2
   c.-à-d. que 𝜃𝑠 ≈ 45°                                      (I-35) 

Les calculs ci-dessus nous permet de dire que dans la géométrie symétrique coplanaire, la 

quantité de mouvement de l’ion résiduel 𝑄 est faible pour l’angle 𝜃𝑠 inferieur à 60° (𝑄 ≪

1 pour 𝜃𝑠 < 60°) et elle tend vers zéro pour 𝜃𝑠 ≈ 45° (𝑄 ≈ 0 pour 𝜃𝑠 ≈ 45°). La quantité 

𝑄 devient plus grande lorsque 𝜃𝑠 est supérieur à 90° (𝜃𝑠 > 90°), et la collision dans ce cas 

est caractérisée par de grands moments de transfert q (voir équation (I-20)).  

Il est important de savoir que si l’angle 𝜃𝑠  est faible, la répulsion électrostatique entre 

l’électron diffusé et l’électron éjecté (interaction poste-collision) devienne importante. 

Dans ce cas il devient essentiel de là prendre en compte dans les calculs théoriques. La 

distribution angulaire des mesures d’un processus de collision fournit donc des 

informations sur la structure de la cible. Dans ces conditions, l’interaction entre les deux 

électrons incident et actif est importante avant et après la réaction de collision. 

La géométrie coplanaire symétrique de la réaction (e,2e), proposée par  (Armaldi et col. 

(1969))  [1], a été largement utilisée dans les expériences du processus de la simple 

ionisation au cours des années suivantes. Citons, par exemple, les travaux de Camilloni 

et col. (1978) [4] et Stefani et col. (1979) [5] qui ont  utilisés des valeurs pour les angles 

polaires 𝜃𝑠 et 𝜃𝑒 allant de 25° à 75° pour une énergie d’incidence assez élevée (environ 2 

keV) pour avoir une valeur assez grande du moment de transfert (4-7 u.a.) et une valeur 

assez petite de la quantité de mouvement de recul (inferieur que 2 u.a). Dans ces 

conditions le mécanisme de la réaction (e,2e) sera bien décrit par les modèles théoriques 

du premier ordre. Quelques années après, Pochat et col. (1983) [6] et Tweed  (1984)  [7]  

ont utilisés sur la cible d’hélium des énergies d’incidence plus basses (entre 100 et 200 
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eV) avec les angles polaires 𝜃𝑠 et 𝜃𝑒 allant jusqu’à 117°. Dans ces conditions l’impulsion 

de recul 𝑄 n’est pas négligeable, et les données expérimentales ne sont interprétées que 

par des modèles qui tiennent compte des effets d’ordres supérieurs (Byron et col. (1983)  

[8]).  En effet, en plus du pic de collision binaire pour 45°, un autre pic dit de recul se 

manifeste à 135°. Ce dernier ne peut être expliqué que par une théorie incluant la 

deuxième approximation de Born. Pour comprendre ce résultat, on suppose qu’un 

mécanisme de double diffusion est surgi, ce qui peut être interprété comme suit : dans un 

premier temps, l’électron incident subit une collision directe, dite binaire, avec l’électron 

actif de la cible qui est supposé être au repos, les conditions de conservation de l’énergie 

et de l’impulsion indiquent alors que la majorité des électrons diffusé et éjecté 

émergeront avec un angle  𝜃 = 45° par rapport à la direction (+𝒌𝑖); la collision binaire 

est donc responsable du pic observé à 45°. Dans un deuxième temps, par l’effet du 

champ du noyau l’électron incident est rétro diffusé vers l’arrière. Ce second mécanisme 

va faire intervenir un processus collisionnel double dans lequel une autre collision est 

surgie avec l’électron de la cible. Les deux électrons émergeront cette fois à 45° par 

rapport à la direction (−𝒌𝑖), c’est-à-dire à 135° par rapport à celle de (+𝒌𝑖).  

Actuellement  on  préfère  réaliser  des  expériences (e,2e) symétriques non coplanaires.  

 

I-3-1-1-2 Géométrie symétrique non coplanaire 

Bien sûr nous avons dans une géométrie symétrique 𝐸𝑠 = 𝐸𝑒 donc 𝑘𝑠 = 𝑘𝑒. Cependant, 

contrairement à la géométrie coplanaire les angles azimutaux 𝜑𝑒 et 𝜑𝑠 d’éjection et de 

diffusion ne sont pas nuls dans une symétrie non coplanaire (cf Figure I.5). Pour l’angle 

𝜑𝑠 = 0, l’angle 𝜑𝑒 varie alors que les angles polaires 𝜃𝑒 et 𝜃𝑠 sont fixés a 45° (𝜃𝑒 = 𝜃𝑠 =

45°). 

En utilisant l’équation (I-6) de la conservation de la quantité de mouvement : 

𝑸 = 𝐤𝒊 −  𝐤𝒔 − 𝐤𝒆                                                 (I-36) 

Les composantes du moment de recul s’écrivent : 
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𝑄𝑥 = −𝑘𝑠 sin 𝜃𝑠[cos 𝜑𝑠 + cos 𝜑𝑒]                                         (I-37)  

𝑄𝑦 = −𝑘𝑠 sin 𝜃𝑠[sin 𝜑𝑠 + sin 𝜑𝑒]                                          (I-38) 

𝑄𝑧 = 𝑘𝑖 − 2𝑘𝑠 cos 𝜃𝑠                                                             (I-39) 

 

 

 

 

 

 

Figure I.6 : Schéma d’une collision(e, 2e) à géométrie symétrique non coplanaire 

Dans ce type d’expériences l’expression du moment de recul s’écrit alors : 

𝑄2 = (𝑘𝑖 − 2𝑘𝑠 cos 𝜃𝑠)2 + 4𝑘𝑠
2 sin2 𝜃𝑠 cos (

𝜑𝑒

2
)                                         (I-40) 

Puisque 𝐸𝑠 = 𝐸𝑒 , en suivant le même raisonnement de la section précédente de 

l’équation (I-31) à l’équation (I-34) nous pouvons supposée que 𝑘𝑖
2/2 ≈ 𝑘𝑠

2. Ainsi 

puisque cos 45° = sin 45° = √2/2 alors 

 

𝑄2 = 2𝑘𝑠
2 cos (

𝜑𝑒

2
) = 𝑘𝑖

2 cos (
𝜑𝑒

2
)                                              (I-19) 

Dans les expériences effectuées pour une géométrie symétrique non coplanaire, l’angle 

𝜑𝑒 varie peu autour de 180° (généralement ±20°). Cette géométrie est caractérisée  par 

de grands moments de transfert et est généralement utilisée dans les mesures de densité 

de moment électronique connue par spectroscopie de moment électronique (Electron 

Momentum Spectroscopy (EMS)) ou par spectroscopie (e,2e) (Brion (1986) [9]). Dans 

les expériences (e,2e) symétriques spectroscopiques il est nécessaire que l’énergie 
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d’incidence soit trente fois supérieure à l’énergie d’ionisation de la couche électronique 

de la cible étudiée (𝐸𝑖 > |30 × 𝑃𝐼|).  

Dans une expérience de géométrie symétrique non coplanaire la Section Efficace 

Triplement Différentielle (SETD) est déterminée en fonction du moment de recul 𝑄 ou  

de l’angle Φ tels que Φ = 𝜋 − 𝜑 avec 𝜑 = |𝜑𝑠 − 𝜑𝑒| étant l’angle azimutal entre 

l’électron diffusé et l’électron éjecté. Dans les conditions cinématiques la géométrie sous 

considération le moment de transfert est constant (il est donc maximum puisque 𝜃𝑠 =

45°).  

Les expériences dans la géométrie symétrique non coplanaire sont un moyen très efficace 

pour les mesures d’énergies d’ionisation (ou de liaison) et pour les mesures des  

distributions de moments électroniques des orbitales de valence dans les atomes et les 

molécules (McCarthy et Weigold (1988) [10]).  

Les expériences utilisées comme technique EMS sont un outil efficace pour fournir des 

informations qui ne peuvent être obtenues par aucune autre technique puisque la 

technique EMS forme aussi un moyen capable à remonter à la structure de la cible. En 

effet, puisque l’énergie d’incidence est assez élevé (𝐸𝑖 > |30 × 𝑃𝐼|, PI est l’énergie 

potentielle d’ionisation), la SETD devienne proportionnelle à la densité de moment 

électronique correspondant à l’orbitale à partir de laquelle l’électron a été éjecté et ceci 

est vrais aussi bien dans pour une cible atomique que moléculaire (McCarthy et col. 

(1976) [11]). 

I-3-1-2 Géométrie asymétrique 

Dans le cas de la géométrie asymétrique, les deux électrons diffusé et éjecté sont détectés 

avec des énergies très différentes (𝐸𝑠 ≠ 𝐸𝑒). Si l’énergie 𝐸𝑠 de l’électron diffusé est 

considérée dans ce cas proche de l’énergie d’incidente 𝐸𝑖 et alors l’énergie 𝐸𝑒 de 

l’électron éjecté  𝐸𝑒 sera assez faible devant l’énergie 𝐸𝑠. 

Les collisions (e,2e) dite spectroscopiques asymétriques, nécessitent que la norme du 

vecteur moment de transfert 𝒒 soit proche de celle du vecteur quantité de mouvement de 

l’électron éjecté 𝒌𝒆  (𝑞 ≈ 𝑘𝑒) pour que la quantité de mouvement transférée à l’ion (𝑄) 
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soit la plus petite possible. L’énergie de l’électron éjecté doit être au moins égale à 

10× |𝐼𝑃| et 𝐸𝑖 ≥ 30 × |𝐼𝑃| où PI est l’énergie potentielle d’ionisation. 

I-3-1-2-1 Géométrie asymétrique coplanaire 

Comme dans toute géométrie coplanaire, les électrons diffusé et éjecté se trouvent tous 

les deux dans le plan de collision (𝒌𝑖,𝒌𝑠). Dans ce type d’expériences, l’angle de 

diffusion est faible (𝜃𝑠 ≤ 15°) alors que l’angle d’éjection 𝜃𝑒 varie entre 0 et 360° (cf 

Figure I.6).  

 

 

 

 

 

Figure I.7 : Géométrie coplanaire asymétrique 

 

La géométrie coplanaire asymétrique avec les conditions cinématiques données ci-

dessus, connue sous le nom de géométrie d’Ehrhard  (Ehrhardt  et col.  (1969) [12]) décri 

essentiellement les réactions du régime dipolaire qui sont caractérisées par un faible 

moment de transfert. Les expériences effectuées dans ces conditions peuvent être 

réalisées à des énergies assez variées : très basses (Fournier-Lagarde et col. (1984)[13]),  

de quelques centaines d’électrons volts (Ehrhardt  et col.  (1986) [14]) jusqu’à 8 keV 

(Lahmam-Bennani et col.(1984) [15]). Ces diverses conditions expérimentales 

permettent d’avoir suffisamment de données pour l’étude de la dynamique du processus 

d’ionisation. A partir de 1983, sous certaines conditions cinématiques (Lahmam-Bennani 

et col. (1984, 1986) [15,16] et Avaldi et col. (1987) [17]) cette géométrie, en plus de 

l’étude de la dynamique d’une réaction de collision, s’est même révélée en mesure de 

donner des informations sur la structure de la cible. Ces expériences ont surtout été 
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réalisées sur des cibles atomiques assez simples avec des structures connues tels que 

l’hydrogène (Weigold et col. (1979) [18]), l’hélium  (Ehrhardt et col. (1972) [19]) et 

l’hydrogène moléculaire (Jung et col. (1975) [20] et (Chérid et col. (1989) [21]) afin de 

permettre une étude théorique plus aisée. 

I-3-1-2-2 Géométrie asymétrique  non coplanaire  

Dans les expériences réalisées dans une géométrie asymétrique non coplanaire, les 

électrons diffusé et éjecté sont détectés avec des énergies différentes (𝐸𝑠 ≠ 𝐸𝑒), les angles 

polaires sont également différents (𝜃𝑠 ≠ 𝜃𝑒) et ils sont détectés en dehors du plan de 

collision (𝒌𝑖,𝒌𝑠) (cf Figure I.7). 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.8 : Géométrie asymétrique non coplanaire 
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Chapitre II : Section Efficace d’Ionisation.  

II-1 Introduction 
 

Parmi les processus de base en physique on trouve les réactions de radiations de 

particules chargées avec des cibles atomiques ou moléculaires. Les études sur ce types de 

processus forment l’un des moyens les plus puissants qui permettent l’investigation de la 

structure de la matière. Ces études sont d’une grande importance pour plusieurs domaines 

comme l’astrophysique, la physique des plasmas et notamment pour a médecine et la 

biologie. 

 

Les études théoriques et expérimentales du processus d’ionisation simple d’une cible 

atomique ou moléculaire, connue par la réaction (e,2e), a toujours fait l’objet de 

nombreuses investigations. La grandeur essentielle qui permet la compréhension le 

processus d’ionisation est la section efficace triplement différentielle (SETD) puisqu’elle 

permet de remonter à des informations détaillée sur ce processus et même sur la structure 

de la cible. Depuis les premières mesures de la SETD [1,2], plusieurs méthodes 

théoriques ont été élaborées pour comprendre les mécanismes de la simple ionisation. La 

collision de particules chargées avec des cibles atomiques ou moléculaires est souvent 

gouvernée par la nature des interactions de ces particules avec les électrons de la cible. La 

compréhension de cette réaction est d’importance capitale pour la description de la 

structure de la cible. L’intérêt de l’étude des corrélations entre les particules chargées et 

les électrons de la cible a été conforté par l’évolution des techniques expérimentales ainsi 

que des modèles théoriques. Cet intérêt était à l’origine des travaux théoriques de Bethe 

[3] et de Massey et Mohr [4], qui sont les premiers avoir établi les fondements du calcul 

théorique de la section efficace de diffusion dans la première approximation de Born.  

 

L’objectif de ce travail consiste en étudier la simple ionisation d’une cible atomique. Le 

processus de collision particule‐atome est un processus complexe vu la description des 

états de la cible ainsi que celle des électrons dans la voie de sortie. Dans ce chapitre nous 
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allons parler de notion de section efficace qui est une grandeur physique importante pour 

la théorie des collisions atomiques et moléculaires. 

 

II-2 Notion de section efficace  
 

La section efficace est généralement définie comme étant la probabilité indépendante du 

temps pour qu'un processus particulier s'effectue lors d’une collision. Cette probabilité 

peut être prédite par la mesure du nombre de particules qui ont subis une diffusion 

déterminée dans l’espace sur le nombre de particules incidentes. Elle caractérise un 

procédé de diffusion et elle est bien définie dans l'expérience de la réaction (e,2e). 

L’interaction effective entre l’électron et la cible dépend fortement de l’énergie de 

l’électron incident, comme elle dépend de l’angle de diffusion et la nature du processus. 

La section efficace qui mesure la probabilité pour qu’un type de réaction soit réalisé, va 

forcément dépendre des énergies et des angles des particules sortants et entrants. Telles 

sections efficaces sont usuellement appelées sections efficaces différentielles. 

 

Considérons un flux monochromatique (particules avec la même énergie de propagation) 

d'un nombre 𝑁𝑖 d'électrons par unité de temps et de surface, d'énergie 𝐸𝑖 et de moment 

cinétique 𝒌𝑖. Ce flux vient de l'infinie le long de la direction de l'axe 𝑂𝑧 pour enter en 

interaction avec un nombre 𝑁𝑡 de cibles atomiques localisées à l'origine du système de 

coordonnées. Nous supposons que chaque cible est au repos et très lourde par rapport aux 

électrons incidents pour que le centre du laboratoire et le centre de masse du système 

soient identiques. Lors de la réaction, le nombre 𝑁𝑠 des électrons diffusés par unité de 

temps avec des énergies entre 𝐸𝑠 et 𝐸𝑠 + 𝑑𝐸𝑠 dans l'élément d'angle solide 𝑑�̂�𝑠 centré sur 

la direction la direction du moment 𝒌𝑠 définie par les angles (𝜃𝑠, φs) est donné par  

 

𝑁𝑠𝑑𝐸𝑠𝑑�̂�𝑠 = 𝑑
2𝜎(𝒌𝑖, 𝒌𝑠)𝑁𝑖𝑁𝑡                                       (II-1) 

 

La section efficace doublement différentielle de la diffusion est définie donc par  
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𝑑2𝜎(𝒌𝑖 ,𝒌𝑠)

𝑑𝐸𝑠𝑑�̂�𝑠
=

𝑁𝑠

𝑁𝑖𝑁𝑡
                                                 (II-2) 

Considérons le processus de diffusion pour lequel les électrons diffusée sont détectés. Le 

détecteur est localisé en face de la direction 𝑑�̂�𝑠 = sin 𝜃𝑠 𝑑𝜃𝑠𝑑𝜑𝑠 pour détecter les 

électrons qui diffusent avec des énergies dans l’intervalle [𝐸𝑠, 𝐸𝑠 + 𝑑𝐸𝑠]. Dans ce cas, le 

nombre 𝑁𝑠 des électrons qui diffusent par unité de temps dans l’angle solide 𝑑�̂�𝑠 est 

proportionnel au flux  𝐽𝒌𝑠  de ces particules.   

Le flux de probabilité pour une fonction d'onde quelconque 𝜓(𝑟) est défini par la formule   

𝐽𝒌(𝒓) =
[𝜓𝒌
∗ (𝒓)𝛁𝜓𝒌(𝒓)−𝜓𝒌(𝒓)𝛁𝜓𝒌

∗ (𝒓)]

2𝑖
                                 (II-3) 

Loin du centre de diffusion, la forme asymptotique de l'onde diffusée est la suivante  

𝜑𝒌𝑠(𝒓) = 𝑓(𝒌𝑖 , 𝒌𝑠) 
exp(𝑖𝒌𝑠∙𝒓)

𝑟
,     (𝑟 → ∞)                                   (II-4) 

La grandeur 𝑓(𝒌𝑖, 𝒌𝑠) est connue par l'amplitude de transition. Le courant radial sortant 

peut être déduit en utilisant l'équation (II-3). Pour une position r très loin du centre (r  

très grand 𝑟 → ∞), nous pouvons négliger le terme d'ordre 𝑟−3, nous avons donc  

𝐽𝒌𝑠(𝒓) = 𝑘𝑠|𝑓(𝒌𝑖 , 𝒌𝑠)|
2
,      ( 𝑟 → ∞)                                (II-5) 

Le nombre d'électrons qui diffusent par unité de temps dans l'angle solide 𝑑�̂�𝑠 et dans 

l'intervalle d'énergie [𝐸𝑠, 𝐸𝑠 + 𝑑𝐸𝑠] est ainsi proportionnel a   

𝑁𝑠 ∝ 𝑘𝑠|𝑓(𝒌𝑖, 𝒌𝑠)|
2𝑑�̂�𝑠                                                      (II-6) 

La fonction d’onde de l'électron incident peut être normalisée dans le sens que la 

probabilité de le trouver dans un volume fini de l'espace est l'unité : 

𝜑𝒌𝑖(𝑟) =
1

(2𝜋)3/2
exp(𝑖𝒌𝑖 ∙ 𝒓)                                                (II-7) 
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En utilisant la formule (II-3), nous pouvons trouver le flux de probabilité pour la fonction 

d'onde 𝜑𝒌𝑖(𝑟) qui est le suivant :   

𝐽𝒌𝑖(𝒓) = 𝑘𝑖                                                                (II-8) 

Le nombre 𝑁𝑖 des électrons incidents est ainsi proportionnel a 𝑘𝑖  :  

𝑁𝑖 ∝ 𝑘𝑖                                                      (II-9) 

En injectant les résultats (II-6) et (II-9) dans l'équation (II-2) nous pouvons trouver la 

section efficace doublement différentielle de la diffusion par une cible atomique (𝑁𝑡 =

1) : 

𝑑2𝜎(𝒌𝑖 ,𝒌𝑠)

𝑑𝐸𝑠𝑑�̂�𝑠
=
𝑘𝑠

𝑘𝑖
|𝑓(𝒌𝑖 , 𝒌𝑠)|

2
                                                 (II-10) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.1 : Schéma simplifié relatif à la notion de section efficace. 

 

 

Détecteur de charge 
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II-3 Section efficace triplement différentielle 
 

La section efficace triplement différentielle est la mesure de la probabilité que dans une 

réaction (e,2e) un électron incident avec une énergie 𝐸𝑖 et un moment 𝒌𝑖 excite un 

électron de la cible vers un état de continuum d'énergie 𝐸𝑒 et un moment 𝒌𝑒. L'électron 

incident diffuse après la collision avec une énergie 𝐸𝑠 et un moment 𝒌𝑠. Les directions 

des électrons diffusé et éjecté sont �̂�𝑠 et �̂�𝑒, respectivement. Cette section efficace peut 

être définie par la relation : 

𝑑3𝜎

𝑑�̂�𝑠𝑑�̂�𝑒𝑑𝐸𝑒
=
𝑘𝑠𝑘𝑒

𝑘𝑖
|𝑓(𝒌𝑖 , 𝒌𝑠, 𝒌𝑒)|

2𝛿(𝐸𝑖 − 𝐸𝑠 − 𝐸𝑒 + 𝐼𝑃)      (II-11) 

Si c’est l’énergie d’éjection qui est détecté dans l’expérience. Ou 

𝑑3𝜎

𝑑�̂�𝑠𝑑�̂�𝑒𝑑𝐸𝑠
=
𝑘𝑠𝑘𝑒

𝑘𝑖
|𝑓(𝒌𝑖 , 𝒌𝑠, 𝒌𝑒)|

2𝛿(𝐸𝑖 − 𝐸𝑠 − 𝐸𝑒 + 𝐼𝑃)      (II-12) 

Si c’est l’énergie de diffusion qui est détecté dans l’expérience. Rappelons que   

𝛿(𝐸𝑖 − 𝐸𝑠 − 𝐸𝑒 + 𝐼𝑃) = {
0  𝑠𝑖 (𝐸𝑖 − 𝐸𝑠 − 𝐸𝑒 + 𝐼𝑃) ≠ 0

1  𝑠𝑖 (𝐸𝑖 − 𝐸𝑠 − 𝐸𝑒 + 𝐼𝑃) = 0
                            (II-13) 

Avec 𝐸𝑖 − 𝐸𝑠 − 𝐸𝑒 + 𝐼𝑃 = 0 représente l’équation de conservation de l’énergie (voir 

chapitre I). 

La section efficace triplement différentielle (SETD) c’est une grandeur mesurable par 

l'expérience dans une réaction (e,2e) si les deux électrons de l'état final sont analysés 

aussi bien suivant leurs directions que leurs énergies respectives. C'est une quantité qui 

fournit une description complète sur la cinématique du processus de l'ionisation 

puisqu'elle fait intervenir tous les paramètres cinématiques entrants en jeu, à savoir les 

énergies 𝐸𝑖 , 𝐸𝑠 , 𝑒𝑡 𝐸𝑒  ainsi que les angles de diffusion (𝜃𝑠, 𝜑𝑠) et les angles d’éjection 

(𝜃𝑒 , 𝜑𝑒). Elle est dite complètement différentielle puisqu’elle fait intervenir tous les 

paramètres cinématiques entrant en jeu, à savoir les énergies  Ei, Es, Ee ainsi que les 
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angles solides 𝑑�̂�𝑠 et 𝑑�̂�𝑒.La SETD fournit le teste le plus fiable de la théorie (e,2e), ainsi 

elle permet de tester les différents modèles théoriques proposés. Pour s'assurer que les 

électrons diffusé et éjecté proviennent du même événement ionisant, dans une expérience 

de la simple ionisation, ces électrons doivent être détectés en coïncidence temporelle (au 

même instant) [5,6]. 

II-4 Section efficaces doublement différentielle 

  

 Si, lors d'une expérience de réaction (e,2e), seulement un électron est détecté, et on peut 

mesurer son  énergie suivant sa direction d'émission. Alors la section efficace doublement 

différentielle (SEDD) est obtenue. Celle-ci est donnée par l'équation  

𝑑2𝜎

𝑑�̂�𝑠𝑑𝐸𝑠
= ∫ 𝑑�̂�𝑒  

𝑑3𝜎

𝑑�̂�𝑠𝑑�̂�𝑒𝑑𝐸𝑠

4𝜋

0
                                          (II-14) 

si on s'intéresse à l'angle et l'énergie de l'électron diffusé. L’intégration sur l’angle solide 

𝑑�̂�𝑒 signifie que durant l’expérience le détecteur mesure l’intensité (ou l’énergie 𝐸𝑠) d’un 

faisceau constitué de plusieurs électrons, de tel sorte que pour chaque électron diffusé 

correspond un électron éjecté dans une direction quelconque, ainsi toutes les directions 

sont possibles. Si c’est l’intensité du faisceau d'électrons diffusés qui est mesurée :        

𝑑2𝜎

𝑑�̂�𝑒𝑑𝐸𝑒
= ∫ 𝑑�̂�𝑠  

𝑑3𝜎

𝑑�̂�𝑠𝑑�̂�𝑒𝑑𝐸𝑒

4𝜋

0
                                          (II-15) 

La SEDD est une grandeur est moins significative que la section efficace triplement  

différentielles  puisqu'elle ne peut fournir que la description cinématique des particules 

diffusées ou éjectées après la collision.  

Même si les particules sortantes sont indiscernables, on peut, dans certaines conditions 

cinématique affirmé si la particule détectée est diffusée ou éjectée. Les théories utilisées 

pour décrire les sections efficaces doublement différentielles doivent inclure tous les 

processus d'ionisation possibles et tous les états pouvant contribuer aux sections 

efficaces. 
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II-5 Section efficaces simplement différentielle 

Si lors d'une expérience de la réaction (e,2e) un faisceau de particules diffusés ou éjectée 

est détectée sélectivement dans une certaine direction, avec une énergie comprise entre 

𝐸𝑚𝑖𝑛 et  

𝐸𝑚𝑎𝑥  on parle de la section efficace simplement différentielle (SESD) en angle  

𝑑𝜎

𝑑�̂�𝑠
= ∫ 𝑑𝐸𝑠

𝑑2𝜎

𝑑�̂�𝑠𝑑𝐸𝑠

𝐸𝑚𝑎𝑥
𝐸𝑚𝑖𝑛

                                              (II-16) 

Si on s'intéresse à un faisceau d'électrons diffusés, et  

𝑑𝜎

𝑑�̂�𝑒
= ∫ 𝑑𝐸𝑒  

𝑑2𝜎

𝑑�̂�𝑒𝑑𝐸𝑒

𝐸𝑚𝑎𝑥
𝐸𝑚𝑖𝑛

                                              (II-17) 

Si on s'intéresse à un faisceau d'électrons éjectés.  

La SESD quantité contient évidement moins d'informations sur le processus d'ionisation 

comparée à celles donnée par les sections efficaces doublement et triplement 

différentielles, mais elle présente un grand intérêt  dans, par exemple, l'étude des 

structures moléculaire. Si on s'intéresse au spectre de déperdition d'énergie, on définit une 

section efficace simplement différentielle en énergie. 

𝑑𝜎

𝑑𝐸𝑠
= ∫ 𝑑�̂�𝑠  

𝑑2𝜎

𝑑�̂�𝑠𝑑𝐸𝑠
 

4𝜋

0
                                             (II-18) 

Si on s'intéresse au spectre énergétique d’un faisceau d'électrons diffusés, et  

𝑑𝜎

𝑑𝐸𝑒
= ∫ 𝑑�̂�𝑒

𝑑2𝜎

𝑑�̂�𝑒𝑑𝐸𝑒

4𝜋

0
                                               (II-19) 

Si on s'intéresse au spectre énergétique d’un faisceau d'électrons éjectés.  

La SESD représente un outil majeur dans l'investigation de divers champs de la physique 

telle que l'étude de perte d'énergie des électrons dans l'ionosphère terrestre. 
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II-6 Théorie 
 

Le but de la théorie de collision est de trouver un modèle qui peut définir l'évolution du 

système de collision dans la région d'interaction. Les résultats donnés par ce modèle 

doivent être comparable avec des observations mesurées par les expériences. Pour 

construire ce type de modèle il faut  établir un rapport entre les fonctions d'ondes qui 

décrivent les états initial et final du système. Les modèles théoriques simplifiés peuvent 

fournir une compréhension superficielle du procédé d’ionisation ou la dynamique du 

système de collision est régie par les principes de la mécanique quantique. Le 

hamiltonien H est l’observable du système qui correspond à l’énergie totale pour un 

système conservatif. 

Soit la collision d’un électron avec une cible atomique de N électrons, le hamiltonien de 

ce système est donnée par  

𝐻 = 𝐻0 + 𝑉                                                    (II-20) 

Avec 𝐻0 est un opérateur qui décrit les deux sous-systèmes charge incidente et cible 

atomique sans interaction. Nous avons donc 𝐻0 = 𝐻𝑡 + 𝐾0 avec  

𝐾0 = −
1

2
∇0
2                                                    (II-21) 

est l’opérateur énergie cinétique de l’électron incident, et  

𝐻𝑇 = ∑ (−
1

2
∇𝑖
2 −

𝑁

𝑟𝑖
) +

1

2
∑

1

|𝒓𝑖−𝒓𝑗|

𝑁
𝑖,𝑗=1
𝑖≠𝑗

𝑁
𝑖=1                (II-22) 

est l’opérateur hamiltonien qui décrit le système de la cible sans la perturbation V 

provoquée par l’électron incident  

𝑉 = (−
𝑁

𝑟0
+ ∑

1

|𝒓0−𝒓𝑖|
𝑁
𝑖=1 )                                  (II-23) 

Avec 𝒓0 le vecteur position de l’électron incident par rapport à l’origine qui est supposé 

confondu avec le noyau atomique, les 𝒓𝑖 sont les vecteurs positions des électrons de la 



 
31 Chapitre II: Section Efficace d’Ionisation 

cible atomique. Cependant la cible est supposée électriquement neutre avec une charge 

nucléaire  𝑍 = 𝑁.  

Nous pouvons définir la matrice de transition par la formule  

 

𝑇𝑓𝑖 = ⟨Ψ𝑓|𝑉|Ψ𝑖⟩                                                (II-24) 

 

avec  |Ψ𝑖⟩ et  |Ψ𝑓⟩  les états initial et final, respectivement, du système de (N+1) 

électrons. La matrice de transition relie la fonction d’onde qui décrit le système avant la 

collision à la fonction d’onde qui décrit le système après la collision. La relation entre la 

matrice de transition est l’amplitude de transition est la suivante : 

𝑓𝑓𝑖 = −(2𝜋)
2𝑇𝑓𝑖                                                         (II-25) 

Ainsi la section efficace triplement différentielle, donnée dans la relation (II-11), peut 

être écrite sous la forme  

𝑑3𝜎

𝑑�̂�𝑠𝑑�̂�𝑒𝑑𝐸𝑒
= (2𝜋)4

𝑘𝑠𝑘𝑒

𝑘𝑖
|𝑇𝑓𝑖|

2
                                   (II-25) 

Il est très compliqué de faire une étude théorique détaillée du processus d’ionisation, c’est 

pour cela que des méthodes approximatives sont souvent utilisées pour évaluer les 

éléments de la matrice 𝑇𝑓𝑖. C’est la raisons pour laquelle nous pouvons trouver plusieurs 

modèles  dans la littérature qui décrive la réaction (e,2e). Nous pouvons mentionnés 

quelques un comme le model une fonction de Coulomb, le modèle deux fonctions de 

Coulomb [5,7], le model 3 fonctions de Coulomb connu aussi par le modèle BBK qui a 

été proposé par Brauner, Briggs et Klar [8] pour la première fois pour étudier le processus 

d’ionisation de l’atome d’hydrogène, et le modèle Convergent Close Coupling (CCC) qui 

a été proposé par Massey et Mohr [4] qui on donnés un formalisme général pour traiter 

les processus d’excitation vers les états atomiques discrets. Successivement développé 

par déférents auteurs [9-21]. 



 
32 Chapitre II: Section Efficace d’Ionisation 

II-6-1 L’approximation de Born 

Dans le cas de l’ionisation d’une cible atomique, l’état propre de la cible avant la 

collision est gouverné par l’équation de Schrödinger  

𝐻𝑇|𝜙𝑛⟩ = 𝐸𝑛|𝜙𝑛⟩                                                      (II-26) 

ou 𝐸𝑛 est l’énergie de l’état |𝜙𝑛⟩. Soit un électron incident avec un moment 𝒌𝑖 sur la 

cible atomique dans l’état |𝜙𝑖⟩. La fonction d’onde |Ψ𝑖
(+)⟩ du système de (N+1) électrons 

doit satisfaire l’équation différentielle 

𝐻|Ψ(+)⟩ = (
𝑘𝑖
2

2
+ 𝐸𝑖) |Ψ

(+)⟩                                                (II-26) 

La fonction d’onde |Ψ𝑖
(+)⟩  satisfait la condition an limite 

|Ψ𝑖
(+)⟩

𝑟0→∞
→    |𝒌𝑖 , 𝜙𝑖⟩ + 𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑠𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒                             (II-27) 

Avec  

|𝒌𝑖, 𝜙𝑖⟩ = |𝒌𝑖⟩|𝜙𝑖⟩ = exp(𝑖𝒌𝑖 ∙ 𝒓) |𝜙𝑖⟩                                      (II-28) 

Dans l’équation (II-28) l’électron incident est considéré très rapide et donc ceci justifie 

qu’il peut être comme une onde plane 

 |𝒌𝑖⟩ = exp(𝑖𝒌𝑖 ∙ 𝒓)                                                        (II-29)  

L’équation de Schrödinger (II-26) avec la condition à la limite (II-27) peut être 

transformée en équation intégrale, connue par l’équation de Lippmann Schwinger :  

|Ψ𝑖
(+)⟩ = |𝒌𝑖, 𝜙𝑖⟩ + 𝐺0

(+)
𝑉|𝜓𝑖

(+)⟩                                     (II-30) 

ou 𝐺0
(+)

 est l’opérateur de Green. La solution formelle de l’équation (II-29) est une série 

en puissance de V obtenue par itération :  

|Ψ𝑖
(+)⟩ = (1 + 𝐺0

(+)
𝑉 + (𝐺0

(+)
𝑉)

2

+⋯+ (𝐺0
(+)
𝑉)

𝑝

+⋯) |𝑘𝑖, 𝜙𝑖⟩            (II-31) 
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Cette série est connue par la série de Born pour une fonction d’onde.  

Dans cette approximation l’effet de l’électron incident et considéré comme une 

perturbation. Ceci implique que cet électron va diffuser avec une énergie suffisamment 

grande pour que l’état finale ⟨Ψ𝑓| loin de la cible peut-être écris sous la forme de produit 

de deux fonction d’ondes : 

⟨Ψ𝑓| = ⟨𝒌𝑖, 𝜙𝑖| = ⟨𝒌𝑖|⟨𝜙𝑖|                                                (II-32)                          

Rappelons maintenant que l’amplitude de transition est définie dans l’équation (II-24), et 

que en introduisant les relations données dans les équations (II-31) et (II-32) dans la 

relation de l’amplitude de transition on trouve le développement de Born de l’amplitude 

de transition 

𝑇𝑓𝑖(𝒌𝑠, 𝒌𝑖) = ⟨𝑘𝑠, 𝜙𝑓|𝑉 + 𝑉𝐺0
(+)𝑉 + 𝑉(𝐺0

(+)𝑉)
2

+⋯+ 𝑉(𝐺0
(+)𝑉)

𝑝

+⋯|𝒌𝑖 , 𝜙𝑖⟩     (II-

33) 

En se limitant au premier terme du développement de cette série on définit l’amplitude de 

transition dans la première approximation de Born 

𝑇𝑓𝑖
𝐵1(𝒌𝑠, 𝒌𝑖) = ⟨𝒌𝑠, 𝜙𝑓|𝑉|𝒌𝑖, 𝜙𝑖⟩                                        (II-34) 

Le modèle de la première approximation de Born est le plus simple qu’on peut utiliser 

pour étudier la dynamique de la réaction (e,2e). Dans ce modèle la contribution des 

termes en puissances supérieures à 1 pour le potentiel d’interaction sont négligés. Ce 

modèle est valable dans le cas où l’énergie des électrons incidents est suffisamment 

élevée devant les potentiels d’ionisation des orbitales de la cible.  

Si on ne retient que les deux premiers termes du développement dans la série de Born, 

donnée dans équation (II-34), on obtient la deuxième approximation de Born. 

L’amplitude de transition est définie dans ce cas comme : 

𝑇𝑓𝑖 (𝒌𝑠, 𝒌𝑖) = 𝑇𝑓𝑖
𝐵1(𝒌𝑠, 𝒌𝑖) + 𝑇𝑓𝑖

𝐵2(𝒌𝑠, 𝒌𝑖)                                     (II-35) 
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avec le premier terme 𝑇𝑓𝑖
𝐵1 est définie dans l’équation (II-34), et le deuxième terme est 

définie par 

𝑇𝑓𝑖
𝐵2(𝒌𝒔, 𝒌𝑖) = ⟨𝒌𝑠, 𝜙𝑓|𝑉𝐺0

(+)𝑉|𝒌𝑖 , 𝜙𝑖⟩                                            (II-36) 

Le second terme de Born 𝑇𝑓𝑖
𝐵2 joue un rôle très important dans la réaction (e, 2e). 

Précisément dans la description des transitions vers les états intermédiaires.   

Pour calculer le terme 𝑇𝑓𝑖
𝐵2 il est utile de faire une résolution spectrale de l’opérateur de 

Green 𝐺0
(+)

, selon la relation  

𝐺0
(+)
= −∑ lim

𝜂→0+

1

4𝜋3
∫ 𝑑𝑘 

|𝑘,𝜙𝑛⟩⟨𝑘,𝜙𝑛|

𝑘2−𝑘𝑛
2−𝑖𝜂𝑛                      (II-37) 

Ici la sommation est sur tous les êtas discrets et continues |𝜙𝑛⟩ de la cible atomique, 𝑘𝑛 

est définie par  

𝑘𝑛
2 = 𝑘𝑖

2 + 2(𝐸𝑖 − 𝐸𝑛)                                             (II-38) 

La substitution de l’équation (II-37) dans l’équation (II-36) donne 

𝑇𝑓𝑖
𝐵2(𝒌𝒔, 𝒌𝑖) =

−1

4𝜋3
∑ lim

𝜂→0+
∫ 𝑑𝒌

⟨𝒌𝑠,𝜙𝑓|𝑉|𝒌,𝜙𝑛⟩ ⟨𝒌, 𝜙𝑛|𝑉|𝒌𝑖 , 𝜙𝑖⟩
𝑘2−𝑘𝑛

2−𝑖𝜂
 𝑛    (II-

39) 

L’une des difficultés du calcul de ce terme est de faire la somme sur tous les êtas 

intermédiaires |𝜙𝑛⟩. Pour trouver une bonne approximation pour le calcul de ce terme, on 

attribue aux états intermédiaires une énergie moyenne �̅�, ainsi 𝑘𝑛
2 devient indépendant de 

n 

�̅�2 = 𝑘𝑖
2 + 2(𝐸𝑖 − �̅�)                                                (II-40) 

Maintenant la relation de fermeture : 

 ∑ |𝜙𝑛⟩⟨𝜙𝑛| = 1𝑛                                                   (II-41) 
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 peut être utilisée pour s’affranchir trivialement de la somme et trouver l’approximation 

suivante : 

�̅�𝑓𝑖
𝐵2(𝒌𝒔, 𝒌𝑖) = −

1

4𝜋3
lim
𝜂→0+

∫ 𝑑𝒌
⟨𝒌𝑠, 𝜙𝑓|𝑉|𝒌⟩⟨𝒌|𝑉|𝒌𝑖 , 𝜙𝑖⟩  

𝑘2−�̅�2−𝑖𝜂
        (II-42) 

Souvent appelée l’approximation de Born simplifier.  
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Chapitre III : Fonction d’onde de l’anti-hydrogène. 

  

III-1 Introduction 

En physique classique, l’évolution d’une particule (la trajectoire de la particule) est décrite par 

l’équation de Newton 

𝑚
𝑑²𝒓

𝑑𝑡²
= 𝑭(𝒓, 𝑡)                                                               (III-1) 

 

Avec r représente la position de la particule dans l’espace, m sa masse et 𝑭(𝒓, 𝑡) la résultante des 

forces appliquée sur la particule.  

En physique quantique, en vertu  de la dualité  onde-corpuscule, l’évolution de la particule est décrite 

par une fonction d’onde Ψ(𝒓, 𝑡) qui est définie par l’équation de Schrödinger. Ψ(𝒓, 𝑡) est donc un 

champ scalaire dépendant du temps. Comme pour les phénomènes vibratoires et ondulatoires, 

Ψ(𝒓, 𝑡) est en général une fonction complexe. Selon l’interprétation de Born, le carre de la norme 

de la fonction d’onde 

 

ρ(𝒓, 𝑡) = ‖Ψ(𝒓, 𝑡)‖2 = Ψ∗(𝒓, 𝑡)Ψ(𝒓, 𝑡)                                      (III-2) 

 

ou Ψ∗(𝒓, 𝑡) est le complexe conjugué de Ψ(𝒓, 𝑡). La grandeur physique ρ(𝒓, 𝑡) représente la 

densité de probabilité de trouver la particule à une position r de l’espace. Il est clair donc que 

la probabilité P(𝒓, 𝑡) de trouver la particule dans un volume d3V = dr autour de r est  

P(𝒓, 𝑡) = ρ(𝒓, 𝑡)𝑑𝒓                                                       (III-3) 

La connaissance du champ Ψ(𝒓, 𝑡) permet alors de connaître l’évolution dynamique de la 

probabilité en fonction du temps de trouver  la particule à l’endroit r. L’équation qui donne 

l’évolution de Ψ(𝒓, 𝑡), connue sous le nom d’équation de Schrödinger dépendante du temps est la 

suivante : 
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· 

 

               iħ
𝑑 

𝑑𝑡
Ψ(𝒓, 𝑡) = [-

ħ²

2𝑚 
 ∇² + 𝑉(𝒓)] Ψ(𝒓, 𝑡)                                                     (III-4) 

où : 

• ħ=  
ℎ

2𝜋
 = 1.05457.10-34 J.s 

• ∇² est le laplacien.  

• m la masse de la particule. 

●  𝑉(𝒓) l’énergie potentielle de la particule au la position r. 

 

Lorsqu’on cherche une solution de Ψ(𝒓, 𝑡) qui ne dépend pas du temps (solution stationnaire), 

l’équation de Schrödinger indépendante du temps s’écrit : 

[-
ħ2

2𝑚 
 ∇2 + 𝑉(𝒓)] Ψ(𝒓) = 𝐸 Ψ(𝒓)                                                               (III-5)  

 

où E est l’énergie de la particule. 

III-2 L’atome d’anti-hydrogène 

Avant la mécanique quantique, nous savions sur l’atome d’hydrogène qu’il y a un proton et un 

électron, entre les deux particules, il n’y a que du vide. L’atome de Bohr est décrit comme étant un 

électron tourne dans un orbitale fermée autour du proton. Le rayon de Bohr a0 = 5 ,29.10-11 m 

correspondrait alors au rayon de l’orbitale de l’électron. L’énergie potentielle entre le proton et 

l’électron est donnée par le potentiel coulombien (classique) 

𝑉(𝑟) = −
𝑒2

4𝜋𝜀0
 
1

𝑟
                                                            (III-6) 

 

où r est la distance entre le noyau (proton) et l’électron. L’équation de Schrödinger est alors : 

 

[-
ħ2

2μ 
 ∇2 + 𝑉(𝑟)] Ψ(𝒓) = 𝐸 Ψ(𝒓)                                                   (III-7)  

                             

Nous prenons ici µ = me  la masse de l’électron. Le potentiel V(r) est négatif, alors si l’énergie 
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E est positive, elle est alors plus grand que V(r) et, comme dans le cas classique, l’électron est 

libre. Pour E négative, l’électron est lié au proton.  

Dans le cas de l’atome de l’anti-hydrogène le potentiel V(r) entre le positron (antiélectron) et 

l’antiproton prend la même forme donnée dans l’équation (III-6). Alors l’équation de 

Schrödinger est dans ce cas la même que celle de l’atome d’hydrogène (equation (III-7)). 

  

Pour résoudre l’équation de Schrödinger dans le cas présent, nous utiliserons les coordonnées 

sphériques (figure III-1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III-1.Systeme de coordonnées sphériques. 

 

Car  ce  système de coordonnées  reflet la géométrie du  problème.  Dans ce système de coordonnées, le 

laplacien prend la forme 

∇² =
𝜕²

𝜕𝑟²
+

2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟²
[

1

sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2
+

1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
)]                            (III-8)                 

Soit maintenant la grandeur vectorielle moment cinétique L : 

𝑳 = 𝒓 × 𝒑                                                          (III-9)  

où p représente la quantité de mouvement.  En mécanique quantique cette grandeur vectorielle 

est définie par l’équation 

𝒑 = −𝑖ħ 𝛁                                                                        (III-10) 

Où le vecteur 𝛁 représente l’opérateur nabla défini en coordonnées cartésiennes par l’équation 

 



 

 
 

 

41 Chapitre III : Fonction d’onde de l’anti-hydrogène  

𝛁 =
𝜕 

𝜕𝑥
𝒆𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
 𝒆𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
 𝒆𝑧                                                  (III-11) 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III-2 : système de coordonnées cartésiennes. 

La conversion en coordonnées sphériques de l’équation (III-9) nous amène à écrire : 

 

             𝑳 = −𝑖ħ [(
cos 𝜑

tan 𝜃

𝜕

𝜕∅
+ sin 𝜑

𝜕

𝜕𝜃
) 𝒆𝑥 + (

sin 𝜑

tan 𝜃

𝜕

𝜕∅
− cos 𝜑

𝜕

𝜕𝜃
) 𝒆𝑦 −

𝜕

𝜕∅
𝒆𝑧]           (III-12) 

 

Et on remarque alors que : 

𝐿² = −ħ² [
1

sin² 𝜃

𝜕²

𝜕𝜑²
+

1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
 )]                           (III-13) 

 

 L’équation (III-7) peut donc être écrite dans le système de coordonnées sphériques sous la forme 

suivante : 

[−
ħ2

2μ 
(

𝜕2

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
) +

𝐿2

2μ𝑟2
+ 𝑉(𝑟) − 𝐸] ѱ(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 0                      (III-14) 

ou 

[(
𝜕2

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
) −

1

ħ2 

𝐿2

𝑟2
−

2μ

ħ2 
(𝑉(𝑟) − 𝐸)] ѱ(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 0                      (III-15) 

 

Nous prendrons comme origine la position du proton. On remarque que les opérateurs comportent 

soit la coordonnée r, soient les coordonnées 𝜑 et 𝜃, mais elles ne sont pas mélangées. A partir de 
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cette remarque, on peut supposer une solution (en utilisant la méthode de séparation des variables) 

de type 

 

                                           ѱ(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝑅(𝑟)𝑌(𝜃, 𝜑)                                                  (III-16) 

 

où R(r) est la partie radiale de la fonction d’onde et Y(𝜃, 𝜑) la partie angulaire. L’equation (III-15) 

peut donc être écrite sous la forme 

   Y (𝜃, 𝜑) (
𝜕2

𝜕𝑟2 +
2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
) 𝑅(𝑟) −

2μ

ħ2
(𝑉(𝑟) − 𝐸)𝑅(𝑟)𝑌(𝜃, 𝜑) −  

𝑅(𝑟) 

𝑟2

𝐿2

ħ²
𝑌(𝜃, 𝜑) = 0        (III-17) 

 

En divisant cette dernière équation sur 𝑅(𝑟)𝑌(𝜃, 𝜑) et en multipliant par r2 on obtient : 

 

[
𝑟2

𝑅(𝑟)
(

𝜕2

𝜕𝑟2 +
2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
) 𝑅(𝑟) − 𝑟2  

2μ

ħ2
(𝑉(𝑟) − 𝐸)] −

𝐿2  𝑌(𝜃,𝜑)

ħ²  𝑌(𝜃,𝜑)
= 0                (III-18) 

 

Remarquons  que le premier terme, entre crochet, dans cette équation ne dépend que de r et le 

deuxième terme ne dépend que des angles 𝜃 et 𝜑. Ceci  nous ramène à dire que les deux termes sont 

égaux a la même constante Ʌ  (avec signe opposées pour que la somme soit égale à zéro) : 

                   
𝑟2

𝑅(𝑟)
(

𝜕2

𝜕𝑟2 +
2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
) 𝑅(𝑟) − 𝑟2  

2μ

ħ2
(𝑉(𝑟) − 𝐸) = Ʌ                        (III-19) 

                                                                    
𝐿2  𝑌(𝜃,𝜑)

ħ²  𝑌(𝜃,𝜑)
= −Ʌ                                               (III-20) 

La constante Ʌ est connue par la constante de séparation. Normalement, cette constante est arbitraire 

et doit être identifié avec la solution. Cependant le choix Ʌ = 𝑙(𝑙 + 1), avec l un entier naturel (𝑙 ∈

ℕ) nous ramène à une identification directe de nos équation différentielles avec d’autre équations 

de solutions connues. Les équations (III-19) et (III-20) prennent les formes :                

                               
𝐿2  𝑌(𝜃,𝜑)

ħ²  𝑌(𝜃,𝜑)
= −𝑙(𝑙 + 1)                                                 (III-21) 

 

𝑟2

𝑅(𝑟)
(

𝜕2

𝜕𝑟2 +
2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
) 𝑅(𝑟) − 𝑟2  

2μ

ħ2
(𝑉(𝑟) − 𝐸) = 𝑙(𝑙 + 1)                 (III-22) 

 

Ou les formes :            
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                             𝐿2  𝑌(𝜃, 𝜑) = −𝑙(𝑙 + 1)ħ²  𝑌(𝜃, 𝜑)                                    (III-23) 

 

(
𝜕2

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
) 𝑅(𝑟) − 

2μ

ħ2
(𝑉(𝑟) − 𝐸 −

𝑙(𝑙+1)

𝑟²
) 𝑅(𝑟) = 0                (III-24) 

 

On obtient ainsi deux équations, une radiale et une angulaire. En fait l’équation angulaire (III-23) 

représente une équation aux valeurs propres −𝑙(𝑙 + 1)ħ².  En mathématiques, les solutions de cette 

équation sont con- nues. Elles sont appelées harmoniques sphériques, et sont fonctions propres de 

L². 

III-3 Solution de l’équation angulaire  
 

Les solutions de l’équation angulaire sont les harmoniques sphériques, est les 1 utiliser dans la 

constante de séparation sont les indices des harmoniques sphériques 𝑌𝑙(𝜃, 𝜑), ce sont les nombres 

quantiques du moment angulaire. Pour résoudre l’équation angulaire : 

         (
1

sin2 𝜃

𝜕2

𝜕∅2 +
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
 ) + 𝑙(𝑙 + 1)) 𝑌𝑙(𝜃, 𝜑) = 0            (III-25)

Faisons la séparation des variables suivante : 

𝑌𝑙(𝜃, 𝜑) = Θ𝑙(𝜃)Φ(𝜑)                                           (III-26) 

 

Nous avons alors 

Θ𝑙(𝜃)

sin2 𝜃

𝜕Φ(𝜑) 

𝜕𝜑2 +
Φ(𝜑) 

sin2 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕Θ𝑙(𝜃)

𝜕𝜃
) + 𝑙(𝑙 + 1) Θ𝑙(𝜃)Φ(𝜑)  = 0                (III-27) 

 

En divisant cette équation sur Θ𝑙(𝜃)Φ(𝜑) nous pouvons la réécrire sous la forme : 

1

Φ(𝜑)sin2 𝜃

𝜕²Φ(𝜑)

𝜕𝜑2 +
1

Θ𝑙(𝜃)sin2 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕Θ𝑙(𝜃)

𝜕𝜃
) + 𝑙(𝑙 + 1)  = 0           (III-28)

En multipliant cette dernière par sin2θ on obtient : 

       [
sin 𝜃

Θ𝑙(𝜃)

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕Θ𝑙(𝜃)

𝜕𝜃
) + 𝑙(𝑙 + 1) sin2 𝜃] +

1

Φ(𝜑)
 
𝜕²Φ(𝜑)

𝜕𝜑2 = 0                  (III-29)



6 
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Nous remarquons que le premier terme, entre crochets, ne dépend que de l’angle θ et le deuxième terme 

ne dépend que de l’angle 𝜑. De la même manière que précédemment nous allons introduire une 

constante de séparation positive m2: 

sin 𝜃

Θ𝑙(𝜃)

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕Θ𝑙(𝜃)

𝜕𝜃
) + 𝑙(𝑙 + 1) sin2 𝜃 = m2                            (III-30)

1

Φ(𝜑)
 
𝜕²Φ(𝜑)

𝜕𝜑2 = −m2                                           (III-31) 

qui nous ramène aux deux équations, azimutale et polaire, écrite sous les formes : 

  
𝑑²Φ𝑚(𝜑)

𝑑𝜑2 + m2Φ𝑚(𝜑) = 0                                                   (III-32) 

sin 𝜃
𝑑

𝑑𝜃
(sin 𝜃

𝑑Θ𝑙
𝑚(𝜃)

𝑑𝜃
) + 𝑙(𝑙 + 1) sin2 𝜃 = m2Θ𝑙

𝑚(𝜃)                     (III-33)

 

La solution de l’équation azimutale (III-32) est bien connue : 

                           Φ𝑚(𝜑) = exp(𝑖𝑚𝜙)                                       (III-34) 

 

La condition de périodicité sur la fonction Φ𝑚(𝜑) impose que la constante m soit un entier (𝑚 ∈

ℤ). On note que le nombre m représente le nombre quantique magnétique. Dans l’équation polaire 

(III-33) nous avons : 

             
𝑑

𝑑𝜃
(sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃
Θ𝑙

𝑚(𝜃)) =
𝑑 sin 𝜃

𝑑𝜃

𝑑

𝑑𝜃
Θ𝑙

𝑚(𝜃) + sin 𝜃
𝑑²

𝑑²𝜃
Θ𝑙

𝑚(𝜃)                     (III-35)                   

= cos 𝜃
𝑑

𝑑𝜃
Θ𝑙

𝑚(𝜃) + sin 𝜃
𝑑²

𝑑²𝜃
Θ𝑙

𝑚(𝜃)                     (III-36) 

L’équation (III-33) peut donc être réécrite sous la forme  

  sin² 𝜃
𝑑²

𝑑²𝜃
Θ𝑙

𝑚(𝜃) − sin 𝜃 cos 𝜃
𝑑

𝑑𝜃
Θ𝑙

𝑚(𝜃) + 𝑙(𝑙 + 1) sin2 𝜃Θ𝑙
𝑚(𝜃) − m2Θ𝑙

𝑚(𝜃) = 0      (III-37) 

En posant  𝑥 = cos 𝜃 , et sachant que : 

 𝑑

𝑑𝜃
𝛩𝑙

𝑚(𝜃) =
𝑑𝑥

𝑑𝜃
 

𝑑

𝑑𝑥
Θl

m(𝜃) = − sin 𝜃
𝑑

𝑑𝑥
Θ𝑙

𝑚(𝜃)                    (III-38)

 

Et que  
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𝑑2

𝑑2𝜃
Θ𝑙

𝑚(𝜃) =
𝑑

𝑑𝜃
(

𝑑

𝑑𝜃
Θ𝑙

𝑚(𝜃)) =
𝑑

𝑑𝜃
(− sin 𝜃

𝑑

𝑑𝑥
Θ𝑙

𝑚(𝑥))                                   (III-39) 

                                     = −
𝑑 sin 𝜃

𝑑𝜃

𝑑

𝑑𝑥
Θ𝑙

𝑚(𝑥) − sin 𝜃
𝑑

𝑑𝜃

𝑑

𝑑𝑥
Θ𝑙

𝑚(𝑥)                                (III-40) 

                                     = − cos 𝜃
𝑑

𝑑𝑥
Θ𝑙

𝑚(𝑥) − sin 𝜃
𝑑𝑥

𝑑𝜃

𝑑²

𝑑𝑥²
Θ𝑙

𝑚(𝑥)                                (III-41) 

                        = − cos 𝜃
𝑑

𝑑𝑥
Θ𝑙

𝑚(𝑥) + sin² 𝜃
𝑑²

𝑑𝑥²
Θ𝑙

𝑚(𝑥)                                   (III-42) 

Alors 

𝑑

𝑑𝜃
(sin 𝜃

𝑑

𝑑𝜃
Θ𝑙

𝑚(𝜃)) =
𝑑 sin 𝜃

𝑑𝜃

𝑑

𝑑𝜃
Θ𝑙

𝑚(𝜃) + sin 𝜃
𝑑2

𝑑𝜃2 Θ𝑙
𝑚(𝜃)                            (III-43) 

= −2 cos 𝜃 sin 𝜃
𝑑

𝑑𝑥
Θ𝑙

𝑚(𝑥) + sin³ θ
𝑑2

𝑑𝑥2 Θ𝑙
𝑚(𝑥)          (III-44)

L’équation polaire peut donc être réécrire sous la forme : 

 

−2 cos 𝜃 sin2𝜃
𝑑

𝑑𝑥
Θ𝑙

𝑚(𝑥) + sin4𝜃
𝑑2

𝑑𝑥2 Θ𝑙
𝑚(𝑥) + 𝑙(𝑙 + 1) sin2𝜃 Θ𝑙

𝑚(𝑥) − m2Θ𝑙
𝑚(𝑥) = 0 (III-45)

Divisons  cette équation par  sin2𝜃 on obtient : 

sin²𝜃
𝑑

𝑑𝑥
Θ𝑙

𝑚(𝑥) − 2 cos 𝜃
𝑑

𝑑𝑥
Θ𝑙

𝑚(𝑥) + 𝑙(𝑙 + 1)Θ𝑙
𝑚(𝑥) −

m2

sin2θ
Θ𝑙

𝑚(𝑥) = 0         (III-46) 

 

À partir de la relation trigonométrique 

      sin²𝜃 + cos²𝜃 = 1                                              (III-47) 

Il est évident que   

sin² 𝜃 = 1 − 𝑥²                                              (III-48) 

 

Cette dernière nous permet donc de réécrire l’équation (III-46) sous la forme 

 

(1 − 𝑥2)
𝑑2

𝑑𝑥2
Θ𝑙

𝑚(𝑥) − 2x
d

dx
Θ𝑙

𝑚(𝑥) + 𝑙(𝑙 + 1)Θ𝑙
𝑚(𝑥) −

m2

(1−𝑥2)
Θ𝑙

𝑚(𝑥) = 0       (III-49) 

 

Cette équation différentielle peut être identifiée avec celle du polynôme de Legendre associé 

P𝑙
𝑚(𝑥) qui peut  être  générer du polynôme de Legendre P𝑙

0(𝑥) : 

                                P𝑙
𝑚(𝑥) = (−1)𝑚√(1 − 𝑥2)𝑚 

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
P𝑙

0(𝑥)                               (III-50) 
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Les polynômes de Legendre peuvent êtres générer à partir de l’équation : 

                      

                                              P𝑙
0(𝑥) =

(−1)𝑙

2𝑙 𝑙!

𝑑𝑙

𝑑𝑥𝑙
(𝑥2 − 1)𝑙                                           (III-51) 

 

Rappelons que les polynômes P𝑙
0(𝑥)  sont des solutions de l’équation différentielle (III-49)  pour 

𝑚 = 0. Finalement on trouve la solution de l’équation (III-25) sous la forme ; 

𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜑) = Θ𝑙

𝑚(𝜃)Φ𝑚(𝜑) = (−1)𝑚√
(2𝑙+1)(𝑙−𝑚)

4𝜋(𝑙+𝑚)
 P𝑙

𝑚(𝑥) exp(𝑖𝑚𝜑),    (𝑚 ≥ 0)   (III-52) 

𝑌𝑙
−𝑚(𝜃, 𝜑) = (−1)𝑚[𝑌𝑙

𝑚(𝜃, 𝜑)]∗                                       (III-53) 

Notons que 0la norme au carré de la fonction d’onde représente une probabilité de présence, alors 

elle doive être normalisée a l’unité, d’où la constante de normalisation 

                        (−1)𝑚√
(2𝑙+1)(𝑙−𝑚)

4𝜋(𝑙+𝑚)
                                                   (III-54) 

  

Dans la définition de l’harmonique sphérique (équation (III-52)). 

 

III-3 Solution de l’équation radiale  
 

 

Pour résoudre l’équation radiale (III-24) :  

(
𝜕2

𝜕𝑟2 +
2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
) 𝑅(𝑟) − 

2μ

ħ2 (𝑉(𝑟) − 𝐸 −
𝑙(𝑙+1)

𝑟²
) 𝑅(𝑟) = 0                (III-55) 

 

nous posons 𝑢(𝑟) = 𝑟 𝑅(𝑟), ce qui donne 

 

                  (
𝑑2

𝑑𝑟2 +
2

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
)

𝑢(𝑟)

𝑟
−

2μ

ħ2
(𝑉(𝑟) − 𝐸)

𝑢(𝑟)

𝑟
−

𝑙(𝑙+1)

𝑟²

𝑢(𝑟)

𝑟
= 0                (III-56) 

Comme 

                  (
𝑑2

𝑑𝑟2
+

2

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
)

𝑢(𝑟)

𝑟
=

𝑑2

𝑑𝑟2

𝑢(𝑟)

𝑟
+

2

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

𝑢(𝑟)

𝑟
                                     (III-57) 

Il est claire que 
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𝑑

𝑑𝑟

𝑢(𝑟)

𝑟
=

1

𝑟

𝑑𝑢(𝑟)

𝑑𝑟
+ 𝑢(𝑟)

𝑑

𝑑𝑟
 
1

𝑟
                                             (III-58) 

et

                 
𝑑2

𝑑𝑟2

𝑢(𝑟)

𝑟
=

𝑑

𝑑𝑟
(

1

𝑟

𝑑𝑢(𝑟)

𝑑𝑟
−

𝑢(𝑟)

𝑟2
) =  

  𝑑

𝑑𝑟
(

1

𝑟

𝑑𝑢(𝑟)

𝑑𝑟
−

𝑑

𝑑𝑟

𝑢(𝑟)

𝑟2
)                           (III-59) 

                              = (
𝑑

𝑑𝑟

1

𝑟
)

𝑑𝑢(𝑟)

𝑑𝑟
+

1

𝑟

𝑑2

𝑑𝑟2

𝑢(𝑟)

𝑟
−

𝑑

𝑑𝑟

𝑢(𝑟)

𝑟2                                            (III-60) 

                              =
−1

𝑟2

𝑑2

𝑑𝑟2

𝑢(𝑟)

𝑟
+

1

𝑟

𝑑2

𝑑𝑟2

𝑢(𝑟)

𝑟
− (

1

𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
𝑢(𝑟) + 𝑢(𝑟)

𝑑

𝑑𝑟

1

𝑟2
)                (III-61) 

                              =
1

𝑟

𝑑2

𝑑𝑟2

𝑢(𝑟)

𝑟
−

2

𝑟2

𝑑

𝑑𝑟
𝑢(𝑟) + 2

𝑢(𝑟)

𝑟2                                                (III-62) 

Alors  

(
𝑑2

𝑑𝑟2 +
2

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
)

𝑢(𝑟)

𝑟
=

1

𝑟

𝑑2𝑢(𝑟)

𝑑𝑟2                                             (III-63) 

L’équation (III-56) peut donc être réécrite sous la forme 

1

𝑟

𝑑2

𝑑𝑟2

𝑢(𝑟)

𝑟
=

2μ

ħ2
(𝑉(𝑟) − 𝐸)

𝑢(𝑟)

𝑟
−

𝑙(𝑙+1)

𝑟2

𝑢(𝑟)

𝑟
= 0                           (III-64) 

 

Multipliant cette équation par r on obtient : 

 

𝑑2

𝑑𝑟2 𝑢(𝑟) − [
2μ

ħ2
(𝑉(𝑟) − 𝐸) −

𝑙(𝑙+1)

𝑟2 ]
𝑢(𝑟)

𝑟
= 0                   (III-65) 

 

Pour l’instant nous ne faisons aucune hypothèse sur la forme du potentiel, si ce n’est qu’il ne dépend 

que de la variable r (pas des angles 𝜃 et 𝜑). Or nous savons que pour 𝑙 = 0, on doit retomber sur les 

niveaux simples de Bohr, qui sont des niveaux discrets qui s’écrivent en fonction de la constante de 

Rydberg 𝐸0. Il doit donc exister plusieurs solutions discrètes dépendant du nombre quantique n, mais 

également de 𝑙. Nous écrirons dès lors ces solutions comme 𝑢𝑛𝑙(𝑟). Pour simplifier l’écriture de 

l’équation (III-65), nous allons utiliser la constante de structure fine 𝛼, le rayon de Bohr 𝑎0, ainsi que 

constante de Rydberg 𝐸0: 

                           𝛼 =
𝑒2

4𝜋𝜀0 ℏ 𝑎²
 ;      𝑎0 =

ℏ

𝛼𝜇𝑐²
         ; 𝐸0 =

1

2
 𝛼𝜇𝑐²                            (III-66) 

Alors le potentiel de Coulomb donné dans l’équation (III-6) peut être écris sous la forme 
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                                             𝑉(𝑟) = −
𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟 
= −

𝛼ℏ𝑐

𝑟
                                                (III-67) 

Ainsi en posant  𝜌 =  𝑎0 𝑟  et 𝜖𝑛𝑙 = −𝐸/𝐸0, on obtient l’équation :  

𝑑2 

𝑑𝜌2 u𝑛𝑙(𝜌) + [
2

𝜌
−

𝑙(𝑙+1)

𝜌2 − 𝜖𝑛𝑙] u𝑛𝑙(𝜌) = 0                            (III-68) 

 Nous déterminons une solution à cette équation différentielle en examinant les cas ou  𝜌 → 0 

(dans ce cas le terme en 𝜌−2 est prépondérant) et 𝜌 → ∞ (dans ce cas seul reste le terme 𝜖𝑙) 

           𝜌 → 0    ⟹    
𝑑2 

𝑑𝜌2 u𝑛𝑙(𝜌) −
𝑙(𝑙+1)

𝜌2 u𝑛𝑙(𝜌) = 0                          (III-69) 

                                      𝜌 → ∞  ⟹         
𝑑2 

𝑑𝜌2 u𝑛𝑙(𝜌) − 𝜖𝑛𝑙u𝑛𝑙(𝜌) = 0                         (III-70) 

La solution générale de l’équation (III-69) prend la forme : 

 𝑢𝑛𝑙(𝜌) = 𝑏𝜌𝑙+1 +
𝑐

𝜌𝑙                                                        (III-71) 

En raison du fait que la fonction d’onde ne peut être infinie quand 𝜌 → 0, le deuxième terme 

𝑐𝜌−𝑙 dans la solution (III-71) ne doit pas figuré dans la solution (𝑐 = 0), la solution est donc 

de la forme    

𝜌 → 0    ⟹   𝑢𝑛𝑙(𝜌) = 𝑏𝜌𝑙+1                                      (III-72) 

La solution générale de l’équation (III-70) prend la forme : 

𝑢𝑛𝑙(𝜌) = 𝑏′ exp(−√𝜖𝑛𝑙𝜌) + 𝑐′exp (+√𝜖𝑛𝑙𝜌)                     (III-73) 

En raison du fait que la fonction d’onde ne peut être infinie quand 𝜌 → ∞, le deuxième terme 

𝑐′ exp(+√𝜖𝑛𝑙𝜌)dans la solution (III-73) ne doit pas figuré dans la solution (𝑐′ = 0), la 

solution s'écrit alors comme : 

𝑢𝑛𝑙(𝜌) = 𝑏′ exp(−√𝜖𝑛𝑙𝜌)                                       (III-74) 

La solution de l’équation (III-68) est donc de la forme  

𝑢𝑛𝑙(𝜌) = (𝐴𝑙+1𝜌𝑙+1 + 𝐴𝑙+2𝜌𝑙+2 + ⋯ + 𝐴𝑘𝜌𝑘 + ⋯ )exp (−√𝜖𝑛𝑙𝜌)           (III-75) 

Où le polynôme doit être fini pour que la fonction d’onde soit finie. En injectant cette solution 

dans l’équation (III-68), on trouve la relation de récurrence suivante : 
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𝐴𝑘+1 =
2(𝑘√𝜖𝑛𝑙−1)

𝑘(𝑘+1)−𝑙(𝑙+1)
𝐴𝑘  pour    𝑘 ≥ 𝑙 + 1                    (III-76) 

Si on considère que le polynôme s’arrête à l’ordre p, on doit donc avoir 𝐴𝑃+1 = 0 ce qui 

conduit à la  √𝜖𝑛𝑙 = 𝑝−1, et on remarque ainsi que le degré maximum du polynôme n’est autre 

que n. L’énergie des niveaux ne dépend donc pas de l et s’écrit bien comme le proposait Bohr : 

                         𝜖𝑛𝑙 =
1

𝑛2 = 𝜖𝑛       soit         𝐸 = −
𝐸0

𝑛2                                 (III-77) 

L’indice l doit donc vérifier la condition +1 ≤  𝑛 , et on constate qu’il existe plusieurs sous-

niveaux d’indice l différents pour une même valeur du nombre quantique n et donc de l’énergie. 

A partir de ces conclusions, on retrouve les fonctions radiales : 

𝑢𝑛𝑙(𝜌) = exp (−√𝜖𝑛𝜌) ∑ 𝐴𝑙+𝑘
𝑛−1
𝑘=1 𝜌𝑘+𝑙                               (III-78) 

                                 = 𝜌𝑙+1exp (−√𝜖𝑛𝜌) ∑ 𝐴𝑙+𝑘+1
𝑛−𝑙−1
𝑘=0 𝜌𝑘                   (III-79) 

                           𝐴𝑘+1 =
1

𝑛2 [
2(𝑘−𝑛2)

𝑘(𝑘+1)−𝑙(𝑙+1)
] 𝐴𝑘                                         (III-80) 

 

Dans l’équation (III-68) nous pouvons aussi poser 𝜖𝑛𝑙 = 𝜁𝑛𝑙
2 /4 ce qui donne : 

𝑑2 

𝑑𝜌2 u𝑛𝑙(𝜌) + [
2

𝜌
−

𝜁𝑛𝑙
2

4
−

𝑙(𝑙+1)

𝜌2 ] u𝑛𝑙(𝜌) = 0                            (III-81) 

Effectuons maintenant le changement de variable suivant : 

𝑥 = 𝜌 𝜁𝑛𝑙 ⟹  𝜌 =
𝑥

𝜁𝑛𝑙
 ⟹ 𝜌 =

𝑑𝑥

𝜁𝑛𝑙
                                     (III-82) 

L’équation (III-81) prend la forme 

𝜁𝑛𝑙
2 𝑑² 𝑢𝑛𝑙(𝑥) 

𝑑𝑥²
+ [

2𝜁𝑛𝑙

𝑥
−

𝜁𝑛𝑙
2

4
− 𝜁𝑛𝑙

2 𝑙(𝑙+1)

𝑥2
] 𝑢𝑛𝑙(𝑥) = 0                         (III-83) 

en divisant cette équation par 𝜁𝑙
2  on trouve : 

𝑑² 𝑢𝑛𝑙(𝑥) 

𝑑𝑥²
+ [−

1

4
+

2

𝜁𝑛𝑙

1

𝑥
−

𝑙(𝑙+1)

𝑥2 ]𝑢𝑛𝑙(𝑥) = 0                              (III-84) 

Posons : 

𝑙(𝑙 + 1) =
𝑘²+1

4
 𝑒𝑡 

2

𝜁𝑛𝑙
=

2𝑗+𝑘+1

2
                                      (III-85) 

On obtient une équation différentielle de solutions connues  : 

𝑑² 𝑢𝑛𝑙(𝑥) 

𝑑𝑥²
+ [−

1

4
+

2𝑗+𝑘+1

2𝑥
−

𝑘²+1

4𝑥2 ]𝑢𝑛𝑙(𝑥) = 0                        (III-86) 
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Les solutions de cette équation sont: 

𝑢𝑛𝑙(𝑥) = √𝑥(𝑘+1) exp (−
𝑥

2
) 𝐿𝑗

𝑘(𝑥)                               (III-87) 

Où 𝐿𝑗
𝑘(𝑥) est le polynôme de Laguerre associé qui peuvent être définies par la représentation de 

Rodrigues : 

 𝐿𝑗
𝑘(𝑥) =

1

𝑗!𝑥𝑘 exp (𝑥)
𝑑𝑗

𝑑𝑥𝑗 [𝑥𝑗+𝑘exp (−𝑥)]                                   (III-88) 

                      = (−1)𝑘 𝑑𝑗

𝑑𝑥𝑗 𝐿𝑗+𝑘(𝑥)                                                       (III-89) 

Où  𝐿𝑗+𝑘(𝑥) est le polynôme de Laguerre. Nous avons : 

𝑙(𝑙 + 1) =
𝑘²−1

4
⟹ 𝑘 = 2𝑙 + 1                                        (III-90) 

2

𝜁𝑛𝑙
=

2𝑗+𝑘+1

2
= 𝑗 + 𝑙 + 1                                            (III-91) 

Les indice k et j du polynôme de Laguerre associe ne sont pas des entier négatifs. Nous pouvons 

donc supposer que la somme (j+l+1) est un entier positif n supérieur que zéro (n ≥ 1). L’indice n 

est connu comme le nombre quantique principal. En utilisant ce nombre quantique on définit la 

valeur propre de l’atome d’hydrogène 

 𝜁𝑛𝑙 =
2

𝑛
= 2√𝜖𝑛𝑙 ⟹ 𝜖𝑛𝑙 =

1

𝑛²
⟹ 𝐸 = −(

𝑒2

4𝜋𝜀0ℏ
)²

μ

2𝑛²
               (III-92) 

Nous avons donc : 

                  𝑗 = 𝑛 − 𝑙 − 1 ;   𝑥 = 𝜌 𝜁𝑛𝑙 = 2𝜌√𝜖𝑛𝑙 =
2𝜌

𝑛
 ;     𝑟 = 𝜌𝑎0 ⟹ 𝑥 =

2𝑟

𝑎0𝑛
             (III-93)     

 

D’où le resultat : 

𝑢𝑛𝑙(𝑟) = (
2𝑟

𝑎0𝑛
)𝑙+1exp (−

𝑟

𝑎0𝑛
)𝐿𝑛−𝑙−1 

2𝑙+1 (
2𝑟

𝑎0𝑛
)                            (III-94) 

Comme : 𝑢𝑛𝑙(𝑟) = 𝑟 𝑅𝑛𝑙(𝑟) alors : 

𝑅𝑛𝑙(𝑟) = 𝐴 (
2𝑟

𝑎0𝑛
)𝑙  exp (−

𝑟

𝑎0𝑛
)𝐿𝑛−𝑙−1 

2𝑙+1 (
2𝑟

𝑎0𝑛
)                            (III-95) 

Ici nous avons introduit la constante de normalisation qui a absorbé le facteur  
2

𝑎0𝑛
. Comme la 

norme au carré de la fonction radiale 𝑅𝑛𝑙(𝑟) représente une probabilité de presence, elle doit être 

normalisée à l’unité. D’où le résultat : 
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𝑅𝑛𝑙(𝑟) = √(
2

𝑎0𝑛
)

3 (𝑛−𝑙−1)

2𝑛[(𝑛+𝑙)!]3  (
2𝑟

𝑎0𝑛
)𝑙 exp (−

𝑟

𝑎0𝑛
) 𝐿𝑛−𝑙−1 

2𝑙+1 (
2𝑟

𝑎0𝑛
)              (III-96) 
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Chapitre IV : Section Efficace l’Ionisation de l’anti-
hydrogène. 

  

IV-1 Introduction 

Dans ce chapitre nous allons présenter la section efficace de l’ionisation simple de l’anti-

hydrogène atomique. La structure de cette cible atomique est constituée d’un noyau de 

charge négative (anti-proton) et un positron (anti-electron). Ce type de problème est 

forme une grande importance pour les recherches actuelles sur la nature de la matière et 

l’antimatière. Ce problème de collision rentre dans le cadre de problèmes de plusieurs 

particules qui sont connus par être parmi les problèmes les plus compliqués en physique. 

C’est pour cette raison que des approximations sont nécessaires afin de trouver une 

solution à ce problème.  

IV-2 Section efficace triplement différentielle  

La section efficace triplement différentielle est définie pour un processus de l’ionisation 

d’une cible atomique par impact de positron par l’équation : 

                                  
𝑑3𝜎

𝑑𝐸𝑒𝑑�̂�𝑒𝑑�̂�𝑠
=

1

(2𝜋)2

𝑘𝑒𝑘𝑠

𝑘𝑖
|𝑇𝑓𝑖|

2
                                            (IV-1) 

Ou  �̂�𝑠 ≡ (𝜃𝑠, 𝜑𝑠) et  �̂�𝑒 ≡ (𝜃𝑒 , 𝜑𝑒) sont les angles solides qui donnent les directions de 

diffusion et d’éjection, respectivement, et  𝐸𝑒 représente l’énergie avec laquelle le 

positron actif est éjecté. 𝑇𝑓𝑖 est un élément de la matrice de transition du système 

projectile-cible de l’état initial |Ѱ𝑖〉  à l’état final |Ѱ𝑓〉 , définie par :   

                                    𝑇𝑓𝑖 = ⟨Ѱ𝑓|(𝑉 + 𝑉𝐺0
(+)

𝑉)|Ѱ𝑖⟩                                         (IV-2)    

  Où 𝐺0
(+)

est l’opérateur de Green et  𝑉 l’énergie d’interaction entre la particule incidente 

et la cible atomique    
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                                               𝑉 = −
1

𝑟0
+ ∑

1

|𝒓0−𝒓𝑖|
𝑁
𝑖=1                                                  (IV-3) 

Où 𝒓0 est le vecteur position du positron incident, 𝒓𝑖 est le vecteur position du positron 

de la cible. L’état initial qui correspond à une particule incidente et un positron liés peut 

être décrit par le produit : 

                                         |Ѱ𝑖〉 = 𝜑𝒌𝑖
(𝒓0)𝛷𝑖(𝒓1)                                         (IV-4)    

Où 𝒌𝑖 est le moment de la particule incidente. L’état final est caractérisé par : 

                                        |Ѱ𝑓〉 = 𝜑𝒌𝑠
(𝒓0)𝛷𝑓(𝒓1)                                        (IV-5) 

Où 𝒌𝑠  est le moment de la particule diffusée.  

Pour des petits angles entre les deux directions de diffusion et d’éjection l’interaction 

poste-collision entre les particules diffusée et éjectée devienne importante. Alors nous 

avons besoin d’inclure cette interaction dans la section efficace mais sans compliquer les 

calculs. Une solution pour ce problème a été donnée par Kheifets et col [1] où il est 

démontré que l’effet le plus large de l’interaction poste-collision est contenu dans le 

facteur de normalisation de la fonction de Coulomb, connu par le facteur de Gamow  

                             |𝐷𝜉𝑠𝑒

(−)
|

2

=
2𝜋𝜉𝑠𝑒

exp (2𝜋𝜉𝑠𝑒)−1
                                         (IV-6) 

Où 𝜉𝑠𝑒 = 1
𝑞𝑠𝑒

⁄  et 𝒒𝑠𝑒 = 𝒌𝑠 − 𝒌𝑒. Ainsi la SETD donnée dans l’équation (IV-1) doit être 

multipliée par le facteur donné dans l’équation (IV-6) 

            
𝑑3𝜎

𝑑𝐸𝑒𝑑�̂�𝑒𝑑�̂�𝑠
=

1

(2𝜋)

𝑘𝑒𝑘𝑠

𝑘𝑖
 

2𝜋𝜉𝑠𝑒

(exp (2𝜋𝜉𝑠𝑒)−1)
|𝑇𝑓𝑖|

2

                      (IV-7) 

IV-3 Deuxième Approximation de Born  

 

Il est difficile de traiter le problème de de diffusion. Pour raison nous allons utiliser la 

deuxième approximation de Born pour réduire les calculs. Comme le positron incident est 

considéré très rapide l’interaction de cette particule avec le positron de la cible s’effectue 



 
54 

Chapitre IV: Section Efficace de l’Ionisation de l’Anti-

hydrogène 

dans un temps très court et les angles de diffusion seront dans ce cas petits. L’avantage de 

cette approximation est que les calculs analytiques et numériques serons fortement 

réduits. Nous supposons aussi que le positron éjecté est plus lent que le positron diffusé 

d’où la détection discernable des deux particules. Avec cette supposition nous pouvons 

sans risque négliger l’effet d’échange entre les deux positrons sortants. 

Dans l’approximation de Born, les fonctions d’ondes 𝜑𝒌𝑖
(𝒓0) et 𝜑𝒌𝑠

(𝒓0) données dans 

les équations (IV-4) et (IV-5) sont des ondes planes 

                                       𝜑𝒌𝑖
(𝒓0) = exp (𝑖𝒌𝑖 ∙ 𝒓0)                                           (IV-8) 

                                       𝜑𝒌𝑠
(𝒓0) = exp (𝑖𝒌𝑠 ∙ 𝒓0)                                           (IV-9) 

Les fonctions  qui décrivent les états initial et final du système de collision sont donc 

réduites aux formes simples  suivantes : 

          Ѱ𝑖(𝒓0, 𝒓1) = exp (𝑖𝒌𝑖 ∙ 𝒓0)𝜙𝐴𝑂(𝒓1)                             (IV-10) 

           Ѱ𝑓(𝒓0, 𝒓1) = exp (𝑖𝒌𝑠 ∙ 𝒓0)𝜓𝒌𝑒

(−)(𝒓1)                            (IV-11) 

Où 𝜙𝐴𝑂(𝒓1) est l’orbitale atomique (OA) qui va être ionisée et 𝒓1 le vecteur position du 

positron actif lequel est décrit après l’éjection par la fonction d’onde du continuum  

𝜓𝒌𝑒

(−)(𝒓1) avec 𝒌𝑒 son moment.  

L’élément de matrice 𝑇𝑓𝑖 est donc réduit à la somme des deux termes de l’approximation 

de Born suivant : 

           𝑇𝐵1 = ⟨𝜑𝒌𝑠
(𝒓0)𝜓𝒌𝑒

(−)(𝒓1)|𝑉|𝜑𝒌𝑖
(𝒓0)𝜙𝐴𝑂(𝒓1)⟩                        (IV-12) 

           𝑇𝐵2 = ⟨𝜑𝒌𝑠
(𝒓0)𝜓𝒌𝑒

(−)(𝒓1)|𝑉𝐺0
(+)

𝑉|𝜑𝒌𝑖
(𝒓0)𝜙𝐴𝑂(𝒓1)⟩               (IV-13) 

  Une résolution spectrale de l’opérateur de Green 𝐺0
(+)

 [2,3] mène à écrire le terme 𝑇𝐵2 

sous la forme : 

𝑇𝐵2 = −
1

4𝜋3
∑ ∫

𝑑𝒌

𝑘2−𝑘𝑛
2−𝑖𝜂𝑛 ⟨𝜑𝒌𝑠

(𝒓0)𝜓𝒌𝑒

(−)(𝒓1)|𝑉|𝜑𝒌(𝒓0)𝜙𝑛(𝒓1)⟩   
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× ⟨𝜑𝒌(𝒓0)𝜙𝑛(𝒓1)|𝑉|𝜑𝒌𝑖
(𝒓0)𝜙𝐴𝑂(𝒓1)⟩                (IV-14)        

Où  𝜂 →  0+. La somme est sur tous les états discrets et continus 𝜙𝑛(𝒓1) de la cible 

atomique et 𝑘𝑛 définie par 𝑘𝑛
2 = 𝑘𝑖

2 − 2(𝐸𝑛 − 𝐸𝑂𝐴), 𝐸𝑛 étant la valeur propre de 

l’hamiltonien atomique qui correspond au vecteur propre |𝜙𝑛⟩. En utilisant l’intégrale 

suivante  

                ∫
exp (𝑖𝒒∙𝒓0)

|𝒓0−𝒓|
𝑑𝒓0 =

4𝜋

𝑞2
exp (𝑖𝒒 ∙ 𝒓)                                           (IV-15) 

connue par l’intégrale de dite de Bethe [4], nous pouvons déduire les résultats suivants : 

              𝑇𝐵1 =
4𝜋

𝑞2 ⟨𝜓𝒌𝑒

(−)(𝒓)|𝑒𝑖𝒒.𝒓 − 1|𝜙𝐴𝑂(𝒓)⟩                                   (IV-16) 

   𝑇𝐵2 = −
4

𝜋
∑ ∫ 𝑑𝒌

⟨𝜓𝒌𝑒

(−)(𝒓)|𝑒𝑖 𝒒𝑠.𝒓 − 1|𝜙𝑛(𝒓)⟩⟨𝜙𝑛(𝒓)|𝑒𝑖𝒒𝑖.𝒓 − 1|𝜙𝐴𝑂(𝒓)⟩

(𝑘2−𝑘𝑛
2−𝑖𝜂)𝑞𝑖

2𝑞𝑠
2𝑛           (IV-17) 

Où 𝒒 = 𝒌𝑖 − 𝒌𝑠 est le moment de transfert, 𝒒𝑖 = 𝒌𝑖 − 𝒌  et  𝒒𝑠 = 𝒌 − 𝒌𝑠. Notons que 

pour simplifier l’écriture l’indice du vecteur position 𝒓1 est omis puisqu’il ne reste que 

l’intégration sur une seule variable. Utilisons maintenant dans l’équation (IV-18) 

l’approximation de fermeture, où la différence 𝐸𝑛 − 𝐸𝑂𝐴 est remplacée par une moyenne 

�̅� sur les énergies d’excitations. Dans ce cas la relation de fermeture ∑ |𝜙𝑛〉𝑛 〈𝜙𝑛| = 1 

peut être utilisée, et nous arrivons à écrire le résultat suivant : 

          𝑇𝐵2 = −
4

𝜋
∑ ∫ 𝑑𝒌

〈𝜓𝒌𝑒

(−)
(𝒓)|(𝑒𝑖 𝒒𝑠.𝒓−1)(𝑒𝑖 𝒒𝐼.𝒓−1)|𝜙𝐴𝑂(𝒓)〉

(𝑘2−�̅�2−𝑖𝜂)𝑞𝑖
2𝑞𝑠

2𝑛                       (IV-18) 

L’état du continuum 𝜓𝒌𝒆

(−)(𝒓) du positron éjecté est d’écrit ici par la fonction d’onde de 

Coulomb qui satisfait la condition aux limites sortantes : 

𝜓𝒌𝑒

(−)(𝒓) =
𝐷𝜉𝑒

(−)

√2𝜋
3 exp(𝑖𝒌𝑒 . 𝒓) 𝐹11 [𝑖𝜉𝑒; 1; −𝑖(𝒌𝑒 . 𝒓 + 𝑘𝑒𝑟)]                 (IV-19) 

Avec 𝐷𝜉𝑒

(−)
= 𝑒−

𝜋𝜉𝑒
2 Г(1 − 𝑖𝜉𝑒) 𝑖𝜉𝑒 = −1/𝑘𝑒 est le paramètre de Sommerfeld. La fonction 

d’onde qui décrit un orbitale atomique prend la forme : 
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                         𝜙𝐴𝑂(𝒓) = 𝑅𝑛
𝑙 (𝑟)𝑌𝑙

𝑚(�̂�)                                        (IV-20) 

Ou 𝑌𝑙
𝑚(�̂�) est l’harmonique sphérique normalisée et 𝑅𝑛

𝑙 (𝑟) la partie radiale définie dans 

le chapitre précèdent.  

En injectant dans les équations (IV-16) et (IV-18) les fonctions d’ondes données dans les 

équations (IV-19) et (IV-20) nous pouvons écrire 𝑇𝐵1 et 𝑇𝐵2 sous les formes : 

                𝑇𝐵1 =
4𝜋

𝑞2 [𝐹𝑛𝑙𝑚(𝒒) − 𝑃𝑛𝑙𝑚]                                  (IV-21)                               

       𝑇𝐵2 = −
4

𝜋
∫ 𝑑𝒌

𝐹𝑛𝑙𝑚(𝒒)+𝑃𝑛𝑙𝑚−𝐻𝑛𝑙𝑚(𝒒𝑠,𝒒𝑖)

(𝑘2−�̅�2−𝑖𝜂)𝑞𝑖
2𝑞𝑠

2                        (IV-22) 

Ou   

𝐹𝑛𝑙𝑚(𝒒) = ⟨𝜓𝒌𝑒

(−)(𝒓)|𝑒𝑖𝒒.𝒓|𝑅𝑛
𝑙 (𝑟)𝑌𝑙

𝑚(�̂�)⟩                   (IV-23) 

𝑃𝑛𝑙𝑚 = 〈𝜓𝒌𝑒

(−)(𝒓)|𝑅𝑛
𝑙 (𝑟)𝑌𝑙

𝑚(�̂�)〉                               (IV-24) 

et 

𝐻𝑛𝑙𝑚(𝒒𝑠, 𝒒𝑖) = 𝐹𝑛𝑙𝑚(𝒒𝑠) + 𝐹𝑛𝑙𝑚(𝒒𝑖)                     (IV-25) 

 

Les formes analytiques des fonctions d’ondes des états initial et final choisis ici nous 

permettent de résoudre analytiquement les intégrales tridimensionnelles qui figurent dans 

les équations (IV-23), (IV-24) et (IV-25) [5-8].  

Le deuxième terme de l’approximation de Born 𝑇𝐵2 donnée dans l’équation (IV-22) 

contient une intégrale tridimensionnelle singulière souvent difficile à résoudre 

numériquement. Ce terme peut être résolut numériquement en utilisant l’approche donnée 

par Sahlaoui et Bouamoud [7] et ou celle donnée par Marchalant et col [9]. L’intégrale 

tridimensionnelle singulière suivante : 
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𝐼(𝒌𝑖;  𝒌𝑠; −𝑖�̅�) = ∫
𝑑𝒌

(𝑘2−�̅�2−𝑖𝜂)𝑞𝑖
2𝑞𝑠

2                                       (IV-26) 

Qui figure dans l’équation (IV-22) peut être déduit à partir du travail effectué par Byron 

et col [10], qui peut être exactement évaluée en utilisant la méthode des résidus de Lewis 

[11].  
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Chapitre V : Résultats et Discutions. 

  

V-1 Introduction 

Dans ce chapitre nous allons présenter les résultats de calculs de la section efficace 

triplement différentielle de la simple ionisation de l’anti-hydrogène H̅ atomique par 

impact de positron 𝑒+. Les résultats sont calculés dans la première et la deuxième 

approximation de Born. La fonction d’onde de l’atome d’anti-hydrogène est une solution 

exacte de l’équation de Schrödinger à deux particules. La fonction d’onde du continuum 

du positron éjecté est aussi une solution exacte de l’équation de Schrödinger pour une 

diffusion dans potentiel coulombien de symétrie centrale. Puisque l’expérience de de 

l’ionisation de l’anti-hydrogène par impact d’électron et de positron, jusqu’à présent, n’a 

pas encore été réaliser. Alors les résultats de la section efficace triplement différentielle 

ne sont pas disponibles. Pour cette raison nous avons été obligés de comparer nos 

résultats avec ceux de l’ionisation simple de l’hydrogène atomique par impact d’électron. 

Cette comparaison est bien justifier par le fait que la fonction d’onde de l’atome d’anti-

hydrogène est une symétrie miroir de l’atome d’hydrogène. La réaction de diffusion d’un 

position dans un champ coulombien centrale négatif est aussi une symétrie miroir de la 

réaction de diffusion d’un électron dans un champ coulombien centrale positif. Il est 

évident donc que la réaction (𝑒+,2𝑒+) est la symétrie miroir de la réaction (e,2e). Il bien 

justifie donc que les résultats expérimentaux de l’ionisation de l’atome d’anti-hydrogène 

par impact de positron vont avoir la même distribution que ceux de l’ionisation de 

l’atome d’hydrogène par impact d’électron (jusqu’à que l’expérience soit réalisée).     

Les résultats expérimentaux de l’ionisation de l’atome d’hydrogène par impact d’électron 

existent, en particulier pour la section efficace triplement différentielle (Weigold et col. 

[1], Lohmann et col [2], Ehrhardt et col [3, 4]). 
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V-2 Résultats et discutions 
 

Dans la figure V.1 nous avons présenté les résultats des calculs théoriques de la section 

efficace triplement différentielle de l’ionisation de l’anti-hydrogène par impact de 

positron. Ces résultats sont obtenus pour la première et la deuxième approximation de 

Born. Ces résultats sont comparés avec les résultats des expériences (e,2e) de Ehrhardt et 

col [3,4] pour l’ionisation simple de l’atome d’hydrogène par impact d’électron réalisées 

dans des géométries coplanaires asymétriques. Dans la figure V.1 nous avons trois 

conditions cinématique : pour une énergie d’incidence 𝐸𝑖 = 150 eV  et une énergie 

d’éjection 𝐸𝑒 = 3 eV  l’expérience a été effectuer pour les trois angles de diffusion 𝜃𝑠 =

 4°, 10° et 16°. Dans chaque expérience les mesures de la section efficace triplement 

différentielle sont obtenues pour plusieurs angles d’éjection 𝜃𝑒 (l’expérience n’est pas 

possible pour certain angles). Les résultats théoriques eux aussi été obtenue pour les 

mêmes géométries coplanaires et pour les mêmes conditions cinématiques mais pour des 

angles d’éjection 𝜃𝑒 qui varient de 0° jusqu’à 360°.     

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Figure V.1 : Section efficace triplement 

différentielle d’ionisation de l’atome d’anti-

hydrogène H̅ par impact de positron 𝑒+, pour 

une énergie d’incidence Ei = 150 eV et une 

énergie d’éjection  Ee = 3 eV. Les trois résultats 

sont pour les angles de diffusion 𝜃𝑠 = 4° , 10° et 

16°. La courbe en ligne discontinue est le 

résultat de la première approximation de Born. 

La courbe en ligne continue est le résultat de la 

deuxième approximation de Born. Les résultats 

en petits carres noires sont ceux de l’expérience 

de Ehrhardt et col [3,4] pour la réaction (e,2e).  
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L’énergie d’incidence 𝐸𝑖 = 150 eV est très élevée devant le potentiel d’ionisation. 

Cependant, l’énergie d’éjection 𝐸𝑒 = 3 eV est petite, donc la première approximation de 

Born n’est pas bonne pour décrire les résultats expérimentaux comme il est bien montres 

par la figure V.1. Il est donc bien remarquable que la deuxième approximation de Born 

est nécessaire dans ce cas.  D’une façon générale, les résultats théoriques sont en très bon 

accord avec ceux des expériences dans les deux régions de collision binaire (pour 180° ≤

𝜃𝑒 ≤ 360° ) et de recule (pour 0° ≤ 𝜃𝑒 ≤ 180° ). Nous remarquons aussi que dans la 

figure ou  𝜃𝑠 = 4° l’accord entre la théorie est l’expérience dans la région de recule est 

mieux que celui des figures ou 𝜃𝑠 = 10° et 𝜃𝑠 = 16°. En comparant les figures ou 

𝜃𝑠 = 10° et 𝜃𝑠 = 16° nous pouvons voir que l’accord entre la théorie est l’expérience 

dans la région de recule est mieux pour  𝜃𝑠 = 10°que celui  𝜃𝑠 = 16°. Pour explique ceci 

nous rappelons que dans l’approximation de Born la particule diffusée est décrite par une 

onde plane suivant la supposition que cette particule ne subis qu’une légère perturbation 

qui le fait dévier de sa « trajectoire » avec un petit angle. C’est pour cette raison que plus 

l’angle de diffusion 𝜃𝑠 est grande plus l’approximation de Born devienne moins précise. 

 

Dans la figure V.2 comme dans la figure V.1, nous avons présenté les résultats des 

calculs théoriques de la section efficace triplement différentielle de l’ionisation de l’anti-

hydrogène par impact de positron. Ces résultats sont obtenus pour la première et la 

deuxième approximation de Born. Nos résultats théoriques sont comparés avec les 

résultats expérimentaux de Ehrhardt et col [3,4] réalisés dans la géométrie coplanaire 

asymétrique pour l’ionisation simple de l’atome d’hydrogène par impact d’électron. Dans 

la figure V.2 comme dans la figure V.1 nous avons aussi trois conditions cinématique : 

pour une énergie d’incidence 𝐸𝑖 = 150 eV  et une énergie d’éjection 𝐸𝑒 = 5 eV  

l’expérience a été effectuer pour les trois angles de diffusion 𝜃𝑠 =  4°, 10° et 16°. Les 

résultats théoriques ont été obtenue dans la géométrie coplanaire asymétrique pour les 

mêmes conditions cinématiques utiliser dans les expériences et pour des angles d’éjection 

𝜃𝑒 qui varient de 0° jusqu’à 360°.     
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Dans la figure V.2 l’énergie d’incidence 𝐸𝑖 = 150 eV est très élevée devant le potentiel 

d’ionisation, mais l’énergie d’éjection 𝐸𝑒 = 3 eV est petite, donc la première 

approximation de Born n’est pas bonne pour décrire les résultats expérimentaux comme il 

est bien montres par la figure. Comme dans la figure V.1, il est bien remarquable dans la 

figure V.2 que la deuxième approximation de Born est nécessaire.  D’une façon générale, 

les résultats théoriques sont en très bon accord avec ceux des expériences dans les deux 

régions de collision binaire et de recule. Dans la figure V.2, nous avons les mêmes 

remarques sur la figure V.1, que pour  𝜃𝑠 = 4° l’accord entre la théorie est l’expérience 

dans la région de recule est mieux que celui des figures ou 𝜃𝑠 = 10° et 𝜃𝑠 = 16°. En 

comparant les figures ou 𝜃𝑠 = 10° et 𝜃𝑠 = 16° nous pouvons voir aussi que l’accord entre 

la théorie est l’expérience dans la région de recule est mieux pour l’angle de diffusion 

𝜃𝑠 = 10°que celui ou 𝜃𝑠 = 16°. Ceci confirme ce que nous avons dit précédemment sur 

l’approximation de Born qui  devienne moins précise  pour des grandes angles de 

diffusion 𝜃𝑠. 

  

 

Figure V.2 : Section efficace triplement 

différentielle d’ionisation de l’atome d’anti-

hydrogène H̅ par impact de positron 𝑒+, pour 

une énergie d’incidence Ei = 150 eV et une 

énergie d’éjection  Ee = 5 eV. Les trois résultats 

sont pour les angles de diffusion 𝜃𝑠 = 4° , 10° et 

16°. La courbe en ligne discontinue est le 

résultat de la première approximation de Born. 

La courbe en ligne continue est le résultat de la 

deuxième approximation de Born. Les résultats 

en petits carres noires sont ceux de l’expérience 

de Ehrhardt et col [3,4] pour la réaction (e,2e).  
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La figure V.3 représente aussi les résultats des calculs théoriques de la section efficace 

triplement différentielle de l’ionisation de l’anti-hydrogène par impact de positron. Ces 

résultats sont aussi obtenus dans la première et la deuxième approximation de Born et 

sont comparés avec les résultats expérimentaux de Ehrhardt et col [3,4] réalisés dans la 

géométrie coplanaire asymétrique pour la reaction (e,2e) de l’atome d’hydrogène. Dans la 

figure V.3, comme dans les figures précédents (figures V.1 et V.2), nous avons aussi trois 

conditions cinématique : pour une énergie d’incidence 𝐸𝑖 = 150 eV  et une énergie 

d’éjection 𝐸𝑒 = 10 eV  l’expérience a été effectuer pour les trois angles de diffusion 𝜃𝑠 =

 4°, 10° et 16°. Les résultats théoriques sont aussi obtenue dans la géométrie coplanaire 

asymétrique pour les mêmes conditions cinématiques utiliser dans les expériences et pour 

des angles d’éjection 𝜃𝑒 qui varient de 0° jusqu’à 360°.    

 

  

 

Figure V.3 : Section efficace triplement 

différentielle d’ionisation de l’atome d’anti-

hydrogène H̅ par impact de positron 𝑒+, pour 

une énergie d’incidence Ei = 150 eV et une 

énergie d’éjection  Ee = 10 eV. Les trois résultats 

sont pour les angles de diffusion 𝜃𝑠 = 4° , 10° et 

16°. La courbe en ligne discontinue est le 

résultat de la première approximation de Born. 

La courbe en ligne continue est le résultat de la 

deuxième approximation de Born. Les résultats 

en petits carres noires sont ceux de l’expérience 

de Ehrhardt et col [3,4] pour la réaction (e,2e).  
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Sur la figure V.3 nous avons les mêmes remarques données sur les figures V.1 et V.2 : 

l’énergie d’incidence 𝐸𝑖 = 150 eV est élevée mais l’énergie d’éjection 𝐸𝑒 = 3 eV est 

petite, donc la première approximation de Born n’est pas suffisante pour décrire la 

réaction (𝑒+,2𝑒+) dans ce cas et c’est la deuxième approximation de Born qui est 

nécessaire. Mais, d’une façon générale, nous remarquons un très bon accord entre les 

résultats théoriques et les expériences. Dans la figure V.3, nous avons voyons aussi que 

pour  𝜃𝑠 = 4° l’accord entre la théorie est l’expérience dans la région de recule est mieux 

que celui des figures ou 𝜃𝑠 = 10° et 𝜃𝑠 = 16°, et pour l’angle de diffusion 𝜃𝑠 = 16° 

l’approximation de Born devienne moins précise que celle pour des petites angles de 

diffusion.  

En choisissant les premiers résultats pour  𝜃𝑠 = 4° dans la figure V.I, et en analysant 

l’accord entre la théorie et l’expérience dans la région de recule (0° ≤ 𝜃𝑒 ≤ 180° ) nous 

pouvons bien voire que la courbe qui représente la deuxième approximation de Born est 

légèrement au-dessus des donnés expérimentaux. Pour explique ceci nous devrons 

rappeler que nous avons utilisé une fonction d’onde plane pour décrire le positron diffusé 

et une fonction d’onde de Coulomb pour décrire le positron éjecté. Malgré que cette 

dernière fonction et une solution exacte de l’équation de Schrödinger pour un potentiel 

Coulombien elle n’est pas vraiment une solution exacte pour la réaction (𝑒+,2𝑒+). Nous 

pouvons trouver dans la littérature une solution plus précise pour ce type de problème 

présenté par Peterkop [5,6]. Dans son modèle pour la réaction (e,2e) connue par le 

modèle deux fonctions de Coulomb (two Coulomb waves 2CW), Peterkop trouver que 

l’état finale constitué de deux électrons qui diffuse dans le continuum peut être décrits 

dans la région asymptotique (loin du centre de collision) par le produit de deux fonctions 

d’ondes de Coulomb. Nous pouvons trouver aussi dans la littérature un autre modèle 

présenter par Brauner, Briggs et Klar [7] qui est encore plus précis que celui que le 

modèle deux fonctions de Coulomb. Ce dernier est connue par le modèle BBK ou le 

model trois fonctions d’ondes de Coulomb et représente une solution exacte pour la 

réactions (e,2e) dans la région asymptotique. La puissance de ce modèle réside dans le 

fait que l’interaction poste collision entre les électrons diffusé et éjecté est très bien 

décrite. Plus l’angle entre les deux électrons sortants est petit et les énergies de ces deux 
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électrons sont proches plus cette interaction devienne importante. Dans ce cas ont doit 

bien décrire l’interaction poste collision dans le formalisme théorique. Dans notre 

formalisme nous avons bien pris en compte cette interaction mais d’une façon 

approximative en introduisant le facteur de Gamow [8] (voir chapitre IV équation (IV-

6)). C’est pour cette raison que nous supposons que quand l’énergie d’éjection 𝐸𝑒 devient 

plus grande nous remarquons un léger désaccord entre la théorie et l’expérience. Ceci est 

bien remarquable quand nous comparons la figure V.1 avec la figure V.2 et cette dernière 

avec la figure V.3.      

 

 

 

 

 

 

 

                                 

  

 

 

Dans la figure V.4 nous avons présenté la distribution de la section efficace triplement 

différentielle de l’ionisation de l’anti-hydrogène par impact de positron dans géométries 

coplanaires asymétriques en fonction de l’angle d’éjection 𝜃𝑒 qui varient de 0° jusqu’à 

360°. Les résultats théoriques sont obtenus dans la première et la deuxième 

approximation de Born. Ces résultats sont comparés avec les résultats des expériences 

(e,2e) de Ehrhardt et col [3,4] pour l’ionisation simple de l’atome d’hydrogène. Dans la 

figure V.4 nous avons deux conditions cinématique : pour une énergie d’incidence 𝐸𝑖 = 

  

Figure V.4 : Section efficace triplement différentielle d’ionisation de l’atome d’anti-hydrogène H̅ 

par impact de positron 𝑒+, pour une énergie d’incidence Ei = 250 eV et une énergie d’éjection  Ee = 

5 eV. Les trois résultats sont pour les angles de diffusion 𝜃𝑠 = 3° et 8°. La courbe en ligne 

discontinue est le résultat de la première approximation de Born. La courbe en ligne continue est le 

résultat de la deuxième approximation de Born. Les résultats en petits carres noires sont ceux de 

l’expérience de Ehrhardt et col [3,4] pour la réaction (e,2e).   
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250 eV  et une énergie d’éjection 𝐸𝑒 = 5 eV  l’expérience a été effectuer pour les deux 

angles de diffusion 𝜃𝑠 =  3° et 8°.  

La figure V.4 confirme bien ce qui a été dit précédemment sur la théorie et la réaction 

(𝑒+,2𝑒+). Cette figure est importante puisque elle présente des résultats avec une énergie 

d’incidence 𝐸𝑖 = 250 eV très très élevée devant le potentiel d’ionisation et des angles de 

diffusion très petites diffusion 𝜃𝑠 =  3° et 8°.  Le très bon accord entre la théorie et 

l’expérience dans les deux régions de recule et binaire est bien remarquable dans la figure 

V.1 montre bien que la deuxième approximation de Born est très précise pour de tels 

conditions cinématiques.   

Dans la figure V.5 nous avons présenté les résultats des calculs théoriques de la section 

efficace triplement différentielle de l’ionisation de l’anti-hydrogène par impact de 

positron. Comme dans les figures précédentes,  ces résultats sont obtenus pour la 

première et la deuxième approximation de Born.  Nos résultats sont comparés avec les 

résultats des expériences (e,2e) de Weigold et col [1] pour l’ionisation simple de l’atome 

d’hydrogène par impact d’électron réalisées dans des géométries coplanaires 

asymétriques. Dans la figure V.5 nous avons trois conditions cinématique : pour une 

énergie d’incidence 𝐸𝑖 = 250 eV  et une énergie d’éjection 𝐸𝑒 = 50 eV  l’expérience a été 

effectuer pour les cinq angles de diffusion 𝜃𝑠 =  15°, 20°, 25°, 30° et 35°. Les résultats 

théoriques sont obtenue pour les mêmes géométries coplanaires, pour les mêmes 

conditions cinématiques et pour des angles d’éjection 𝜃𝑒 qui varient de 30° jusqu’à 100° 

dans la région de collision binaire.  

La figure V.5 montre bien que plus l’angle de diffusion 𝜃𝑠 est grand l’accord entre la 

théorie et l’expérience devient bon. Ceci peut paraitre contradictoire avec ce qui été dit 

précédemment sur l’approximation de Born qui  est plus précise pour les petites angles de 

diffusion. Cependant, il faut note ici que dans le cas des résultats présentés dans la figure 

V.5 l’énergie d’incidence est très grande devant l’énergie d’ionisation de l’état 

fondamentale de la cible. En calculons l’énergie de diffusion 𝐸𝑠 à partir de l’équation du 

bilan énergétique donnée dans le chapitre I (équation (I-4)) nous allons trouver que la 

particule diffuse avec une grande vitesse. Ceci implique que l’approximation de la 
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fonction d’onde plane est bonne dans ce cas.  Donc même pour des angles de diffusions 

un peu élevés l’approximation de Born reste précise dans le cas présent.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.5 : Section efficace triplement 

différentielle d’ionisation de l’atome d’anti-

hydrogène H̅ par impact de positron 𝑒+, pour une 

énergie d’incidence Ei = 150 eV et une énergie 

d’éjection  Ee = 5 eV. Les trois résultats sont pour 

les angles de diffusion 𝜃𝑠 = 4° , 10° et 16°. La 

courbe en ligne discontinue est le résultat de la 

première approximation de Born. La courbe en 

ligne continue est le résultat de la deuxième 

approximation de Born. Les résultats en petits 

carres noires sont ceux de l’expérience de Ehrhardt 

et col [3,4] pour la réaction (e,2e).  
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Pour explique le désaccord entre la théorie et l’expérience pour des angles de diffusion 

inferieurs que 35°, nous devrons d’abord rappeler que nous avons déjà vue dans les 

résultats présenter dans les figures précédents que plus l’énergie d’éjection 𝐸𝑒 est grande 

plus l’interaction poste-collision devient importante. Nous savons que dans l’état final de 

la réaction, c.-à-d. après la collision, deux particules de mêmes charges sortent chacune 

avec une certaine vitesse. Il y a donc une interaction de répulsion entre les deux 

particules. Cette interaction devienne importante quand la distance entre les particules 

diffusé et éjecté devienne petite. Cette distance est en fonction de l’angle entre les deux 

particules mais aussi elle dépend des vitesses ou des énergies des deux particules, c.-à-d., 

que plus l’angle entre les particules et grande plus la distance entre eux est importante, et 

plus les énergies des particules sont proches  plus la distance entre eux est petite.  Donc 

comme l’énergie d’éjection 𝐸𝑒 = 50 eV dans la figure V.1 forcement l’interaction poste-

collision entre les particules sortantes est importante dans ce cas, et cette interaction 

devienne moins importante si l’angle de diffusion est grand.                    
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Conclusion Générale 

 
L’atome d’anti-hydrogène est l’antimatière de l’hydrogène et ces deux atomes forment 

l’une des constituent de la matière primordiale de l’univers, ce qui les rend prioritaires 

dans les recherches de la physique contemporaine. Un formalisme théorique qui décris 

avec précision la réaction de particule chargées ave l’anti-hydrogène, et l’antimatière 

d’une façon générale, est actuellement très demandé. C’est pour cette raison que nous 

nous somme intéressé dans le travail actuel à l’étude de la simple ionisation de l’atome 

d’anti-hydrogène par impact de positron. Dans le quatrième chapitre nous avons calculé 

la section efficace triplement différentielle dans le cadre de la première et la deuxième 

approximation de Born. Et nous avons consacré le cinquième chapitre aux résultats et aux 

discutions. 

Nous avons vue à partir des cinq figures présentées dans le dernier chapitre, que nos 

résultats présentent un très bon accord avec l’expérience. Nous avons vue aussi que la 

première approximation de Born ne suffit pas pour décrire la réaction (𝑒+, 2𝑒+), des 

ordres plus supérieurs comme la deuxième approximation de Born sont nécessaire. 

(𝑒+, 2𝑒+)). Nous avons remarque aussi que quand l’angle entre les positrons diffusé et 

éjecté et petite et quand leurs énergies sont proches l’interaction poste-collision entre ces 

particules  devienne importante et doit être correctement décrite dans le formalisme 

théorique. Mais d’une façon générale nous nous somme très satisfait des résultats 

présentés dans ce travail. Mais nous planifions a amélioré notre formalisme théorique en 

utilisant des modèles plus sophistiqué.                             

 



Résumé 

 

De   nouvelles   expériences   sont   actuellement   menées   au   CERN   (l’Organisation  

Européenne pour la recherche nucléaire) sous le nom du projet GBAR (Gravitationnel  

Behaviourisme of Antihydrogen at Resta), qui s'apprête à en explorer l'effet de la gravité 

sur  

L’antimatière.  L’un  des  expériences  consiste  à  mesurer  l'effet  de  la  gravité  sur  les  

Atomes d'anti hydrogène à partir du spectre d’ionisation de ces atomes par impact de  

Positrons. Notre travail consiste à prédire d’une façon théorique ce spectre d’ionisation 

 

 

 

Summary 
 

New experiments are being conducted at CERN (the Organization European Union for 

Nuclear Research) under the name of the GBAR project (Gravitational Behavior of 

Antihydrogen at Rest), which is about to explore the effect of gravity on antimatter. One 

of the experiments is to measure the effect of gravity on anti-hydrogen atoms from the 

ionization spectrum of these atoms by impact of positrons. Our job is to theoretically 

prédit This ionisation Spectrum 


