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8 Introduction

� Introduction �

Un groupe de Lie est en particulier une variété différentiable, à ce titre elle peut

être munie d’une structure riemannienne. Parmi toutes les métriques riemanniennes

sur groupe de Lie, celles pour lesquelles les translations à gauche (ou les translations

à droite) sont des isométries qui revêtent un intérêt particulier car elles prennent en

compte la structure de groupe, un groupe de Lie muni d’une métrique riemannienne

invariante à gauche (ou, ce qui est équivalent, invariante à gauche). En conséquence,

il est possible de trouver des formules explicites pour la connexion de Levi-Civita et

les diverses courbures associées à un groupe de Lie riemannien, en particulier pour les

métriques qui sont à la fois invariantes à gauche et à droite (bi-invariantes).

On commence ce mémoire par un premier chapitre sur les variétés riemanniennes.

Avant d’introduire cette notion fondamentale, un bref rappel des outils nécessaires

s’impose, notamment les champs de tenseurs et les connexions covariantes sur une

variété différentiable. Une fois la définition d’une métrique riemannienne introduite,

on parle de connexion de Levi-Civita d’une telle structure et on exhibe les différentes

courbures qui en découlent.

On enchaine par le pendant de la notion de métrique riemannienne pour ce travail, à

savoir la structure de de groupe de Lie. On définit les notions importantes liées à cette

structure : les translations à gauche, les translations à droites, l’algèbre de Lie d’un

groupe de Lie et la représentation adjointe.

Les notions de groupe de Lie et de variété riemanniennes introduite, nous serons

en mesure de définir les groupes de Lie riemanniennes. Nous donnons une formule

simplifiée de la connexion de Levi-Civita d’une métrique invariante à gauche sur un

groupe Lie, dans le cas particulier où la métrique est bi-invariante on donne en plus

les formules des différentes courbures en fonction notamment du crochet de Lie des
champs de vecteurs.

On termine par l’étude explicite de l’exemple des métriques bi-invariante sur le groupe

d’Heisenberg de dimension trois.

Tout au long de ce mémoire on utilise la convention d’Einstein pour les différentes

sommations.



Chapitre 1

Variétés riemanniennes

La géométrie riemannienne est une généralisation de la géométrie euclidienne : une

variété riemannienne est une variété différentiable munie d’un tenseur fondamental
qui fournit une structure euclidienne sur chaque espace tangent. Pour commencer on

introduit les notions fondamentales de variété riemannienne, connexion de Levi-Civita
et courbures riemanniennes.

1.1 Rappels

Dans cette section on va rappeller quelques notions qu’on va utilisé par la suite,

telle que les champs de tenseurs sur une variété différentielle.

Soient M et N deux variétés différentiables de dimension m et n respectivement et

φ : M −→ N une application de classe C∞. Pour tout p ∈ M, l’application linéaire

tangente à φ au point p est l’application

Tpφ : TpM −→ Tφ(p)N
[γ]p 7−→ Tpφ([γ]p)

définie par

Tpφ([γ]p) = [γ ◦ φ]φ(p)

L’application transposé (duale) de Tpφ est donnée par
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(Tpφ)∗ : T∗
φ(p)N −→ T∗p M
ωφ(p) 7−→ (Tpφ)∗(ωφ(p)) = ωφ(p) ◦ Tpφ.

On rappelle également que l’application tangent à φ est

Tφ : TM −→ TN
(p, [γ]p) 7−→ (φ(p), Tpφ([γ]p))

Image inverse d’un tenseur covariant

Soit φ : M −→ N une application de classe C∞. D’une manière général, l’image

inverse φ∗ agit sur l’ensemble des champs de tenseurs de type (0, s) sur N à valeur

dans l’ensemble des champs de tenseurs de type (0, s) sur M de la manière suivante :

φ∗ : T (0,s)(N) −→ T (0,s)(M)
ω 7−→ φ∗ω

où

φ∗ω :

s− f ois︷ ︸︸ ︷
X(M)× · · · ×X(M) −→ C∞(M)

(X1, · · · , Xs) 7−→ φ∗ω(X1, · · · , Xs) = (ω ◦ φ)(Tφ(X1), · · · , Tφ(Xs))

où,

(φ∗ω(X1, · · · , Xs))(p) = ωφ(p)(Tpφ(X1
p), · · · , Tpφ(Xs

p)), Pour tout p ∈ M.

Exemple 1.1.1. Soient φ : M −→ N une application de classe C∞, h est un champ de tenseur

de type (0, 2) sur N alors

φ∗ : T (0,2)(N) −→ T (0,2)(M)
h 7−→ φ∗(h)

où
φ∗(h) : X(M)×X(M) −→ C∞(M)

(X, Y) 7−→ φ∗(h)(X, Y)

Pour tout X, Y ∈ X(M) et p ∈ M

φ∗(h)(X, Y)(p) = hφ(p)(Tpφ(Xp), Tpφ(Yp)) (1.1)
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Image direct d’un tenseur contravariant

Soit φ : M −→ N une application de classe C∞, on suppose que φ est un difféo-

morphisme. L’image directe φ∗ est une application linéaire définie de l’ensemble des

champs de tenseurs contravariants sur M à valeur dans l’ensemble des champs de

tenseurs sur N par :

φ∗(X1 ⊗ · · · ⊗ Xr) = φ∗X1 ⊗ · · · ⊗ φ∗Xr

où φ∗X = Tφ ◦ X ◦ φ−1. d’où, Pour tout q ∈ N, tel que q = φ(p), on a :

(φ∗(X1 ⊗ · · · ⊗ Xr))(q) = Tpφ(X1
p)⊗ · · · ⊗ Tpφ(Xr

p)

Nous allons étudier maintenant, une nouvelle structure sur une variété M. Cette struc-
ture nous permettra de définir une nouvelle dérivation, la dérivée covariante. Cette

dérivation agira tout d’abord sur les champs de vecteurs, mais nous pouvons l’étendre

aux tenseurs en général.

Définition 1.1.1. Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est une application

∇ : X(M)×X(M) −→ X(M)
(X, Y) 7−→ ∇XY

vérifiant les propriétés :

1. ∇ est C∞(M)-linéaire par rapport à X ;

2. ∇ est R-linéaire par rapport à Y ;

3. ∇ vérifie la règle de Leibniz, c’est-à-dire

∇X f Y = f∇XY + X( f )Y f ∈ C∞(M).

∇XY est appelé la dérivée covariante de Y dans la direction de X.

Soit (U; x1, · · · , xm) un système de coordonnées locales sur M. On note, s’il n’ya

pas risque d’embiguité, ∂i = ∂
∂xi .

∇∂i ∂j est un élément de X(U), donc il s’écrit sous forme combinaison linéaire de ∂k.
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C’est-à-dire ∇∂i ∂j = Γk
ij∂k où Γk

ij ∈ C∞(U).

Les fonctions lisse Γk
ij, pour i, j, k = 1, · · · , m, sont appelées symboles de Christoffel.

Pour X = Xi∂i et Y = Y j∂j, on a

∇XY = ∇X

(
Y j∂j

)
= Y j∇X∂j + X(Y j)∂j

= Y jXi∇∂i ∂j + X(Y j)∂j

= Y jXiΓk
ij∂k + X(Yk)∂k

=
(

XYk + XiY jΓk
ij

)
∂k

Exemple 1.1.2. (le cas de Rm).

La connexion standard ∇ de Rm est définie pour X, Y ∈ X(M) par

∇XY = X(Y j)∂j

Les composantes du champ résultant sont,(
∇XY

)j = X(Y j) = Xi ∂Y j

∂xi

Définition 1.1.2. La torsion d’une connexion ∇ est un champ de tenseur sur M de type (1, 2)

défini par

T(X, Y) = ∇XY −∇YX = [X, Y].

Où [X, Y]( f ) = X(Y( f ))−Y(X( f ))

Remarque 1.1.1. T(X, Y) = −T(Y, X)

Relativement à un système de coordonnées locales (U; x1, · · · , xm), le tenseurs de torsion T de

la connexion ∇ s’exprime en fonction des symboles de Christofell Γk
ij comme suit

Tk
ij = Γk

ij − Γk
ji

Cela nous permet de conclure que T = 0 si et seulement si Γk
ij = Γk

ji
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Aussi, si X = Xi∂i, Y = Y j∂j ∈ X(M) on a

T (X, Y) = XiY j
(

Γk
ij − Γk

ji

)
∂k.

Définition 1.1.3. Une connexion linéaire ∇ sur une variété M est dite sans torsion si T = 0.
Autrement dit :

∀X, Y ∈ X(M), [X, Y] = ∇XY −∇YX

ce qui permet d’exprimer le crochet de Lie en fonction de ∇.

Définition 1.1.4. La courbure R de la connexion ∇ est le champ de tenseur sur M de type

(1, 3) donné par

R(X, Y)Z = ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z ∀X, Y, Z ∈ X(M)

Relativement à un système de coordonnées locales, le tenseur de courbure R s’ex-

prime en fonction des symboles de Christoffel

Posons R(∂i, ∂j)∂k = Rijk ∈ X(U), donc il s’ecrit sous la forme Rijk = Rl
ijk∂l

où Rl
ijk ∈ C∞(U), d’une part.

D’autre part, en utilisant la définition de la courbure et comme [∂i, ∂j] = 0 ∀i, j on a

Rijk = ∇∂i∇∂j ∂k −∇∂j∇∂i ∂k

= ∇∂i Γ
m
jk∂m −∇∂j Γ

m
ik∂m

= ∂i(Γm
jk)∂m + Γm

jkΓn
im∂n − ∂j(Γm

jk)∂m − Γm
ikΓn

jm∂n

= (Γm
jkΓn

im − Γm
ikΓn

jm)∂n + (∂i(Γm
jk)− ∂j(Γm

ik))∂m

= [(Γm
jkΓn

im − Γm
ikΓn

jm) + (∂i(Γn
jk)− ∂j(Γn

ik))]∂n

D’où

Rl
ijk = Γm

jkΓl
im − Γm

ikΓl
jm + ∂i(Γl

jk)− ∂j(Γl
ik) (1.2)

Propriété 1.1.1. Le tenseur de courbure R a les propriétés suivantes :

∀X, Y, Z, W ∈ X(M), et f1, f2, f3 ∈ C∞(M)
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1. R(X, Y)Z = −R(Y, X)Z (antisymétrie)

2. R( f1X, f2Y) f3Z = f1 f2 f3R(X, Y)Z

3. R vériéfie l’identité de Bianchi algébrique :

R(X, Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = 0

Définition 1.1.5. Une connexion linéaire ∇ sur une variété M est dite plate si R = 0.

1.2 Métriques riemanniennes

Soit M une variété différentiable lisse de dimension finie m.

Définition 1.2.1. une métrique riemannienne sur une variété M est un champ de tenseur g de

type (0, 2) (2-fois covariant) tel que, pour tout p ∈ M, le tenseur gp est symétrique et définie

positive c’est-à-dire :

g : M −→ T∗p M⊗ T∗p M
p 7−→ gp

où gp : TpM× TpM −→ R(
Xp, Yp

)
7−→ gp

(
Xp, Yp

)
vérifiant les propriétés suivantes :

1. gp
(
Xp, Yp

)
= gp

(
Yp, Xp

)
(symétrique) ;

2.
{

gp
(
Xp, Xp

)
= 0R =⇒ Xp = 0Tp M;

gp
(
Xp, Xp

)
> 0.

(définie positive).

Si g est une métrique, alors elle induit une application C∞(M)-bilinéaire sur X(M)

donné par

g : X(M)×X(M) −→ C∞(M)
(X, Y) 7−→ g (X, Y)

où

g (X, Y) : M −→ R

p 7−→ g (X, Y) (p) = gp
(
Xp, Yp

)
vérifiant
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1. g (X, Y) = g (Y, X), pour tout X, Y ∈ X(M) (symétrique) ;

2.
{

g (X, X) = 0C∞(M) =⇒ X = 0X(M);
g (X, X) > 0 ∀X ∈ X(M).

(définie positive).

Remarque 1.2.1. Dans un système de coordonnées locales
(
U; x1, · · · , xm)

, g s’ecrit sous la

forme

g = gijdxi ⊗ dxj (1.3)

Au point p ∈ U : gp =
(

gij
)

p dpxi ⊗ dpxj.

Si X = Xi ∂

∂xi et Y = Yi ∂

∂xi sont deux champ de vecteurs sur l’ouvert U, alors on a

g(X, Y) = gijXiY j (1.4)

Définition 1.2.2. Une variété riemannienne est un couple (M, g) où M est une variété diffé-

rentiable et g une métrique riemannienne sur M.

Exemple 1.2.1. On reprend l’exemple 1.1.1, Si de plus φ est une immersion et h est une

métrique riemannienne sur N, donc φ∗(h) est une métrique riemannienne sur M, appelée la

métrique image inverse de h par φ.

Exemples 1.2.1. Soit Bm la boule unité dans Rm (ouverte), On la muni de la métrique hyper-

bolique définie par

H : X(Bm)×X(Bm) −→ C∞(Bm)
(X, Y) 7−→ H(X, Y)

où

Hx (Xx, Yx) =
4 〈Xx, Yx〉[

1−
n

∑
i=1

(xi)2

]2

,
où < ·, · > désigne le produit scalaire standard de Rm.
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Ainsi

Hx(
∂

∂xi /x,
∂

∂xj /x) =



4[
1−

n

∑
i=1

(xi)2

]2 , si i = j ,

0, si i 6= j .

où x = (x1, · · · , xm)

Remarque 1.2.2. Soient (M, g) une variété riemannienne, de dimension m, (U; x1, · · · , xm),

(V; y1, · · · , ym) deux systèmes de coordonnées locales sur M tels que U ∩ V 6= ∅. Si gU
ij (et

gV
ij ) désignent les composantes de g relativement aux système de coordonnées locales (U; x1 · · · , xm)

et (V; y1, · · · , ym) respectivement, alors

gU
ij = gV

kl
∂yk

∂xi
∂yl

∂xj

Définition 1.2.3. Soient (M, g) et (N, h) deux variété riemannienne. Un difféomorephisme

φ : M −→ N est une isométrie si g = φ∗(h), c’est-à-dire pour tout X, Y ∈ X(M)

g(X, Y) = (h ◦ φ)(φ∗X, φ∗Y) (1.5)

Pour tout p ∈ M

gp(Xp, Yp) = hφ(p)(Tpφ(Xp), Tpφ(Yp)).

Si M = N et g = h, on dit que φ est une isométrie de (M, g).

On note Isom(M, g) l’ensemble des isométries de (M, g), c’est un groupe pour la loi de

composition des application.

1.3 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, une connexion linéaire sur M est dite

compatible avec la métrique g, si

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),
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pour tout X, Y, Z ∈ X(M).

Théorème 1.3.1. (Théorème fondamental de la géométrie riemannienne)

Soit (M, g) une variété riemannienne, l’application :

∇ : X(M)×X(M) −→ X(M)
(X, Y) 7−→ ∇XY

où

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y(g(Z, X))− Z(g(X, Y)) (1.6)

+ g(Z, [X, Y]) + g(Y, [Z, X])− g(X, [Y, Z])

est une connexion linéaire sur M, appelée connexion de Levi-Civita de la variété riemannienne

(M, g). La formule (1.6) est appelée la formule de koszul.

Preuve . Pour tous X, Y, Z ∈ X(M) et f ∈ C∞(M), on a :

2g(∇ f XY, Z) = f X(g(Y, Z)) + Y(g(Z, f X))− Z(g( f X, Y))

+g(Z, [ f X, Y]) + g(Y, [Z, f X])− g( f X, [Y, Z])

= f X(g(Y, Z)) + Y( f )g(Z, X) + f Y(g(Z, X))− Z( f )g(X, Y)

− f Z(g(X, Y))−Y( f )g(Z, X) + f g(Z, [X, Y])

+Z( f )g(Y, X) + f g(Y, [Z, X])− f g(X, [Y, Z])

= f X(g(Y, Z)) + f Y(g(Z, X))− f Z(g(X, Y))

+ f g(Z, [X, Y]) + f g(Y, [Z, X])− f g(X, [Y, Z])

= 2g( f∇XY, Z)
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Puisque g est non dégénérée, alors ∇ f XY = f∇XY.

2g(∇X+WY, Z) = (X + W)(g(Y, Z)) + Y(g(Z, X + W))− Z(g(X + W, Y))

+g(Z, [X + W, Y]) + g(Y, [Z, X + W])− g(X + W, [Y, Z])

= X(g(Y, Z)) + Y(g(Z, X))− Z(g(X, Y)) + g(Z, [X, Y])

+g(Y, [Z, X])− g(X, [Y, Z]) + W(g(Y, Z)) + Y(g(Z, W))

−Z(g(W, Y)) + g(Z, [W, Y]) + g(Y, [Z, W] + g(Y, [Z, W])− g(W, [Y, Z]))

= 2g(∇XY, Z) + 2g(∇WY, Z)

= 2g(∇XY +∇WY, Z)

donc ∇X+WY = ∇XY +∇WY, d’où ∇ est C∞(M)-linéaire par rapport à X.

2g(∇X f Y, Z) = X(g( f Y, Z)) + f Y(g(Z, X))− Z(g(X, f Y)) + g(Z, [X, f Y])

+g( f Y, [Z, X])− g(X, [ f Y, Z])

= X( f )g(Y, Z) + f X(g(Y, Z)) + f Y(g(Z, X))− Z( f )g(X, Y)

− f Z(g(X, Y)) + X( f )g(Z, Y) + f g(Z, [X, Y]) + f g(Y, [Z, X])

+Z( f )g(X, Y)− f g(X, [Y, Z])

= 2X( f )g(Y, Z) + f X(g(Y, Z)) + f Y(g(Z, X))− f Z(g(X, Y))

+ f g(Z, [X, Y]) + f g(Y, [Z, X])− f g(X, [Y, Z])

= 2X( f )g(Y, Z) + 2 f g(∇XY, Z)

= 2g(X( f )Y + f∇XY, Z)

donc ∇X f Y = X( f )Y + f∇XY. On applique le même raisonnement, on obtient

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ.

Théorème 1.3.2. Soit (M, g) une variété riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita est

l’unique connexion linéaire sans torsion qui est compatible avec g.

Preuve . D’aprés la formule de Koszul, un calcul simple nous donne

g(∇XY, Z)− g(∇YX, Z) = g([X, Y], Z)
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d’où la connexion de Levi-Civita est sans torsion.
D’autre part, en appliquant la formule (1.6)

g(∇XY, Z) + g(∇XZ, Y) = X(g(Y, Z))

celà prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique g sur M.

Comme g est définie positive la relation (1.6) détermine complètement la connexion∇,

ce qui nous donne l’unicité.

Proposition 1.3.1. Soient (M, g) une variété riemannienne de dimension m, ∇ sa connexion

de Levi-Civita relativement à un système de coordonnées locales (U; x1, · · · , xm), les symbols

de Christoffel Γk
ij de ∇ sont donnés par :

Γk
ij =

1
2

gkl
(∂gjl

∂xi +
∂gil

∂xj −
∂gij

∂xl

)
, (1.7)

où (gij) = (gij)−1.

Preuve . Comme [∂i, ∂j] = 0, i, j = 1, · · · , m, on a

2g(∇∂i ∂j, ∂l) = 2g(Γs
ij∂s, ∂l)

= 2Γs
ijgsl,

et d’aprés la formule de Koszul

2g(∇∂i ∂j, ∂l) = ∂i(g(∂j, ∂l)) + ∂j(g(∂l, ∂i))− ∂l(g(∂i, ∂j))

donc

Γs
ijgsl =

1
2

(
∂igjl + ∂jgil − ∂lgij

)
d’où

Γk
ij =

1
2

gkl
(∂gjl

∂xi +
∂gil

∂xj −
∂gij

∂xl

)
.
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1.4 Courbures riemanniennes

Définition 1.4.1. Soient (M, g) une variété riemannienne. La courbure de (M, g) est la cour-

bure R de la connexion de Levi-Civita ∇.

Propriété 1.4.1. En plus des propriétes générales de tenseur de courbure,

∀X, Y, Z, W ∈ X(M)

1. g(R(X, Y)Z, W) = −g(R(X, Y)W, Z).

2. g(R(X, Y)Z, W) = g(R(Z, W)X, Y).

Définition 1.4.2. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m, le champ de tenseur

de Riemann est le champ de tenseur de type (0, 4) donné par

R(X, Y, Z, W) = g(R(X, Y)Z, W)

Remarque 1.4.1. Soit p ∈ M et (U; x1, · · · , xm) un système de coordonnées locales autour

de p. Pour X = Xi∂i, Y = Y j∂j, Z = Zk∂k, W = W l∂l

R(X, Y)Z = XiY jZkRl
ijk∂l

R(X, Y, Z, W) = XiY jZkW lgmlRl
ijk

1.4.1 Courbure sectionnelle

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m ≥ 2. Pour tout p ∈ M, soit

G2,m(TpM, R) l’ensemble1 de tous les sous espaces vectoriels, de dimension 2, de TpM.

Proposition 1.4.1. Soient Xp, Yp, Up, Vp ∈ TpM des vecteurs tangents de M au point p tels

que2 span
R
{Xp, Yp} = span

R
{Up, Vp}, alors la quantité

gp(R(X, Y)pYp, Xp)
|Xp|2|Yp|2 − gp(Xp, Yp)2

1 la grassmannienne des sous-espaces de dimension 2 dans l’espace vectoriel Tp M de dimension m
sur le corps R. Ces espaces portent le nom d’Hermann Grassmann et sont encore appelés grassman-
niennes des � 2-plans �.

2Le sous espace vectoriel engendré par Xp et Yp.
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est bien définie, et on a

gp(R(X, Y)pYp, Xp)
|Xp|2|Yp|2 − gp(Xp, Yp)2 =

gp(R(U, V)pVp, Up)
|Up|2|Vp|2 − gp(Up, Vp)2

La proposition précédente nous permet de poser le définition suivante.

Définition 1.4.3. Pour tout point p ∈ M, la fonction Kp : G2,m(TpM, R) −→ R donnée par

Kp : span
R
{Xp, Yp} 7−→

gp(R(X, Y)pYp, Xp)
|Xp|2|Yp|2 − gp(Xp, Yp)2

est appelée la courbure sectionnelle du 2-plan engendré par Xp et Yp au point p.

Une variété riemannienne (M, g) est dite à courbure sectionnelle constante si la

fonction Kp est constante pour tout point p ∈ M et tous Xp, Yp ∈ TpM.

La variété riemannienne (M, g) est dite plate si sa courbure sectionnelle constante est

nulle.
Dans le cas de courbure sectionnelle constante, le champ de tenseurs de courbure a une

forme assez simple.

Proposition 1.4.2. Soit (M, g) une variété riemannienne de courbure sectionnelle constante

k, alors le champ de tenseurs de la courbure de Riemannienne R est donné par

R(X, Y)Z = k(g(Y, Z)X − g(Z, X)Y) ∀X, Y, Z ∈ X(M). (1.8)

1.4.2 Courbure de Ricci

Définition 1.4.4. La courbure de Ricci d’une variété riemannienne (M, g) de dimension m est

un tenseur de type (0, 2) défini par :

Ric(X, Y) = trgR(·, X)Y

= g(R(ei, X)Y, ei)

= g(R(X, ei)ei, Y)

pour tout X, Y ∈ X(M), où {ei} est une base orthonormée sur X(M).
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Propriété 1.4.2. La courbure de Ricci est symétrique. En effet

Ric(X, Y) = g(R(ei, X)Y, ei)

= g(R(Y, ei)ei, X)

= g(R(ei, Y)X, ei)

= Ric(Y, X)

Définition 1.4.5. Le tenseur de Ricci d’une variété riemannienne (M, g), de dimension m, est

un champ de tenseur de type (1, 1) sur M, défini par

Ricci(X) = R(X, ei)ei, ∀X ∈ X(M).

où {ei}i=1,··· ,m est une base orthonormée de X(M).

Remarque 1.4.2. Pour tout X, Y ∈ X(M), on a Ric(X, Y) = g(Ricci(X), Y).

1.4.3 Courbure scalaire

Définition 1.4.6. On appelle courbure scalaire d’une variété riemannienne (M, g), de dimen-

sion m, la fonction S définie sur M par

S = trace Ric = g(R(ei, ej)ej, ei).

Corollaire 1.4.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, de dimension m, de courbure constante

k, alors

1. Ricci(X) = (m− 1)kX,

2. Ric(X, Y) = (m− 1)kg(X, Y),

3. S = m(m− 1)k.

Preuve . On applique la définition et la formule (1.8) on obtient
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1.

Ricci(X) = R(X, ei)ei

= k(g(ei, ei)X − g(ei, ei)X − g(ei, X)ei)

= kmX − kg(ei, X jej)ei

= kmX − kXiei

= kmX − kX

= (m− 1)kX

2.

Ric(X, Y) = g(R(X, ei)ei, Y)

= g(k(g(ei, ei)X − g(ei, X)ei), Y)

= g(k(δiiX − X), Y)

= g(kX(m− 1), Y)

= k(m− 1)g(X, Y)

3.

S = g(R(ei, ej)ej, ei)

= g(k(g(ej, ej)ei − g(ej, ei)ej), ei)

= g(k(δiiei − δjiej), ei)

= k(g(mei − δjiej), ei)

= kg((mei − ei), ei)

= k(m− 1)g(ei, ei)

= k(m− 1)δii

= k(m− 1)m



Chapitre 2

Groupes de Lie

2.1 Définitions et exemples

Définition 2.1.1. On appelle groupe de Lie toute variété différentiable G munie d’une structure

de groupe telle que les deux applications suivantes

p : G× G −→ G
(a, b) 7−→ a · b

i : G −→ G
a 7−→ a−1

soient de classe C∞. Cela revient à dire que l’application

ρ : G× G −→ G

(a, b) 7−→ ρ(a, b) = a · b−1

soit de classe C∞

Exemples 2.1.1.

1. (Rn, +), le groupe additive est une variété différentiable de dimention n, donc (Rn, +)

est un groupe de Lie.

2. Soient (G1, ·1) et (G2, ·2) deux groupes de Lie, le produit (G1 × G2, ·) est un groupe de

Lie où (x1, y1) · (x2, y2) = (x1 ·1 x2, y1 ·2 y2).

• Dans le cas génèrale. Si Gi, 1 ≤ i ≤ n, sont des groupes de Lie alors le groupe

produit G1×· · ·×Gn muni des structures produit de variétés et de groupe, est un groupe

de Lie.
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3. GL(n, R) groupe linéairé de dimension n2 a une structure de groupe multiplicatif et une

structure de variété différentiable tel que les deux structure sont compatible, donc est un

groupe de Lie.

4. GL(n, C) est un groupe de Lie.

Définition 2.1.2. Soit H un sous groupe d’un groupe de Lie G. H est dit un sous groupe de

Lie de G si H est muni d’une structure de sous variété différentiable de G. Si de plus H est

normal1, alors H est appelé sous groupe de Lie normal.

Exemples 2.1.2. Le groupe lineaire spéciale SL(n, R) = {A ∈ GL(n, R) t.q detA = 1} est

un sous groupe de Lie de GL(n, R) de dimension n2 − 1.

De même que Le groupe orthogonale

O(n, R) = {A ∈ GL(n, R) t.q At A = Id}

est un sous groupe de Lie de GL(n, R) de dimension n2−n
2 .

Proposition 2.1.1. [10] Soit G un groupe de Lie. Tous sous groupe de Lie H de G est fermé.

Définition 2.1.3. Un morphisme de groupe de Lie est un morphisme de groupe qui est diffé-

rentiable

Remarque 2.1.1. Si φ : G −→ H un morphisme de groupe de Lie qui soit une submersion.

Alors ker φ est un sous groupe de Lie fermé normal de G.

2.2 Actions adjointes

Définition 2.2.1. Pour tout a ∈ G. On appelle application adjointe sur G, l’isomorphisme de
groupes

Ada : G −→ G
b 7−→ Ada(b) := aba−1

1On dit qu’un sous groupe H d’un groupe G est normal (ou distingué ou invariant par conjugaison)
dans G s’il est stable par conjugaison c’est-à-dire si : ∀h ∈ H, xhx−1 ∈ H, on note alors H E G.
Une façon équivalent de définie un sous groupe normal est de dire que les classes à droite et à gauche
de H dans G coïnsident, c’est-à-dire ∀x ∈ G xH = Hx.
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On définit ainsi l’action adjointe de G sur G comme étant l’application différentiable

Ad : G −→ Diff(G)
a 7−→ Ada

Définition 2.2.2. Soit (G, ·) un groupe de Lie et a ∈ G. On appelle translation à gauche (resp

à droite par a ), l’application La (resp Ra) définie par

La : G −→ G
x 7−→ La(x) = a · x (resp.) Ra : G −→ G

x 7−→ Ra(x) = x · a

Propriétés 2.2.1. Soient (G, ·) un groupe de Lie et a, b ∈ G, on a les propriétés suivantes

1. La ◦ Lb = La·b

2. L−1
a = La−1

3. Ra ◦Rb = Ra·b

4. R−1
a = Ra−1

5. Le = Re = IdG

6. La (resp Ra) est un isomorphisme de groupe.

7. Les l’ensembles L = {La / a ∈ G} (et R = {Ra / a ∈ G}) sont des groupes pour la loi

de composition .

8. Les applications La (et Ra) sont des difféomorphismes de classe C∞ de G

2.3 Algèbres de Lie

Définition 2.3.1. Une algèbre de Lie est un espace vectoriel g sur K = R ou C muni d’une

application bilinéaire [·, ·] : g× g −→ g vérifiant, pour tous X, Y ∈ g

1. [X, X] = 0 (antisymétrique) ;

2. [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = 0 (identité de jacobi).

L’application bilinéaire [·, ·] appelée crochet de Lie et [X, Y] crochet de Lie de X et

Y.
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Exemples 2.3.1.

1. Tout espace vectoriel V sur K muni de crochet [X, Y] = 0

pour tout X, Y ∈ V, est une algèbre de Lie.

2. gl(V) l’algèbre des endomorphismes d’un espace vectoriel muni du crochet

[X, Y] = X ◦Y −Y ◦ X, est une algèbre de Lie.

Définition 2.3.2. Soient g et g′ deux algèbres de Lie sur le même corps K. Un morphisme

(d’algèbre de Lie) de g dans g′ est une application linéaire ϕ : g −→ g′ qui preserve les crochets

de Lie, c’est-à-dire
ϕ([X, Y]) = [ϕ(X), ϕ(Y)] ∀X, Y ∈ g (2.1)

Définition 2.3.3. Une sous-algèbre de Lie d’une algèbre de Lie est un sous-espace vectoriel h

stable par le crochet de Lie, i.e. [h, h] ⊂ h

Remarque 2.3.1.

1. Le noyon et l’image d’un morphisme d’algèbre de Lie sont des sous-algèbre de Lie.

2. Toute intersection de sous-algèbre de Lie est une sous algèbre de Lie.

Définition 2.3.4. Soit g une algèbre de Lie sur K, une dérivation (d’algèbre de Lie) de g est

une application linéaire δ : g −→ g telle que

δ([X, Y]) = [δ(X), Y] + [X, δ(Y)], ∀X, Y ∈ g (2.2)

(2.2) est la règle de Leibniz.

Remarque 2.3.2. L’ensemble des dérivations de g est une sous-algèbre de Lie de l’algèbre de

Lie gl(g) des endomorphisme linéaire de g, que l’on note der(g). En effet, si δ et δ′ sont des

dérivation, alors

δ ◦ δ′([X, Y]) = [δ ◦ δ′(X), Y] + [δ(X), δ′(Y)] + [δ′(X), δ(Y)] + [X, δ ◦ δ′(Y)]. (2.3)

donc [δ, δ′] = δ ◦ δ′ − δ′ ◦ δ est encoure une dérivation.

Exemple 2.3.1. Soient M, N deux variété différentiables de classe C∞ et φ : M −→ N

un difféomorphisme. Soit X(M) (resp. X(N)) l’algèbre de Lie des champs de vecteurs sur M

(resp. N), alors l’image directe φ∗ de φ est un morphisme d’algèbre de Lie, i.e. φ∗([X, Y]) =

[φ∗X, φ?Y].
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Forme de Killing et représentation adjointe

Soit g une algèbre de Lie sur K. Pour tout X dans g, l’application adX : g −→ g

définie par

adX(Y) = [X, Y]

est une dérivation d’algèbre de Lie (parfois appelée dérivation intérieure) en effet, pour

tous Y et Z dans g, nous avons

adX([Y, Z]) = [adX(Y), Z] + [Y, adX(Z)]

ce qui est une simple réécriture de l’identité de Jacobi . L’application ad : g −→ der(g)

définie par X 7−→ adX est un morphisme d’algèbre de Lie en effet, pour tous X et Y

dans g, nous avons

ad[X, Y](Z) = adX ◦ adY(Z)− adY ◦ adX(Z) = [adX, adY](Z)

ce qui est aussi une simple réécriture de l’identité de Jacobi (le crochet de Lie à droite

est celui de gl(g)).

Définition 2.3.5. La représentation d’algèbres de Lie

ad : g −→ der(g)

appellé la représentation adjointe de g. Elle est à valeur dans der(g) (l’ensemble des dérivations

de g est une sous-algèbre de Lie de l’algèbre de Lie gl(g) des endomorphismes linéaires de g).

Soit g une algèbre de Lie sur K de dimension finie.

Définition 2.3.6. la forme de Killing de g est l’application B = Bg : g× g −→ K définie par

B(X, Y) = tr(adX ◦ adY)

Propriétés 2.3.1. 1. La forme de Killing est bilinéaire et symétrique.

2. Elle est invariante par tout automorphisme d’algèbre de Lie. Autrement dit, si f : g −→ g

est un automorphisme de l’algèbres de Lie g, alors pour tous les X et Y dans g, nous avons

Bg( f (X), f (Y)) = Bg(X, Y)

3. Elle est plus ad-alternée c’est-à-dire pour tous X, Y, Z ∈ g,

B(adX(Y), Z) = −B(Y, adX(Z))
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2.4 Algèbre de Lie d’un groupe de Lie

Nous allons associer à tout groupe de Lie G une algèbre de Lie g, de façon cano-

nique. Cette algèbre sera d’un grand intérêt pour l’étude du groupe lui-même.

Définition 2.4.1. Soit G un groupe de Lie, un champ de vecteurs X ∈ X(G) est dit invariant

à gauche si (La)∗X = X, pour tout a ∈ G.

On note par

L(G) = {X ∈ X(G) / (La)∗X = X ∀a ∈ G}

L’ensemble des champs de vecteurs invariants à gauche, qui est un espace vectoriel.

Définition 2.4.2. L’algèbre de Lie g du groupe de Lie G est l’espace vectoriel des champs de

vecteurs invariants à gauche muni du crochet du champs de vecteurs.

Proposition 2.4.1. Soit G un groupe de Lie, alors l’application

θG : L(G) −→ TeG

X 7−→ Xe

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve .Il est clair que θG est linéaire, reste à montrer qu’elle est bijective.

En effet, soient X, Y ∈ L(G) alors on a

Xe = Ye =⇒ deLa(Xe) = deLa(Ye), ∀a

=⇒ X ◦ La(e) = Y ◦ La(e), ∀a

=⇒ Xa = Ya(∀a ∈ G)

=⇒ X = Y

donc θG est injective.

Pour la surjectivité de θG, Soit v ∈ TeG ,on pose :

X : G −→ TG

a 7−→ deLa(v)
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on a Xe = deLe(v), on montre que X est invariant à gauche.

daLb(Xa) = daLb ◦ deLa(v)

= deLb ◦ La(v)

= Xb·a

= X ◦ Lb(a)

d’ou (Lb)a(X) = X d’où θG est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque 2.4.1. Sur TeG, on définit le crochet de Lie suivant :

[v, w] = θG([θ−1
G (v), θ−1

G (w)])∀v, w ∈ TeG (2.4)

cette définition rend θG un isomorphisme d’algèbres de Lie. Donc dorinavant, si G est un groupe

de Lie, on définit l’algèbre de Lie associée à l’espace tangent au groupe G au point e muni du

crochet de Lie définit dans la relation (2.4)

Exemples 2.4.1.

1. Pour le groupe de Lie (Rn, +) on a T0Rn muni de crochet de Lie définit précédement est

une Algèbre de Lie du groupe de Lie (Rn, +).

2. Pour le cercle S1 on a T(1,0)S1 = {1} ×R.

3. Pour le tore Tn on a TeT
n = T(1,0)S1 × T(1,0)S1 × · · · × T(1,0)S1 est l’Algèbre de Lie

du groupe de Lie Tn.

4. Pour l’espace vectoriel M(n, R) on a T0M(n, R) ' {0} × Rn×n.

5. Pour le groupe de Lie (GLn(R), o) on a : TIn(GLn(R) ' {In} × Rn×n.

6. Pour le groupe de Lie (SLn(R), o) t.q

SLn(R) = {A ∈ GLn(R)/detA = 1} groupe spéciale linéaire de dimention n2 on a

l’algèbre de Lie associé est sl(n, R) = {A ∈ M(n, R/trA = 0}.

7. O(n, R) = {A ∈ GLn(R)/At A = Id} groupe orthogonale de dimension

(n2 − n)/2, l’algèbre de Lie associée est TIdO(n, R) = o(n) = {A ∈ M(n, R)/At +

A = 0}.
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Groupes de Lie riemanniens

3.1 métriques invariantes à gauche sur un goupe de Lie

Définition 3.1.1. Une métrique riemannienne sur un groupe de Lie G est dite invariante à

gauche si g = (La)∗(g)

Proposition 3.1.1. sur tout groupe de Lie il existe une métrique invariante à gauche.

Preuve . On part du produit scalaire Euclidien sut TeG = g et on le prolonge aux

autres espaces tangents en utilisant la translation à gauche. Plus précisement, pour tout

X, Y ∈ X(G), on pose

ge(Xe, Ye) = < Xe, Ye >TeG,

ga(Xa, Ya) = ge
(
(TaLa−1)Xa, (TaLa−1)gYa

)
, g ∈ G.

On vérifie facilement que cette métrique est invariante à gauche.

Définition 3.1.2. Un groupe de Lie riemannien (G, g) est un groupe de Lie G muni d’une

métrique invariante à gauche g.
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3.2 Connexion de Levi-Civita associe à une métrique in-
variante à gauche

Proposition 3.2.1. Soit (G,g) un groupe de Lie riemannien. La connexion de Levi-Civita asso-

cie à g est donnée par

∇XY =
1
2
([X, Y]− (ad?

XY − (ad?
YX) X, Y ∈ g (3.1)

Preuve . Puisque g est une métrique invariant à gauche on a :

gb(Xb, Yb) = ga·b(TbLa(Xb), TbLa(Yb))∀a, b ∈ G

en particulier si b=e

ge(Xe, Ye) = ga(TeLa(Xe), TbLa(Ye))

si de plus X,Y sont invariant à gauche alors

ge(Xe, Ye) = ga(Xa, Ya)

ce qui montre que la fonction a 7−→ g(X, Y)a est constante. Par conséquent, pour tout

champ de vecteur Z

Z(g(X, Y)) = 0 (3.2)

si on utilisant (1.6), on en déduit que pour tout champs de vecteurs invariants à gauche

X, Y, Z ∈ g, on a

2g(∇XY, Z) = −g(Y, [X, Z])− g(X, [Y, Z])− g(Z, [Y, X])

qui peut être réecrit comme

2g(∇XY, Z) = g([X, Y], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z, X], Y) (3.3)

la formule (3.3) est équivalent à

2g(∇XY, Z) = g([X, Y], Z)− g([Y, Z], X)− g([X, Z], Y)

= g([X, Y], Z)− g(adYZ, Z)− g(adXZ), Y)

= g([X, Y], Z)− g(Z, ad?
YX)− g(Z, ad?

XY)
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puisuqe g est non dégénérée alors

∇XY =
1
2
([X, Y]− (ad?

XY − ad?
YX) X, Y ∈ g (3.4)

Le même principe que la section 3.1, on étudie la notion de la métrique invariante à

droite en utilisant la translation à droite et la bi-invariant qui est à la fois invariant à

gauche et à droite.

Définition 3.2.1. Une métrique riemannienne sur un groupe de Lie G est dite invariante à

droite si g = (Ra)∗(g).

Remarque 3.2.1. il y a une bijection entre l’ensemble des métrique invariante à gauche sur le

groupe de Lie G et les produits scalaires sur l’algèbre de Lie g de G.

3.3 métrique bi-invariante

Définition 3.3.1. La métrique riemannienne sur un groupe de Lie G est dite bi-invariante si

elle est invariante à gauche et à droite.

Proposition 3.3.1. sur tout groupe de Lie compact il existe une métrique bi-invariante.

Preuve . en effet si G est compact, notons µG la mesure de Haar1 normalisée de G,

c’est à dire l’unique mesure (borélienne) de probabilité sur G invariante par translation

à gauche et à droite soit g un produit scalaire sur g. Alors (v, w) 7−→
∫

G g(Adg(v), Adg(w))dµG(g)

est un produit scalaire invariante par AdG sur g qui définit une métrique bi-invariante

sur G, comme ci-dessus.

Lemme 3.3.1. Une métrique g invariante à gauche sur G est bi-invariante si et seulement si

g([X, Z], Y) = g(X, [Y, Z]) (3.5)

Pour tout X, Y, Z ∈ g.
1Sur un groupe localement compact G, il existe une mesure positive m définie sur les boréliens de G

et qui est invariante par les translations à gauche a 7−→ ax ∀x ∈ G . De plus, cette mesure est unique à
un facteur multiplicatif près. On l’appelle mesure de Haar du groupe G.
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Preuve . La preuve est donnée pour les groupes de Lie matriciels, supposons que

cette métrique est bi-invariant, alors g(X, Y) = g(g−1Xg, g−1Yg). Si on écrit g =

exp(tZ) cela devient

g(X, Y) = g exp(−tZ)X exp(tZ), exp(−tZ)Y exp(tZ))

maintenant, en dérivons par rapport à t, pour t = 0 on a donc

g(XZ− ZX, Y) + g(X, YZ− ZY) = 0

L’écriture {XZ− ZX} par notation [X, Z] c’est-à-dire

g([X, Z], Y) + g(X, [Y, Z]) = 0

L’implication inverse peut être obtenue par intégration de (3.5).

Proposition 3.3.2. Soit G un groupe de Lie muni dun’e métrique bi-invariante alors : La

connexion riemannienne est donnée par :

∇XY =
1
2
[X, Y] ∀X, Y ∈ g

Preuve . On a d’aprés la proposition 3.2.1 la fonction g(X, Y) est constant,

Z(g(X, Y)) = 0 ∀Z ∈ g et d’aprés la formule de Koszul on trouve :

2g(∇XY, Z) = g([Y, Z], X) + g([Z, X], Y) + g([X, Y], Z)

d’autre part on a

g([X, Y], Z) = g(X, [Y, Z])

et

g(2∇XY − [X, Y], Z) = 0 ∀Z

donc

g(∇XY, Z) =
1
2

g([X, Y], Z)
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Proposition 3.3.3. Soit G un groupe de Lie avec g une métrique riemannienne bi-invariante

sur G alors on a les propriétés suivantes :

1. Le tenseur de courbure est donné par :

R(X, Y)Z =
1
4
[[X, Y], Z] où X, Y, Z ∈ g

2. La courbure de Ricci est donné par :

S(X, Y) =
1
4

g([X, Ei], [Y, Ei]) où X, Y ∈ g

et {Ei} est une base orthonormé de g

3. La courbure sectionnelle est donné par :

K(X, Y) =
1
4

g([X, Y], [X, Y])
g(X, X)g(Y, Y)− g(X, Y)2 où X, Y ∈ g

Preuve .

1. On a R(X, Y)Z =
{
∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y]

}
Z ∀X, Y, Z ∈ g d’une part d’aprés

la proposition 4.3.1 on obtient :

R(X, Y)Z =
1
2
∇X[Y, Z]− 1

2
∇Y[X, Z]− 1

2
[[X, Y], Z]

=
1
4
[X, [Y, Z]]− 1

4
[Y, [X, Z]]− 1

2
[[X, Y], Z]

d’autre part d’aprés l’identité de jacobi :

[X, [Y, Z]] = [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y]] = 0

on touve :

R(X, Y)Z =
1
4
[[X, Y], Z] où X, Y, Z ∈ g

2. d’aprés la proposition (4.1.4) et la parie (1) on obtient :

g(R(X, Y)X, Y) =
1
4

g([[X, Y], X], Y)

=
1
4

g([X, Y], [X, Y])
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3. on calcul

S(X, Y) = tr{Z 7−→ R(X, Z)Y}

= g(R(X, Ei)Y, Ei)

=
1
4

g([[X, Ei], Y], Ei)

=
1
4

g([X, Ei], [Y, Ei]) · · · (?)

Si on utilise Ad-invariante dans (?) et l’expression r(X) = −1
4

g([X, Ei], Ei) et on cal-

cule on trouve

g(−1
4
[[X, Ei], Ei, Y]) = −1

4
g([X, Ei], [Ei, Y])

=
1
4

g([X, Ei], [Y, Ei])

= S(X, Y) ∀Y ∈ g

Proposition 3.3.4. Soit G un groupe de Lie avec g une métrique bi-invariante sur G alors La

courbure scalaire est donné par : τ =
1
4

dimG

Preuve . On calcul

τ =
1
4

g([Ei, Ej], [Ei, Ej])

=
1
4

g(Ei, [Ej, [Ei, Ej]])

= −1
4

g(Ei, [Ej, [Ej, Ei]])

= −1
4

B(Ei, Ei)

=
1
4

dimG



Chapitre 4

Étude des métriques invariantes sur H3

Le groupe de HeisenbergH3 est un groupe de Lie de dimension 3, dans ce chapitre

on a commençer par introduire une carte de la variété H3.

Soit
{

∂

∂x
(p),

∂

∂y
(p),

∂

∂z
(p)

}
une base de l’espace tangent TpH

3.

Rappelons que pour tout point p = (u, v, w) la translation à gauche Lp est donnée par

Lp : H3 −→ H3

q = (x, y, z) 7−→ Lp(q) = p · q = (u + x, v + y, z + uy + w)

avec e = (0, 0, 0) est l’élément neutre.

Soit
{

∂

∂x
(e),

∂

∂y
(e),

∂

∂z
(e)

}
une base de l’espace tangent TeH

3.

En suite on détermine la différentielle de Lp : TeH
3 −→ TpH

3 et on calculer Me
L

la matrice de deLp pour deux bases précédentes et on a prend la matrice Me
g = a b c

b d e
c e f

 pour calculer la métrique riemannienne invariante à gauche.

g invariante à gauche ⇐⇒ ∀v, w ∈ TeG g(v, w)e = g(deLpv, deLpw)p

⇐⇒ vt(Mt
pMp

g Mp)w = vtMe
gw

⇐⇒ Mt
pMp

g Mp = Me
g
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donc Mp
g = ((Mp

L)−1)tMe
g(Mp

L)−1.

De même méthode en détermine la métrique riemannienne invariante à droite.

Aprés les calculs on a déduit qu’il y a pas une métrique bi-invariante mais il y a une

métrique pseudo-riemannienne plate.

Exemple 4.0.1.

1. Calcul des métrique riemannienne invariantes à gauche

H3 =


 1 x z

0 1 y
0 0 1

 tel que x, y, z ∈ R


soit ϕ une application

ϕ : H3 −→ R3 1 x z
0 1 y
0 0 1

 7−→ (x, y, z)

{
∂

∂x
(p),

∂

∂y
(p),

∂

∂z
(p)

}
une base de TpH

3

On peut voir H3 comme R3 avec la structure du groupe (·) donné par

(x, y, z) · (u, v, w) = (x + u, y + v, w + xv + z) avec l’inverse de (x, y, z) est (−x,−y,−z +

xy).

pour tout point p = (u, v, w) la translation à gauche Lp sera

Lp : H3 −→ H3

q(x, y, z) 7−→ Lp(q) = p · q = (u + x, v + y, z + uy + w)

on a Lp(e) = p · e avec e = (0, 0, 0){
∂

∂x
(e),

∂

∂y
(e),

∂

∂z
(e)

}
une base de TeH

3

maintenant on va calculer la différentielle de Lp

deLp : TeH
3 −→ TpH

3
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Mp
L =


∂ f1

∂x
∂ f1

∂y
∂ f1

∂z
∂ f2

∂x
∂ f2

∂y
∂ f2

∂z
∂ f3

∂x
∂ f3

∂y
∂ f3

∂z

 est une matrice de deLp pour les deux bases
{

∂

∂x
(e),

∂

∂y
(e),

∂

∂z
(e)

}

et
{

∂

∂x
(p),

∂

∂y
(p),

∂

∂z
(p)

}
avec f1 = u + x, f2 = v + y, f3 = z + uy + w

donc Mp
L =

 1 0 0
0 1 0
0 u 1


et l’inverse de Mp est M−1

p

(Mp
L)−1 =

 1 0 0
0 1 0
0 −u 1


((Mp

L)−1)t =

 1 0 0
0 1 −u
0 0 1


On prend Me

g =

 a b c
b d e
c e f

 est la matrice d’un produit scalaire sur TeH
3 pour la base

{
∂

∂x
(e),

∂

∂y
(e),

∂

∂z
(e)

}
.

Autrement dit


a > 0

ad− b2 > 0
det Mg > 0

alors on va calculer la métrique riemannienne invariante à gauche

Mp
g = ((Mp

L)−1)Me
g(Mp

L)−1

Mp
g =

 1 0 0
0 1 −u
0 0 1

  a b c
b d e
c e f

  1 0 0
0 1 0
0 −u 1


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donc Mp
g =

 a b c
b− uc d− ue e− u f

c e f

  1 0 0
0 1 0
0 −u 1


d’où M(u,v,w)

g =

 a b− uc c
b− uc f u2 − 2ue + d e− u f

c e− u f f


et M(x,y,z)

g =

 a b− xc c
b− xc f x2 − 2xe + d e− x f

c e− x f f


alors la métrique riemannienne à gauche g est :

g = adx2 + ( f x2 − 2xe + d)dy2 + f dz2 + 2(b− xc)dxdy + 2cdxdz + 2(e− x f )dydz avec

a > 0, ad− b2 > 0 et det Mg > 0

1. Calcul des métrique riemannienne invariantes à droite

De même manière et de même hypothèse on va calculer la métrique riemannienne invariante à

droite g̃.

la translation à droite Rp sera

Rp : H3 −→ H3

q(x, y, z) 7−→ Rp(q) = q · p = (x + u, y + v, z + xv + w)

on a Rp(e) = p · e = p avec e = (0, 0, 0){
∂

∂x
(e),

∂

∂y
(e),

∂

∂z
(e)

}
une base de TeH

3

maintenant on va calculer la différentielle de Rp

deRp : TeH
3 −→ TpH

3

Mp
R =


∂ f1

∂x
∂ f1

∂y
∂ f1

∂z
∂ f2

∂x
∂ f2

∂y
∂ f2

∂z
∂ f3

∂x
∂ f3

∂y
∂ f3

∂z

 est une matrice de deRp pour les deux bases
{

∂

∂x
(e),

∂

∂y
(e),

∂

∂z
(e)

}

et
{

∂

∂x
(p),

∂

∂y
(p),

∂

∂z
(p)

}
avec f1 = x + u, f2 = y + v, f3 = z + xv + w
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donc Mp
R =

 1 0 0
0 1 0
v 0 1


et l’inverse de Mp

R est (Mp
R)−1

(Mp
R)−1 =

 1 0 0
0 1 0
−v 0 1


((Mp

R)−1)t =

 1 0 −v
0 1 0
0 0 1


On prend Me

g̃ =

 a b c
b d e
c e f

 est la matrice d’un produit scalaire sur TeH
3 pour la base

{
∂

∂x
(e),

∂

∂y
(e),

∂

∂z
(e)

}
.

Autrement dit


a > 0

ad− b2 > 0
det Mg > 0

alors on va calculer la métrique riemannienne invariante à droite

Mp
g̃ = ((Mp

R)−1)Me
g̃(Mp

R)−1

Mp
g̃ =

 1 0 −v
0 1 0
0 0 1

  a b c
b d e
c e f

  1 0 0
0 1 0
−v 0 1


donc Mp

g̃ =

 a− vc b− ve c− v f
b d e
c e f

  1 0 0
0 1 0
−v 0 1


d’où M(u,v,w)

g̃ =

 a− 1yc + y2 f b− ve c− y f
b− ve d e
c− v f e f


et M(x,y,z)

g̃ =

 a− 2yc + y2 f b− ye c− y f
b− ye d e
c− y f e f


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alors la métrique riemannienne à droite g̃ est :

g̃ = (a− 2yc + y2 f )dx2 + ddy2 + f dz2 + 2(b− ye)dsdy + 2(c− y f )dxdz + 2edydz avec

a > 0, ad− b2 > 0 et det Mg̃ > 0

On peut conclure qu’il n’y pas une métrique bi-invariante.

Soit g une métrique bi-invariante définie à partir du produit scalaire de matrice Me
g

Alors g = g̃

et par conséquent f = e = c = 0

d’où g =

 a b 0
b d 0
0 0 0

 donc g = adx2 + ddy2 + 2bdxdy

d’où g = αdx2 + βdy2 + γdxdy, ∀α, β, γ ∈ R est une métrique pseudo-riemannienne plate.

(car les gij sont constantes)

Maintenant on va calculer les symboles de Christoffel de la métrique riemannienne invariante

à gauche, au se restreint au cas c = e = 0

les symboles de Christoffel non nuls :

Γ1
12 = Γ1

21 = −1
2

bx f
−b2 + ad

Γ2
12 = Γ2

21 =
1
2

ax f
−b2 + ad

Γ3
12 = Γ3

21 = −1
2
−a f x2 + ad− b2

−b2 + ad

Γ1
13 = Γ1

31 =
1
2

b f
−b2 + ad

Γ2
13 = Γ2

31 = −1
2

a f
−b2 + ad

Γ3
13 = Γ3

31 = −1
2

ax f
−b2 + ad

Γ1
22 =

−dx f
−b2 + ad

Γ2
22 = Γ2

21 =
bx f

−b2 + ad

Γ3
22 =

bx2 f
−b2 + ad
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Γ1
23 = Γ1

32 =
1
2

d f
−b2 + ad

Γ2
23 = Γ2

32 = −1
2

1
2

b f
−b2 + ad

Γ3
23 = Γ3

32 = −1
2

bx f
−b2 + ad

la connexion riemannienne :
∇∂x∂x = Γ1

11∂x + Γ2
11∂z = 0

∇∂x∂x = Γ1
12∂x + Γ2

12∂y + Γ3
12∂z =

1
2

(
−bx f

ad− b2 ∂y− ax f
ad− b2 ∂y− a f x2 + ad− b2

ad− b2 ∂z
)

∇∂x∂z = Γ1
13∂x + Γ2

13∂y + Γ3
13∂z =

1
2

(
b f

ad− b2 ∂x− a f
ad− b2 ∂y− ax f

ad− b2 ∂z
)

∇∂y∂y = Γ1
22∂x + Γ2

22∂y + Γ3
22∂z =

−dx f
ad− b2 ∂x +

bx f
ad− b2 ∂y +

bx2 f
ad− b2 ∂z

∇∂y∂z = Γ1
23∂x + Γ2

23∂y + Γ3
23∂z =

1
2

(
d f

ad− b2 ∂x− v f
ad− b2 ∂y− bs f

ad− b2 ∂z
)

∇∂z∂z = Γ1
33∂x + Γ2

33∂y + Γ3
33∂z = 0

Les composantes non nuls du tenseur de courbure de Rieman :

R1
121 = R2

212 = −R2
122 = −3

4
b f

ad− b2

R2
121 = −R2

211 =
3
4

a f
ad− b2

R3
121 =

ax f
ad− b2

R1
122 = −R1

212 = −1
4
− f 2 + 3 f d

ad− b2

R3
122 =

bx f
ad− b2

R1
123 = R3

132 = −R1
213 = R2

232 = R3
323 = −1

4
x f 2

ad− b2

R3
131 = R3

321 = −1
4

a f
ad− b2

R1
133 = −R2

323 =
1
4

f 2

ad− b2
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R1
211 =

3
4

b f
ad− b2

R3
211 =

−ax f
ad− b2

R3
212 =

−bx f
ad− b2

R3
231 = −1

4
b f

ad− b2

R3
232 = R3

322 = −1
4

f 2x2 + d f
ad− b2

R2
233 =

1
4

f 2

ad− b2

R3
311 =

1
4

a f
ad− b2

R1
312 = R2

322 =
1
4

x f 2

ad− b2

La courbure sectionnelle :

K(1, 2) = −1
4

f (−a f x2 + 3ad− 3b2)
(a f x2 + ad− b2)(ad− b2)

K(1, 3) =
1
4

f
ad− b2 > 0

K(2, 3) =
1
4

f
ad− b2 > 0

La courbure de Ricci :

S(1, 1) = −1
2

a f
ad− b2

S(1, 2) = −1
2

b f
ad− b2

S(1, 3) = 0

S(2, 1) = −1
2

b f
ad− b2

S(2, 2) = −1
2

f (− f x2 + d)
ad− b2

S(2, 3) = −1
2

x f 2

ad− b2
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S(3, 1) = 0

S(3, 2) = −1
2

x f 2

ad− b2

S(3, 3) = −1
2

f 2

ad− b2

La courbure Scalaire :

τ = −1
2

f (− f x2 + a + d− f )
ad− b2

La courbure Scalaire n’est pas constante

Les champs de vecteurs invariants à gauche :

e1 = α−1
(

∂
∂x (e)

)
e2 = α−1

(
∂

∂y (e)
)

e3 = α−1
(

∂
∂z (e)

)
forme une base de g

on a
e1 = ∂x
e2 = ∂y + x∂z

e3 = ∂z

de plus [e1, e3] = [e2, e3] = 0 et [e1, e2] = e3

on peut exprimer la connexion dans la base {e1, e2, e3} comme suite

∇e1e1 = Γ1
11∂x + Γ2

11∂y + Γ3
11∂z = 0

∇e1e2 = Γ1
21∂x + Γ2

21∂y + Γ3
21∂z + xΓ31∂x + xΓ2

31∂y + xΓ3
31∂z = −1

2

(
a f x2 + b f x

ad− b2 ∂x +
1
2

∂z
)

∇e1e3 = Γ1
13∂x + Γ2

13∂y + Γ3
13∂z =

1
2

(
b f

ad− b2 ∂x− a f
ad− b2 ∂y− ax f

ad− b2 ∂z
)

∇e2e1 = Γ1
21∂x + Γ2

21∂y + Γ3
21∂z + xΓ1

31∂x + xΓ2
31∂y + xΓ3

31∂z = −1
2

(
a f x2 + b f x

ad− b2 ∂x− 1
2

∂z
)

∇e2e2 = Γ1
22∂x + Γ2

22∂y + Γ3
22∂z + 2xΓ1

23∂x + 2xΓ2
23∂y + 2xΓ23∂z = 0

∇e2e3 = Γ1
23∂x + Γ2

23∂y + Γ3
23∂z =

1
2

(
d f

ad− b2 ∂x− b f
ad− b2 ∂y− bx f

ad− b2 ∂z
)

∇e3e1 = Γ1
31∂x + Γ2

31∂y + Γ3
31∂z =

1
2

(
b f

ad− b2 ∂x− a f
ad− b2 ∂y− ax f

ad− b2 ∂z
)

∇e3e2 = Γ1
32∂x + Γ2

32∂y + Γ3
32∂z =

1
2

(
d f

ad− b2 ∂x− b f
ad− b2 ∂y− bx f

ad− b2 ∂z
)



46 Étude des métriques invariantes sur H3

∇e3e3 = Γ1
33∂x + Γ2

33∂y + Γ3
33∂z = 0

Remarque 4.0.1.

On a ∇e1e2 = −1
2

(
a f x2 + b f x

ad− b2 ∂x +
3
2

∂z
)

et [e1, e2] = 1
2 ∂z

donc ∇e1e2 6= 1
2 [e1, e2] (car les composantes de ∇e1e2 sont diffeérentes des composantes de

1
2
[e1, e2]).

d’où la condition que la métrique est bi-invariante est une condition nécessaire dans la proposi-

tion 3.3.3
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