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8 Introduction

¢ Introduction ¢

Un groupe de Lie est en particulier une variété différentiable, a ce titre elle peut
étre munie d’une structure riemannienne. Parmi toutes les métriques riemanniennes
sur groupe de Lie, celles pour lesquelles les translations a gauche (ou les translations
a droite) sont des isométries qui revétent un intérét particulier car elles prennent en
compte la structure de groupe, un groupe de Lie muni d"une métrique riemannienne
invariante a gauche (ou, ce qui est équivalent, invariante a gauche). En conséquence,
il est possible de trouver des formules explicites pour la connexion de Levi-Civita et
les diverses courbures associées a un groupe de Lie riemannien, en particulier pour les
métriques qui sont a la fois invariantes a gauche et a droite (bi-invariantes).

On commence ce mémoire par un premier chapitre sur les variétés riemanniennes.
Avant d’introduire cette notion fondamentale, un bref rappel des outils nécessaires
s'impose, notamment les champs de tenseurs et les connexions covariantes sur une
variété différentiable. Une fois la définition d'une métrique riemannienne introduite,
on parle de connexion de Levi-Civita d'une telle structure et on exhibe les différentes
courbures qui en découlent.

On enchaine par le pendant de la notion de métrique riemannienne pour ce travail, a
savoir la structure de de groupe de Lie. On définit les notions importantes liées a cette
structure : les translations a gauche, les translations a droites, ’algebre de Lie d'un
groupe de Lie et la représentation adjointe.

Les notions de groupe de Lie et de variété riemanniennes introduite, nous serons
en mesure de définir les groupes de Lie riemanniennes. Nous donnons une formule
simplifiée de la connexion de Levi-Civita d"une métrique invariante a gauche sur un
groupe Lie, dans le cas particulier ot la métrique est bi-invariante on donne en plus

les formules des différentes courbures en fonction notamment du crochet de Lie des
champs de vecteurs.

On termine par I'étude explicite de I'exemple des métriques bi-invariante sur le groupe
d’Heisenberg de dimension trois.
Tout au long de ce mémoire on utilise la convention d’Einstein pour les différentes

sommations.



Chapitre 1

Variétés riemanniennes

La géométrie riemannienne est une généralisation de la géométrie euclidienne : une

variété riemannienne est une variété différentiable munie d’un tenseur fondamental
qui fournit une structure euclidienne sur chaque espace tangent. Pour commencer on

introduit les notions fondamentales de variété riemannienne, connexion de Levi-Civita

et courbures riemanniennes.

1.1 Rappels

Dans cette section on va rappeller quelques notions qu’on va utilisé par la suite,

telle que les champs de tenseurs sur une variété différentielle.

Soient M et N deux variétés différentiables de dimension m et n respectivement et
¢ : M — N une application de classe C*. Pour tout p € M, I'application linéaire

tangente a ¢ au point p est I'application

TP(PI TpM — T(P(P)N
[’Y]p — pfp([’Y]p)

définie par
Top([7]p) = [vodlpwp)

L'application transposé (duale) de T),¢ est donnée par
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(Ty9)*: Ty )N — T;M
Wop) = (Tp@) (Wp(p)) = Wy(p) © Tp-

On rappelle également que l'application tangent a ¢ est

T¢: TM — TN
(p.[7]p) — (@(p), Tpp([7]p))

Image inverse d’un tenseur covariant

Soit ¢ : M — N une application de classe C*. D’une maniere général, l'image
inverse ¢* agit sur ’ensemble des champs de tenseurs de type (0,s) sur N a valeur

dans l'ensemble des champs de tenseurs de type (0, s) sur M de la maniére suivante :

4)*: T(O,s)(N) N T(O,s)(M)
w — ¢PFw

ou

s—fois
p*w: X(M) x - x X(M) — C®(M)
(X, X7) — ¢ro(X, -, X0) = (wo ) (TP(XD), - -, To(X®))
ou,

(P*w(XL, -, X)) (p) = w¢(p)(Tp¢(X;1,), -, Typ(X})), Pourtoutp € M.

Exemple 1.1.1. Soient ¢ : M — N une application de classe C*, h est un champ de tenseur

de type (0,2) sur N alors

ol

Pour tout X,Y € X(M) et p € M

¢" ()X, Y)(p) = by (Tpp(Xp), Tpp(Yp)) (1.1)
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Image direct d’un tenseur contravariant

Soit ¢ : M — N une application de classe C*, on suppose que ¢ est un difféo-
morphisme. L'image directe ¢, est une application linéaire définie de I'ensemble des
champs de tenseurs contravariants sur M a valeur dans l'ensemble des champs de

tenseurs sur N par :
P(X'® - 2X) = g X' @ R¢X
ot . X = T¢po X o~ !. d’ott, Pour tout g € N, tel que g = ¢(p), ona:
(¢(X' @@ X)) (9) = Tydp(Xp) @ -+ ® Tpp(X})

Nous allons étudier maintenant, une nouvelle structure sur une variété M. Cette struc-

ture nous permettra de définir une nouvelle dérivation, la dérivée covariante. Cette
dérivation agira tout d’abord sur les champs de vecteurs, mais nous pouvons 1'étendre

aux tenseurs en général.

Définition 1.1.1. Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est une application

V: XM) xX(M) — X(M)
(X,Y) — VxY

vérifiant les propriétés :
1. V est C*®(M)-linéaire par rapport a X ;
2. V est R-linéaire par rapport a Y ;
3. V vérifie la regle de Leibniz, c’est-a-dire
VxfY = fVxY+X(f)Y feC?M).
VxY est appelé la dérivée covariante de Y dans la direction de X.

Soit (U; xl ... ,X™) un systeme de coordonnées locales sur M. On note, s’il n’'ya
. ’ . sz _d
pas risque d’embiguité, d; = ;7.

V5,9; est un élément de X(U), donc il s’écrit sous forme combinaison linéaire de 9.
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C'est-a-dire V;,0; = rg.ak ol Pi-‘]- e C®(U).
Les fonctions lisse I i.‘j, pouri,jk=1,---,m,sont appelées symboles de Christoffel.
Pour X = X'9;etY = w'a]-, on a
VxY = Vx(Y))

= Y/Vx9;+ X(Y)9;

= Y/IX'V5,0; + X(Y));

= YIXThox + X(Y*)

- (XYk + Xiyfrﬁf].> o
Exemple 1.1.2. (le cas de R™).
La connexion standard ¥V de R™ est définie pour X,Y € X(M) par

VxY = X(Y))9;

Les composantes du champ résultant sont,

oYi

Tov) — iy — yi?t
(VxY) = X(Y) X'=

Définition 1.1.2. La torsion d’une connexion V est un champ de tenseur sur M de type (1,2)
défini par
T(X,Y) = VxY—VyX=[XY]
Ou [X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(f))
Remarque 1.1.1. T(X,Y) = —T(Y, X)

Relativement a un systeme de coordonnées locales (U, xl, x™), le tenseurs de torsion T de

la connexion V s’exprime en fonction des symboles de Christofell I“Z comme suit
k k _ Tk
L = Tj=Tj

Cela nous permet de conclure que T = 0 si et seulement si Fi-‘]- = F;?i
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Aussi, si X = X'9;,Y = Y/9; € X(M) ona
— ivi [Tk k

Définition 1.1.3. Une connexion linéaire NV sur une variété M est dite sans torsion si T = 0.
Autrement dit :

VX,Y € 3€(M), [X, Y] =VxY —-VyX
ce qui permet d’exprimer le crochet de Lie en fonction de V.

Définition 1.1.4. La courbure R de la connexion V est le champ de tenseur sur M de type

(1,3) donné par
R(X, Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ— V[X,Y]Z vVX,Y,Z € :f(M)

Relativement & un systéme de coordonnées locales, le tenseur de courbure R s’ex-

prime en fonction des symboles de Christoffel
Posons R(9;,0;)0x = R;jx € X(U), donc il s’ecrit sous la forme R;j = Rf.].kal

ot R!

ijk € C*®(U), d"une part.

D’autre part, en utilisant la définition de la courbure et comme [9;,0;] = 0Vi,j on a

Rije = V5, V0 — V5,V 0k
= VoIl — Vo Ilon
= (T3 + T 0n — 3j(T)3m — T4TY s
= (Tl — Tl 500 + (9i(T) — 9j(T) ) Om
= [(T3li — Tigl) + (9i(T) — 0(Tik))]0n

D’ou

Rijy =TT}, — TRTY, +0i(Ti) — 9;(Th) (1.2)

ifk —

Propriété 1.1.1. Le tenseur de courbure R a les propriétés suivantes :
VXY, Z,W e %(M), et fl,fz,f3 € COO(M)
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1. R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z (antisymétrie)
2. R(f1iX, LY)f3Z = f1fofsR(X,Y)Z
3. R vériéfie l'identité de Bianchi algébrique :

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y = 0

Définition 1.1.5. Une connexion linéaire V sur une variété M est dite plate si R = 0.

1.2 Meétriques riemanniennes

Soit M une variété différentiable lisse de dimension finie .

Définition 1.2.1. une métrique riemannienne sur une variété M est un champ de tenseur g de
type (0,2) (2-fois covariant) tel que, pour tout p € M, le tenseur g, est symétrique et définie

positive c’est-a-dire :

g: M — T;M@T;M oil gp: ThMxT,M — R
p — &p (XpYp) = gp(XpYp)

vérifiant les propriétés suivantes :

1. gp (Xp,Yp) = gp (Yp, Xp) (symétrique) ;
(définie positive).

Si g est une métrique, alors elle induit une application C®(M)-bilinéaire sur X(M)
donné par

g: X(M)xX(M) — C*®(M)
(X,Y) — g(X,Y)

¢(X,Y): M — R
p — &(X,Y)(p)=2gp(XpYp)

vérifiant
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1. §(X,Y) =g (Y,X), pour tout X, Y € X(M) (symétrique);

5 { § (X, X) = 0coo(pry = X = Oy

g(X,X) >0 VXex(M). (définie positive).

Remarque 1.2.1. Dans un systeme de coordonnées locales (U; xl .. x’”), g s’ecrit sous Ia

forme
g = g,-]'dxi ® dx/ (1.3)
Aupointpe U: g, = (gij)pdpxi ® dpxl.
d

. , )
Si X = Xlﬁ etY = Ylﬁ sont deux champ de vecteurs sur I'ouvert U, alors on a
X X

g(X,Y) = gX'V (1.4)

Définition 1.2.2. Une variété riemannienne est un couple (M, g) oit M est une variété diffé-

rentiable et g une métrique riemannienne sur M.

Exemple 1.2.1. On reprend I'exemple Si de plus ¢ est une immersion et h est une
métrique riemannienne sur N, donc ¢*(h) est une métrique riemannienne sur M, appelée la

métrique image inverse de h par ¢.

Exemples 1.2.1. Soit B" la boule unité dans R"™ (ouverte), On la muni de la métrique hyper-

bolique définie par
H: X(B™)x X(B"™) — C*(B™)
(X,Y) — H(X,Y)
ol
Hy (Xo, Yy) = Ko Y)

4

out < -,- > désigne le produit scalaire standard de R™.
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Ainsi
( 4 )
5, si i=],
n
9 9 B 1_ (xi)2]
Hy(om o)) = [ L
0, si i#£7].

Remarque 1.2.2. Soient (M, g) une variété riemannienne, de dimension m, (U; x',--- ,x™),
(V;y', -+, y™) deux systéemes de coordonnées locales sur M tels que UNV # @. Si giL].[ (et

g}]{ ) désignent les composantes de g relativement aux systeme de coordonnées locales (U; x' - - -, x™)
et (V;yl, - ,y™) respectivement, alors

v oy~ oy’

u
&8ij 8k1@ﬁ

Définition 1.2.3. Soient (M, g) et (N, h) deux variété riemannienne. Un difféomorephisme

¢ : M — N est une isométrie si ¢ = ¢*(h), c’est-a-dire pour tout X,Y € X(M)

§(X,Y) = (ho ) (¢:X, ¢.Y) (1.5)

Pour tout p € M

8p(Xp, Yp) = hq;(p) (Tpp(Xp), Tpp(Yp))

Si M = N et g = h, on dit que ¢ est une isométrie de (M, g).
On note Isom(M, g) 'ensemble des isométries de (M, g), c’est un groupe pour la loi de

composition des application.

1.3 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.3.1. Soit (M, §) une variété riemannienne, une connexion linéaire sur M est dite

compatible avec la métrique g, si

X(g(Y,2)) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ),
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pour tout X,Y,Z € X(M).

Théoreéme 1.3.1. (Théoréme fondamental de la géométrie riemannienne)

Soit (M, §) une variété riemannienne, I'application :

Vi (M) x X(M) — X(M)
(X,Y) —  VxY

ol

23(VxY,Z) = X(g(Y,2)) +Y(g(Z,X)) - Z(g(X,Y)) (1.6)
+ 8(Z[XY]) +¢(Y,[Z,X]) = g(X,[Y, Z])

est une connexion linéaire sur M, appelée connexion de Levi-Civita de la variété riemannienne
(M, g). La formule (1.6)) est appelée la formule de koszul.

Preuve . Pour tous X, Y, Z € X(M) et f € C*(M),ona:

28(VexY,Z) = fX(g(Y,2))+Y((Z fX)) — Z(8(fX,Y))

+8(Z,[f X, Y]) +8(Y, [Z, fX]) = g (f X [Y, Z])

= fX@(Y,2))+Y(f)8(Z,X) + fY(8(Z, X)) — Z(f)8(X,Y)
—fZ(g(X,Y)) = Y(f)8(Z,X) + fg(Z,[X,Y])
+Z(f)8(Y, X) + fg(¥,[Z,X]) — fe(X,[Y, Z])

= fX@(Y,2))+ fY(g(Z X)) - fZ(3(X,Y))
+f8(Z,[X,Y]) + f8(Y,[Z,X]) — f8(X,[Y, Z])

= 2¢(fVxY,Z)

(
)
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Puisque g est non dégénérée, alors VxY = fVxY.

+9(Z, [ X+ W,Y])+¢(Y,[Z, X+ W]) —¢(X+W,[Y, Z])

2¢(VxiwY, Z) = (X+W)(g(Y,2))+Y(g(Z, X+ W)) - Z(g(X+W,Y))
)
= X(g(Y,2)) +Y(g(Z

(2,X)) = 2(8(X,Y)) +8(Z,[X,Y])
+8(Y,[2,X]) = g(X, [V, Z]) + W(g(Y, Z)) + Y (g(Z,W))
—Z(8(W,Y)) +8(Z,[W,Y]) +g(Y, [Z, W] +&(Y, [Z,W]) — (W, [Y, Z]))
= 29(VxY,Z)+2¢(VwY, Z)
= 29(VxY+VyY,2)

donc VxiwY = VxY + ViY, dout V est C*(M)-linéaire par rapport a X.

28(VxfY,Z2) = X(g(fY.2))+ fY(8(Z X)) — Z(g(X, fY)) + &(Z, [X, fY])
+8(fY,[Z,X]) — g(X, [fY, Z])
= X(f)g(Y,Z) + fX(8(Y,2)) + fY(8(Z,X)) — Z(f)8(X,Y)
—fZ(8(X,Y)) + X(f)g(Z,Y) + f8(Z,[X,Y]) + fg(Y,[Z,X])
+Z(f)g(X,Y) - f8(X, [Y, Z])
= 2X(f)g(Y, Z) + fX(g(Y, 2)) + fY(8(Z, X)) — fZ(g(X,Y))
+f8(Z,[X,Y]) + f8(Y,[Z,X]) — fe(X, ]Y, Z])
= 2X(f)8(Y,Z) +2f8(VxY,Z)
= 28(X(f)Y + fVxY,Z)
donc VxfY = X(f)Y + fVxY. On applique le méme raisonnement, on obtient
Vx(Y+Z) = VxY+VxZ

Théoreme 1.3.2. Soit (M, ) une variété riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita est

I"unique connexion linéaire sans torsion qui est compatible avec g.

Preuve . D’aprés la formule de Koszul, un calcul simple nous donne

§(VxY,Z) —g(VyX,Z) = g([X,Y],Z)
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d’ot1 la connexion de Levi-Civita est sans torsion.
D’autre part, en appliquant la formule (1.6)

§(VxY,Z)+g(VxZY) = X(g(Y,2))

cela prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique g sur M.
Comme g est définie positive la relation (1.6) détermine complétement la connexion V,

ce qui nous donne 1"unicité. n

Proposition 1.3.1. Soient (M, g) une variété riemannienne de dimension m, V sa connexion
de Levi-Civita relativement a un systéme de coordonnées locales (U; X, x™), les symbols

de Christoffel 1"5.‘]. de V sont donnés par :

1 409811  0gy  98ij
k1 k(98] il 98ij
O = 58" (o + 50~ anl)’ (1.7)

oit (81) = (i)~ ".
Preuve . Comme [ai,aj] =0, i,j=1,---,mona
2¢(V,05,01) = 2g(I705,0;)
et d’aprés la formule de Koszul

2¢(V5,95,0;) = 0;(g(9;,9;)) + 9;(g(9,9:)) — 91(g(9;,9;))

donc
I _ 1 +9igi1 — 0
ij8sl 2( i8j1 + 98l lgij)

d’ou

1 ogi1 0g; 0gii
ko L (98] il 98ij
Lj = 28 <axi + ox/  ox! )
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1.4 Courbures riemanniennes

Définition 1.4.1. Soient (M, g) une variété riemannienne. La courbure de (M, g) est la cour-

bure R de la connexion de Levi-Civita V.

Propriété 1.4.1. En plus des propriétes générales de tenseur de courbure,
VX,Y,Z,W e X(M)

1. ¢(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z).
2. g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z, W)X, Y).

Définition 1.4.2. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m, le champ de tenseur

de Riemann est le champ de tenseur de type (0,4) donné par
R(X,Y,Z,W)=¢g(R(X,Y)Z,W)

Remarque 1.4.1. Soit p € M et (U;xl,- -+, x™) un systeme de coordonnées locales autour
de p. Pour X = X'9;,Y = YI9;, Z = Z*o, W = W'o,
R(X,Y)Z = XYIZ'Ri;9,

R(X,Y,Z,W) = XYIZW'g,Ri

1.4.1 Courbure sectionnelle
Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m > 2. Pour tout p € M, soit

Ga,m (TpM, R) l’ensembleﬂ de tous les sous espaces vectoriels, de dimension 2, de T, M.

Proposition 1.4.1. Soient X,, Yy, Uy, V), € Ty M des vecteurs tangents de M au point p tels
queﬂ spang{Xp, Yy} = spany{Uy, Vy, }, alors la quantité

gp(R(X, Y)pr, Xp)
|Xp’2|Yp|2 - 8p(Xpr Yp)z

! la grassmannienne des sous-espaces de dimension 2 dans I'espace vectoriel T,M de dimension m
sur le corps IR. Ces espaces portent le nom d'Hermann Grassmann et sont encore appelés grassman-
niennes des < 2-plans >>.

ZLe sous espace vectoriel engendré par X, et Y.
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est bien définie, et on a

8p(R(X,Y)pYp Xp) _ gp(R(U, V)V, Up)
|Xp|2|Yp|2_8p(Xerp)2 |Up|2|vp|2_gp(upfvp)2

La proposition précédente nous permet de poser le définition suivante.

Définition 1.4.3. Pour tout point p € M, la fonction K, : Gy, (TyM,R) — R donnée par

gP(R(XIY)PYP'XP)
|Xp|2|Yp|2 - gp(Xpr Yp)z

Ky : spany{X,, Yp} o

est appelée la courbure sectionnelle du 2-plan engendré par X, et Y, au point p.

Une variété riemannienne (M, g) est dite a courbure sectionnelle constante si la

fonction K, est constante pour tout point p € M et tous X, Y, € T, M.

La variété riemannienne (M, g) est dite plate si sa courbure sectionnelle constante est

nulle.
Dans le cas de courbure sectionnelle constante, le champ de tenseurs de courbure a une

forme assez simple.

Proposition 1.4.2. Soit (M, g) une variété riemannienne de courbure sectionnelle constante

k, alors le champ de tenseurs de la courbure de Riemannienne R est donné par

R(X,Y)Z =k(g(Y,Z)X — ¢(Z,X)Y)  VX,Y,Z € X(M). (1.8)

1.4.2 Courbure de Ricci

Définition 1.4.4. La courbure de Ricci d'une variété riemannienne (M, g) de dimension m est

un tenseur de type (0,2) défini par :

Ric(X,Y) = treR(-, X)Y
= g(R(ei/X)Ylei)
= g(R(X,ei)e;,Y)

pour tout X,Y € X(M), ot {e;} est une base orthonormée sur X(M).
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Propriété 1.4.2. La courbure de Ricci est symétrique. En effet

Ric(X,Y) = g(R

= Ric(Y, X)

Définition 1.4.5. Le tenseur de Ricci d'une variété riemannienne (M, g), de dimension m, est

un champ de tenseur de type (1,1) sur M, défini par
Ricci(X) = R(X,e)e;, VX € X(M).
oit {e;}i—1,... m est une base orthonormée de X(M).

Remarque 1.4.2. Pour tout X,Y € X(M), on a Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y).

1.4.3 Courbure scalaire
Définition 1.4.6. On appelle courbure scalaire d’une variété riemannienne (M, g), de dimen-
sion m, la fonction S définie sur M par
S = trace Ric = g(R(e;, ¢))ej, €;)-

Corollaire 1.4.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, de dimension m, de courbure constante
k, alors

1. Ricci(X) = (m — 1)kX,

2. Rie(X,Y) = (m—1)kg(X,Y),

3. S=m(m—1)k.

Preuve . On applique la définition et la formule ([1.8) on obtient
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1.
Ricci(X) =

2.
Ric(X,Y)

3.
S =

R(X,e;)e;

k(g(ei )X — g(ei, €)X — glei, X)e;)
kmX — kg(el-,Xje]-)el-

kmX — kXiei

kmX — kX

(m—1)kX



Chapitre 2

Groupes de Lie

2.1 Définitions et exemples

Définition 2.1.1. On appelle groupe de Lie toute variété différentiable G munie d’une structure

de groupe telle que les deux applications suivantes

p: GxG — G i: G — G
(a,b) — a-b a — a-

soient de classe C*. Cela revient a dire que l'application

p:GXxG — G
(a,b) — p(a,b)=a-b!

soit de classe C*®

Exemples 2.1.1.

1. (R",+), le groupe additive est une variété différentiable de dimention n, donc (R", +)

est un groupe de Lie.
2. Soient (Gy,-1) et (Gy, -2) deux groupes de Lie, le produit (G X Gp, -) est un groupe de

Lie oit (x1,y1) - (x2,y2) = (x1 1 X2, 41 2 Y2)-
e Dans le cas générale. Si G;,1 < i < n, sont des groupes de Lie alors le groupe
produit Gy X - - - X G, muni des structures produit de variétés et de groupe, est un groupe

de Lie.
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2

3. GL(n,R) groupe linéairé de dimension n* a une structure de groupe multiplicatif et une

structure de variété différentiable tel que les deux structure sont compatible, donc est un

groupe de Lie.
4. GL(n,C) est un groupe de Lie.

Définition 2.1.2. Soit H un sous groupe d’un groupe de Lie G. H est dit un sous groupe de

Lie de G si H est muni d'une structure de sous variété différentiable de G. Si de plus H est

normaﬂ alors H est appelé sous groupe de Lie normal.

Exemples 2.1.2. Le groupe lineaire spéciale SL(n,R) = {A € GL(n,R) t.q detA = 1} est
un sous groupe de Lie de GL(n, R) de dimension n®> — 1.

De méme que Le groupe orthogonale
O(n,R) = {A € GL(n,R) t.qg A'A = Id}

: . .
est un sous groupe de Lie de GL(n,R) de dimension """
Proposition 2.1.1. [10] Soit G un groupe de Lie. Tous sous groupe de Lie H de G est fermé.

Définition 2.1.3. Un morphisme de groupe de Lie est un morphisme de groupe qui est diffé-

rentiable

Remarque 2.1.1. Si ¢ : G — H un morphisme de groupe de Lie qui soit une submersion.

Alors ker ¢ est un sous groupe de Lie fermé normal de G.

2.2 Actions adjointes

Définition 2.2.1. Pour tout a € G. On appelle application adjointe sur G, l'isomorphisme de
groupes

Ad,: G — G
b —— Ady(b):=aba!

10n dit qu'un sous groupe H d"un groupe G est normal (ou distingué ou invariant par conjugaison)
dans G s'il est stable par conjugaison c’est-a-dire si : Vi € H, xhx~! € H, on note alors H < G.
Une facon équivalent de définie un sous groupe normal est de dire que les classes a droite et a gauche
de H dans G coinsident, c’est-a-dire Vx € G xH = Hx.
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On définit ainsi l’action adjointe de G sur G comme étant ’application différentiable

Ad: G — Diff(G)
a — Ad,

Définition 2.2.2. Soit (G, -) un groupe de Lie et a € G. On appelle translation a gauche (resp
a droite par a ), 'application £, (resp R,) définie par

L. G — G (resp.) R,: G — G
x — L(x)=a-x P x — R(x)=x-a
Propriétés 2.2.1. Soient (G, -) un groupe de Lie et a,b € G, on a les propriétés suivantes
1. Sg o Sb = Sa-b
2. &0 =¢2.1

R0 Ry = Ry

w

%a_l =R,
Le =R, = ldg

SN

£, (resp R,) est un isomorphisme de groupe.

N

Les I'ensembles £ = {£, / a € G} (et R = {R, / a € G}) sont des groupes pour la loi

de composition .

8. Les applications £, (et R,) sont des difféomorphismes de classe C* de G

2.3 Algebres de Lie

Définition 2.3.1. Une algebre de Lie est un espace vectoriel g sur K = R ou C muni d’une
application bilinéaire [-,-] : g X g — g vérifiant, pour tous X,Y € g

1. [X, X] = 0 (antisymétrique) ;

2. X[V, Z)|+ Y, [Z,X]] + [Z,[X,Y]] = 0 (identité de jacobi).

L'application bilinéaire |-, -] appelée crochet de Lie et [X, Y] crochet de Lie de X et
Y.



2.3 Algébres de Lie 27

Exemples 2.3.1.

1. Tout espace vectoriel V sur K muni de crochet [X,Y] =0

pour tout X,Y € V, est une algebre de Lie.
2. gl(V) l'algebre des endomorphismes d'un espace vectoriel muni du crochet

[X,Y] = XoY —YoX, est une algebre de Lie.

Définition 2.3.2. Soient g et g’ deux algebres de Lie sur le méme corps K. Un morphisme
(d’algebre de Lie) de g dans g’ est une application linéaire ¢ : g — ¢ qui preserve les crochets
de Lie, c’est-a-dire

e([X,Y]) = lo(X), 9(Y)] VXY eg 21

Définition 2.3.3. Une sous-algebre de Lie d'une algebre de Lie est un sous-espace vectoriel b
stable par le crochet de Lie, i.e. [h, ] C b
Remarque 2.3.1.

1. Le noyon et I'image d’un morphisme d’algebre de Lie sont des sous-algebre de Lie.

2. Toute intersection de sous-algebre de Lie est une sous algebre de Lie.

Définition 2.3.4. Soit g une algebre de Lie sur K, une dérivation (d’algebre de Lie) de g est

une application linéaire § : g — g telle que
S([X,Y]) = [6(X), Y]+ [X,6(Y)], vX,Yeg (2.2)

(2.2) est Ia regle de Leibniz.

Remarque 2.3.2. L'ensemble des dérivations de g est une sous-algébre de Lie de I’algebre de
Lie gl(g) des endomorphisme linéaire de g, que ’on note der(g). En effet, si & et &' sont des

dérivation, alors
508 ([X,Y]) = [000"(X), Y]+ [5(X),8' (V)] + [¢'(X),6(Y)] + [X,605'(Y)].  (23)
donc [6,08'] = 608" — & o & est encoure une dérivation.

Exemple 2.3.1. Soient M, N deux variété différentiables de classe C* et ¢ : M — N
un difféomorphisme. Soit X(M) (resp. X(N)) 'algebre de Lie des champs de vecteurs sur M
(resp. N), alors l'image directe ¢, de ¢ est un morphisme d’algebre de Lie, i.e. ¢.([X,Y]) =

(@ X, ¢4Y].
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Forme de Killing et représentation adjointe

Soit g une algeébre de Lie sur K. Pour tout X dans g, I'application adx : g — ¢
définie par

adx(Y) = [X,Y]
est une dérivation d’algebre de Lie (parfois appelée dérivation intérieure) en effet, pour
tous Y et Z dans g, nous avons
adx([Y, Z]) = [(de(Y),Z] + [Y, adx(Z)]

ce qui est une simple réécriture de 1'identité de Jacobi . L'application ad : g — der(g)

définie par X —— adyx est un morphisme d’algebre de Lie en effet, pour tous X et Y

dans g, nous avons
ad[X,Y|(Z) = adx ocady(Z) —ady ocadx(Z) = |adx,ady](Z)
ce qui est aussi une simple réécriture de l'identité de Jacobi (le crochet de Lie a droite
est celui de gl(g)).
Définition 2.3.5. La représentation d’algeébres de Lie
ad : g — der(g)

appellé la représentation adjointe de g. Elle est a valeur dans der(g) (I'ensemble des dérivations

de g est une sous-algebre de Lie de I'algebre de Lie gl(g) des endomorphismes linéaires de g).
Soit g une algebre de Lie sur K de dimension finie.
Définition 2.3.6. la forme de Killing de g est I'application B = By : g x g — K définie par
B(X,Y) = tr(adx o ady)
Propriétés 2.3.1. 1. La forme de Killing est bilinéaire et symétrique.

2. Elle est invariante par tout automorphisme d’algébre de Lie. Autrement dit,si f : g — g

est un automorphisme de l'algebres de Lie g, alors pour tous les X et Y dans g, nous avons

By(f(X), f(Y)) = By(X,Y)
3. Elle est plus ad-alternée c’est-a-dire pour tous X,Y,Z € g,

B(adx(Y),Z) = —B(Y,adx(Z))
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2.4 Algebre de Lie d'un groupe de Lie

Nous allons associer a tout groupe de Lie G une algebre de Lie g, de fagon cano-

nique. Cette algebre sera d"un grand intérét pour 1'étude du groupe lui-méme.

Définition 2.4.1. Soit G un groupe de Lie, un champ de vecteurs X € X(G) est dit invariant
a gauche si (£,)«X = X, pour tout a € G.

On note par
L(G) ={XecX(G)/ (£)+X =XVacG}
L’ensemble des champs de vecteurs invariants a gauche, qui est un espace vectoriel.

Définition 2.4.2. L’algebre de Lie g du groupe de Lie G est I’espace vectoriel des champs de

vecteurs invariants a gauche muni du crochet du champs de vecteurs.

Proposition 2.4.1. Soit G un groupe de Lie, alors I'application

0c: L(G) — T.G
X — X,

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve .1l est clair que 6 est linéaire, reste a montrer qu’elle est bijective.

En effet, soient X, Y € £(G) alorson a

deLo(Xe) = deL4s(Ye), Va
Xogy(e) =YoL(e),Va
X, =Y,(Va € G)

X=Y

A

donc 6 est injective.

Pour la surjectivité de ¢, Soit v € T,G ,on pose :

X:G — TG
a — d.L4(0)
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ona X, = d.£.(v), on montre que X est invariant a gauche.

daLy(Xa) = dalpodeLs(v)
= doLy0L,(v)
= Xpa
= Xo£y(a)

d’ou (£4).(X) = X d’ot1  est un isomorphisme d’espaces vectoriels. ]

Remarque 2.4.1. Sur T,G, on définit le crochet de Lie suivant :
[v,w] = 05([05"(v), 051 (w)])Vo,w € T.G (2.4)

cette définition rend 6 un isomorphisme d’algébres de Lie. Donc dorinavant, si G est un groupe
de Lie, on définit I'algebre de Lie associée a I'espace tangent au groupe G au point e muni du
crochet de Lie définit dans la relation
Exemples 2.4.1.
1. Pour le groupe de Lie (R", +) on a ToIRR" muni de crochet de Lie définit précédement est
une Algebre de Lie du groupe de Lie (R", +).
2. Pour le cercle S* ona TS = {1} x R.
3. Pour le tore T" on a T, T" = T(10)S' X T(10)S* X - -+ x T(1,0)S* est I'Algebre de Lie
du groupe de Lie T".
4. Pour I'espace vectoriel M(n,R) on a ToM(n,R) ~ {0} x R"*".
5. Pour le groupe de Lie (GL,(R),0) ona: Ty (GL,(R) >~ {I,} x R"*".
6. Pour le groupe de Lie (SL,(IR),0) t.q
SL,(R) = {A € GL,(R)/detA = 1} groupe spéciale linéaire de dimention n® on a
I'algebre de Lie associé est sl(n,R) = {A € M(n,R/trA = 0}.
7. O(n,R) = {A € GL,(R)/A'A = 1d} groupe orthogonale de dimension
(n? — n) /2, l'algebre de Lie associée est T3O(n,R) = o(n) = {A € M(n,R)/ At +
A =0}.
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Groupes de Lie riemanniens

3.1 métriques invariantes a gauche sur un goupe de Lie

Définition 3.1.1. Une métrique riemannienne sur un groupe de Lie G est dite invariante a

gauche si g = (£4)*(Q)

Proposition 3.1.1. sur tout groupe de Lie il existe une métrique invariante a gauche.

Preuve . On part du produit scalaire Euclidien sut T,G = g et on le prolonge aux
autres espaces tangents en utilisant la translation a gauche. Plus précisement, pour tout
X,Y € X(G), on pose

ge<Xe;Ye) = <X,Y, >T,Gs
(X, Ya) = e((Taly-1)Xa, (Taly-1)gYa), g €G.

On vérifie facilement que cette métrique est invariante a gauche. m

Définition 3.1.2. Un groupe de Lie riemannien (G, g) est un groupe de Lie G muni d'une

métrique invariante a gauche g.
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3.2 Connexion de Levi-Civita associe a une métrique in-
variante a gauche

Proposition 3.2.1. Soit (G,g) un groupe de Lie riemannien. La connexion de Levi-Civita asso-

cie a4 g est donnée par

Y&Y:%QXY}{MQC{MWQ XY €g 3.1)

Preuve . Puisque g est une métrique invariant a gauche on a :
Sb(Xp, Yo) = San(ToLa(Xp), TyLa(Yy))Va, b € G

en particulier si b=e
ge(XEz Ye) = ga(TeLa(Xe)/ TbLa(Ye))

si de plus X,Y sont invariant a gauche alors

ge(Xez Ye) = ga(Xa/ Ya)

ce qui montre que la fonction a — ¢(X,Y), est constante. Par conséquent, pour tout
champ de vecteur Z
Z(g(X,Y)) =0 (3.2)

si on utilisant (1.6)), on en déduit que pour tout champs de vecteurs invariants a gauche
X,Y,Ze€g,ona

28(VxY, Z) = =g (Y, [X, 2]) = (X, [Y, Z]) = 8(Z,[Y, X])
qui peut étre réecrit comme
28(VxY, Z) = g([X,Y], Z) = g([¥, Z], X) +&([Z, X], Y) (33)
la formule (3.3)) est équivalent a

23(VxY,Z) = g([X,Y],2) —g([Y, 2], X) = g([X, Z], Y)
= g(X,Y],Z2) —gladyZ,Z) — g(adxZ),Y)
= 8([X,Y],Z) = g(Z,ady X) — g(Z, adY)

—
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puisuge g est non dégénérée alors

Vi = %([x, Y] — (adiY —adiX) XY eg (3.4)

u
Le méme principe que la section on étudie la notion de la métrique invariante a

droite en utilisant la translation a droite et la bi-invariant qui est a la fois invariant a

gauche et a droite.

Définition 3.2.1. Une métrique riemannienne sur un groupe de Lie G est dite invariante a
droite si g = (Ra)*(g).

Remarque 3.2.1. il y a une bijection entre I'ensemble des métrique invariante a gauche sur le

groupe de Lie G et les produits scalaires sur I'algébre de Lie g de G.

3.3 métrique bi-invariante

Définition 3.3.1. La métrique riemannienne sur un groupe de Lie G est dite bi-invariante si

elle est invariante a gauche et a droite.

Proposition 3.3.1. sur tout groupe de Lie compact il existe une métrique bi-invariante.

Preuve . en effet si G est compact, notons p la mesure de Haalﬂ normalisée de G,
c’est a dire l'unique mesure (borélienne) de probabilité sur G invariante par translation
a gauche et a droite soit ¢ un produit scalaire sur g. Alors (v, w) — [ §(Adg(v), Adg(w))dpc(g)
est un produit scalaire invariante par Adg sur g qui définit une métrique bi-invariante

sur G, comme ci-dessus. [ ]

Lemme 3.3.1. Une métrique g invariante a gauche sur G est bi-invariante si et seulement si
8([X,2],Y) = g(X,[Y, Z]) (3-5)

Pour tout X,Y,Z € g.

Sur un groupe localement compact G, il existe une mesure positive m définie sur les boréliens de G
et qui est invariante par les translations a gauche a —— ax Vx € G . De plus, cette mesure est unique a
un facteur multiplicatif prés. On I'appelle mesure de Haar du groupe G.
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Preuve . La preuve est donnée pour les groupes de Lie matriciels, supposons que
cette métrique est bi-invariant, alors ¢g(X,Y) = g(¢ 'Xg,¢71Yg). Si on écrit ¢ =
exp(tZ) cela devient

(X,Y) = gexp(—tZ)Xexp(tZ),exp(—tZ)Y exp(tZ))
maintenant, en dérivons par rapport a t, pour t = 0 on a donc
§(XZ - ZX,Y)+g(X,YZ—-ZY) =0
L'écriture { XZ — ZX} par notation [X, Z] c’est-a-dire
8([X,Z],Y) +¢(X,[v,Z]) =0
L'implication inverse peut étre obtenue par intégration de ({3.5)). L

Proposition 3.3.2. Soit G un groupe de Lie muni dun’e métrique bi-invariante alors : La

connexion riemannienne est donnée par :

VxY = Z[X,Y] VX Yeg

N —

Preuve . On a d’aprés la proposition la fonction g(X,Y) est constant,
Z(g(X,Y)) =0 VZ e getd’aprés la formule de Koszul on trouve :

23(VxY,Z) = g([v, 2], X) +g([Z,X],Y) +g([X,Y], Z)

d’autre part on a

et

donc



3.3 métrique bi-invariante 35

Proposition 3.3.3. Soit G un groupe de Lie avec § une métrique riemannienne bi-invariante

sur G alors on a les propriétés suivantes :
1. Le tenseur de courbure est donné par :

R(X,Y)Z = ;L[[X,Y],Z] oit X,Y,Z g

2. La courbure de Ricci est donné par :
1
S(X,Y) = Zg([X, Eil,[Y,Ei]) ot X, Y €g

et {E;} est une base orthonormé de g

3. La courbure sectionnelle est donné par :

K(x,v) = L 8UX Y] X Y]

) .
= Z ou X, Y eg
4¢(X,X)g(Y,Y) —g(X,Y)?

Preuve.
1. OnaR(X,Y)Z = {VXVy —VyVx— V[le]}z VX,Y,Z € gd'une part d’aprés

la proposition 4.3.1 on obtient :

R(X,V)Z = SVx[Y,Z] - 39v[X,Z] - 5[[X, Y], 2

== N =

X, 1,2)) - 3%, [X,2)) - 5[[X,Y), 2]

d’autre part d’aprés 'identité de jacobi :
X, Y, 2]] = [X,[Y, 2] + [Z,[X, Y]] = 0

on touve :
1
R(X, Y)Z = ZHX'Y]’Z] ou X,Y,Z€g

2. d’aprés la proposition (4.1.4) et la parie (1) on obtient :

gRIX, V)X, Y) = 2g([[X,Y],X],Y)
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3. on calcul
S(X,Y) = tr{Z+— R(X,Z2)Y}
= g(R(X/Ei)Y/Ei)
= 4&((IX.E]Y]E)

= (X ELED ()

Si on utilise Ad-invariante dans (%) et 1’expression 7(X) = —31 <([X, Ej], E;) et on cal-
cule on trouve
s~ [XELEY]) = —g(XE[E,Y)
= 1s(XELIY.E]
— S(X,Y) VYeg
m

Proposition 3.3.4. Soit G un groupe de Lie avec § une métrique bi-invariante sur G alors La

. 1.
courbure scalaire est donné par : T = ZdlmG

Preuve . On calcul

= 18(EE][E E})

_ ig(Ei, [Ej, [Ei, Ej]])

_ _}Lg(gi, [E;, [Ej, Ei]))

1
= —B(E,E)

= deimG



Chapitre 4

Etude des métriques invariantes sur H>

Le groupe de Heisenberg IH3 est un groupe de Lie de dimension 3, dans ce chapitre

on a commenger par introduire une carte de la variété IH°.

0 0

Soit { 5-(9), 5. (1), 32

. ( p)} une base de l'espace tangent T, H>.

Rappelons que pour tout point p = (u,v, w) la translation & gauche £, est donnée par

Lp: H? — H3
q=(x,y,z) — L£y(q)=p-q=u+xv+tyz+uy+w)

avece = (0,0,0) est I’élément neutre.

. [0 0 0 , 3
Soit {a(e), 3y (e), Py (e)} une base de I'espace tangent T,IH.

En suite on détermine la différentielle de £, : T.H® — Tp]H3 et on calculer M§

la matrice de d.£, pour deux bases précédentes et on a prend la matrice M; =

a b c
b d e | pour calculer la métrique riemannienne invariante a gauche.
c e f
g invariante a gauche <= Vo,w € T.G g(v,w). = g(deLpv, deLpw),
= o' (M,M{M,)w = o' Mgw

p -
— M,M{M, = Mg
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donc M§ = (M%) 1) Mg (Mp) 1.

De méme méthode en détermine la métrique riemannienne invariante a droite.

Aprés les calculs on a déduit qu’il y a pas une métrique bi-invariante mais il y a une
métrique pseudo-riemannienne plate.

Exemple 4.0.1.

1. Calcul des métrique riemannienne invariantes a gauche

1
H3 = {(0 )telquex,y,zelR}
0

O = R
— < N

soit ¢ une application

0 d d 3
{a(P), E(P), g(p)} une base de T,

On peut voir H3 comme R3 avec la structure du groupe (-) donné par
(x,v,2) - (u,v,w) = (x +u,y+v,w+ xv+ z) avec l'inverse de (x,vy,z) est (—x, —y, —z +
xy).

pour tout point p = (u,v, w) la translation a gauche £, sera

g: B — B
q(x,y,z) — £,(q)=p-q=u+x,0+yz+uy+w)

ona£y(e) = p-eavece = (0,0,0)

d d d 3
{a(e), @(e), g(e) } une base de T,H
maintenant on va calculer la différentielle de £,
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o o
ox Jdy 0z
df2 df2 dfz , 0
po_ | 22 Y972 92 —(e), —(e), —
Mg = e est une matrice de d. £, pour les deux bases e (e), =—(e),

ox 9y

ofs 9fs 9fs

ox dJdy 0z
et {52 52 (0) 52 0) )

avec fi =u+x,for=v+y fs=z+uy+w

1 00
doncMg: 010

0 u 1

et l'inverse de My est M, 1

1 0 0
M)t =10 1 0
0 —u 1

1
0
0
On prend M; = (

:
C
{5050 50}

Autrement dit

) est la matrice d'un produit scalaire sur T,HH> pour la base

a>0
ad — b% >0

det Mg >0

alors on va calculer la métrique riemannienne invariante a gauche

Mp = (Mp) Mg (Mh) !

10 0
My =01 —u
00 1

a b
b d
c e

0 O
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a b c
donc Mg =| b—uc d—ue e—uf
c e f

a b —uc c
d’oil Mé”’”'w) =10 —Cuc fuze—_szerJr d e —fuf

0
1

S O =
—_ o O

—u

c e—xf f
alors la métrique riemannienne a gauche g est :
¢ = adx? + (fx*> — 2xe + d)dy? + fdz? + 2(b — xc)dxdy + 2cdxdz + 2(e — xf)dydz avec
a>0,ad—b*> OetdetMg >0

a b — xc c
et Mg"y'z) =| b—xc fx>—2xe+d e—xf

1. Calcul des métrique riemannienne invariantes a droite
De méme maniere et de méme hypothése on va calculer la métrique riemannienne invariante a
droite §.
la translation a droite ‘R, sera
Ry: B — HP
9(x,y,2) = Ry(q) =q-p=(x+u,y+0v,z+x0+w)
onaRy(e) =p-e=pavece = (0,0,0)

0 d 0 3
{g(e), @(e), E(e) } une base de T,H

maintenant on va calculer la différentielle de R,

oh 9h A

ox dy 0z
dfa 9fr 9fa : d,. 9, .9
po | 92 912 92 Z (o), ZL(e) =
Mgy, = est une matrice de d, R pour les deux bases gy (e), 3y (e), 5

ox Jdy 0z
ds 9fs 9fs
ox Jdy 0z
0 d d
et { 2 (0), 5 0) 5 0)

avec fi =x+u,for=y+v,fs=z+xv+w
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1
donc Mga =10
v

1
(MR = (

1
0
0
a
On prend Mg = | b est la matrice d'un produit scalaire sur T,HH> pour la base
c
d d d
{550}
Autrement dit

a>0
ad —b% >0

det Mg >0

alors on va calculer la métrique riemannienne invariante a droite

Mg = (My) 1) Mg(My,) !

M

0
1
0
a—vc b—ve c—vf 00
doncM§—< b d e )( 10)
c e f -ov 01

o3
I
~
SO
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alors la métrique riemannienne a droite § est :

¢ = (a—2yc +y2f)dx* + ddy? + fdz> + 2(b — ye)dsdy + 2(c — yf)dxdz + 2edydz avec
a > 0,ad — b* > 0et det Mg > 0

On peut conclure qu’il n’y pas une métrique bi-invariante.

Soit g une métrique bi-invariante définie a partir du produit scalaire de matrice Mg

Alors g =&

et par conséquent f =e=c =0

don § = ( Z Z 8 ) donc ¢ = adx? + ddy? + 2bdxdy
000

d'oit g = adx® + Bdy? + ydxdy,Va, B,y € R est une métrique pseudo-riemannienne plate.

(car les g;; sont constantes)

Maintenant on va calculer les symboles de Christoffel de la métrique riemannienne invariante

a gauche, au se restreint au casc =e =0

les symboles de Christoffel non nuls :

1 bxf
F%z = F%l = 12 3

2-b*+ad
1 axf
2 _ 12 __
e =t =
s 3 l—afx®>+ad—b?
=T =""prua
1 bf
1 11 _
s =15 = 25
1 af
2 _ 12 __
W=l = e
1 axf
3 _ 13 __
=15 ="y e
I"l — _dxf
2 _p24ad
bxf
2 _ 12 _
==
bx®f
ngz

—b2 4 ad
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1 df
1‘§3— =

T2 T 2 _p24ad
11 bf
=T =3 s
1 bxf
T%:ng— 212 +ad

la connexion riemannienne :
Vaxdx =T10x + 12,02 =0

bxf axf _afx*+ad — b
1 2
1 bf af ~axf
Vax0z = 39 + {30y + 930z = 2 (ad % T Y T - az)
_ 1l 2 3 —dxf bxf bxf
Voydy = I5p0x + T30y + 1550z = ——70x + =50y + —— 702

1 af vf bsf
_ Tl 2
Vay0z = I'p30x + I'530y + T 3,0z = (ad bza v bzay i 82)

V.02 = T330x + T30y + 13,0z = 0
Les composantes non nuls du tenseur de courbure de Rieman :
3 bf

R121 R212 = R122 Ti2d—12
3 af

R%y = —R5); = 1412

5 axf

121 — Eld _ bz

1—f*+3fd

Rip = —Rpp, = 1 A

3 _ bxf

122 Eld— bz

1 xf?

R%zs = R?a,z = _R%13 = R%32 = Rgz3 = _1 m

1 af
3 3
Ri3; = R3p = T 4ad 12

1 f?
1 2
Riss = =Rsp3 = 1 —3

az)



44 Etude des métriques invariantes sur I3
1 _ 3 bf
M Jad

Rgll - a;a—ijrz

Rng = %

Rt = _zliadbfzﬂ

R§32 = Rgzz = _i%

R31p = Ry = }wdx_{zbz

La courbure sectionnelle :

K(1,2) =

1 f(—afx*+3ad - 3b*)

1
K(l,g) = Zﬂd{bz > 0

1
K(2,3) = Zadf_sz >0

La courbure de Ricci :

s =2 Y

2ad —1?
S(1,2) = _%adbsz
5(1,3) =0
s2) = 5 Y
5(2,3) = —1 3

" 2ad — b2

4 (afx?®+ad — b2)(ad — b?)
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La courbure Scalaire :
1f(—fx*+a+d—f)

2 ad — b2

La courbure Scalaire n’est pas constante

T =

Les champs de vecteurs invariants a gauche :

e1=a"! (%(e)) er = (%(6)) e3 = o ! (%(8)) forme une base de g

ona

e1 = ox

ey = 0y + x0z

e3 = 0z

de plus [e1,e3] = [ep,e3] = Oet [e1,e2] = e3

on peut exprimer la connexion dans la base {e1, ey, e3} comme suite

Veer =THox+ T30y +T30z=0

Ve e2 = T3,0x + T30y + T30z + xT'310x + xT3,0y + xT5,0z = —

2 ad — b?

1 b a ax
Vees = T130x + T30y + 1950z = 5 (ad f 2% f 2% " ad —sz az>

1
Ve,e1 = [310x + T30y + T30z + xT3,0x + xT3,0y + 1750z = —= (

2 ad — b?

Ve,er = I'3,0x + T'2,0y + 5,0z + 2xT3,0x + 2xT'2,0y + 2xT230z = 0

1/ df bf bxf
vezeS = r%?)ax + r%Say + r%l’)az = E <ad _ bzax N ad — b2 ay B ad — b2 aZ)

Ve3€1 = I%lax —+ F%lay + Fglaz _ 1 < bf dx — af ay . lle az)

2 \ad — 12 ad — b2 ad — b2
1/ df bf bxf
.l =
Veser = T3,0x + 13,0y + 3,0z = 2 (ad S L az>

1 (afx2 +bfx

afx*>+bfx

ox + %82)

ox — %82)
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Veses = [350x + 2,0y + 13,0z = 0

Remarque 4.0.1.

1 <afx2-|—bfx

Onavglezz—z R

ox + gaz) et [e1,e2] = 30z

donc Veex # %[el,ez] (car les composantes de V. ey sont diffeérentes des composantes de

1

5 e1, €2]).

d’oti la condition que la métrique est bi-invariante est une condition nécessaire dans la proposi-

tion[3.3.3
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