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Introduction

Depuis la création des marchés financiers, les économistes observent que ces marchés
connaissent une alternance de phase d’euphorie et de dépression. La question qu’ils se
posent et celle de savoir comment "battre le marché" 7.

Les mathématiciens ont depuis longtemps essayé de résoudre les questions soulevées
par le monde de finance. Une des caractéristiques de ces questions est qu’elles font appa-
raitre des dynamiques d’apparence désordonnées et c’est pourquoi les modéles probabi-
listes semblent relativement bien adaptés a cette situation.

L’idée remonte en 1900 par la thése de Louis Bachelier [2] " Théorie des spéculations",
qui propose 'utilisation, sans le nommer, du mouvement Brownien MB pour décrire les
cours boursiers et en déduire le prix des options.

En 1944, Kiyoshi It6 a publié la célébre formule qui prend son nom le calcul stochas-
tique ou calcul d’Ito est en effet un calcul d’intégrale par rapport au mouvement Brownien
MB, cette notion d’intégrale n’est pas usuelle.

Apreés, en 1973 Fischer Black et Myron Scholes [4] ont utilisé la formule d’It6 qui 'ont
permise de représenter de fagons explicites les prix des options en fonction de la volatilité.

Le modéle de Black Scholes devient le paradigme de référence pour la valorisation des
produits dérivés et vaudra a leurs auteurs le prix Nobel en 1997.

La théorie des processus stochastiques semble maintenant dépasser largement le cadre

de la finance, dans un monde ou le hasard fait la loi!

Ce travail comporte trois chapitres dont le but est la recherche de la stratégie optimale
dans un marché financier régie par le modéle de Black-Scholes multidimensionnel & coef-
ficients déterministes. Nous considérons un probléme d’investissement et consommation

optimal visant la consommation attendue sur l'intervalle de temps [0, 7] et la richesse ter-
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minale a la date T avec la mesure du risque limitée uniformément sur [0,T]. L’approche
classique a ce probléme est di & Merton, qui consiste & optimiser une fonctionnelle sous
certaines contraintes. Ce probléme d’optimisation a été étudié par Pergamenchtchikov
et Kliippelberg avec VaR limitée pour une classe de stratégies financiéres non aléatoires
et dans le cas ou la fonction d’utilité est logarithmique. Notre travail, considére le pro-
bleme d’investissement et consommation optimal avec contrainte liée a la mesure de risque
"value-at-risk" VaR limitée uniformément sur [0,T| pour des stratégies financiéres admis-

sible et des fonctions d’utilité puissance.

Dans le premier chapitre nous donnons quelques notions essentielles concernant les
processus stochastiques et le mouvement Brownien qui sont les outils majeurs des mo-
déles de Black Scholes et servent a construire la plupart des modéles d’actifs en finance.
Puis nous construirons l'intégrale stochastique d’It6 ainsi nous introduisons le calcul dif-

férentiel stochastiques qui lui est associé : le calcul d’Ito.

Le deuxiéme chapitre repose sur certains modeéles de finance en utilisant la modé-
lisation stochastique d’un marché financier du type Black-Scholes multidimensionnel &
coefficients déterministes. Pour la gestion du portefeuille et I’étude de I'investissement et
la consommation, nous introduisons la fonction de cotit et ’ensemble des controles admis-
sibles, puis nous donnons une solution optimale sans contraintes d’un probléme optimal
de controle stochastique.

Le troisiéme chapitre est consacré a I'étude de la consommation et 'investissement
optimaux dans le cas ou la fonction d’utilité est une fonction puissance. En utilisant le
calcul d’Itd et 'optimisation stochastiques, nous donnons une solution optimale avec les
contraintes liées a la mesure de risque "Value at risk" VaR selon les changements des

régimes de la fonction de cofit.

Finalement, une conclusion et bibliographie présente des compléments au mémoire.



Chapitre 1

(Généralités sur les processus
stochastiques et calcul différentielle

Le but de ce chapitre est d’introduire le mouvement Brownien et les outils de base du

calcul stochastique essentiels pour comprendre et formuler le modéle de Black-Merton-
Scholes :

— Apreés une présentation générale des processus en temps continu, nous présentons

ensuite le mouvement Brownien et étudions quelques propriétés importantes de ce
processus.

— Nous introduisons la notion d’intégrale stochastique qui nous servira par la suite
a modéliser I’évolution du processus de richesse dans un modéle financier ou les
transactions se déroulent de maniére continue dans le temps.

— Enfin, nous présentons les processus d’'Ito, le Lemme d’It6 et les équations différen-

tielles stochastiques.

1.1 Généralités

Pour représenter I'état d'un systéme dépendant du temps et du hasard, le modéele
mathématique se présente naturellement sous la forme d’un espace de probabilité (2, F, P)
et d’une fonction (¢,w) — X;(w) représentant 1’état du systéme. Pour ¢ fixé, I’état du
systéme est une variable aléatoire X;(w), en revanche, pour une évolution particuliére du
systéme (i.e a w fixé) les états successifs sont représentés par la fonction t — X;(w) que

I’on nomme par abus de langage une trajectoire. Commencons par préciser ce que l'on



1.1 Généralités 7

entend par processus a temps continu.

1.1.1 Processus stochastique, filtration

Dans toute la suite, on supposera donner un espace probabilise (Q, F,P), ou Q est
un ensemble, F est une tribu contenue dans l’ensemble des parties de €2 et P est une

probabilité sur la tribu F.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique X est la donnée
de {X;,0 <t < o0}, o, at fixé, X; est une variable aléatoire définie sur (2, F,P) a
valeurs dans (R, B(R?)).

B(R?) désigne la tribu borélienne de RY.

Siw € Q fizé, la fonction t — Xy(w),t > 0 est une trajectoire du processus X. X; peut

représenter par exemple le priz d’une action ou titre financier, a l’instant t.

Définition 1.1.2 (Filtration) Une filtration (ou flot d’information) (Fi)i>o est une fa-

malle croissante de sous tribus de F :

pour tout t>s>0, F,CF, CF.

— La tribu F; représente I'information dont on dispose a l'instant ¢ et elle augmente
avec le temps.

— Si l'espace de probabilité (£2, F,P) est muni d’'une filtration (F;)¢>0, on parlera de
I'espace de probabilité filtré (Q, F, (F;)i>0, P).

— On demande souvent que les ensembles négligeables soient contenus dans F.
On parle d’hypothéses habituelles si : les ensembles négligeables sont contenus dans

Fo et la filtration est continue a droite au sens ou F; = ﬂ8>t Fs.

— La filtration naturelle associée a un processus (X¢):>o, est par définition la famille

de sous tribus :
.Ft :O'(XS,S St)

ou JF; est la plus petite tribu rendant mesurable les applications w — X (w), pour
s <t.
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Définition 1.1.3 Soit X = (X;);>0 un processus stochastique.

— Le processus X est dit mesurable si l’application suivante :
([0, +00[x 2, B([0, +00)) @ Fr) — (R, B(RY)
(t,w) — Xy(w)
est mesurable.

— Le processus X = (X;)i>0 est dit adapté a (F;)i>o0, si pour chaque t, X; est Fy-

mesurable.
— Le processus X est dit progressivement mesurable par rapport a la filtration

(Fi)e>0, st pour tout t > 0 Uapplication suivante :

([0, xQ.B(0,1) © ) — (R BR)
(s,w) — Xs(w)

est mesurable.

— On dit que le processus est a trajectoires continues (ou est continu) si les appli-
cations t — X (w) sont continues pour presque tout w € §Q.

— Le processus X est dit cadlag (continu a droite, pourvu de limites a gauche) si ses
trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites a gauche.

— Le processus X est dit caglad (continu a gauche, pourvu de limites a droite) si ses
trajectoires sont continues a gauche, pourvues de limites a droite.

— Le processus X est dit a accroissements stationnaires si : pour tout t, la loi de
Xion — Xy ne dépend pas de t.

— Le processus X est dit a accroissements indépendants si :
pour tout ty < --- <t, € Ry, les variables aléatoires Xy, Xy, — X4y, -+, Xy, — X4,

sont indépendantes.

1.1.2 Martingales a temps continu

Soit (2, F,IP) un espace de probabilité et (F;);cr, une filtration de cet espace.

Définition 1.1.4 Soit (0, F, (Fi)i>0, P) un espace probabilisé filtré . Une famille adaptée
(Xt)i>0 de variables aléatoires intégrables (c’est- a-dire vérifiant E(|X,|) < +oo pour tout

t) est :
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— une martingale si, pour tout s < t, B(X;|Fs) = X.
— une sur-martingale si, pour tout s < t, E(X;|F;) < Xs.
— une sous-martingale si, pour tout s < t, E(X;|Fs) > X;.

Propriétés

1. On déduit de la définition d’une martingale que, si (X;):>o est une martingale, alors
E(X;) = E(Xy), pour tout t.

2. Si (X;,t < T) est une martingale, le processus est complétement déterminé par sa
valeur terminale : X, = E(X7|F).

Cette derniére propriété est d’un usage trés fréquent en finance.

3. Si X est une martingale, alors, X? est une sous martingale.

1.2 Le mouvement Brownien (M.B.)

Un exemple particuliérement important de processus stochastique est le mouvement
Brownien. Il servira de base pour la construction de la plupart des modéles d’actifs finan-

ciers et de taux d’intérét.

Définition 1.2.1 On appelle mouvement Brownien un processus stochastique a valeurs
réelles, (Wyi)i>0, qui est un processus G accroissements indépendants et stationnaires dont
les trajectoires sont continues. Ce qui signifie que :
— continuité : P p.s. la fonction s — Wi(w) est une fonction continue.
— andépendance des accroissements : Si s < t,W; — W, est indépendant de la tribu
Fs=0(Wy,u<s).
— stationnarité des accroissements : si s < t, la loi de Wy — Wy est identique a celle
de W,_s — Wy.
Autrement dit, les accroissements sont indépendants du passé et sont de loi normale cen-

trée et de variance égale a la longueur de l'intervalle de temps (t — s).
Remarque 1.2.1 Un mouvement Brownien est dit standard si :

We=0 Pps EW,)=0, EW?) =t
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Définition 1.2.2 (M.B. standard de dimension d) Un mouvement Brownien (stan-
dard) de dimension d, {W;, F;,0 < t < T} est la donnée d’un processus mesurable W a

valeurs dans R, et d’une filtration, tels que W est adapté a (F;)eo et vérifie :
a) Wy =0 presque sirement.

b) W est continu i.e t — Wi(w) est continue pour P presque tout w € €.

c) Pour 0 < s <t, l'accroissement Wy — W est indépendant de Fs.

d) Pour 0 < s <t, laccroissement Wy, — Wy suit une loi normale centrée, de matrice de

covariance \/t — sldy ot Idy désigne la matrice identité de dimension d.

Remarque : Un processus W = (W}, - -+, W);>¢ a valeurs dans R? est un mouvement
Brownien d-dimensionnel standard si les composantes W/,i = 1,--- ,d de W sont des

mouvements Browniens standards indépendants.
Proposition 1.2.1 [16](propriétés de martingale) Si W = (Wy)icio,r) est un mouve-
ment Brownien et F = (F;)iepo,r) sa filtration naturelle, alors

1. le processus W est une martingale par rapport a la filtration (F;)cpm, de carré inté-
grable, i.e.
Vo<s<t EW/F) =W
2. le processus (W2 — t)ecpo,r) est aussi une martingale par rapport a la méme filtration.

2
3. le processus (eAWt’%t)te[o,T] (Brownien Exponentiel) est Fy-martingale.

Quelques résultats concernant la régularité des trajectoires.

Théoréme 1.2.1 [16/(Régularité)
1. Le M.B. est a variation infinie sur tout intervalle.
2. Le M.B. n’est dérivable en aucun point.

3. Les trajectoires du M.B. sont localement Hélder-continues d’ordre o, avec ov < 1/2.

Par contre c’est fauz si o > 1/2.
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Exemple :(Le mouvement Brownien géométrique)

Un mouvement Brownien géométrique, de valeur initiale So > 0 déterministe, de
coefficient de tendance (ou dérive) p et de coefficient de diffusion o, est un processus

(St)i>0 défini par

o —152) 40w,
St - SO eXp(“ 27°) t?

ou {W;,t > 0} est un mouvement Brownien standard réel.

1.3 Intégrale stochastique

1.3.1 Intégration des processus élémentaires

Dans toute la suite, on fixe un horizon de temps 7" > 0. On s’intéressera aux trajectoires

des processus considérés seulement sur U'intervalle de temps [0, 7.

Définition 1.3.1 (Processus élémentaire) Un processus réel H = (Hy)i>o défini sur ’es-

pace de probabilité filtré (2, F, (Fi)i>0, P) est appelé élémentaire s’il peut s’écrire comme :

Ht(w) = Zei(w)l}ti—lztib A E]O,T], (1'1>
i=1
ou {to < --- < t, = T} est une subdivision de [0,T] et (0;)o<i<n est une suite de

variables aléatoires telles que 0; est F;,_,-mesurable et la variable aléatoire sup, |0;| est

bornée.
Dans toute la suite on note £ = E(Q, F, (Fi)i>0, P) l'ensemble des processus élémentaires

définis sur lespace de probabilité filtré (Q, F, (Fi)i>0, P) .

On commence par définir l’intégrale stochastique pour les processus élémentaires.

Définition 1.3.2 (Intégrale stochastique I) Soit H € £(Q), F, (Fi)i>0, P) un processus
élémentaire et 0; les variables qui interviennent dans ’écriture de [’équation (1.1). L’in-

tégrale stochastique de H contre le mouvement Brownien entre la date 0 et la datet < T,
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notée fOT H,dW, est définie par

/ H,dW, = Ze Wint, — Winti_,)

=1

Pour 0 < s <t<T, on définit f; H,dW, par

t t s
/ H,dw, :/ H,dw, —/ H,dw,
s 0 0

Remarque : Notons que si k est U'entier tel que ¢ €|ty, ty41], alors

/HdW Ze ) A O (Wi =W, ZHt )+ H (W —W).

En particulier :
t
/ 1dW, == W, — Wy = W,.
0
Proposition 1.3.1 [16] (Propriétés de l’intégrale stochastique I) L’intégrale sto-
chastique du processus élémentaire H contre le mouvement Brownien, satisfait les pro-
PTIELEs :
1. Le processus {fg H,dW,,0 <t < T} est Fy-adapté et a trajectoires continues.
2. Le processus {fot H,dW,,0 <t <T} est une Fi-martingale qui démarre a zéro.

3. Le processus {fot H,dW,,0 <t < T} vérifie la propriété d’isométrie :

]E[(/OtHuqu)z} :E[/OtHdeu].

2
4. Le processus {(f(f Huqu) — fot H2du,0 < t < T} est une Fi-martingale qui

démarre a zéro.
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1.3.2 Intégration des processus de £([0,T])

On considére I'ensemble £2([0, T]) défini par :
T
L£2([0,T]) = {(Ht, 0 <t <T),processus Fi-adapté tel queE{/ Hgdu} < oo}.
0
On désigne par M?([0,T]) I'ensemble des martingales de carré intégrable :

M*([0,T)) = {M = (M;,0 <t <T), martingale et Vt € [0,T], E[M}] < oo}.

Proposition 1.3.2 [16] La fonction : H — E[fOT H2du| définit une norme sur L2([0,T}).

FElle sera notée ||H||z2 .

Lemme 1.3.1 [16] L’ensemble des processus élémentaires € est dense dans L*([0,T])
muni de la norme || - ||z2. Cest a dire, pour tout processus H € L*([0,T]) il existe une

suite de processus €lémentaires (H™)p,>1 C & telle que :
T
|H — H"||7: = E{/ (H, — H{})Qdu} 500 0.
0

Théoréme 1.3.1 [16](Intégrale stochastique II) I existe une unique application li-
néaire T qui a tout processus H € L*([0,T]) associe une martingale continue de carré
intégrable Z|H] € M?([0,T]) vérifiant les propriétés suivantes :

1. L’application T coincide avec l’intégrale stochastique des processus élémentaires :
t
I[H], = / HodW,, — VHeE, viel0,T]
0
2. L’application T vérifie la propriété d’isométrie :
t
E{I{H]?} = E[/ Hfds], VH € £2([0,T)),Vt € [0, 7).
0

Pour H € L%([0,T)), le processus Z|H| est appelé intégrale stochastique de H par rapport
au mouvement Brownien W. On note : fot HdW, = T[H];,.
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Remarque : L’isométrie nous renseigne que la norme de Z[-] en tant qu’application
linéaire de £? dans M? est bornée égale & 1. Donc en particulier il s’agit d'une application

continue et par exemple avec les notations du Lemme (1.2.1) nous aurons que

lim Z[H"] = Z[H].

n—0

Ceci est utile pour calculer Z[H].

Considérons le cas particulier de 'intégrale de Wiener :

Proposition 1.3.3 (Intégrale de Wiener) Soit f : [0,T] — R une fonction dans L*.
Le processus {f(f f(s)dWg, t €0, T]} est appelé intégrale de Wiener et vérifie

/Ot F($)dIV, ~ N(O, /Ot f2(s)ds)

1.3.3 Intégration des processus de £([0,77])
On considére 'ensemble £([0, 7)) défini par :

L£([0,7]) = {(Ht, 0 <t <T), processus Fs-adapté tel que {fOT Hgdul <oo P-— p.s}.

Théoréme 1.3.2 [10](Intégrale stochastique III) I existe une unique application li-
néaire I qui a tout processus H € L([0,T]) associe un processus Z[H| a trajectoires

continues sur [0, T, vérifiant les propriétés suivantes :

1. L’application T coincide avec l’intégrale stochastique des processus élémentaires :
t
I[H]t:/ HydW, VHeE, vtel0,T)
0

2. L’application T vérifie la propriété de continuité : si (H"),en est une suite de pro-

T
cessus simples telle que / (H")?du —>,_00 0 en probabilité, alors
0

sup (Z(H™);) —n—o0 0
t€[0,T]

en probabilité.
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Pour H € L([0,T]), le processus Z[H] est appelé intégrale stochastique ou encore intégrale

d’Ito de H par rapport au mouvement Brownien W. On note
t
/ HdW, =T[H],.
0

Par ailleurs si H est continue et localement bornée et A"est une suite de subdivisions de
0,¢] avec |A|™ — 0 alors (propriété de sommes de Riemann- It6) :

n—00
tpEA™

t
lim Yy Hy (W, —W,,) = /O H,dW,  P.p.s

1.4 Calcul d’'Ito6

On va maintenant introduire un calcul différentiel sur les intégrales stochastiques. On
appelle ce calcul "calcul d'It6" et I'outil essentiel en est la "formule d’It6". On commence
par préciser la définition de la classe de processus pour la quelle on peut énoncer cette

formule.

1.4.1 Processus d’'Ito

Définition 1.4.1 Soient (Q, F, (Fi)i>0,P) un espace probabilisé muni d’une filtration et
(Wi)eso un Fi-mouvement Brownien. On appelle processus d’Itd, un processus (Xi)o<t<r

a valeurs dans R tel que

t t
Vi<T Xi=Xp +/ Kds +/ Hy,dWs, P p.s.
0 0

avec
- Xo Fo-mesurable.

— (Kt)o<t<r €t (Hy)o<i<r des processus adaptés a (Fy)i>o-
- [T K lds < 400 P ps.
~ [y |Hy?ds < 400 P ps.
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La décomposition d'un processus d’'Itd est unique au sens, si
t t t t
X = Xo —|—/ Kds —|—/ H,dW, = X +/ Klds +/ H.dW,
0 0 0 0
alors Xo = X{ P.p.s., K=K, dt®P.p.s. et H =H, dt®Pp.s.

1.4.2 Formule d’'It6

Théoréme 1.4.1 [18] Soit (X;)o<t<T un processus d’Ito de la forme

t t
Xt:Xo—i—/ st8+/ H,dWs.
0 0

et f une fonction deuz fois continiment différentiable sur R . On a

F(X0) = F(Xo) + /f dX+/f” X),

ou, par définition,
t
<X,X)t:/HS2dS,
0
et

/f X, = /f de+/f D H dW,.

De méme si (t,x) — f(t,x) est une fonction deux fois différentiables en x et une fois
différentiable en t, ces dérivées étant continues en (t,x) (on dit dans ce cas que f est de

classe C1? ), on a

f(t, X:) = £(0, Xo) /f (s, Xs) ds+/f (s, Xs)dXs+ = / (s, Xs)d(X, X)s.
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Exemples d’utilisation de la formule d’It6 :

Commengons par traiter un exemple élémentaire. Si f(x) = 2* et Xy = W; on a
K,=0et H,=1, donc

t 1 t
W2 = 2/ W, dW, + —/ 2ds,
0 2 0

on obtient

t
W2 —t= 2/ W,dW.,.
0

1.4.3 Formule d’It6 multidimensionnelle

Dans le cas ot la fonction f dépend de plusieurs processus d’It6 et lorsque ces processus
d’Ito6 s’expriment en fonction de plusieurs mouvements browniens la formule d’Ito se

généralise.

Définition 1.4.2 Soient (Q, F, (Fi)i>0, P) un espace probabilisé muni d’une filtration et
(W)eso = (W, ..., W) 50 un Fy-mouvement Brownien standard d-dimensionnel. On dit

que (Xi)o<i<r est un processus d’Ito si

t d t
Pps. Vt<T X;,=X, +/ K.ds + Z/ HgdWsi,
0 i1 Y0

avec
- Xo est Fy-mesurable.

~ (Ki)o<i<r et les (H!)o<i<r sont des processus adaptés a (F;)io-
- fOT |K,|ds < +00 P p.s.
- fOT(H;')st <400 Pp.s.

La formule d’It6 prend la forme suivante :

Théoréme 1.4.2 [19] Soient X = (X}, -+, X?) p processus d’Ito6 :

t d t
X=X+ [ Kids+ Y [ Hoawi ve o)
0 = Jo
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alors si f est une fonction deux fois différentiable en x et une fois différentiable en t, ces

dérivées étant continues en (t,x) :

0 )
1 o 1 1 )
F, X XPY = F(0, X8, XE)+ 3 (s, X} XP ds+2/ 3%1 L XPYAX!

1L [ , .
— X, XP)d < X", X >,
+QZZ/ 8xi:1:j(s s ) s) I

ol

d d
d< X' X0 >=> H"H™ds, et dX.=Kids+ Y HJdW/.

m=1 j=1

1.5 Equations différentielles stochastiques (EDS)
1.5.1 Définitions

(Q, F,(Fi)i>0,P) est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.5.1 Une équation différentielle stochastique EDS est une équation de la

forme
t t
X, = X0+/ b(s,XS)ds+/ o(s, Xs)dWy (1.2)
0 0
ou sous forme condensée
dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)th7
XO =X

ot l'inconnu X est un processus d’Ité a valeurs dans RP, W est un mouvement Brownien

standard de R? et

b:[0,T] xRPF — RP et 0:[0,T] x R? — M, 4(R)
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sont des applications continues avec M, 4(R) désigne l’'ensemble des matrices p x d a

coefficients réels.

Définition 1.5.2 Soit b et o deux fonctions de RT x RP @ valeurs réelles données. On se
donne également un espace (Q, F,P) muni d’une filtration (Fi)i>o et un Fi-mouvement

Brownien W sur cet espace. Une solution de l’équation différentielle stochastique (1.2) est

un processus X continu Fi-adapté tel que les intégrales f(f b(s, Xs)ds et fot o(s, Xs)dWs

ont un sens et l’égalité

t t
X; = Xp —|—/ b(s,XS)ds—i-/ o(s, Xs)dWy
0 0
est satisfaite pour tout t, P p.s.

1.5.2 Solutions fortes

Définition 1.5.3 Un processus stochastique {X}icjor) est appelé une solution forte de
UEDS (1.2) avec condition initiale Xy si
— X, est Fi-mesurable pour tout t € [0,T];

— on a les conditions de régularité

IP’(/OT |b(s, X)|ds < oo) = IP(/OTU(S,XS)st < oo) =1;

— pour tout t € [0,T], on a

¢ t
X: = X, —I—/ b(s,XS)ds+/ o(s, Xg)dW;
0 0
avec probabilité 1.

1.5.3 Théoréme d’existence
Théoréme 1.5.1 [22] On suppose que

1) les fonctions b et o sont continues,



20 Généralités sur les processus stochastiques et calcul différentielle

2) il existe K > 0 tel que pour tout t € [0,T], x€RP, yecRP
i) |[o(t, )| + [lo(t, )] < k(1 + ||=]])
i1) ||b(t, ) — b(t, y)|| + lo(t, x) — o(t,y)|| < k|lz -y
3) La condition initiale Xy est indépendante de (Wy)i>o et est de carré intégrable, alors

Uéquation (1.2) admet une unique solution (X)) @ trajectoires continues pour

tout t < T'. de plus cette solution vérifie

E( sup || X¢?) < 0.

0<t<T

1.5.4 Exemples

1. Le mouvement Brownien géométrique

On considére ’équation différentielle suivante
dXt = ILLXtdt -+ O'Xtth, XO =X (13)

ol p et o sont des constantes.

Cette équation est appelée 'équation de Black et Scholes; i est appelé le coef-
ficient de dérive (il traduit la tendance générale de processus) et o le coefficient de
diffusion (il traduit la variabilité ou encore la "volatilité" du processus). Cette équa-
tion, ou des généralisations de celle-ci, sont couramment utilisées en mathématiques

financiéres pour décrire I’évolution des prix des actifs.

Proposition 1.5.1 [19] L’équation différentielle stochastique (1.3) admet une so-

lution unique qui est donnée par
02
th _ xe(u—T)t—l—UWt.

Ll

le processus (X;)i>o tel que X; = elr=F)t+oWe et appelé le Brownien géométrique

Preuve (Il suffit d’appliquer la formule d’'It6).

2. Dans le cas ou i et o sont des fonctions déterministes adaptées et bornées, I’équation

différentielle stochastique précédente est définie par

dXt = ,utXtdt + UtXtth7 X() =X
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et elle admet une solution unique qui est donnée par
t t 1 t
X, = exp] / u(s)ds + / o(s)W, — / o (s)2ds).
0 0 0

1.5.5 Exponentielle stochastique

On fixe un horizon fini 7' > 0 et on suppose que la filtration (F}" )o<i<7 est la filtration

naturelle du mouvement Brownien (W})o<t<r.

Définition 1.5.4 Une exponentielle stochastique est un processus (& )o<i<r défini par

= E(9) = el P LI

ot B = (B)o<i<r est un processus stochastique adapté tel que IP’(fOT BEdt < o0) = 1.

Proposition 1.5.2 [16]Soit B = (B;)o<i<T un processus stochastique adapté cadlag tel

que E(fOT BEdt) < oo. La solution de ’équation différentielle stochastique
A& = & dWy, &y =1
est lexponentielle stochastique (E;)o<i<r tel que
& = Ei(B) = el BrdWi=3 Jy Blds,

De plus, si E(exp[s fOT B2dt]) < oo, alors le processus (E)o<i<T est une martingale

d’espérance 1.

1.6 Changement de probabilité, Théoréme de représen-
tation des martingales

1.6.1 Probabilités équivalentes

Soit (£2, F,P) un espace probabilisé. Une probabilité Q sur (€2, F) est dite absolument

continue par rapport a P si :

VAEF P(A)=0= Q(A)=0.
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Théoréme 1.6.1 [19] Q est absolument continue par rapport 4 P si, et seulement si, il

existe une variable aléatoire Z o valeurs positives ou nulles sur (Q, F) telle que :
VAe F Q(A) = / Z(w)dP(w)
A

. L, . - . dQ
Z est appelée densité de Q par rapport a P et parfois notée 35 .

Les probabilités P et Q sont dites équivalentes si chacune d’elles est absolument continue
par rapport a 'autre. Noter que si Q est absolument continue par rapport a IP, de densité

Z, alors P et Q sont équivalentes si et seulement si P(Z > 0) = 1.

1.6.2 Théoréme de Girsanov

Soit (§2, F, (Ft)o<t<T, P) un espace probabilisé filtré, dont la filtration naturelle d’un
mouvement Brownien standard (W;)o<i<r indexé¢ par lintervalle de temps [0,7]. Le

théoréme suivant, que nous admettrons, est connu sous le nom de théoréme de Girsanov.

Théoréme 1.6.2 [19] Soit (6;)o<t<r un processus adapté par rapport & (Fi)o<i<r VETifiant

T .
Jo 02ds < 400 p.s. et tel que le processus (Ly)o<i<r défini par :

t 1 t
L, =exp (—/ 0, dW, — 5/ 9§d5>
0 0

soit une martingale. Alors , sous la probabilité P* de densité Lt par rapport a P, le

Processus (Wt>0§t§T défini par Wt =W,+ fot O.ds, est un mouvement Brownien standard.

Remarque 1.6.1 Une condition suffisante pour que (L;)o<i<r Soit une martingale (c’est-

a-dire  E[Ly| = 1) est donnée par la condition suivante, due a Novikov :

1",
E |exp 3/, Ordt > | < 4o00.
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1.6.3 Théoréme de représentation des martingales Browniennes
Soit (W})o<t<r un mouvement Brownien standard construit sur un espace probabilisé

(Q, F,P) et soit F;)o<i<r sa filtration naturelle. On rappelle que si (Hy)o<i<r est un

processus adapté tel que E < fOT Hfdt) < 00, le processus ( fOT Hfdt) est une martingale

de carré intégrable, nulle en 0. Le théoréme suivant montre que toutes les martingales

Browniennes peuvent se représenter a l'aide d’une intégrale stochastique.

Théoréme 1.6.3 [19] Soit (M;)o<i<r une martingale continue de carré intégrable, par

rapport a la filtration (Fy)o<i<r. Alors, il existe un processus adapté (Hy)o<i<r tel que

E(fOT H2ds) < oo et, pour tout t € [0,T],
T
M; = M, +/ H,dWy p.s.. (1.4)
0

Noter que cette représentation n’est possible que pour les martingales de la filtration

naturelle du mouvement Brownien.
Il résulte du théoréeme que si U est une variable aléatoire Fp-mesurable de carré intégrable,

on peut I’écrire sous la forme :
T
U=EU) +/ HdWs p.s.
0

ou (H;) est un processus adapté tel que E( fOT HZ2ds) < +oo0. Il suffit pour cela de considérer
la martingale M; = E(U/F;). On peut démontre aussi que si (M;)o<i<r est une martingale

(non nécessairement de carré intégrable) il existe une représentation du type (1.4) mais

- T
avec un processus vérifiant seulement [; HZds < +o0, p.s..



Chapitre 2

Marchés financiers en temps continu

2.1 Marché financier

Définition 2.1.1 Un marché financier est un lieu (parfois virtuel) ot l’on achéte et vend
des titres financiers (appelés aussi actifs financiers), qui sont des contrats ot les parties
s’échangent des flux d’argent. Le prixz d’un titre financier est le montant convenu entre les
deuz parties en échange du titre. Certains marchés autorisent la vente a découvert (short
sell), c’est-a-dire autorisent les agents a vendre des titres qu’ils ne possédent pas, ce qui
leur permet de faire a tout moment des paris a la hausse ou a la baisse. En pratique, un
agent ayant vendu un actif a découvert doit ’emprunter au jour le jour auprés d’un autre

opérateur de marché (ce qui a un codt).

2.2 Les actifs financiers

Les actifs financiers peuvent étre classés en deux grandes catégories :

— L’actif sans risque : il rapporte un rendement constant connu a ’avance, i.e.
le rendement du titre entre les dates t et t 4+ dt est connu a la date t. Il s’agit en
général d’une obligation émise par I’état, i.e. sans risque de défaut.

— Les actifs risqués : ils rapportent un rendement non connu a ’avance. Il s’agit par
exemple des actions, des obligations émises par des entreprises pouvant faire défaut,

etc...
On appelle marché parfait un marché sur lequel on peut acheter et vendre les dif-

24
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férents actifs sans restriction de quantité et sans payer de cotlit de transaction ou

taxes.

2.3 Cadre probabiliste

e L’incertitude sur les marchés financiers est modélisée par un espace de probabilité
(Q, F,P) muni d’une filtration F = (F;);>0 ol
— () représente tous les états du monde,
— la tribu F représente la structure d’information globale disponible sur le marché,
— (Ft)e>0 est une famille croissante de sous tribus de F ou F; décrive I'information
disponible aux agents du marché a la date t, F/; C F. Dans le cas ou I'horizon T’
des investisseurs sur le marché est fini, on suppose usuellement Fp = F.
— la probabilité P est la probabilité historique qui donne les probabilités & priori
des évenements considérés.
e L’actif sans risque : Dans cet actif le taux sans risque est modélisé par un processus
F-prévisible (1¢)scp0,1), 1. 14 est Fi-mesurable pour tout ¢ € [0,7]. Un dinars placé
sur un intervalle dt rapporte un rendement 7;dt. Autrement dit, un dinars placé a

la date s rapporte a la date t > s la somme eJs rudu
Si on note par SP la valeur de prix de cet actif a I'instant t, alors la dynamique de

SY est régie par I'équation différentielle ordinaire suivante
dsp = SPrdt, avec S =1.

e L’actif risqué : Si on note par S; la valeur (aléatoire) de prix de l'actif risqué alors,
actif risqué est modélisé par un processus stochastique S = (S¢).cjo,77 qui est adapté
a sa filtration naturelle (F;)co,r] et que on supposera continu. La dynamique de

cette processus est régie par une équation différentielle stochastique définie par
dSt = St,utdt + Statth7 avec So = S,

ou
— 1 est appelé le taux de rendement instantané, on interpréte comme le rendement
relatif espéré par unité de temps : il mesure la tendance du marché et est souvent

comparé au taux sans risque 7y.
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— o, est appelée la volatilité, elle mesure ’aléa de I'actif risqué.

— (Wi)i>0 est un mouvement Brownien standard.

Remarque : On peut considérer des modeéles ou les coefficients p et o sont détermi-
nistes : = u(t), o = o(t), sont des fonctions du temps et du prix : p = u(t, s), o = o(t, s),
on parle alors de modéle de diffusion avec volatilité locale, ou encore des processus aléa-

toires.

Définition 2.3.1 Un portefeuille autofinancant est une stratégie d’achat ou de vente
de titres, actions, préts et emprunts a la banque, et plus généralement de produits dérivés
dont la valeur n’est pas modifiée par l’ajout ou le retrait d’argent. On notera X, la valeur

en t du portefeuille X.

Définition 2.3.2 Un arbitrage sur la période [0, T est un portefeuille autofinangant X
de valeur nulle en t = 0 dont la valeur Xt en T est positive et strictement positive avec

une probabilité strictement positive.

XQZO, Xr>0 et ]P)(XT>O)>O

La premiére condition signifie que I'on part de rien, la seconde que 'on est sir de ne pas
perdre d’argent et la troisiéme qu’avec une probabilité strictement positive on fait un réel
profit.

On imagine sans peine que les gens qui tentent de réguler le marché cherchent & tout prix
a proscrire les opportunités d’arbitrage. En effet, si de telles opportunités sont admises
le marché ne tarde pas a "exploser". Une hypothése communément faite est donc celle

d’absence d’opportunité d’arbitrage (AOA, no free lunch) entre tout instant 0 et 7.
{Xo=0 et Xy>0} = P(Xyr>0)>0.

L’hypothése signifie simplement : "Si ma richesse aujourd’hui est nulle, elle ne peut devenir

positive et non identiquement nulle", soit "On ne peut gagner d’argent sans capital initial".
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2.4 Investissement et consommation en temps continue

2.5 Le modéle de marché

Soit 7" un nombre réel strictement positif fixé, (2, F, (F¢)sejo,7], P) un espace probabi-
lisé filtré satisfait aux conditions habituelles, W = (W;, ¢ € [0,7]) un mouvement Brow-
nien standard d-dimensionnel, (F;)co1] avec Fy = o{W,,s < t},t > 0 est la filtration
engendrée par le mouvement Brownien (W};):>0 augmentée par les ensembles négligeables
et on travail sur I'intervalle du temps [0, 7] avec T est la date d’échéance.

On considére un marché financier de type de black-scholes consiste (d+1) actifs financiers :

— L’un sans risque de prix S? régie par 'équation différentielle ordinaire :
dS) = SPrdt, Sy =1.

— Les autres actifs sont risqués, de prix S}, S?,---,S? respectivement et 1’évolution

du cours de ces actifs est régie par ’équation différentielle stochastique suivante :

d
dS; = S(pdt + Y o/ dW}), i=1,---.d ;>0

j=1
et si Sy = (S}, -+, 5% est le vecteur des prix des actifs financiers risqués, alors
dS;}
as, = dSZ
as¢
SN/l SN [oft o2 .. old\ [dW}
N N D PV ) B ey
S.f ,uf S{l a;?l a;‘m a;fld thd

= St/Ltdt + Statth-
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Ou
— e = (ut, -, pud) :est le vecteur de taux de rendement, avec ()’ désigne la notation
du transposé.
— 1y 0 est le taux d’intérét.
— 0y 1 (077); est la matrice de volatilité.
On suppose que les coeflicients ry, s, 0¢ sont des fonctions déterministes continues a droite

admet une limite a gauche (cadlag), de plus la matrice o, est non singulier.

Remarque : Dans le modéle de Black et Scholes et d’aprés le théoréme de Girsanov et
le théoréme de représentation des martingales Browniennes, on voit qu’il existe une pro-

babilité risque neutre si et seulement si il existe un processus progressivement mesurable

(Qt)OStST tel que

T
Mt — T = O'tet, / 93(15 < 400,
0

t 1 t
et E {exp {—/ O, dW, — —/ Ogds}} = 1.
0 2 Jo

Dans ce cas, si P*, est la mesure de densité par rapport & P sur JFr définie par le

processus (6;)o<i<7, alors
. . o . t 1 t
dS(t) = S(t)o, dWy, i.e. S(t) = Spexp {—/ osdWs — 5/ afds} ,
0 0

ou Wt =W+ fot f,ds est un mouvement Brownien sous P* et S (t) désigne le prix actualisé

4 Dinstant t.

2.6 Stratégie financiéres et portefeuille.

On considére un investisseur muni d’un capital initial Xo = = > 0 veut I’a distribué
dans ce marché par les stratégies (¢, pr, ..., ¢%), ot :

— ¢y est la quantité investie dans 'actif sans risque,
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— ;= (g, -+, ) les quantités des actifs risqués, c’est-a-dire posséde une quantité

¢l dactifs S;, (1 <j<d).

Définition 2.6.1 (Une stratégie financiére) Une stratégie financiére est un processus

stochastique H = (¢¢,¢1)icor) 00 (60, 00)icor) = (0o, @1y - O )ieor) progressivement
mesurable, & valeurs dans R x R? et tel que les intégrales

T T

/ ¢:dSy et / idS;, 1<i<d

0 0
aient un sens. Pour chaque i < d et t € [0,T], ¢! représente la quantité d’actifs risqués
St détenus dans le portefeuille et ¢, la somme placée au taux sans risque.
La somme ¢; placée au taux sans risque rapporte un rendement instantané ¢,ridt. La
somme .S} placée en actif S* induit un gain lié a la variation du cours de l'actif égal a
pldSy.

La valeur a t € [0,T) du portefeuille associé a une stratégie H est donnée par
d
X, = &SP+ > ¢St
i=1

Le processus (X)o<i<r appelé aussi processus de richesse.

Remarque : Le fait que le processus (H)scpo,r) soit progressivement mesurable est trés
naturel : la prise de décision en ¢ ne peut se faire qu’avec la connaissance de I'information

disponible a t i.e F;.

Définition 2.6.2 (Une stratégie financiére autofinancée) Une stratégie financiére
H = (¢, ¢t)recpo,m est dite autofinancée si la valeur du portefeuille associée vérifie I'équa-

tion différentielle stochastique suivante :

d
dX; = ¢S] + Y ¢S] (2.1)
=1
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Remarque : Sur un intervalle de temps [t,¢ + dt], (2.1) implique que

t+dt d thdt
Xiyar — Xy = / ¢udS; + Z/ prdSy

les changements de valeur du portefeuille proviennent uniquement des changement de
valeur des actifs. Il n’y a ni retrait ni injection de cash entre 0 et T. Une stratégie autofi-
nancée est donc une stratégie ou la seule marge de manlJuvre est de pouvoir ré agencer
les actifs en permanence.

Maintenant, on suppose que l'investisseur peut consommer a chaque instant t une pro-
portion de sa richesse X;, et on note par ¢; le taux de sa consommation.

Le processus (¢;)o<¢<r €st un processus non-négative, (F;)o<i<r progressivement-mesurable

satisfait pour I’horizon d’investissement 1" > 0

T
/ cdt < 00
0

et il est appelé le processus de consommation.

Définition 2.6.3 Une stratégie financiere H = (¢4, 1)icor) €t un processus de consom-
mation (Ct)te[o,T] sont dite autofinancée si le processus de richesse (Xi)icppr) associce sa-

tisfait a l’équation différentielle stochastique suivante :

d
dX; = Sy + ) pjdS; —edt,  Xo=1m, t>0. (2.2)
=1
1.e
t d t ‘ t
Xt:x—i—/ ¢ud52+2/ go;dsg—/ cudu, t>0.
0 i—1 Y0 0

Nous allons travailler avec des quantités relatives par rapport a la richesse, donc pour
7 =1---d, on définit :
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(1) = tﬂjg)sj(t) : t>0.
auso+ Yy i(t)Si(1)
j=1

ou m = (mi(t), -+ ,ma(t)), t > 0, est un processus JF;—progressivement mesurable vérifie

pour un horizon d’investissement fixé T' > 0

T
|7|l> = / || 2dt < .
0
et de plus, si on définit aussi avec 1 = (1,---,1)" € R? les quantités :
Y = O';ﬂ't et Qt = O';I(Mt - Tt].), t Z 0 (23)

avec

T T
16112 = / 6Pdt <o et [ylE= / l2dt < oo,
0 0

et on choisit que le processus de consommation (¢;)¢>o est un proportion du processus de
richesse (X¢)i>o, 1.€ :

cr = 0 Xy

ol (v4)s>0 est une fonction déterministe non-négative satisfait a

T
/ vpdt < 00.
0

Alors, I’équation de la richesse (2.2) est donnée par
dX, = Xy(ry — v + y,0,)dt + Xy, dW,,  Xo =z > 0. (2.4)

Proposition 2.6.1 Sous les hypothéses et les définitions précédentes, I’équation différen-

tielle stochastique (2.4) admet une unique solution forte définie pour tout t € [0,T] par

Xy =zexp (R — Vi + (y,0))&(y)
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ot
t t t
R, = / reds, (y,0); = / y.0sds et V= / veds (2.5)
0 0 0
et (&(y))e>o est lexponentielle stochastique définie par

&ly) = exp( [y ybdW, — L [V ]y,2ds), ¢t >0.

Preuve : On utilise la formule d’Itd & la fonction de classe C? définie par
f(z) = In(x), pour I’équation différentielle stochastique :
dX; = Xi(re — vp + y;0;)dt + XpypdW;

On pose :

- K, = Xt(Tt — U+ yéet)

- H, = Xy,

- 1) =
AR

- [(Xo) = In(Xo)

Donc, on a :

/Otf’(Xs)dXs _ /f de+/f DH.AW,

t
1
= / — X X — Vg + y;93)ds +/ b% X Xsy;dWS
0 s

¢
= /( S—vs+y$05)ds—|—/ yLdW
0

0

t
<X, X > = /Hfds
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Donc

t t
A = f)+ [ rax. g [ rEd< XK,

t 1 [t -1
=:mwm5/m—%+%@$+/ywm+—/ x X2y2ds
0 0 2 0 }(3

t t t
1
= X0+ [ v ulogds+ [y [ iz
0 0 0

Et comme f(x) = In(z), on obtient

t t t
1
In(X;) = In(Xo) + / (rs — vs + y.0,)ds + (/ yLdW, — / §y§ds)
0 0 0

Et on déduit que :

t t t 1
X, = Xpexp (/ rs — Vs + yé@sds) exp (/ yLdW, — / §yfds)
0 0 0

t
= xexp (/ rs — Us + y;95d5> &i(y)
0

t 1 t
& (y) = exp (/ Yy, dW, — —/ y§d8>~
0 2 0

2.7 L’ensemble des contréles et la fonction de coiit

avec

2.7.1 Processus de controle

La dynamique de I’évolution du processus de richesse (X;)¢cjo,r) définie dans I’équation
différentielle stochastique (2.4) est influencée par un controle que nous modélisons par un
processus v = (V¢)ico,r) avec vy = (y¢, v¢) dont la valeur peut étre décidée a tout instant
t en fonction des informations disponibles & cet instant, c’est & dire que v est adapté par

rapport a la filtration (F)ico,r], et prend ses valeurs dans un espace de controle A ot



34 Marchés financiers en temps continu

A CR?x [0,00).

Le processus v = ()icjo,r) avec vy = (¢, v;) est appelé processus de controle.

Définition 2.7.1 Soit T' > 0 un horizon du temps fizé. Un processus de controle
v = (h)o<t<r = ((Yt,vt))o<e<r est dit admissible s’il est Fy-progressivement mesurable
a valeurs dans RY x [0,00), et Uequation (2.4) a une unique solution forte, positive et

continue sur [0,T7].

On désigne par U I'ensemble de tout les processus du controles v = (v )icjo,r] = (41, Ve) )e=0

progressivement mesurable et admissible.

2.7.2 La fonction de coiit

Nous supposons que l'investisseur veut optimiser I'utilité attendue de la consommation
sur l'intervalle de temps [0, 7] et la richesse X7 a la fin de 'horizon d’investissement 7.
Pour une richesse initiale > 0 et un processus de controle v = (y;, v;);>0 dans U, nous

introduisons la fonction objectif ( la fonction de cotit) par :

J(z.y) = E, < /O  Uendt 1 h(XT)), (2.6)

ol

— [E, 'espérance conditionnelle, avec x = X,

— J(z,y) est la fonction de coiit.

— U et h sont deux fonctions croissantes et concaves définies sur R*.
La fonction U représente la satisfaction liée directement & la consommation, on
I’appelle fonction d’utilité.
La fonction h représente la satisfaction enfendré par la valeur finale du portefeuille,
on l'appelle fonction d’héritage.

Dans notre travaille, on suppose que la fonction d’utilité U et la fonction d’héritage h

sont des fonctions puissances, i.e :
U(z) =2", avec 0<y <1,

et
h(z) =27, avec 0<y <1.
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Remarques :
1. La fonction d’utilité représente la satisfaction liée directement a la consommation.
2. La fonction d’héritage h est croissante ce qui exprime ’amour de la richesse de
I'individu.
3. La fonction d’utilité U et la fonction d’héritage h sont supposées usuellement concaves

pour formaliser I'aversion pour le risque de I'individu.

2.8 Investissement et consommation optimaux sans contrainte

Pour étudier I'investissement et la consommation optimaux, nous nous intéressons a

résoudre le probléme d’optimisation sans contrainte suivant :

max J(z,v). (2.7)

vel

Pour résoudre ce probléme, on a traité deux régimes avec des fonctions de cott (2.6) pour

TT=Y2=1et 0<y,7 <1
Dans le premier cas ot 7 = =1, on a

T
J(xz,v) = ]Ex(/ C’tdt+XT)
0

T
_ $(/ ,UteRtV;t+<yye>tdt_|_eRTVT+<970>T)'
0

Et la solution de notre probléme est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.8.1 [15] On considére le probleme (2.7) avec v = 72 = 1 et on suppose
pour tout t € [0,T] le taux d’intérét sans risque vy > 0, alors
- St ]|0|lr >0 on a

max J(z,v) =00

— S0 ||0||r = 0 alors une solution eziste et la valeur optimale de J(x,v) est donnée par

_ ¥\ _ .Rr
lejlezlfJ(x,u) = J(z,v") = ze
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correspond au controle optimal v = (y;,0) pour tout t € [0,T] avec y; fonction
arbitraire, déterministe et carré intégrable. Dans ce cas, le processus richesse optimal

(X[ )0 satisfait a I’équation :

dX; = Xirdt + Xy dW,, X =

O
Dans le deuxiéme cas o1 0 < 73 < 1 et 0 < 72 < 1, la fonction de cott est donnée par
T
I ) = E(/ Codi + X]?)
0
T
= E, </ Uzlx% 671Rt_’71‘/t+’71<y79>t£’71 (t)dt + LE’Y?6’72RT_’Y2VT+’Y2<976>T§72 (T))
0
Et pour la solution de notre probléme, on définit d’abord les fonctions suivantes
T s T
Aq(t) =~ / el rWdugs op  Ay(t) = AReli Polwdu, 0<t<T, (2.8)
t
ou q; = (1 — ’77;)_1 et Bz(t) = (Qz - 1)(7'15 + % 8t|2).
Ensuite, pour tout ¢t € [0,7] et = > 0, on définit la fonction g(¢,z) > 0 par
Ar(t)g™ " (t, ) + As(t)g ®(t,x) = = (2.9)

et on pose
p(t,z) = @ Ai(t)g " (¢, 2) + q2(t) A2g™ (¢, @)

Et la solution du probléme est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.8.2 [15]On considére le probléme (2.7) avec 0 < v < 1 et 0 < 2 < 1, alors

la valeur optimale de J(z,v) est donnée par

max J(z,v) = J(z,v") = A—g 0,2) + A2—(O)gl_q2(0,x),

vey 4! V2
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ot le contréle optimal v* = (y*,v*) est pour tout t € [0,T] de la forme

v =500, (= o) g — e ));
vy = <_X;‘g’(ytl,X£‘))QI

Le processus richesse optimal (X} )o<i<r vérifie l’équation stochastique

dX] = a*(t, X7)dt + (0 (t, X7)) dW,,  Xg ==, (2.10)
avec

g(zl$))q1 et b(t,x) = p(t, )0,

Maintenant et dans cas particulier du théoréme (2.8.2) ou ;3 = 72 = € (0,1), on peut

a*(tal’) =Tx +p(t7$)|9t|2 - (

voir la solution de notre probléme dans le corollaire suivant :
Corollaire 2.8.1 [15] On consideére le probleme (2.7) avec 41 = v =y € (0,1).
On suppose pour tout t € [0,T]

~ q—1 1
gy (1) = exp(vR: + THQH?) et q= i

Alors la valeur optimale de J(x,v) est donnée par

max J(z,v) = J(z,v") = 27(|[gllgr + 95(T)), (2.11)

vey

ot le contréle optimal v* = (y*,c*) est pour tout t € [0,T] de la forme

*

yp = %Y’ (ﬂ.t* — (Utat)il(ut_"‘tl))_

1— )
(2.12)

c* _ V*X* et V* B g’z(t)
— S {0 N—
t Lt g+ i (s)ds

Le processus optimal de la richesse (X[ )o<i<r est la solution de ’équation différentielle

stochastique

* * * |0?5|2
dX; =X/ (ri — v/ + .

9/
_v)dt+Xt*1_tvth, Xp=u. (2.13)



Chapitre 3

Investissement et consommation
optimale avec contrainte VaR

Pour la gestion d'un portefeuille d’'un agent dans le marché financier défini dans le
chapitre précédent, on suppose que ’agent cherche & déterminer la stratégie financiere
optimale qui maximise l'utilité de la consommation attendue sur l'intervalle de temps
[0, T7] et la richesse terminale a la date d’échéance T' et satisfait & une contrainte basée sur
la mesure de risque VaR "Value-at-risk". En utilisant des fonctions d’utilités puissance, et
apres la définition de la valeur a risque VaR et formulation de la condition de contrainte,
on va déterminer cette stratégie optimale par résolution d’un probléme d’optimisation

stochastique avec contrainte.

3.1 La mesure de risque VaR "Value-at-risk"

La VaR est une notion utilisée généralement comme critére de mesure du risque de
marché d’un portefeuille d’instrument financiers. Elle correspond au montant de pertes

qui ne devrait étre dépassé qu’avec une probabilité donnée sur un horizon temporel donné.

Définition 3.1.1 La valeur a risque VaR est définie pour une dotation initiale x > 0, un

processus de controle v e U et 0 < a < 1/2 par

VaR(z,v,a) = zef — )\, t>0,

38
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ot N\ = M(z, v, ) est le a-quantile de X}, c’est-a-dire
A =1nf{A > 0: P(X} <)) > a}.

Corollaire 3.1.1 Dans la situation de la définition 3.1.1 précédente, pour tout v € U le

a-quantile Ay est donné par
Lo
M=wexp | By — Vit <y,0 > —cllylly = [zalllylle ). ¢t 20,

ol z, est le a-quantile de la distribution normale standard, et les autres grandeurs sont
définies dans (2.3) et (2.5).

On définit la fonction de niveau de risque "level risk function" pour un certain coeffi-

cient 0 < ¢ < 1 par
G(x) = (e, t€0,7T]. (3.1)
On ne considére que les controles v € U pour lesquels la valeur a risque VaR est bornée

par la fonction de niveau de risque (3.1) sur Uintervalle [0, 7] ; c¢’est-a-dire on exige

VaR(z,v, a)
sup ———— < 1. 3.2
omer  Gl@) 32

Remarques :

1. Le coefficient ¢ introduit une certaine aversion pour le risque de comportement dans
le modéle. En ce sens, il agit de méme comme une fonction 1'utilité fait. La différence,
toute fois, c’est que ¢ a une interprétation claire, et tout les investisseurs peuvent

choisir et comprendre I'influence de ¢ a I’égard du risque correspondant.

2. Si ||y|l: = 0 pour tout ¢ € [0, 7], alors
VaR,(z,v,a) = zeft (1 — ™), 0<t<T.
En revanche, si ||y||: > 0 pour ¢ € [0, 77, alors

Lima—0VaR(x,v,a) = ze'.
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Cela signifie que le choix de « influence sur la borne de risque (3.2). On note, toute-
fois, que « est choisie par les autorités de réglementation et non par 'investisseur.
L’investisseur choisit seulement la valeur (. Si { est proche de 0, le niveau de risque
est plutdt faible, alors que pour ¢ proche de 1, le niveau de risque est assez élevé,

en effet, dans ce cas, les bornes de risque ne devraient pas étre restrictif du tout.
3. Comme la borne de risque (3.2) implique tout le chemin échantillon de la (X} )o<i<7,

alors on ne peut que considérer les problémes d’optimisation de contrainte dans

I’ensemble des stratégies U.

3.2 Probléme et solution

On considére maintenant un probléme d’optimisation stochastique qui concerne les
bornes sur les valeurs a risque "Value-at-Risk". Donc nous nous intéressons a résoudre le

probléme d’optimisation avec contrainte suivant :

VaR
max J(z,v) sous la contrainte  sup Vali(z,v,0) <1. (3.3)
vell o<t<r  Gi(w)

Pour formuler la solution de ce probléme, on définit d’abord pour z, le a-quantile
normal tel que 0 < a < 1/2 et la constante ¢ € (0,1) comme dans (3.1) et pour § comme

dans (3.2) la quantité suivante

Prar =V (|2al = 10ll7)? = 2In(1 — ¢) — (Jza] — 10]]7). (3-4)

On présente maintenant la solution du probléme (3.3), et on commence par le premier cas

ouy =7 =1

Théoréme 3.2.1 [13] On considére le probleme (3.3) avec v, = v = 1 et on suppose

pour tout t € [0,T] le taux d’intérét sans risque r, > 0, alors pour
max(0, 1 — e*a/21zllflry < ¢ <1
une valeur optimale de J(x,v) est donnée par

max J(;U, V) = J<x7 y*) = xep’\‘/aRHQHT‘i’RT'
vel
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- Si||0|lr > 0, alors le controle optimal v* = (y*,v* X*) est pour tout t € [0,T] de la forme

6 )
v = ppupae (=@ ) e =0,
e iz

et le processus richesse optimal (X[ )o<i<r est donné par

|9t|2 * % 61,5 *
=) dt + X[ pyopi—dW,,  X§ =
1617

dX: = Xt* (Tt + p*VaR t VaRH@HT

- Si ||0||r = 0, alors la valeur optimale de J(z,v) est donnée par

max J(z,v) = J(z, ") = e,
veu
correspondant au contréle optimal v* = (y;f,0) pour 0 < t < T et (y;)o<t<r Sont des

fonctions déterministes arbitraires tels que

ly*llr < Prar = V22 = 2In(1 = ¢) = |zal.

Dans ce cas, le processus de richesse optimal (X )o<t<r satisfait a l’équation
dX; = X/rdt + Xyl dW,, X; =z

Démonstration

D’abord, on va démontrer que pour tout controle v, la condition de la contrainte de

. VaR(z,v, a) L .
notre probléme sup ———— < 1 est équivalente a
o<t Gi(2)
. > _ )
onf Li(v) 2 In(1—¢), (3.5)

avec

1
Li(v) =< 9,0 > =Vi = 5llylli = lzalllyll: (3.6)
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En effet : pour tout v € U,

sup ————— = <1 < sup = <1
0<t<T Gi() 0<t<T Crelt

1 — e Vet<u,0>t—35llyll?—Izalllylle

<~ sup <1
0<t<T ¢
= sup (1— e Vir<woimslvli-llivl) < ¢
0<t<T -
= 1— inf (e Ver<wo>islvli-lllvly) < ¢
0<t<T >
e 1= emoser (SVik<pome vl -lzallvl) < ¢
. 1 9
= inf (= Vit <y,0 > =5 il = lzalllyl) > (1= ¢)
: - o
=, L) 2 (=)

Et d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz et pour tout ¢ € [0,77, on a
<y, 0 > < |yl 0]

et pourt =T,

1 1
llzl€llr = S19ll7 = 1zallylle > <90 >r =5 llyllz = |zalllylr

1
> <y,0 >0 =V —Sllyliz = zalllyllr

> In(1-).

Et par conséquent,

1
yllrliollr = S llyliz = [zalllylle = (1 = ) <= (+)
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(+) = lyllz +2lylr(zl = lI0lr) < —2In(1 - ()

— (nyuT T (2l - ||e||T)) < (10l1z — |2a])” — 2In(1 — Q)

lyllr + (1zal = 102) </ (10l — |2a])? = 2In(1 = ¢)

!

Iyl < \/ (16l = |zal)” = 21n(1 = ¢) = (|2al — l61l2)

!

d’ou
Iyll7 < pPyar (3.7)

avec py,,p est défini par

prar =\ (10]l7 = 2a])* = 21n(1 = Q) — (1za] — 101l

et satisfait I’équation

> 1 * *
PvarllOllT — §(pVaR>2 — 2alpyar = In(1 = Q). (3.8)

De plus, pour tout v € U on a

E.(X}) = E, (x exp (Rt —Vi+<y,0 >, ){t(y))
= feXP(Rt—Vt+<?/a9 >t)-

Pour tout y € R? tel que ||yl < pt,p et d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a
pour tout ¢ € [0, T
<y,0> < |yllrl0lr

< pvarllflr

— e<y’9>t < ep*{/aRHQHT

—  sup eVt < efvarlfiir
0<t<T
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Par conséquent, la fonction de coiit J(z,r) a une borne supérieure donnée par :

T
J(z,v) = ]EJ;(/ C’tdt—i-XT)
0

T
0

T
< xe”VaR||9||T+RT(/ vee” Vit + eVT>
0

—  pePlerllT R

Il est facile de voir que le controle v* = (y;,v;) tel que y; = P%R% et vy =0

~ ”, . N . * .
correspond & cette borne supérieure, c’est-a-dire J(z,v*) = xefVarlflr+Er Pour finir, on

va verifier la condition (3.5) pour ce controle, alors

— Si||0||r =0, o0na

. 1
Li(v*) = —§|lyllf—lzalllyllt
1
> —§HyII2T—|Za|I|yHT
1 * 2 *
> _§(pVaR) — |2alPVar

= In(1 - ).
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~ Si[|ff|r >0, on a

z%
max(0, 1 — e#a/271zllllny < ¢ 1 = 178 — |2,]|10]]r < ¢

o ebllallli 5 (1 ¢)
1

2 a
Zo — 2|2lall0ll7 > 2In(1 - ¢)

4

— |2lal|fllz > In(1 = ¢)

(20 — [16]12)° > [16]]2 + 2In(1 - ¢)
(20 — [16]]7)* = 2In(1 = ¢) > ||6]|2
V([zal = 10]]7)2 = 2In(1 = ¢) > [|0]|7

pvar > |01l = (2a] = [16l]7)

pvar > 2[0llr — |2l

I T

|20l > 2[|0ll7 = pyar

donc, on en déduit que la condition max(0,1 — ezi/%"zﬂ‘”e”T) < ¢ < 1 implique que
|20l 2 2010[l7 = pVar-

De plus, pour v* = (y*,v*) on y* = |‘9/|(|1R9t et v* =0,

* PVaR PVaR 2 PVar
L = — |24 6’
- p;aR||9||2 1pVaRH9||2 ‘ |p’\ﬁ/aRH9||
- Tiarr - - alTian t
lefl- " 2j0[17 116]]r

* R 1. R L6l
(N L WOl
( o~ 2% er e~ el
Lol o N6l
— oun QO = prur) : =zl
VR<( ver) 3 (gp )~ el gy,

el
= el Gy
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ou
2

. U
F) = @Ol = prar) 5 — lzalu,  0Zwl

En suite,
inf Ly(v") = py.r inf f(n).

0<t<T 0<n<1

Tenant compte du fait que pour |z,| > 2||0||7 — p}.r ce borne inférieure égale a
f(1) et avec (3.8) on obtient
of Li(v) = pyarf(1) = In(1 = Q).

Cela prouve théoreéme (3.2.1).
U

Maintenant, on résoudre le probléme (3.3) dans le cas ot 71 = 75 = v €]0, 1] et pour for-

muler la solution on va introduit la fonction g par :
~ B qg—1 o112
Gy (t) = exp(vR: + TH 117)-
On présente une condition suffisante pour que la stratégie optimale (2.12) — (2.13)

soit la solution de notre probléme dans le cas ot y; = 75 = . Pour cela on introduit les

fonctions suivantes :

~ |9
S |q|g’Y||q,Tq —1_ equf -1 e*fOTvZ‘dt,
19+ lg.0 + 93(T)

R(7)
o (v])o<i<r est le taux de consommation optimal introduit par

. (1)
t ~ 9
FUT) + [T F(s)ds

avec

- qg—1 1
J4(t) = exp (YR: + THQH?) et q= T
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En fixant (y) = In(1 — &(7)), on définit L (v) par
L(Y) = =qllfll7]za] + 1(7) pour 0<vy<1/2;
L(Y) = —qll0ll7|zal + 1(v) — L520]12 pour 1/2 <~y <1

Théoréme 3.2.2 [13] On considére le probleme (3.3) avec y1 = v9 = 7 €]0, 1.

On suppose pour tout t € [0,T] le tauzx d’intérét sans risque ry > 0 et
1—e-0) < (<1

Alors la valeur optimale de J(x,v) est donnée par

max J(z,v) = J(2,) = 27 (|G]l25 + D)), (3.9)

vel q

ou le controle optimal v* = (y*,c*) est pour tout t € [0,T] de la forme

* t x (O O'; -1 —r¢d .
yr = 197_7, (n; = %)7
(3.10)
Xk VK x gi(t)
VR U= e T
Le processus richesse optimal (X )o<i<r est la solution de
t = t(T’t_'Ut + 1_7)dt+Xt det, XO = x. (311)

Démonstration : On note que la solution de notre probléme (3.3) dans le cas ou
7 = Y2 = 7 €]0, 1] est la méme solution donnée par le corollaire 2.8.1 du probléme sans
contrainte et qui a démontrer par la méthode de programmation dynamique basée sur
'équation d’Hamilton Jacobi Belman dans ([15]).

Il suffit maintenant a prouver la condition (3.5) pour la stratégie (3.9),(3.10) et pour cela
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on a
* * * 1 * 12 *
L(v) = <y"0> =V = Sllylly = lzallly”lle
1 1,1 1
:—92—‘/*———262— ae
e O Gl U s ENI ]

.1
= qll6ll = V" = 5¢°10112 — al=al 6]

q2 2
= (a= MO = Vi" — alzalllO]]e

2
q *
> (a= P07 g2y = Vi = qlzalllfllr = L().

Et comme la condition 1 — e~ < ¢ <1 est équivalente &  I,(y) > In(1 — ¢), on

obtient
Li(v*) > In(1 — ().

On résoudre maintenant le probléme (3.3) dans le cas ot 0 < 71,792 < 1 et pour formuler

la solution on introduit la fonction suivante pour 0 < x <1
G(z, k) = 2" K" ||g1||qr + 272 (1 — K)™2Go(T), z>0 (3.12)

ot ¢g=1—m)"1 §gi=0g, et g, =erf
De plus, pour x > 0 on fixe

ky«(x) = arg Dax, G(z, k). (3.13)
On note que pour 0 < 73 < 1 et 0 < 75 < 1 cette fonction est strictement positive pour
tout x > 0;ie. 0 <rk.(z) <1
Il est facile de voir que, dans le cas 73 = v, = 7 la fonction k., (z) est indépendant de x et

égal a

gl
16,117+ 3(T)

()
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Théoréme 3.2.3 [13]On considére le probléeme (3.3) avec 0 <1 <1 et 0 <y <1 eton

suppose pour tout t € [0,T] le taux d’intérét sans risque ry > 0 et
0 < ¢ < min{r.(z),kK(m)} (3.14)

De plus, on suppose que

max{vi, 72} 1
20| > (1 + ¢ a%lnG(x,()) 10]|7- (3.15)

Alors la valeur optimale de J(x,v) est donnée par

max J(z,v) = J(z,v7) = 2 | gillgr + 27 (1 = ) (T),

ot le controle optimal v* = (y*,v* X*) est pour tout t € [0,T] de la forme

Ci(t)

y; =0 (rf =0) et v = = —. (3.16)
t t Y ggr = Cllllz
Et le processus richesse optimal (X} )o<i<r est donné par la fonction déterministe
S Al
||91||q7T Ut

Démonstration : Tout d’abord, on va démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 [13]Soit G une fonction positive deux fois contindment différentiable sur
[a,b] telles que G(x) > 0 et G(x) < 0 pour tout a < x < b. De plus, soit p : [a,b] — R

contintiment différentiable de dérivée p négative et satisfaisant

sup [p()] < — RGO

a<k<b ~ max (71, 7)[|0]r

(3.18)

Alors les fonctions My(p(-))G(x,-) et Ma(p(-))G(z,-) sont croissantes sur [a,b] ou les
M;(-), i = 1,2 sont définies par

(1 —
) = exp (ol = ).



50 Investissement et consommation optimale avec contrainte VaR

Preuve

- Pour ||0||7 = 0, le résultat est évident.

- Pour ||0]|7 > 0, on prouve que pour i = 1,2 les fonctions [;(z) = In M;(p(z))+In G(x)
sont croissantes sur [a, b].

Par la dérivation on a

L00) = 2606 + (18l = (1= ) + G

La dérivée de la fonction ggg est négative sur [a,b] et ceci induit que ggg est

décroissante sur [a, b], d’ott pour tout x € [a,b] on a

> ——>0.

(b)

Par conséquent, comme p >0 et p < 0 on trouve

L(z) 2 (InG®) = %ullblrlp(k), a<r<b.

Preuve du théoréme

Pour démontrer ce théoréeme, on va trouver tout d’abord une borne supérieure pour
la fonction de cout J(z,v), et d’autre part, on va montrer que le controle optimal (3.16)
correspond & cette borne est satisfait la condition (3.5).

A partir de (3.16), on constate que pour v € U

E.(X’) = E, (xve'szvVHrv<y79>t€f§ ' AWs—3 [y Iys|2d8>

- E, (xvethe—v%+v<yﬁ>tef$ W dWs—3 & Iyys|2ds+3 [ [yys|2ds—3 [ ySQdS)

2
E, (xvevRte—w%+w<y,9>t+” 5 Iy lysl?ds o fg vy dWe—3 [ Ivysl2d8>

~ _ A=) 1,112
_ $797(t)e Wity <y,0>1— 5yl
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Ce la implique que pour v € U la fonction de coit J(x,v) est a la forme

J(w,v) = Ew(/OT(UtXf)“dtnL(X:'F)W)

y1(1=v1)

T
_ ~ _ 2 ~ _ _2(=y2) 2
_ / (e~ Vi) (£)e <v0>e= SRR gy 442G, (T eV g <y 0> 20
0

T
= xm/ (e7Vu) g1 (t)ha (t, y)dt + 27 Go(T)e 2V ho(T, y)
0

ou

~

. _ =) g2 .
hi(t,y) = eYi<y,0>¢ 5 Hyllt’ i=1,2.

On pose
/B(tu y) = max{/h\/l (tu y)) /];2(157 y)}u
et d’aprés I'inégalité de Holder avec p = 711 et ¢qg=(1—~) ' ona

T
J(z,v) < sup h(t,y)(aﬂl/ (e_wvt)wgl(t)dt+£B72/g\2(T)€_72VT)
0

0<t<T

< sup A (70— Gl + (T ).

0<t<T
Et comme |[|g1]|qr = (fOT eq“tht)% et pour Kk =1 — e V7 on obtient que

J(z,v) < max h(t,y)G(z, k), (3.19)

T 0t<T

ou
G(z, k) = 2" K" ||g1]|qr + 27 (1 — k)2 g2(T), x> 0.

De plus, la condition (3.5) implique que

T (zal=10llr) = ple), et 0w (<1 (320)

lyrll < \/<|Za‘ — 10]|7)? + 21n



52 Investissement et consommation optimale avec contrainte VaR

Et on a pour tout 0<k<(: p(k) <p(0)=p{.r-
De cette inégalité on résulte que pour ¢ = 1,2 et 0 < v < 1 les fonctions /f;i(t,y)

peut étre délimitées par

7 (1 —y)a?
sup h;(t, < exp{v; max (z||0|lr — ———
sup Tilt) < exploy ma (ol — S

= eplun) ol - T )

= Mi(pi(r)), (3.21)

ot p;i(k) = min(p(k),x;) avec z; = ¢||f|lr pour 0 < v <1 et pi(k) = p(k) pour
Ensuite, a partir de (3.19), on obtient la borne supérieure de la fonction de coiit suivante

J(x,v) < max Mi(pi(r))G(z, )
< max S M;i(pi(k))G(z, k).

Si p(0) < x; alors

sup M;(pi(k))G (2, k) = sup M;i(p(k))G(x, k).

0<Kr<( 0<kr<(
On calcule cette borne supérieure par le biais de lemme3.2.1 avec a =0 et b= (.
On note que la condition (3.14) garantit que ( < k.(x), qui est définie dans (3.13). Par
conséquent, la fonction G(z,-) a une premiére dérivée positive et une seconde négative

sur [0,¢]. De plus, de (3.20) on trouve la dérivée de p(-) par

1
(1= #)v/(|zal = [10]7)% + 2In(1 — k) — 2In(1 — ()

) = -

et par conséquent,
1
sup [p(k)] < :
0<K<C (1 =¢)([zal = [16]l7)
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Par (3.15), on obtient que

, 1 0lnG(z,()
e s | [ M
Maintenant le lemme 3.2.1 méne a
max M;(p(k))G(z, k) = Mi(p(())G(z, () = G(z,(). (3.22)

0<k<C

On considére maintenant z; < p(0). On rappelle que p(-) est décroissante sur [0, (] avec

p(¢) = 0.

En conséquence, il existe x; € [0,(] tel que p(k;) = x;. Comme G(z,-) est croissante

sur [0, 77, on obtient

max M;(pi(r))G(x, k) = Mi(p(r:)) G (2, ).

0<k<K;
Ceci en combinant avec (3.22), on obtient

sup Mi(pi())G (2, k) = sup Mi(p(k))G(x, k) = G(z, ()

0<K<C ki SKSC
Cela implique la borne superieure de la fonction de cofit suivante
J(z,v) < G(z,(). (3.23)

Maintenant, on trouve un contrdle pour obtenir 1’'égalité (3.23). Il est clair que nous avons

a prendre une consommation telle que

T
/)§Kﬂ&7%wyﬂﬁ—(1—€4&WW§Mm$
0

et Vp = —In(1—(). Pour trouver cette consommation on résoudre 'équation différentielle
sur [0,T]

. ¢

Vie "t = —=—71'(t), Vo =0.

@l -
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La solution de cette équation est donnée par

-~ |91
Vi=—In|1l- C—Hg”gf’t
19111 7

et le taux de consommation optimal est

e Gt
C T Tl —

Et comme r; > 0, alors pour chaque ¢ € [0,7]

@)
(= Ollar a1

* *
v, < vp =

La condition 0 < ¢ < k(1) implique directement que la derniére borne supérieure a
moins de 1, c’est-a-dire la stratégie v* définie dans (3.16) appartient & U. De plus, a
partir de (3.20) on voit que la valeur V} = —In(1—() (i.e. kK = (), le seul processus de

controle qui satisfait a cette condition est identique a zéro, i.e. y; = 0 pour tout ¢t € [0, 7.

Dans ce cas, ﬁ(t, y*) = 1 pour tout ¢ € [0,7T] et, par conséquent, J(z,v*) = G(z,().



Conclusion

Le calcul stochastique d’Ito et la théorie du contrdle des processus stochastiques ont
de nombreuses applications, notamment en industrie et en économie. Ils interviennent de
fagon essentielle dans des problémes fondamentaux de finance, ’évaluation des produits
dérivés et la gestion de portefeuille et des risques.

Dans notre travail nous avons utilisé des méthodes probabilistes telles que le calcul stochas-
tique d’'It6 et la théorie du controle de processus stochastique pour résoudre un probléme
d’investissement visant une consommation optimale durant un horizon [0,77] et un héri-
tage a une échéance T' dans un marché financier de type Black-Sholes avec des coefficients

déterministes.

Ainsi, I'investisseur devra contréler son risque en utilisant un probléme de maximisa-
tion de I'espérance d’une certaine fonction d’utilité choisie dans notre cas comme fonction
puissance qui représente la consommation espérée sur l'intervalle du temps [0,7] et la
richesse terminale. Cette maximisation nous permet de minimiser les pertes et d’affaiblir

les risques dans la gestion.

Comme l'investisseur doit controler son risque, nous avons voulu examiner les pro-

blémes de controle sous contraintes sur les versions uniformes de la mesure Value-at-Risk
(VaR) qui permette de mesurer les pertes potentielles d'un portefeuille et de choisir la

stratégie financiere idéale.

Comme perspective, une généralisation des résultats pour ce type de probléme lorsque

les coefficients des marchés financiers considérés sont aléatoires.
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