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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Contexte bibliographique

Tous les statisticiens qui manipulent des données s’accorderaient & dire que 1'un des
problémes les plus importants qu’ils rencontrent dans leur domaine est 1’étude de la re-
lation qui puisse exister entre ces données. Cette étude statistique, a connu un tel dé-
veloppement depuis des dizaines d’années, qu’elle constitue aujourd’hui a elle seule une
branche fondamentale de la statistique.

C’est en 1964 que les modéles conditionnels d’estimation non-paramétrique a noyaux aux-
quels nous nous intéressons au cours de ce mémoire ont été initiés. Ces modeéles ont été

introduit par les travaux de Nadaraya [16] et ceux de Watson [25].

Un des modéles le plus fréquemment rencontré en statistique non-paramétrique est la
fonction de répartition conditionnelle. L’importance de cette fonction provient du fait que
la plupart des quantités statistiques utilisées dans la pratique permettant de comprendre
la relation liant une variable explicative X et une variable réponse Y sont fonction de
celle-ci. En outre, plusieurs outils de prédiction telle que le mode conditionnel, la densité

conditionnelle et les quantiles conditionnels sont basées sur l’estimation préliminaire de

4



1.1 Contexte bibliographique 5

ce paramétre fonctionnel.

Historiquement, dans le cas fini-dimensionnel, Roussas [22] semble étre le premier & abor-
der le probléme de I'estimation de la fonction de répartition conditionnelle par la méthode
a noyau. Il a établi la convergence en probabilité de cet estimateur en considérant des don-
nées a caractére markovien.

Le premier article sur I’estimation de la densité conditionnelle a été obtenue par Roussas
[22], il a établi la convergence en moyenne quadratique, la convergence en probabilité et
la normalité asymptotique. Notons aussi que ce paramétre fonctionnel a été largement
étudiée par Youndjé [29] dans le cas de données mélangeantes ou indépendantes. Laksaci
et Yousfate [11] ont établi la convergence en norme LP d’un estimateur a noyau de la
densité conditionnelle d’un processus markovien stationnaire.

Pour ce qui concerne I'estimation du mode conditionnel, I’étude de ce paramétre a été mo-
tivée par sa facilité d’implémentation dans le domaine de la prévision non-paramétrique,
(voir Darticle de Collomb et al. [0]). Quintela et Vieu [19] ont estimé le mode condition-
nel comme étant le point annulant la dérivée d’ordre un de l'estimateur de la densité
conditionnelle et ils ont établi la convergence presque-compléte de cet estimateur pour le
processus de mélange. Ould-said [17] a montré la validité du résultat de Collomb et al.
[6] pour des processus ergodiques. Nous renvoyons & Berlinet et al. [I] pour la normalité
asymptotique du mode conditionnel d’un processus fortement mélangeant.

L’estimation des quantiles conditionnels fut traitée pour la premiére fois par Roussas [23]
dans le cas de processus de Markov. En 1989, Samanta [25] a établi la normalité asympto-
tique et la convergence uniforme d’un estimateur a noyau des quantiles conditionnels dans
le cas i.i.d. Deux ans plus tard, Roussas en 1991 [24] a considéré le cas ou les observations
sont issues d’un processus de Markov et il a élaboré un résultat sur la convergence presque
stire d'un estimateur a noyau pour ce parameétre. Nous renvoyons & Berlinet et al. [2] pour

une étude générale de la normalité asymptotique de quantiles conditionnels.
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La théorie de 'analyse des données fonctionnelles a connu son plus grand essor en 1997
avec la monographie de Ramsay et Silverman [21]. Dans le méme esprit, le livre de Bosq [3]
a lui aussi fait état de différents aspects théoriques de I’étude des données fonctionnelles, en
traitant des processus linéaires en temps continu. Il faut noter que la contribution de Fer-
raty et Vieu [10] peut étre considérée comme déterminante dans le cadre non-paramétrique
fonctionnel. Ces auteurs ont étudié les propriétés asymptotiques de plusieurs modéles non-
paramétriques tels que 'opérateur de régression, la fonction de répartition conditionnelle,
la densité conditionnelle, etc.

Notons que depuis la parution de ce livre, des centaines de recherches ont été dirigées vers
cette branche de la statistique qu’est "’analyse non-paramétrique des données fonction-
nelles".

L’estimation non-paramétrique de la fonction de répartition conditionnelle lorsque la va-
riable explicative est & valeurs dans un espace de dimension infini, a été introduite par
Ferraty et al. [3]. Ces auteurs ont construit un estimateur a double noyaux pour la fonction
de répartition conditionnelle et ils ont précisé la vitesse de convergence presque-compléte
de cet estimateur. D’autre part, plusieurs auteurs ont étudié ’estimation de la fonction
de répartition conditionnelle comme une étude préliminaire de I’estimation des quantiles
conditionnels. Laksaci et al. [15] par exemple, ont proposé une méthode d’estimation des
quantiles conditionnels, et ils ont établi la convergence presque-compléte et la normalité
asymptotique de leur estimateur quand les observations sont i.i.d.

Le travail de Ferraty et al. |[9] peut étre considéré comme le point de départ d'une litté-
rature abondante qui s’est développée sur 'estimation de la densité conditionnelle et de
ses dérivées.

Ezzahrioui et Ould-Said [7], quant a eux, ont estimé le mode conditionnel par le point qui
annule la dérivée de 'estimateur & noyau de la densité conditionnelle, en se concentrant

sur la normalité asymptotique de I'estimateur proposé.
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1.2 Préliminaires

Dans ce qui suit, nous regroupons quelques définitions ainsi que quelques outils qui

seront nécessaires pour 1’élaboration des résultats établis dans ce mémoire.

1.2.1 Définitions

La propriété asymptotique que nous allons étudier tout au long de ce mémoire est la
convergence presque-compléte. Ce critére ainsi que sa vitesse de convergence sont présentés

dans les définitions suivantes :

Définition 1.2.1 [/0]
On dit que (X,)nen converge presque-complétement vers une variable aléatoire réelle X,

st et seulement st :

Ve>0, Y P(X,-X|>¢) <o,

neN

Et la convergence presque-compléte de (X, )nen vers X est désignée par :

lim X, =X, p.co.

n—oo
Définition 1.2.2 [0/
On dit que la vitesse de convergence presque-compléte de (X, )nen vers X est d’ordre u,
telle que (up)nen est une suite déterministe de nombres réels positifs qui tend vers zéro si

et seulement si :

Jeo, ZIP’(|Xn — X| > goup) < o0,

neN

Et nous écrivons :

Xn - X = Op.co.(un)-
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Proposition 1.2.1 [/(]
St lim u, =0, X, = Opeo(u,) et limY, =1, p.co., oul, est un nombre réel déter-
n—00 n—0o0

maniste. Alors :

i) X0Yy = Opeo(un).

X, .
i) v = Op.co.(Up) sily, # 0.

Remarque 1.2.1 Ce type de convergence implique & la fois la convergence presque sire

et la convergence en probabilité.

De nombreux résultats de statistique fonctionnelle ont été établis en considérant des échan-
tillons indépendants. Cependant, il est parfois intéressant de considérer et d’étudier des
échantillons dépendants afin de pouvoir répondre a des situations ol les données ne sont
pas indépendantes.

Il y a plusieurs types de modélisation de la dépendance au sein d’un échantillon. Nous
nous intéresserons dans ce mémoire a des variables a—mélangeantes. Pour ce but, on

rappelle la définition de suite de variables a—mélangeantes

Définition 1.2.3 [0/
Soit {&, }nez une famille de variables aléatoires définie sur l'espace de probabilité (2, A, P)
a valeurs dans un espace probabilisable (', A"). On note pour —oo < j < k < +00, par .Af
la o-algébre engendrée par les variables aléatoires (§5,7 < s < k). on défini le coefficient
a de mélange fort par :

a(n) =sup sup sup |[P(ANB)—-P(A)P(B)|.
k- AeAk  BeB}™>

La suite (&,)nez est dite a-mélangeante (ou fortement mélangeante), si :

lim a(n) = 0. (1.1)

n—oo
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Parmi les différents types de décroissance des coefficients de a-mélange on distinguera les
cas de décroissance arithmétique et géometrique. Nous nous concentrons dans ce mémoire

sur le premier type.

Définition 1.2.4 [10]
La suite (§,)nen est dite arithmétiquement (algébriquement) a-mélangeante avec a > 0
8%

3C > 0,a(n) < Cn™ . (1.2)

1.2.2 Outils

L’outil que nous allons utiliser de maniére déterminante dans les problémes de conver-

gence presque-compléte est 'inégalité exponentielle de Hoeffding ci-dessous :

Lemme 1.2.1 [17/
Soit Ay, ..., A, des variables aléatoires centrés, indépendantes et de méme loi, telle qu’il

existe deux réels positifs &1 et 0o vérifiant :

’Aﬂ S (51 et E’A1’2‘ § 52

n 2
ZAi >5] §2exp( 4726 )
2

i=1
Le lemme suivant donne I'Inégalité de Fuk Nageav, cette inégalité est en fait une extension

Alors, pour tout € €]0,02/01] on a : P |n~t

au cadre de variables fortement mélangeantes de 1'Inégalité de Hoeffding :

Lemme 1.2.2 [17/
Soit {A;,i € N} une famille de variables aléatoires & valeurs dans R qui vérifient la

condition de mélange fort (1.1) avec des coefficients a décroissance algébrique tels que

définis en (1.2). On pose

2 = ii |Cou(A;, Aj)].

i=1 j=1
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Si ||A]le < 00, Vi, alors on a pour tout € > 0 et pour tout r > 1 :

2\ —5 9 a+1
> 45] <4 <1 + €—2> + 2nert (_7“) )
rs? €

Le lemme suivant présente une inégalité de covariance qui est tres utile pour le calcul de

P

S,
k=1

s définie dans le lemme précédent :

Lemme 1.2.3 Inégalité de Dvydov-Rio : Soit {A;,i € N} une famille de variables aléa-
toires a wvaleurs dans R qui vérifient la condition de mélange fort (1.1), et telle que

1Al < 00, Vi. On a pour touti # j :

| Cov(As, Aj)] < 41 Ao 1A [l

1.3 Plan de mémoire

Dans ce mémoire, nous nous proposons d’étudier les propriétés asymptotiques des
parameétres fonctionnels conditionnels dans le cadre non-paramétriques, lorsque la variable
explicative est fonctionnelle alors que la réponse est réelle, les paramétres fonctionnels
considérés sont la fonction de répartition conditionnelle, la densité conditionnelle ainsi
que ses successives dérivées, le mode conditionnel et le quantile conditionnel. Pour ce
but, ce mémoire est divisé en quatre chapitres. Aprés ce chapitre introductif destiné
principalement & un historique sur les modéles étudiés dans le cas de dimension finie
et infinie, et quelques définitions et outils nécessaires a 1’élaboration des résultats étudies
dans ce mémoire, on étudie dans le deuxiéme chapitre la convergence presque-compléte de
ses modéles dans le cas ot les observation sont indépendants et identiquement distribuées
(i.i.d.). Nous traitons dans le troisi¢éme chapitre le cas dépendant nous nous intéressons en
particulier au cas de mélangeance forte. Le dernier chapitre est consacré a une application

et nous le achevons par une conclusion générale.



Chapitre 2

Le cas indépendant et identiquement

distribué

Ce chapitre traite de divers modéles non paramétriques comprenant la fonction de
répartition conditionnelle ainsi que ses dérivées tels que la densité conditionnelle et ses
dérivées, le mode conditionnel et le quantile conditionnel, quand les co-variables sont
infinie-dimensionnelles et en considérant des observations indépendantes et identiquement
distribuées. Ce chapitre est donc divisé en six sections. Nous établissons la convergence
presque-compléte d'un estimateur a noyau de la distribution conditionnelle dans la pre-
miére section. Dans la deuxiéme section, nous étudions la méme propriété asymptotique
pour un estimateurs a noyau des dérivées successives de la densité conditionnelle. Le
mode conditionnel sera étudié dans la troisiéme section. La quatriéme section est consa-
crée au quantile conditionnel. la démonstration des résultats techniques sera explicitement
donnée dans la cinquiéme section. Nous achevons ce chapitre par quelques exemples de

probabilités de petites boules.
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12 Le cas indépendant et identiquement distribué

2.1 La fonction de répartition conditionnelle

La régression est certes 'outil le plus utilisé et le plus étudié en estimation, mais elle
présente quelques inconvénients. Le premier obstacle qu’elle rencontre est celui des don-
nées aberrantes. En effet, la moyenne étant un opérateur sensible aux valeurs atypiques,
I’estimation de la régression manque de robustesse dans certaines études, oul par exemple
elle est face a une distribution multimodale ou encore une distribution asymétrique. Son
deuxiéme inconvénient, et peut-étre le plus important, est que la régression se contente
de résumer les données en une seule information, et ne peut décrire le comportement du
processus au complet. Pour ce genre de besoins, la recherche de la fonction de répartition
est plus adaptée que celle de la régression. En effet, la fonction de répartition, tout comme
la fonction de densité de probabilité et la fonction caractéristique, a I’avantage de carac-
tériser totalement la loi de la distribution de Y. L’estimation de la fonction de répartition
est trés utile par exemple pour estimer les chances qu’une observation appartienne a un
intervalle donné, ou encore que la valeur a estimer ne dépasse pas un seuil fixé. Elle est

aussi tres pratique dans I’étude de I'estimation des quantiles.

2.1.1 Contexte fini-dimensionnel
La fonction de répartition de Y étant définie par :
Fly) =P <y),

son estimateur le plus évident n’est autre que "la fonction de répartition empirique" définie

par :
1 n

Fuly) = > lyicyy -
=1

Mais méme si cet estimateur rudimentaire est sans biais et de variance minimale, et qu’il

présente donc de bonnes propriétés de convergence uniforme, il a le défaut de ne pas
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prendre en compte les structures topologiques de 'espace sur lequel I'étude est effectuée.
Le deuxiéme estimateur logique qu’on pense a introduire a été déduit de 'estimateur a
noyau de la densité de probabilité introduit par Rosenblatt et Parzen. Ainsi, I’estimateur

a noyau de la fonction de répartition de Y est défini par :
~ 1 <&
Fy)y==> H(h'(y-Y
(v) =~ ;1 (h'(y—Y)))

ou H(z) = / K(y)dy et K est une fonction noyau. La fonction de répartition de Y

conditionnelle & X est donnée par :
Fiy)=PY <y/X =x) (2.1)
Elle peut également étre définie comme suit :
y
F) = [

ot f*(y) est la densité de probabilité de Y sachant X définie par :

[ y) = (2.2)

de telle sorte que : f(x,y) est la densité de probabilité conjointe du couple (X,Y) et f(x)
est la densité de probabilité de la variable X.

Dans le contexte fonctionnel, I’étude de la fonction de répartition conditionnelle n’est pas
une extension directe de celle du contexte multivarié. Plus précisément, si le théoréme
de Jirina nous assure l’existence d'une distribution conditionnelle dans des espaces me-
surables, cela n’est pas toujours le cas dans des espaces fonctionnels, ol aucune mesure
dominante n’est reconnue universellement. Nous nous devons donc de préciser que dans
ce qui suit, il est implicitement supposé que la loi conditionnelle de Y sachant X est bien

définie.
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2.1.2 Contexte fonctionnel

Nous nous intéressons dans ce mémoire dans le cas ot F est fonctionnel. Plus préci-
sément, nous considérons un couple aléatoire (X,Y) ou Y est a valeurs dans R et X est
a valeurs dans un espace de dimension infinie (F,d(.,.)) tel que F est un espace semi-
métrique et d est la semi-métrique associée. Nous disons que X est une variable aléatoire
fonctionnelle.

A partir d’un échantillon de couples indépendants (X;,Y;), ayant chacun la méme distri-
bution que (X, Y'), I'estimateur de la fonction de répartition conditionnelle a été introduit
par Ferraty et al. [9]. Pour ce faire, ils se sont inspirés d’une adaptation de l’estimateur

introduit par Roussas [23] pour définir un estimateur de (2.1) comme suit :

ZK hid(x, X)) H(hz'(y — 7))

Fi(y) = (2.3)

ZK hltd(z, X))
O hg = hg oy, (vesp. hy = hy,,) est une suite de nombres réels positifs.

Notations et hypothéses

Avant de lister les conditions nécessaires a établir le premier résultat, nous avons besoin
de quelques notations supplémentaires. Désignons par V, un voisinage fixé de x, S est un
sous-ensemble compact de R, et notons par B(x, hx) = {2’ € F/d(x,2') < hk}, nous
désignerons par C,C’ et C, des constantes génériques dans R*™.
(H.1) P(X € B(x,hk)) = ¢pu(hr) > 0.
(H.2) Y(y1,92) € S x S, ¥(x1,22) € Vy X Vs,
[Pt (y1)— F™2(y2)| < Cp(d(z1, 22)" +|y1 —1y2|?), ot by, by sont des constantes positives.
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V(Y1 y2) € R? - [H(yr) — H(ya)l < Clyr — vl
(H.3)
[tP2HD(t) < oo.
(H.4) K est une fonction avec support [0,1] telle que 0 < C; < K(t) < Cy < 0.

. , logn
(H.5) Jim hic =0, lim 2255 = 0.

(H.6) lim hy =0 et pour tout @ >0 on a lim n“hy = 0.

n—oo n—oo

Remarque 2.1.1 L’hypothése (H.1) est une hypothése de concentration de la variable
fonctionnelle et elle joue un role important. Ce genre de condition est i€ a la semi-
métrique d(.,.); elle quantifie et controle les probabilités des petites boules. Tandis que
(H.2) est une hypotheése de régularité et elle est nécessaire pour évaluer le terme de biais.
(H.3) sur le noyau H est une condition technique nécessaire pour simplifier les preuves.
Pour ce qui concerne Uhypothése (H.4), ce noyau contient les noyauzx standards utilisés
dans la littérature et cette condition est aussi une hypothese technique. (H.5)-(H.6) Sur
les parametres de lissage sont classiquement utilisées dans le cas de dimension infinie pour

combiner entre le biais et la variance.

Le résultat

Nous somme maintenant en mesure d’énoncer notre premier résultat qui est la conver-

gence presque-compléte de 'estimateur de la fonction de répartition conditionnelle.

Théoréme 2.1.1 : Sous les hypothéses (H.1)-(H.6), nous avons :

Sylelg |}/7’\“(y) — F(y)| = O(R}) + O(h%) + O (1 / %) . p.co. (2.4)
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Preuve du Théoréme 2.1.1 : Pour ¢ = 1,...,n, nous considérons les quantités

K; = K(hi'd(z, X;)), H; = H(hy'(y — Y;)), et définissons FZ(y), et F% par :

R 1 n R 1 n

Cette preuve est basée sur la décomposition

Frly) — F*(y) = %{(ﬁm) ~EF5(y) — (F*(y) — EF%(y))}
(2.5)
+ F;gy) (EF} — F3}

et sur les résultats techniques suivants pour lesquels les preuves sont données dans la

section 2.5 :

Lemme 2.1.1 : Sous les hypothéses (H.1) et (H.4)-(H.5), nous avons

~ ~ logn
Fy, —EF};, =0 — |, .co., 2.6

Corollaire 2.1.1 : Sous les hypothéses du Lemme 2.1.1, nous avons
> P(Ff < 1/2) < co. (2.7)
n=1

Lemme 2.1.2 : Sous les hypotheéses (H.1)-(H.5), nous avons

1 ~
— sup|F*(y) — EF§(y)| = O(hlz) + O(H3), p.co. (2.8)
FE yes

Lemme 2.1.3 : Sous les hypothéses (H.1)-(H.6), nous avons

1 ~ ~ logn
—sup |Fy(y) — EFy =0 —_— p.Co. 2.9
7 sl ~ BRI =0 (|70 (2:9)
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2.2 La densité conditionnelle et ses dérivées

Comme la densité de probabilité est obtenue en dérivant la fonction de répartition,
et qu’inversement l'intégrale de la densité donne la fonction de répartition, il est vrai
que la connaissance de 1'une implique automatiquement celle de ’autre. Mais la fonction
de densité a un net avantage sur le plan visuel, puisqu’elle donne un apergu concret de
quelques caractéristiques que 'autre fonction décrit d’une facon moins explicite, comme

la symétrie, les pics ou les creux.

2.2.1 Contexte fini-dimensionnel

Dans le cas ot F est un intervalle de R, [27] furent les premiers & définir un estimateur
non-paramétrique pour la fonction de densité de probabilité, qui n’est autre que "lI’Histo-
gramme". Pour construire leur estimateur, ils ont découpé F en classes C; de largeurs [,
j=1,--- k. Ils ont alors proposé d’approcher la densité de probabilité f par une fonction

en escalier définie sur la classe C; qui contient le point y par :

=

o~

k
fr(y) = Z

e (y),
j
ol p; est la fréquence des points Y; dans la classe C; définie par :
1 n
i=1
Cet estimateur présente le méme inconvénient que celui du regressogramme. A savoir, le
choix arbitraire de la largeur de la classe C; fait que I’estimateur ne prend pas forcément

en compte les points les plus proches de la valeur y ou l'on effectue 'estimation. L’histo-

ramme mobile est en ce sens plus approprié que son prédécesseur, puisqu’il est défini sur
)
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une classe C' qui est choisie de maniére a ce que y soit en son centre, i.e. C' = [y — h,y + h],

ol h est une largeur a fixer. L’histogramme mobile est donné par :
Fult) = 371
m\Y) = 2hn pa ly—Y;|<h-

1
Ce dernier a encore été amélioré par 18] qui a remplacé la fonction discréte 5]1[_1,1} (h 'y — V7))

par une fonction continue décroissante K (h~(y — Y;)). C’est alors qu’est né 'estimateur

non paramétrique de la densité le plus répandu, qui est donné par :

foly) = % Z K(h'(y—Y).

Sa version multivariée (cas ou F est un espace de dimension p) est définie comme suit :

n

) = — S K (' - Y)).

nhp 4
=1

2.2.2 Contexte fonctionnel

En s’inspirant de la définition de la densité conditionnelle de Y sachant X donnée
dans (2.2), nous nous intéressons maintenant a l'estimation de la dérivée d’ordre j de la
densité conditionnelle f*) de Y sachant X = z. Nous proposons de définir 1’estimateur

fﬁ(j) de f*U) comme suit :

hf~ 12[( hiltd(z, X)) HIUD (Wit (y — V7))
ZK hiltd(z, X;))

Une estimation similaire a été déja introduite dans le cas particulier ott X est une variable

aléatoire réelle par Rosenblatt en 1969. Il a été aussi largement étudié par Youndjé [29].
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Notations et hypothéses
Afin d’établir la convergence presque-compléte de la jéme dérivée de la densité condi-
tionnelle, nous avons besoin des hypothéses supplémentaires suivantes :
(H.7) V(y1,42) € S X S,V(z1,22) € Vi XV,
[f7 O (yr) = f29 (yo)] < Cold(, Xi)™ + 1 — y2]™).

V(y1,y2) € R, [HU(yy) — HUD(yo)| < Clyr — vl

(H.8)
Ju > 0,V5 < j,  Lim [y [HYHD (y)] = 0.
Yy—r00
logn
H.9) lim hxg =0, lim ——>———— =0.
(RO o P = 0 I 0,

Le résultat

Le résultat suivant concerne le comportement asymptotique de I’estimateur f‘”(j ).

Théoréme 2.2.1 : Sous les hypothéses (H.1) et (H.4)-(H.9), nous avons :

o~ 4 logn
sup | 770 (y) — £ ()] = O(hfg) + O(hff) + O <\/ m) . peo. (21)

yes
Preuve du Théoréme 2.2.1 : Cette preuve est basée sur la décomposition
(i ; 1 (g (g z(i (g
FO@) - O = ={(RW) -ERT W) - (O - ERT @)}
(2.12)

ol

. 1 n .
D)) = — ST K(hidd(z, X))V HIY (W (y — Y,
N (Y) nhglEm; (hg d(x, X)) (hy (y —Y3))

et sur les résultats techniques suivants :
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Lemme 2.2.1 : Sous les hypothéses (H.1),(H.4) et (H.7)-(H.9), nous avons :

1 ‘ (i
—sup | [*(y) —Ef? (y)| = O(h%) + O(h%2), p.co. (2.13)
Fg yeSs

Lemme 2.2.2 : Sous les hypothéses (H.1),(H.4) et (H.6)-(H.9), nous avons :

1 o o 1
Twwu%Wm—Eﬁ@@n:0(¢ﬁg§§@5> peo. (214)
H Yz

Maintenant, soit fm = f’”(o), il est évident que le théoréme précédent nous permet d’obtenir

le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.1 : Sous les hypotheses du Théoréme 2.2.1 pour j = 0, et supposons que
(H.1),(H.3),(H.4) et (H.6) sont satisfaites, nous avons

T T o b1 bo lOng
ztelglf (y) — ()l —O(hK)+0(hK)+( —nhH%(hK)), p.co (2.15)

2.3 Le mode conditionnel

2.3.1 Le modéle et son estimateur

Soit {(X;,Y;),i > 1} des couples de variables aléatoires i.i.d., tel que X; prend les
valeurs dans l'espace semi-métrique (F,d(.,.)) et ¥; € R.
On définit le mode conditionnel noté par 6 comme suit :

f(0) = sup f*(y) (2.16)

yEeR

Soit S un ensemble compact tel que S = [0 — &, 0 + £] est choisi de telle sorte qu’il n’y ait

qu'un unique mode 6. Cet estimateur est basé sur ’estimation fonctionnelle de la densité
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conditionnelle. L’estimateur 5 du mode conditionnel 6 est défini comme :

-~

f7(8) = sup [ (y) (2.17)

yeSs

L’estimateur 6 n’est pas nécessairement unique.

2.3.2 Notations et hypothéses

Afin d’établir la convergence presque-compléte de Iestimateur é\, on introduit les hy-
pothéses suivantes :
(H.10) 3¢ >0, f* ~ dans [0 — &, 6] et f*N\, dans [0,0+¢&].
(H.11) f* est j-fois contintiment différentiable par rapport a y sur [0 — £, 0 4 £].
fO0)=0si 1 <1<y,
(H.12)
et |f29(9)| > 0.
Signalons que ces conditions ont une grande influence sur la vitesse de convergence de

Pestimateur 6 (dans le théoréme ci-dessous).

Remarque 2.3.1 L’hypothése (H.10) a été supposée pour assuré l'unicité du mode condi-
tionnel, tandis que l’hypothéses (H.11) est une condition de régularité qui caractérise l’es-
pace fonctionnel de notre modeéle, de plus elle est nécessaire pour évaluer le terme de biais
qui apparait dans la vitesse de convergence. Pour ce qui concerne lhypothése (H.12), ¢’est

une condition technique pour simplifier les preuves.

2.3.3 Le résultat

Le théoréme suivant donne un résultat de convergence presque-compléte de 1'estima-

teur du mode conditionnel :
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Théoréme 2.3.1 : Siles conditions du Théoréme 2.2.1 sont vérifiées avec (H.10)-(H.12),
nous avons :

~ s b logn ’

Preuve du Théoréme 2.3.1 : D’une part, nous avons

~

[£(0) = f*(0)]

1£2(0) — F(0) + f°(0) — f*(0)]

~

< |f70) - F20)) + | f(0) — f°(0)]
< ﬁyﬁ@w<%@ﬂ+$gﬁmﬁ—ﬁ@ﬂ
§2$yﬁ@—ﬂ@l (2.18)

D’autre part, en utilisant le développement de Taylor de la fonction f* :

~ ~ .

f%@zf%®+%FWWWw—®J

Ou 6* se situe entre 9 et 6. Ona:

16— 6 < 70 (67) j}gg|f (y) = f* (W)l
Nous aurions :
(0 —0) =O(sup|f(y) — f*W)),  pco (2.19)

Nous concluons en combinant (2.19), le Théoréme 2.2.1 et les deux résultats techniques

suivants :
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Lemme 2.3.1 : Si les conditions de Théoréme 2.2.1 sont vérifiées avec (H.10), nous
avons :

0—0— 0, p.co.

Corollaire 2.3.1 : En utilisant le résultat (2.18), on a :

Ir >0, P(f0(0") < 1) < o0.
n=1

2.4 Le quantile conditionnel

Définition 2.4.1 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires i.i.d, tels que X prend ses
valeurs dans un espace semi-métrique (F,d(.,.)) et Y € R. Pour a €]0,1[, le quantile

conditionnel d’ordre o noté t,(z) est une solution de l’équation
to(z) = inf{y € R/F*(y) > a} (2.20)

Le quantile conditionnel t,(x) peut étre défini aussi comme solution du probleme de mi-
nimasation suivant :

= inE[p,(Y —0)|X = z|.
ta(x) = arg min Efp, (Y — )X = 2]
ol pe est la fonction définie, pour tout z € R, par : po(2) = |z| + 2a — 1)z.

Dans ce mémoire, nous nous somme intéressé par (2.20).

2.4.1 Le modéle et son estimateur

On définit le quantile conditionnel d’ordre « noté t,, comme étant une solution de
I’équation :
F¥(t,) = a.

On estime le quantile conditionnel ¢, par t, tel que :

~

Fo(t,) = .
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2.4.2 Notations et hypothéses

Pour obtenir la convergence presque-compléte de I'estimateur de quantile conditionnel,
on aura besoin des hypothéses suivantes :
(H.13) La fonction de répartition F*(.) est strictement croissante.
(H.14) Le noyau H est strictement croissant.
(H.15) La fonction de répartition F*(.) est j-fois contintiment différentiable dans un
voisinage de t,.
FrO(t,) =0 si 1 <1<,
(H.16)
et |F*W(t,)| > 0.

Remarque 2.4.1 Avant de passé a notre principal résultat de cette section, mentionnons
que les hypotheéses (H.13) et (H.14) ont été supposées pour assurer lunicité du quantile
conditionnel et son estimateur respectivement. Pour surmonter la difficulté qui apparait
lorsqu’on estime le quantile conditionnel t,, liée au lissage de la courbe de la fonction de

répartition conditionnel F* autour de t, les conditions (H.15) et (H.16) ont été supposées.

2.4.3 Le résultat

Le théoréme suivant concerne le comportement asymptotique de ’estimateur du quan-

tile conditionnel.

Théoréme 2.4.1 : Si les hypothéses du Théoréme 2.2.1 sont satisfaites avec (H.13)-
(H.16), nous avons :

1

f—ta=0 (hK> +0 (hH> +0 ( %) (2.21)
c\IUK
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Preuve du Théoréme 2.4.1 En utilisant le développement de Taylor de la fonction

ﬁx:

to —t ) ~
_'_QFJS(])(IS*)

J!
Ou t* est entre ¢, et tAa, et d’aprés la premiére partie de (H.16), on a :

~ ~ o~ i1 _ )
Feta) — By = Y0 U tel (Fon) - o0 e,)

(2.22)

Remarquons que l'expression (2.22) implique que :

(ta—T)l = A]—' ((ﬁw(ta) — F*(t,)) — (i(ta — 1) (F 7 (ta) — fﬂc("l)(ta)))) :

=1

(ta —ta) = O(F*(ta) — F*(t,))

- (2.23)
*0<§XM—QWP”WMF¢W”@M>,pw-

=1

En comparant le taux de convergence donné dans les Théoréeme 2.1.1 et 2.2.1, nous consta-

tons que le terme dominant dans I’équation (2.23) est le premier terme. Donc nous avons :

~

(ta — ta) = O(F(ta) — F*(ta)), p.co. (2.24)
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Par conséquent du Théoréme 2.2.1, il suffit de montrer les deux résultats techniques

suilvants :

Lemme 2.4.1 Siles conditions du Théoréme 2.1.1 sont satisfaites avec (H.13) et (H.14),

on a :

%\a —ta — 0, p.co.

Corollaire 2.4.1 Sous les hypotheses (H.15) et (H.12), on a :

3r >0, ) P(fUNE) < 7) < 00
n=1

2.5 Preuve des résultats techniques

2.5.1 Démonstrations relatives a la section 2.1

peuve du Lemme 2.1.1 On a :

~. ~. 1/ K; K;
Fy —EFy = E;<EKi—E(EKi))

~ K. ~
TellequeVi=1...n, A; = ﬁ, les A; sont des variables indépendantes et identiquement
1

distribuées centrées.
D’aprés (H.1) et (H.5), on a : C¢,(hx) < EK; < C'¢,(hk), donc nous pouvons obtenir

directement :

IA;| < C/pa(h,) =61 et BIA? < C"/¢g(hi) = b5
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Ainsi, on applique le Lemme de Hoeffding [13] pour tout n € [0,05/d;], on aura :

log
On pose € = , il vient :
1 o, ~ —ne?
(n z’:1( ) 8) eXp< 402 >
n?logn
" ngs(hi)
< 2exp 107
(bx(hK)
< 2exp <log n_"2/4cl>
S 2n—772/40’
< C'n o
|
Preuve du Corollaire 2.1.1 : Nous avons :
P(IFp| < 1/2) <P(Fp—1] > 1/2),
On a ﬁf’, -1= ]/7\5 - Eﬁg et d’apreés le preuve du lemme 2.1.1 on a P(|F\f) —1]) < 0.
Donc P(|F5| < 1/2) < . u
Preuve du Lemme 2.1.2 : On a :
Afﬂ xr 1 . €T
EF3(y) — F*(y) = EKIEZ(KiHi(y)) — F*(y) (2.25)
i=1
En conditionnant par X, on obtient :
~ 1
EFY — F(y) = =BG [E(H (y)[X) — F7(y)]).

- EK;
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D’une part, nous avons :

+oo
E(H(y)|X) = 3 H(hif' (y — 2)) X (2)dz,
Une intégration par partie conduit a :
+oo
E(H\(y)|X) = [H(hg'(y—2)F*(2)] 2 + L HY (hy (y — 2)) F* (2)dz

—0 h/H -

1 [t
= = HYW (h!(y — 2)) F¥ (2)d=
hia J_o

—z
Maintenant, en utilisant le changement de variable t = 4 , on trouve :

hi

+o0
[E(H1(y)[X) — F*(y)| < HY ()| FX(y — hyt) — F*(y)|dt.
D’autre part, d’aprés (H.2), on a :
e b b
[E(H(y)|X) — F*(y)| < Cx/ H® (t)(hi + |t h3)dt. (2.26)

En utilisant la condition (H.3), (2.13) est une conséquence directe de (2.25) et (2.26) et
du Corollaire 2.1.1.

Donc

1 ~ ~
—|[sup |F*(y) — EF(y)| = O(hit) + O(h3)
Ff) yeSs

]
Preuve du Lemme 2.1.3 : L’idée est de recouvrir le compact S par un nombre fini

d’intervalles Sy de longueurs égales. On note 7, le nombre de ces intervalles, [,, la longueur

k=1n
de chacun d’entre eux et t; leurs centres. On a: S C U Sk o Sy =|ty —ln, tr. +1,]. On
k=1
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pose t, = arg min |y — t|, nous avons :
t€t1 oty

= sup |[Fy(y) —EFN(ty)| < —=sup|F(y) — FR(ty)|+ =-sup [FN(ty) — EFR(ty)| +
Fﬁ yeSs Fg yeSs FB yeS

/ (. J/

-~~~ ~~

T Ts

1 R .
=—sup [EF(t,) — EFS(y)].

Fg yeS
Ty
(2.27)
Concernant (77) : d’aprés la condition (H.8), on a :
L sup Fy) - Bl € o sup S - Bt
—=—Sup - S =-sup i\y) — 11; i
FB yeS N N Fﬁ yeS nEkl i—1 Y Y
1 Cly —t,| 1
< —su Y KZ'
= Fraes  hn \nEK ;
L,
< C— (2.28)
hu

On pose maintenant /,, = n=*"1/2

D’aprés (H.6), nous avons :

_y logn
bl = ( n¢x(hK)>

Alinsi, pour n assez grand, nous écrivons :

1 ~ ~ n logn
P = sup|F% - Fi| > 2] —2"— ) =0 2.29
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Concernant (73) :

~ ~ n logn
P [ sup |Fy(t,) — EFy >N T
logn

= = U
=P Fr(ty) —EFN(t)| > 54—
(@eégfﬁnﬁf #(0) ~EF (1) > ] n¢@(hK>>

~ ~ n | logn
< Pl |Fy(t,) —EFG(t — | — .
=~ Tntye{llfl;l,&.]i(trn} | N( y) N( y)| > 3 ngbx(h[()>

1
Soit A; = W(Ki]{i(ty) —E(K;H;(t,))). En utilisant des arguments similaires & ceux de
1

la preuve du Lemme 2.1.1 et puisque H < 1, nous déduisons que |A;| < C¢,(hk). Nous

appliquons maintenant 1'inégalité exponentielle de Hoeffding [13] pour obtenir :

~ ~ n logn
P <|FN(ty) —EFy(ty)| > 31/ W) < 2exp(—Cn*logn).

En choisissant 1 de telle sorte que Cn? = 3/2 + 2, on obtient :

CTnn73/272a

T,  max P(]ﬁ]‘f,(ty)—Eﬁﬁ(ty)\>

ty€{t1,rtry }

n logn >
3no.(hg)

< gn—3/2—2a‘

L,

—a—1/2

En gardant le méme choix de [, = n , nous déduisons de I'inégalité précédente que :

~ ~. n lggn o
P Fy(ty) —EFN(ty)| > o4/ —F— | < C .
(22?’ N ( y) v ( y)| 3 n¢x(hK)> > 0n

Finalement, d’apreés le Corollaire 2.1.1, on obtient :

1 ~ ~ n logn 1
P =—sup|Fy(ty,) —EFN(t,)| > 4| ——— | < Cn™ 77, 2.30
(ww£|Nu> mw\:ﬂg%wm>_ (2:30)



2.5 Preuve des résultats techniques 31

Concernant (73) : d’aprés (2.28), nous avons :

~ ~ L,
sup [EF% (t,) — EF ()] < 3™

yeS H

Et d’apres 17, nous écrivons pour n assez grand :

1 ~ n logn
P = sup|EF EFy >—y/——— ] =0 2.31
(Fg yES| N( ) N(y)| 3 nQSg;(hK)) ( )

Donc la preuve du Lemme 2.1.3 est une conséquence de (2.27), (2.29), (2.30) et (2.31). m

2.5.2 Démonstrations relatives a la section 2.2
Preuve du Lemme 2.2.1 Soit Hi(jJr (y) = H9TV(h'(y — Y;)), nous avons
i " 1 , i
B () = FO() = e —EUGHT ™ (9) = 70 ()
H 1

En conditionnant par X, on obtient :

1

E—— (G+1) G pa(j
e, PUGECHE  WX) = i fOw). (232)

Efv(y) — f*9(y) =

Dans un premier temps, nous avons :
BEHX) = [ HO 0 - ) )
R
_ Z hl H(] H—l ( . Z))fX(l_l)(Z)} Foo

+ R /H(1 (y — 2) fX9(2)dz

Donc

E(H (4)[X) = h, / HO (7 (y — 2) 750 (2)d= (2.33)
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D’autre part le changement de variable t = (y — z)/hy permet d’écrire :
E(HD ()| X) = B O (y)] < hgl/H(l)(t)!fX(j)(y — hut) — f79 (y)|dt.
R

Finalement, d’aprés (H.7), on a :
(I @)X) O ) < o [ O+ o i

La condition (H.3), L’équation (2.32) et le Corollaire 2.1.1 acheve le résultat. |
Preuve du Lemme 2.2.2 : En utilisant la méme idée de recouvrir le compact S comme

la preuve du Lemme 2.1.3, on a :

= sup|F5 () ~ EFf ()] < ﬁl sup | F5(0) - Flt >r+ﬁ1 sup Fy(t,) ~ EFf (t,)

D veS D ves D VeS
TV 7 NV -

T T

+—sup|EF%(t,) — EFi(y)].

FD yeSs
T
(2.34)
Concernant (7)) : d’aprés (H.8), on a :
L B (0) - Byl <€ sup SN I - B,
Fi yes Fi yes nhi "B, <
1 Cly—t 1 .
< LGl I, e
F#yes  hg nhy EK, =
L,
< CW (2.35)
H

Cette fois-ci, on pose [, = n~ %z, Phypothése (H.6) et la deuxiéme partie de (H.9)

. 1
L/ W% = o Q/%) (2.36)

permet d’écrire :
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Ainsi, pour n assez grand :

1 7z(5) 7z (5) logn
— su — t,) =0 . .
Fg yeg ) = I ()] nh?jﬂcbx(h,q)

Donc
~(i logn
P| =su ‘ (] "Dt > L 1L - 0. 2.37
( - yelé? f fN ( y) 3 nh%—i_l@ﬁ(h[() ( )
Concernant (73) : On commence par
n (+1) (+1)
7(9) () ! 3 Hy ™ (ty) K E(H (1) K)
t,) —E t,) = — . — , 2.38

. HIY@)KE,  EHIT(,)K,)

On pose AT = . — . ,
P ' WiEK, WIEK,

On a |Af] < Chy '¢.(hg)~". Maintenant, nous montrons que :

EA;? =0 (R ¢, (hi)™"). (2.39)

Premiérement, nous pouvons écrire :

E(H ™ (1) K2)
WIEK,

EA? <E ( ) ot E (Hl(j+1)2(ty)K12) —E (KfE(H‘J“ (t )|X)>
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L’hypothése (H.8) implique que :

B(HY ™ (0)1X) - () [ H<f+1>2<y>dy\

Nous déduisons d’aprés (H.8) que :

L gy (hi) (7t —u) = f7 (1)) du

r hn H

IN

/| L guy (%) (FX(t, —u) — FX(1,) du

u<a b

+

/>A %H(HI)Q (%) (f5(ty —w) = 7 () du

< Csup |[fX(ty —u) — fX(t,)| + sup HUTV(y)
ful<A <A/

J

~~

B

~~

Bs

LX) / HU(1,)dy
ly|<A/hg

7

-~

B3

Ve >0,YA>0,3n4.,Yn > na., By + B3z < e.

De plus, comme f* est continue, on a :

Ve > 0,34 >0,Vn <nu., By <e.

Ainsi, nous obtenons :

1
lim —E
m -

n—oo H

(H 021X

) = ¥ [ HO

Finalement, puisque 0 < C¢,(hx) < EK; et EK? < C'¢,(hg), nous avons (2.39). En

appliquant I'Inégalité de Hoeffding |

|, on trouve :

2x(5) 2(j) logn
P <\f1vj (ty) —Efy" ()] > W\/W

n?logn

ol 4 2j+1
hK)) < 2e P{ nc_nh2+l¢x(hK>hH ¢x(hK)}
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Ce qui entraine a :

(g (g 1 ;) —Cn2
P(UN()(ty) Ef(()| n\/nfﬁ%qbn(h;()>gcn n

Ainsi, d'une maniére analogue a ce qui a été prouvé dans le Lemme 2.1.3, on en déduit

log n C" o2
>n NP ST S l—n En .

En choisissant 1 de telle sorte que Cn? = 5a/3 + 3/2, on obtient :

() () B logn
PP (t,) - EFO(2,)| = <\/—nhgﬂ¢x(m{)-

logn

mojo e )
>3\/nh§§+l¢z(h;<)) 0. (2.40)

que :

yes

<SUP ~Ef*U)(t,)

sup
yes

Donc

FO(t,) —EfV(t,)

1
P | = sup
Fm yeS
Concernant 73 : d’aprés (2.35), on a :

~ ~ l,
sup |EfN(ty) - EfN(y>| < CW
H

yes

Et d’aprés 17, nous écrivons pour n assez grand :

2 _ wrx — loi
ilelg Efx(ty) —Efn(y)| =0 (\/nh§+1¢x(hH)) ‘

Donc on a :

1 -~ -~ n logn
P =sup |Efxy(t —Efxy‘>— ——F—— | =0. 241
(Fi% L ) e -
Finalement, la preuve du Lemme 2.2.2 est une conséquence du Corollaire 2.1.1 et les

équations (2.37), (2.40) et (2.41). n
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2.5.3 Démonstrations relatives a la section 2.3

Preuve du Lemme 2.3.1 : Puisque f* est continue, d’aprés (H.7) et en utilisant

(H.10), nous avons :
Ve > 0,30(e) > 0.Yy € (0 — £,0 1), f°(y) — F*(6)] < 5() = [y — 6] < =

Comme 8 € (6 — &, 6 + €), nous avons :

-~

35(e) > 0,]£7(0) — f5(0)] < 6(e) = |0 — 0] <.
Donc, on obtient directement :
Ve > 0,36(c) > 0,B(18 — 6] > &) <P(f7(6) — f(6)] = d(c)).
Ainsi, d’aprés (2.18), on a :

P(|6 — 0] > £) < 2supP(|f*(y) — f*(y)| > d(e))

yeSs

Donc la preuve de ce lemme est une conséquence directe du Théoréme 2.2.1. [ ]
Preuve du Corollaire 2.3.1 : La preuve de ce corollaire est une conséquence directe de

la seconde partie de ’hypothése (H.12). Donc on obtient directement :

I > 0,P(f*U)(6%) < 7) < o0.

2.5.4 Démonstrations relatives a la section 2.4

Preuve du Lemme 2.4.1 : Puisque I est continue d’aprés (H.3) et selon (H.14),

nous avons :

Ve > 0,30(e) > 0,Vy, |F*(y) — F*(ta)| < 0(e) = |y — ta| <e.
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Cela conduit directement a :

Ve > 0,30(e) > 0,P(|[fy — to| > ) < P(F*(ia) — F*(to)] > 6(¢))

= P(|F"(ta) — F*(ta)| > 6(c))

Donc la preuve de ce lemme est une conséquence directe du Théoréme 2.1.1. [ ]
Preuve du Corollaire 2.4.1 : La fonction f*U~1 est continue d’aprés la condition
(H.15). Dong, la preuve de ce corollaire est une conséquence direct de la second partie de

I'hypothése (H.12), on obtient facilement :

3r > 0,P(fUD(t*) < 1) < o0. n

2.6 Quelques exemples de probabilités de petites boules

Nous avons déja souligné que les vitesses de convergence dépendent de la quantité
P(d(z, X) < hg). Ces vitesses peuvent étre alors précisées en utilisant les résultats sur les
probabilités de petites boules pour des processus standards. Dans ce paragraphe on donne
I’expression de la mesure de probabilité de petite boule pour deux modéles différents
de processus a temps continue. On va également donné pour chaque cas la vitesse de

convergence de l’estimateur basé sur le processus en question.

2.6.1 Processus de diffusion

Considérons l'espace fonctionnel F comme étant I'espace de Cameron-Martin' de

'espace C'([0,1]; R?) 2. Prenons comme métrique d celle associée a la norme infinie :

[2llsup = sup |z(B)] Vo e C([0,1]; R?),
te(0,1]
1. Soit E un espace localement convexe avec une mesure u. [1] a défini 'espace de Cameron-Martin

de E par EM = {x € E/u(. — 2) ~ u(.)}.
2. C(]0,1]; RP) est I’ensemble des fonctions continues a valeurs dans RP définies sur [0, 1].
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et notons par P, la mesure de probabilité de Wiener? définie sur C' ([0, 1] ; RP).
[1] a montré que la mesure de Wiener d’une petite boule de probabilité centrée était de

la forme

4
Pw (”xHSup S hK) ~ _6_7T2/8h§{'
T
Il s’en suit, d’apres la définission de 'espace de Cameron-Martin F, que :

4
Py (|12 = 2ollsup < hic) ~ Cog—e ™ /3 Vg € F. (2.42)
m

A présent, notons par w; le processus de Wiener, et considérons le processus de diffusion

X td 7 guivant :

t
szff:/ G(S,Xdiff)ds—i—wt,
0

ot la fonction © est telle que 1'équation précédente a une unique solution X%// et elle

vérifie I’hypothése suivante :
1 .
/ e? (S,Xdlff) ds < o0 p.S.
0
alors le processus Xtd T a une mesure de probabilité absolument continue par rapport a
la mesure P,. Ainsi, sous '’hypothése précédente, (2.42) implique que
P (”Xdiff _ $0||sup < hK) -~ Cxoe_WQ/gh%{-

Finalement, il est facile de voir que notre condition cruciale (H.1) est trivialement satisfaite

pour le processus de diffusion en choisissant notre fonction sous la forme

¢;liff(hK) ~ Oxe—w2/8h§(

3. Soient (t;)i=1,5 € [0,1] tels que 0 < t1 < to < -+ < tx < 1, et (A;);=1,% une famille de Borels
de [0,1]. En considérant la densité f;(z) = \/21?6_12/ 2t la mesure de Wiener. P, est définie pour tout
X € C([0,1]; RP) par :

Py (X(t:) € A, i=1,k) = fA1 "'fAk fro (@) fro—t, (2 — 1) -+ frp 1y, (ke — Tp—1)dz) - - - 1.
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I1 suffit alors de choisir les paramétre tels que
hi ~ ng(logn)~'/? pour 7y assez grand

et hyg ~n “pour e >0

pour voir que les conditions (H.5) et (H.6) sont satisfaites. Finalement, nous arrivons a

une vitesse de convergence de l'estimateur F' dans notre Théoreme 2.1.1 d’ordre

Op.co. (log n)fbl/2 , P.co.

2.6.2 Mouvement Brownien Fractionnel

Prenons maintenant l'espace C ([0,1]; R), et F l'espace de Cameron-Martin qui lui
est associé. La métrique d utilisée ici est toujours celle associée a la norme infinie.
Considérons XMBF le mouvement Brownien Fractionnel* de parameétre a, 0 < o < 2.

Cette fois-ci, nous avons :
—2/a -2/
C'g,;oehK2 <P (| XMPF — zo|sup < hi) < C’g’COehK2 , Voo € F, (voir Ferraty et al. |9]).

Finalement, il est facile de voir que notre condition cruciale (H.1) est trivialement satisfaite
pour le processus de mouvement Brownien Fractionnel en choisissant notre fonction sous
la forme

¢MBF(hK) ~ Czeh;<2/a

T

En choisissant ensuite les paramétres de lissage tels que

hi ~ C(logn)~®2 hy ~n~¢,

4. Un mouvement Brownien Fractionnel f d’ordre « est un processus Gaussien centré tel que Fy = 0

et Vt £ s €[0,1], E|B; — Bs| = |t — s|™.
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pour voir que les conditions (H.5) et (H.6) sont vérifiées. Finalement, nous arrivons a une

vitesse de convergence dans notre Théoréme 2.1.1 d’ordre

Op.co. (log n)_ab1/2

, P-CO.

Nous remarquons que pour les deux exemples citées, la mesure de concentration est de la

forme :

Gu(h) ~ Cpe®r ™.



Chapitre 3

Cas dépendant

Dans ce chapitre nous établissons la convergence presque-compléte de I'estimateur a
noyau du mode conditionnel défini dans (2.17) en considérant le cas ou les observations
sont dépendantes. Ce chapitre est organisé comme suit : on présente dans la premiére
section les notations et les hypothéses nécessaires. Dans la deuxiéme section nous énongons
le résultat principal de ce chapitre. La troisiéme section est consacrée aux démonstrations

des résultats élaborés dans la section précédente.

3.1 Notations et hypothéses

L’estimateur a noyau du mode conditionnel dans ce chapitre, est construit a l'aide
d’un échantillon de variables fortement mélangeantes. Pour cela, on considére le modéle
(2.16) et on garde les mémes notations, ainsi, que les mémes hypothéses de la section 2.3
du chapitre précédent (Cas i.i.d.) et on ajoute les conditions suivantes :

(M.1) st;p]P’((Xi,Xj) € B(x,r) X B(x,r)) = ¢ ()0 (7).
i#j
(M.2) Les coefficients de mélange de la suite (X;,Y;) vérifient la condition :
Ja > (5+V17)/2,3¢ > 0,Yn, a, < en™°

41
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(M.3) lim hy =0 et 35 < telle que lim n’'hy = cc.

n—00 - (a + 1)(0, — 2) n—00
. , logn
lim hg =0 lim ———————
lim i =0, lim s

(M.4)

3—a

et 362 >0,¢1 >0,c0 > O,an(a+1)+ﬂ2 < Xx(hK) < clnﬁ,

Telle que la fonction x, est définie par x, = max{¢.(h),¥.(h)}.

Remarque 3.1.1 la premiére condition concerne la distribution des deux couples dis-

tincts (X;,Y;) et (X;,Y;) c’est en fait une condition de concentration dans le cas dé-

pendant. La deuxiéme condition précise le type de dépendance qui est la mélangeance

algébrique. Les deux derniéres hypothéeses concernent les paramétres de lissage hx et hy.

3.2 Le résultat
Nous somme maintenant en mesure d’énoncer notre résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothese (H.1), (H.3), (H.4), (H.7), (H.10)-(H.12) et (M.1)-

(M.4), nous avons :

~ b by logn !
0—0=0(h )|+O(h; )+0O _— ) .CO.
( K) ( H) ( nhHX:c(hK)> P

Preuve du Théoréme 3.2.1 : Cette preuve est basée sur la décomposition (2.12), le

Lemme 2.2.1, le Corollaire 2.1.1, le Corollaire 2.2.1 et les résultats techniques suivants :

Lemme 3.2.1 : Sous les hypotheéses (H.1), (H.3), (H.4) et (M.1)-(M.4), nous avons :

~ ~ logn
Fy —EF;, =0 — |, .CO.
D D ( nXac(hK)) p
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Lemme 3.2.2 : Sous les hypothéses (H.1), (H.3), (H.4), (H.7) et (M.1)-(M.4), nous

avons !

1 ~ ~ logn
—sup|fy(y) — Efy =0 —— |, p.co.

Lemme 3.2.3 : Sous les hypothéses du Lemme 3.2.1, (H.10) et (H.12), nous avons :

3e>0,) P(fU(0") < ¢) < oo,
n=1

3.3 Preuve des résultats techniques

Preuve du Lemme 3.2.1 : Nous avons :

n

~ ~ 1 K. 1 ~
Fy —EFp = — L1 = A;.
b b nZ<EK1 ) nEKliz_; '

=1

ou

A; = K; — E(K,)

L’outil principal de cette preuve est application de I'inégalité de Fuk Nageav |13]. Pour

cela, nous devons calculer le comportement asymptotique de la quantité s> comme suit :
n n . . n "
s2 = Z Z |Cov(Ai, Aj)| = s2* + Z Var(4;). (3.1)
i=1 j=1 i=1
ou

s2 =" |Cov(A;, Aj).
i#]

Premiérement, nous définissons les ensembles S; et S, comme suit :

$1 = {(3,]) telle que 1< j—i<my}
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So ={(i,7) telleque m, +1<j—i< n—1}

Ou la suite m,, est choisie telle que m,, = oo. Et en denotant J; ,, et J;,, comme les sommes

des covariances sur les ensembles S et S5, respectivement. Donc :

hn = 3 |CouA;, )]

S1

= Z |Cou(K; — E(K;), K; — E(Kj))
S1

S () — B(R)E(S)
S1

D’aprés (H.1), (H.3) et (M.1), nous pouvons écrire :

Tin < Cnmy (¢ (hic)a(hic) + (62 (hic))?)- (3.2)

D’autre part, pour J,, on a :

J2,n = Z |COU(£7J7 A])'

Sa

Pour étudier la somme sur S5, nous utilisons I'inégalité de Dvydov-Rio dans le cas L™

(ce qui est possible puisque ﬁl est bornée). Cela conduit, pour tous i # j a :
|Cov(Ai, Aj)| < Ca(li = j|)

Et donc nous obtenons :

Jow <02 (a(my)) < On’m;“. (3.3)

En utilisant les deux résultats (3.2) et (3.3), puis en utilisant la définition de x, et fina-

lement en choisissant :
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Nous pouvons écrire, pour n assez grand :

2
s = Jl,n+J2,n

n

< C[nmnxi(h;() + ngm;"‘]

< O(nxa(hk)). (3.4)
Maintenant, pour tout ¢ = 1,...,n nous pouvons écrire :
Var(&;) = E(K7) — (B(K;))*.
Et d’aprés (H.1), on a :
Var(A) < C(@s(hie) + (92(hic))?).

Donc

Var(Ai) = O(¢z(hi))-

Enfin, ce dernier résultat combiné avec (3.1) et (3.4) conduit directement & :

52 = o(ng.(hk)) + O(no,(hx)).

Ainsi, nous sommes maintenant en mesure d’appliquer I'inégalité classique de Fuk Nagaev

pour obtenir : VA, r >0 :

A
P{|F5—EF§| >4—} < IP{|F§—IEF,§] >4

A
nEK1 an<hK) }

S Al +A27

2

(a+1)
OuA1:4(1+)\—2> et Ay = 4= (2)7
rs? oA
En posant A\ = (n/4)\/nx.(hk)logn, on aura :

Ay = enr* A~ = enr(ng, (hi ) (logn) ~@+D/2
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En prenant r = C(logn)? il s’ensuit que :
Ay = C(log n)(2a)_(a+1)/2n(1—(a+1)/2)xx(hK)—(a—&-l)/Q‘

Ensuite, d’apreés la deuxiéme partie de (M.4), on a :

o () < Con~(P2)=22(*57),

D’ou

Ay

IN

C(log n)(2“_(“+1)/2)n(1—(a+1/2))n—(3‘7“4#32(‘1;1))

< C(logn)(Qa*(aJrl)/Q)n_l_ﬁQ(aT-H).
Donc finalement, 3v > 0 telle que :
Ay <Cn' (3.5)

Concernant A; on a :

2 —r/2
n an<hK) 10gn
A = 4(1
' ( * 16rs2

n’nx.(hi)log n)>

167s2

< Cexp (—r/Qlog (1 +

En gardant le méme choix de r = C'(logn)?, nous pouvons écrire :

1
A < Cexp (—n2 03g2n) — O~ 7/32 (3.6)

Finalement, avec une combinaison des résultats (3.5) et (3.6), v > 0 telle que :

P ‘ﬁx—Eﬁm
( i 5 nox(hi)

1
> n ﬂ) S C/nflfy'
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[ |
Preuve du Lemme 3.2.2 : En utilisant la méme idée de recouvrir le compact S comme
la preuve du Lemme 2.1.3 et en se basant sur la décomposition (2.34), on a :
Concernant 7] : En suivant la méme démarche que la preuve du Lemme 2.2.2 en prenant

j =0, on a d’apres la définition de f]f,() :

1 ~
— sup vty < C—-.
7 S I~ el < O

Maintenant on pose :

Et d’aprés (M.3), nous avons :

l,/h2 = o(v/log n(nhgxe(hi))™L).

Alinsi, pour n assez grand, nous pouvons écrire :

fa(y) — fa(t,)

> 1 bi) ~0 (3.7)

ol
—<— su
Pz yes 3\ nhux.(h)

Concernant 75 :

- ~ 1

nhH]EKlz{H ) — E(Hi(ty)Ki) - (3.8)

On pose A} = {H,(t,)K; — E(H;(t,)K;)}. En suivant les méme étapes que la preuve du
Lemme 3.2.1, nous notons maintenant :

57 = Z |Cov(A], AY)| = Z | Cov(A], AY) |—|—Z Var(A7).

ij=1 i#j=1
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Tout d’abord, nous recherchons le comportement asymptotique de la quantité s;?* définie

comime suit :

52 = Z | Cov(A], AF)].
i£j=1

Nous divisons la somme en deux ensembles définis par :
St ={(i,j) telle que 0 < |i —j| <m,}
et
S ={(i,7) telle que m, +1<|i—j| <n—1}
Ot m, — oo. Et en denotant Ji,n et Jin comme les sommes des covariances sur les

!’ ’ . . Pa
ensembles ST et S5, respectivement. Puisque H et K sont bornés, on a :

JLn = Z|OOU(A
5

< > (C(P(X:, X)) € B(x, hicn X B(x, hi))) + CP(X; € B(x, hi))P(X; € B(z, hi)))

!

5y
< Cnmy[Ye(hi)de(hi) + 62(hi)]

De plus Vi # j on a Cov(Af, A%) < Ca(]i — j|). Alors :

Jy, = Z\OOUA* AN

,n

< Z(Ca(li —Jb)

SZ
< Cna(li—jl)
< Cn’m° (3.10)
/ 1
On pose m,, = ————, et nous concluons comme pour la preuve du Lemme 3.2.1 que :
hHXx(hK>

/

5,2 = O(nhyxa(hk)).

(3.9)
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> T € 1
P (sygg () — EF ()] > (m))

-~ -~ € 1
=P Tt Y —EFE(t - -
(tye{ltrll?j%tm} |fN( y) fN( y)| - 3 (ClnhHX;c(hK))>
<m max  P(|F(t) —Efilt,)] > S !
=T (v N 3\ Crnhaxa ()

—~ ~ £ ]_
<, P(|7%(t,) — Ef2(t S (P
> T, tyE{Ig;l?:-),{trn} (|fN( y) fN( y)’ > 3 (ClnhH]EKl))

< Cl, (A + A)
ou

g2\ /2 T
o o _ at
A =4 (1 + 7*5_’2) et A, = 4ner (g) :

n

logn

———— et r = C'(logn)2, et en utilisant

Pour obtenir le résultat on pose € = Cn

le fait que 52 = O(nhgx.(hx)). Le calcule de A et A, est exactement le méme que

A; et A, dans la preuve du Lemme 3.2.1. Donc :
Al = Cn7/32 et Ay =Cn =17
De plus en gardant le méme choix de [,, = n‘gﬁl_%, on obtient pour 7 assez grand :

IHA + A) = Cn Y

o o ([ logn
zlelg [fx(ty) —Efx(t)] = O <W> |

Finalement, on a :



50 Cas dépendant

et donc

fa(t,) —Efu(t,)

1
1 L) | (3.11)

P 1
—— Sup
F§ yes nhpXe(hk)

Concernant 73 : D’aprés (H.3) et (H.4), nous avons :

~ —~ ln
sup [E% () ~ EF§ ()] < O
yeS H

Et d’apres 17, nous écrivons pour n assez grand :

1 -~ -~ n logn
P — sup |EFE(t,) — EfE ‘>— __oen . 3.12

Finalement, la preuve du Lemme 3.2.2 est une conséquence du Corollaire 2.1.1 et la
décomposition (2.34) et les équations (3.7), (3.11) et (3.12). n

Preuve du Lemme 3.2.3 : Pour établir ce lemme, il suffit de montrer que :
—0—-0 p.co. (3.13)

En utilisant les mémes arguments que dans la preuve du Lemme 2.3.1, on montre :

Ve > 0,35(z) > 0,P(|6 — 0] > ) < P(|f*(6) — f*(8)] > &(¢)).

Alors, 0 — 0 tend vers 0
Finalement, la preuve du Lemme 3.2.3 ce déduit directement de la continuité de f*, la

condition (H.10) et I’équation (3.13). n



Chapitre 4

Application et conclusion

Dans ce chapitre nous étudions un exemple d’application sur la prévision de la concen-
tration de l'ozone, ainsi qu’une comparaison avec l’approche standard de la régression.

Nous achevons ce chapitre par une conclusion générale.

4.1 Application

On peut obtenir aisément un échantillon de variables fonctionnelles a partir d'un pro-
cessus & temps continu. En effet, soit (Z;)icpop; un processus réel stationnaire a temps
continue. A partir de Z; on construit N variables fonctionnelles (X;);=1, n définies de la

facon suivante :

vt € [0,b], Xi(t) = Zn-1((i-1)p+0)-

Si on souhaite prédire une caractéristique réelle (notée Y') de X sachant la courbe Xy _1,
on considére les observations (X;,Y;) ou Y; est la caractéristique qu'on veut prévoir a
I'instant 7. En utilisant le mode conditionnel comme outil de prévision, on peut prévoir

~

Y par 0(Xn_1).

o1
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4.1.1 Mise en oeuvre sur des données réelles

Dans ce paragraphe on examine un exemple pour lequel la prévision via le mode condi-
tionnel est meilleure que celle obtenu par la régression. Cet exemple concerne un probléme
de pollution. Il s’agit plus particuliérement de I’étude de la courbe de la concentration
de I'ozone sur le pole nord et I'objectif est de prévoir le maximum de la concentration
maximale de I’ozone dans une journée sachant la courbe de cette concentration pendant la

journée précédente. Plus précisément, les observations ont été obtenues selon les données

suivantes :
Country Norway
Code NO42
Database code NOO0042R
Geographical coordinates 78°54'N,11°53'E
EMEP coordinates (50 km) | 69.02,104.35
Altitude above sea level 474
In operation since September 1989
Closest climatological station | 99910 Ny-Alesund
Main wind direction E-S-E

Nous avons récupéré ces données de la concentration de l'ozone de 'année 2003 (livrée
par heure) sur le site http ://www.nilu.no/projects/ccc/sitedescriptions/. Elles sont repré-

sentées par la figure 4.1 :



4.1 Application 53

(CURVES.ECHANT)

20
|

= —

T
o 2000 4000 6000 8000

FIGURE 4.1 — Les données de la concentration de I'ozone (2003).

En reprenant les notations du paragraphe précédant, on peut représenter la concentra-
tion de l'ozone par un processus stochastique (Z;). En faisant un découpage par morceau
(1 morceau=1 jour), on construit 365 variables aléatoires fonctionnelles (courbes) notées

Xi=1,. 365 Elles sont représentées ci-aprés :
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10 20

FIGURE 4.2 — Les 365 variables aléatoires fonctionnelles.

Notre objectif est de prévoir la valeur maximale de la concentration de ’ozone sachant
la courbe de la concentration de 'ozone de la journée précédente. Ainsi la valeur réponse,

notée Y, est Y; = sup X;.1(¢).
te(1,24]

Algorithme

Les estimations sont obtenus en choisissant le parameétre de lissage localement par la
méthode de validation croisée sur le nombre des voisins les plus proches et on considére
un noyau quadratique défini par :

K(o) = (1—2%) sixel-1,1]

O lw

ailleurs.

Le probléme du choix de la métrique est aussi trés important dans ce jeux des données.
Dans notre cas nous avons choisi la norme L[zl,2 4 calculée en utilisant I’analyse en compo-
)

santes principales fonctionnelles. On procéde par I'algorithme suivant :



4.1 Application 55

— Etape 1 : On divise nos observations en deux paquets :

— (Xj,Y])j=1,. n échantillon d’apprentissage,

— (X;,Y;)i=1,...1 échantillon de test.

— Etape 2 : Pour chaque X,,.,, dans I'échantillon de test, on prévoie sa valeur réponse
Yew par :
— Méthode 1 : La régression

}//\'reg =Tp (Xnew> ’

new

avec

n

> K(hld(w, X)))Y;
rh(z) = j:;

Z K(h;(ld(a:, XJ))

Jj=1

— Méthode 2 : Le mode conditionnel

~

?mode — Q(Xnew)a

new

avec

~

0(x) = arg max ]?;
Yy
— Etape 3 : Pour chaque courbe X; de I’ échantillon de test, on pose :

ireg = arg min d(X;, X;)

Jj=1,..,n
et

Imode = arg )r(nél} d(Xiv Xj>7
J

ou J est I'ensemble des courbes de I'échantillon d’apprentissage appartenant a la

méme saison que celle de Xj.
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— Etape 4 : On prend
Yres = T'popt (Xnew)

new
ireg

et

~

}/}mOde = 9 (Ximode ) ‘

new

— Etape 5 : L'erreur utilisée pour comparer les deux méthodes est
1 < - )
— Y- T(X)),
i=1

ou T désigne l'estimateur utilisé : la régression ou le mode conditionnel.

— Etape 6 : On repartage nos observations en deux paquets plusieurs fois et on répéte
les méme étapes 1 — 6.

— Etape 7 : On compare les deux méthodes en présentant notre résultat par un graphe

de type boite a moustaches.

Résultats

On répéte 36 fois cette procédure et a chaque fois I'erreur de prédiction est calcu-
lée. Nous avons constaté que les erreurs obtenues en faisant la prévision via le mode
conditionnel sont dans l’ensemble plus faibles que celles de la régression (voir le graphe

ci-dessous).
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Le mode conditionnmnel, La regression

—

FIGURE 4.3 — Les erreurs de prévision obtenues par les deux méthodes.

4.2 Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous somme intéressé a ’estimation non-paramétrique des
modéles conditionnels qui sont liés a la fonction de répartition conditionnelle comme la
densité conditionnelle et ses dérivées, le mode conditionnel et le quantile conditionnel ;
quand la variable explicative est fonctionnelle en utilisant la méthode du noyau. Nous
avons fixé comme objectif la convergence presque-compléte, dans le cas ou les observa-
tions sont indépendantes et identiquement distribuées. Dans chacun des cas les vitesses

de convergence ont été mentionnées.

Ensuite, nous avons établi la méme propriété asymptotique pour un estimateur a noyau

du mode conditionnel en considérant des observations fortement mélangeantes.

Afin de confirmer l'efficacité des estimateurs étudiés nous avons terminé notre travail
par une application de la prévision en série chronologique. En effet, La régression non-
paramétrique a toujours été un outil important dans la prévision. Cependant, il est connu

que le mode conditionnel offre une bonne alternative au probléme de prévision. Nous avons
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donc présenté un exemple sur des données réelles dont 1'objectif est I’étude comparative
entre prévision par la régression et le mode conditionnel. Cette comparaison a démontrer

Iefficacité et la supériorité de la prévision en utilisant le mode conditionnel.

On peut aussi remarquer que grace aux hypothéses supplémentaires du cas dépendant
nous avons réussi a établir des vitesses de convergence semblables au cas i.i.d.

Finalement, il faut mentionner que la dimensionnalité des observations (resp. du mo-
dele ) est bien exploitée dans Iexpression de la vitesse de convergence. On trouvera la
dimensionnalité du modéle dans la partie biais, tandis que, la dimensionnalité de la va-
riable fonctionnelle est dans la partie dispersion & travers la propriété de concentration
de la mesure de probabilité de la variable fonctionnelle qui est étroitement liée a 1’espace

fonctionnel de la variable explicative.
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