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Introduction générale

L’estimation est un élément fondamental de la statistique mathématique

qui développe des techniques pour décrire certaines caractéristiques d’en-

sembles d’observations. On y distingue

L’approche paramétrique, qui considère que les modèles sont connus, avec

des paramètres inconnus. La loi de la variable étudiée est supposée appartenir

à une famille de lois pouvant être caractérisée par une forme fonctionnelle

connue (fonction de répartition F , densité f ,...) qui dépend d’un ou plusieurs

paramètres inconnus à estimer.

L’approche non paramétrique, qui ne fait aucune hypothèse sur la loi, ni

sur ses paramètres. Nos connaissances sur le modèle ne sont pas précises, ce

qui est souvent le cas dans la pratique. Dans cette situation, il est naturel de

vouloir estimer une des fonctions décrivant le modèle, soit généralement la

fonction de répartition ou la densité (pour le cas continu) : c’est l’objectif de

l’estimation fonctionnelle. Si la fonction de répartition empirique Fn résout le

problème statistique fondamental de la distribution de probabilité (associée

à un échantillon (T1, T2, ....., Tn) de variables aléatoires réelles indépendantes

et de même loi) en fonction des valeurs numériques observées, elle est par

contre limitée pour décrire visuellement les caractères de l’échantillon.

Les contributions à l’étude des paramètres fonctionnels ont beaucoup en-

richi la littérature ces dernières décennies. Nous citons à titre d’exemples les

travaux de Rosenblatt (1956)[57], Parzen (1962)[54], Nadaraya (1965)[49],

Watson (1964)[63], Banon (1978)[6] ainsi que celui de Castellana- Leadbet-

ter (1986)[20], présentant une condition portant sur les densités jointes et

marginales d’un processus strictement stationnaire et utilisée pour atteindre
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des vitesses suroptimal dans le cas d’un processus à temps continu (voir

Bosq (1997)[12]). L’estimation non paramétrique des fonctions de la densité,

constitue un sujet qui a suscité une intense activité de recherche et per-

mis l’introduction de nombreux outils et méthodes considérant des contextes

multiples et variés.

La prise en compte de structure de dépendance pour l’estimation de para-

mètres rend le cadre de travail plus proche de ce qui est observé dans la réalité.

L’étude des propriétés relatives aux processus à temps continu ne peut être

envisagée en dehors d’une structure de dépendance des données. Les condi-

tions de mélange sont les plus utilisées, à travers la littérature, dans l’analyse

des propriétés de ce type de processus. Pour de nombreux processus bien

connus, les propriétés de mélange ont déjà été établies. Cependant, la struc-

ture de dépendance de multiple processus utiles reste un problème ouvert. À

titre d’exemple, Ibragimov et Linnik (1971)[38], Chernick (1981)[22] et An-

drews (1984)[2] ont montré que dans certains cas le processus autorégressif

linéaire du premier ordre en temps discret n’est pas fortement mélangeant.

En particulier, le processus stationnaire (Xt)t∈Z vérifiant le modèle AR(1)

défini parXt = θXt−1+ǫt, où les (ǫt)t∈Z est une suite d’innovation de Bernoulli

i.i.d, n’est pas fortement mélangeant. Toutefois, l’ergodicité est conservée en

prenant des fonctions mesurables d’un processus ergodique. Si (ǫt)t∈Z est un

processus strictement stationnaire et ergodique, Yt = V((..., ǫt−1, ǫt), (ǫt+1, ǫt+2, ...))

pour une certaine fonction borélienne V(.), alors (Yt)t∈Z est également ergo-

dique ; voir Proposition 2.10 à la page 54 de Bradley (2007)[13]. Comme le

processus autorégressif, ci-dessus, peut être représenté comme une fonction

linéaire des ǫt, il s’ensuit alors qu’il est aussi ergodique. Nous construisons

maintenant un autre exemple de processus ergodique non mélangeant et cette

fois-ci en temps continu. Il est bien connu que le mouvement brownien frac-

tionnaire (WH
t ; t ≥ 0) de paramètre de Hurst H ∈ (0, 1) admet des incré-

ments strictement stationnaires. Par ailleurs, le bruit gaussien fractionnaire,

défini pour tout s > 0 par (GH
t )t≥0 = (WH

t+s −WH
t )t≥0, est un processus cen-

tré strictement stationnaire à longue mémoire lorsque H ∈ (1
2
, 1) (voir, par

exemple, Beran (1994)[11] p. 55, Lu (2009)[46] p. 17). De ce fait, il contre-

vient alors à la condition de mélange fort. Pour un processus réel gaussien

strictement stationnaire et centré (GH
t )t≥0, considérons la fonction de corré-



lation R(t) = E[G0Gt]. En se reportant au travail de Maslowski et Pospìs̃il

(2008)[48], Lemme 4.2, il en ressort que le processus (Gt)t≥0 est ergodique

lorsque lim
t→∞

R(t) = 0. Un calcul facile permet alors de voir que le processus

(GH
t )t≥0 vérifie bien cette condition.

Par ailleurs, il est bien connu que les conditions de mélange sont difficiles

à vérifier en pratique. Il est donc préférable de définir un cadre de travail

général en considérant des processus satisfaisant des conditions d’ergodicité

qui incluent à la fois des processus mélangeants et non-mélangeants. Il est

bien connu que l’ergodicité est satisfaite par les processus mélangeants et

elle est, en outre, plus facile à vérifier en pratique (Krengel (1985)[40], p. 24,

Ash et Gardner (1975)[3], p. 120). La difficulté principale de l’ergodicité est

qu’elle ne nous permet pas, sans conditions supplémentaires, d’obtenir des

vitesses de convergence (Krengel (1985)[40]). Notre objectif est de construire

un carde de travail relatif à l’estimation non paramétrique fonctionnelle de

la densité en temps continu, vérifiant une condition d’ergodicité et d’établir

des résultats de consistances ponctuelles et uniformes, avec des vitesses de

convergence et la normalité asymptotique de l’estimateur.

Le présent manuscrit est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle les principaux concepts ainsi que

les propriétés les plus importantes qui nous permettent de mieux décrire les

problèmes traités en citant au fur et à mesure les travaux antérieurs.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons à la question de l’esti-

mation de la fonction de densité d’un processus stationnaire à temps continu.

Sous des conditions de dépendance assez générales, nous établissons les conver-

gences presque sûres, ponctuelles et uniformes avec des vitesses de conver-

gence de l’estimateur à noyau de la densité du processus.

Dans le troisième chapitre et dans le même contexte ergodique, nous éta-

blissons la normalité asymptotique de l’estimateur considéré dans le chapitre

précédent, puisqu’il ne reste plus qu’à montrer que les variances asympto-

tiques sont non nulles ce qui confirmera que les lois limitées sont non dégé-

nérées.



Chapitre 1

Présentation

1.1 Historique de l’estimation non-paramétrique

de la densité en temps continu

Soit (Xi)i≥1 une suite stationnaire des variables aléatoires. On note P la

loi de probabilité sur R régissant ce processus et f sa densité par rapport à

la mesure de Lebesgue.

La méthode du noyau a d’abord été décrite en 1951 dans un rapport

non publié par Fix et Hodges (voir Silverman and Jones (1989)[34]). Un peu

plus tard, la première forme de l’estimateur à noyau était introduite dans

les travaux de Rosenblatt (1956)[57] et Parzen (1962) [54] qui ont défini

une application réelle K vérifiant la condition
∫

R
K(u)du = 1 et connue

depuis sous le nom du noyau de Parzen-Rosenblatt. L’estimateur de Parzen-

Rosenblatt est défini, pour tout x ∈ R, par

f̂n(x) =
1

nhn

n
∑

i=1

K

(

x−Xi

hn

)

,

où hn, la fenêtre de lissage, est un paramètre tendant avec une certaine vitesse

vers 0 lorsque n tend vers l’infini.

La première version de cet estimateur fut donnée par Rosenblatt(1956),

en choisissant le noyau uniforme K =
1[−1,1]

2
, il donna l’erreur quadratique

moyenne de l’estimateur de la densité pour des observations univariées indé-

pendantes et identiquement distribuées. La généralisation de ce résultat fut

7



1.1 Historique de l’estimation non-paramétrique de la densité en
temps continu 8

obtenue par Parzen(1962) pour une vaste classe de noyaux qui établit aussi

la normalité asymptotique. Calcoullos (1966)[19] traita le cas multivarié. Ré-

sultats de la section 6.3 du Bosq et Blanke (2008)[17] sont des améliorations

des résultats parus dans Bosq (1998)[14]. Concernant la convergence presque

sûre, ils ont délibérément choisi une condition de mélange assez forte (nom-

mément une décroissance exponentielle du coefficient) pour présenter des

résultats optimales (c’est-à-dire constantes asymptotiques similaires à ceux

du cas i.i.d.). Pour les conditions de dépendance affaiblis, le lecteur inté-

ressé pourra se référer aux ouvrages suivants (et les références qui y sont) :

Liebscher (2001)[42] pour les processus arithmétiques fortement mélangeants,

Doukhan et Louhichi (2001)[34] pour un nouveau concept de dépendance y

compris les processus qui ne sont pas mélangeants en général. Pour des choix

pratiques de hn dans le cas dépendant.

Banon (1978)[6] fut le premier à s’intéresser à l’estimation de la densité

en temps continu, dans le cas de processus de diffusion sous la condition

G2 de Rosenblatt (voir Rosenblatt (1970)[59]) en utilisant des noyaux récur-

sifs. L’estimateur de la densité par la méthode du noyau est donné, à partir

de l’observation d’une partie (Xt)0≤t≤T d’un processus stationnaire (Xt)t≥0.

S’inspirant du cas discret, la forme de cet estimateur est donnée, pour tout

x ∈ R, par

f̂T (x) =
1

ThT

∫ T

0

K

(

x−Xt

hT

)

dt.

Les premiers résultats de l’estimation de la fonction de densité pour les

processus de diffusion sont apparus dans Banon (1978)[6] suivis de Banon

et Nguyen ((1978)[7], (1981)[8]) ; Nguyen (1979)[50] et Nguyen et Pham

(1980)[56].

Par la suite, Delecroix (1979)[27], étudia la convergence presque sûre et

la convergence en moyenne quadratique des estimateurs de la densité et de

la densité conditionnelle pour des processus strictement stationnaires et for-

tement mélangeants. Quelques années plus tard, Castellana et Leadbetter

(1986)[20] démontrèrent qu’il était possible, sous certaines conditions por-

tant sur la densité jointe du processus, d’atteindre une vitesse de conver-

gence en moyenne quadratique de l’estimateur de la densité en T−1, qu’on

appelle vitesse "suroptimale" ou "paramétrique" puisqu’elle est identique à
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la vitesse obtenue usuellement en statistique paramétrique. Ce résultat histo-

rique a par la suite inspiré de nombreux travaux en temps continu. On pourra

se référer par exemple aux ouvrages de Bosq (1998) [16] et Bosq et Blanke

(2007)[19] pour une étude complète des estimateurs à noyau et par projec-

tion, et de Kutoyants (2004)[14] pour l’inférence des processus de diffusion

ergodiques, ainsi qu’à leurs bibliographies respectives. Le cas particulier des

ondelettes a également été examiné par Leblanc (1995)[45]. Enfin, Kutoyants

(1995)[41] a prouvé que (1/T ) est la vitesse minimax lorsque les processus

de diffusion sont observés. Bosq (1997)[12] et Bosq et al (1999)[15] ont ob-

tenu la normalité asymptotique pour les estimateurs à noyaux basés sur des

échantillons des processus α-mélangeants. Didi et Louani (2013a)[33] ont ob-

tenu des résultats de convergence presque sûre, ponctuelle et uniforme, avec

des vitesses de convergence non paramétrique dans un cadre de convergence

assez général où des méthodes de preuve basées sur des différences de mar-

tingale et des projections successives sur une famille de σ-algèbre emboitées,

comparables à celle définies dans Wu et al (2010)[65] dans le cas discret, la

normalité asymptotique ainsi que la consistance avec des vitesses de conver-

gence pour des estimateurs non paramétriques de la densité et de la fonction

de régression pour une large classe de processus linéaires et non-linéaires uti-

lisés dans les series temporelles. Finalement, le choix de la fenêtre de lissage

est un problème qui a suscité beaucoup d’intérêt, Yondjé et al (1994)[68] a

proposé une méthode pour sélectionner une fenêtre qui soit asymptotique-

ment "bonne". Cette méthode s’inspire des idées de validation croisée qui

ont été proposées dans d’autres problèmes d’estimation fonctionnelle, citons

par exemple, Marron (1987)[47] pour la densité, Härdle et Marron (1985)[37]

pour la régression, Sarda et Vieu, (1991)[61] pour la fonction de hasard et

Sarda (1991)[60] pour le cas de la fonction de répartition. Nous pouvons

aussi nous référer aux travaux de Youndé et al (1993a)[66], Youndjé et Wells

(2008)[68], Absava (1999)[1], Chacón et Tenreiro (2012)[21] qui traitent de

la même question.

1.2 Définitions de base

Soit (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace probabilisé filtré.
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Définition 1.2.1. (Processus en temps continu). Soit X = (Xt, t ≥ 0) un

processus défini sur (Ω,F , (Ft)t≥0,P) . Le processus X est dit mesurable si

l’application

X : [0,∞[×Ω → (E, ε)

(t, ω) → Xt(ω)

est mesurable par rapport à B([0,∞[)⊗Ft. Le processus X est dit adapté si

∀t ≥ 0, Xt est Ft-mesurable.

Définition 1.2.2. (Processus stationnaire). Un processus (Xt)t∈U,U = {Z,R+}
est dit strictement stationnaire ou stationnaire au sens strict si les lois jointes

de (Xt1 , · · · · · · · · · , Xtk) et de (Xt1+h
, · · · · · · · · · , Xtk+h

) sont identiques pour

tout entier positif k et pour tous t1, . . . . . . . . . , tk, h ∈ Z.

Définition 1.2.3. (Ensemble invariant). Soit (Xt)t∈U,U = {Z,R+}, défini

sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) , l’ensemble B ∈ F est appelé invariant

si il existe un ensemble A, tel que B = {(Xn, Xn+1, ...) ∈ A} est vrai pour

tout n ≥ 1.

Définition 1.2.4. (Processus ergodique). Un processus X = {Xt}t∈U, U =

{Z,R+} est dit ergodique, si tout ensemble invariant B on a P(B) = 1 ou 0.

Définition 1.2.5. (Filtration). Une filtration est une suite croissante de tri-

bus (Ft)t≥0, c’est-à-dire

Ft ⊂ Ft+s pour tout t, s ≥ 0.

Définition 1.2.6. (Martingales). Soit M un processus adapté avec ∀t ≥ 0,

Mt ∈ L1. On dit que M est une (Ft)t≥0-martingale si Mt = E[Mt+s|Ft] pour

tout t, s ≥ 0.

Définition 1.2.7. (Différence de martingale en temps continu). La variable

aléatoire M = (Mt, t ≥ 0) est une différence de martingale par rapport à la

filtration F = (Ft, t ≥ 0) si

1- Mt est Ft-mesurable,

2- E[Mt|Ft−s] = 0, t ≥ 0, s ≥ 0.
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1.3 Théorie ergodique

La théorie ergodique est apparue dans la mécanique statistique, notam-

ment dans la théorie de Maxwell et dans la théorie de Gibbs. Il est néces-

saire de faire une sorte de transition logique entre le comportement moyen

de l’ensemble des systèmes dynamiques et la moyenne temporelle des com-

portements d’un système dynamique unique. Elle découle d’une hypothèse

ingénieuse dont on s’est servi pendant une longue période sans la justifier,

et sous des formes variées. Le premier résultat rigoureux pour le mathémati-

cien, est le célèbre théorème de récurrence de Poincaré datant de l’année 1890

(voir Peskir (2000)[57], théorème 1.3, p.6) mais l’essor de la théorie date de

1931 avec les théorèmes de Neumann et de Birkhoff, elle entre alors définiti-

vement dans le cadre de l’analyse fonctionnelle. Les théorèmes fondamentaux

sont dus à Koopman, von Neumann et Carlman, d’une part, et à Birkhoff

d’autre part, nous nous référons au Peskir (2000)[57] pour le théorème ergo-

dique ponctuelle de Birkhoff (théorème 1.6, p.8), le théorème ergodique de

Von Neumann (théorème 1.7, p.10) et le théorème ergodique sous-additif de

Kingman (théorème 1.8, p.11).

La question naturelle qui se pose est : quand les moyennes des gran-

deurs générés de façon stationnaire convergent ? Dans la situation classique

la stationnarité est décrite par une mesure préservant la transformation τ ,

et l’on considère les moyennes prises sur une séquence f, f o τ, f o τ 2, .....

pour une fonction f intégrable. Cela correspond au concept probabiliste de

la stationnarité.

Nous nous sommes intéressés au théorème ergodique, qui s’applique aux

processus stationnaires et ergodiques. Le théorème ergodique de Birkhoff,

défini pour les processus stationnaires au lieu d’endomorphismes de τ , a

maintenant la forme suivante (voir Krengel (1985)[40], p. 26, théorème 4.4.)

Théorème 1.3.1. Si Y0, Y1, ..... est un processus réel stationnaire et Y0 est

intégrable, alors

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

Yk = E[Y0|F ], p.s. (1.1)

où F est le σ-algèbre des ensembles invariants. Si de plus, le processus est

ergodique la limite coïncide avec l’espérance de la variable Y0.
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Pour la convergence en L2 de (1.1) et de sa version uniforme (en temps

discret et continu) nous renvoyons au papier du Peskir (1998)[56].

Nous nous servirons d’une version de ce théorème pour les processus stric-

tement stationnaires et ergodiques à temps continu.

Par souci de clarté et de compréhension, nous présentons quelques détails

qui définissent la propriété ergodique des processus en temps continu.

Soit X = {Xt}t≥0 un processus à temps continu prenant ses valeurs dans

un espace mesurable (E,X ) sur lequel est définie une mesure de probabilité

µ. Pour δ > 0, soit Υδ une transformation δ, i.e., (Υδ(x))s = xs+δ.

Définition 1.3.1. (δ-erogodicité).Un processus en temps continuX = {Xt}t≥0

est dit δ-ergodique, si chaque ensemble mesurable δ-invariant lié au processus

X a une probabilité soit 1 ou 0. Autrement dit, pour tout ensemble δ-invariant

A, µ(A) = (µ(A))2.

Définition 1.3.2. Un processus en temps continu X = {Xt}t≥0 est ergodique

s’il est δ-ergodique pour tout δ > 0.

Alors le théorème ergodique ponctuel est donné sous la forme

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Ytdt = E[Y0], p.s. (1.2)

Dans notre travail nous utilisons une version fonctionnelle de l’équation

(1.2). Delecroix (1987)[30] fut le premier à introduire cette expression sous

la forme d’une hypothèse vérifiée par les processus stationnaires, on pourra

consulter à ce sujet aussi Gyorfi et al (1989)([35], théorème 3.5.1), Delecroix

et al (1991)[31] imposent l’existence des densités conditionnelles, fFi−1

Xi
, des

variables de Xi par rapport aux tribu (Fi−1 = σ(Xi−j, j ≥ 1)) et en po-

sant Un = 1
n

∑n
i=1 f

Fi−1

Xi
, ils utilisent les hypothèses suivantes pour établir les

convergences souhaitées

– (1) f ∈ C0(Rd), f
Fi−1

Xi
∈ C0(Rd)

– (2) sup
x∈Rd

|Un(x)− f(x)| p.s→
n→∞

0.

L’hypothèse (2) implique, pour tout x ∈ R
d, que

(2)∗ Un(x)− f(x)
p.s→

n→∞
0.

Notre approche consiste à introduire une version de (2)∗ dans le cas continu.
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Parfois, on remplace les densités conditionnelles par d’autres fonctions aléa-

toires liées au processus et obtenues par le calcul des probabilités des petites

boules.

La variété des phénomènes modélisés par des processus ergodiques motive

notre travail et montre son importance. Les processus ergodiques sont lar-

gement utilisés dans la modélisation de problématiques appliqués. Sans être

exhaustif, nous citons à titre d’exemples

– sciences biomédicales, voir Banks (1975)[5],

– économie, voir Bergstrom (1990)[9], Hale et Verduyn Lunel (1993)[36],

– analyse génétique, voir Lange (2002)[41],

– mécaniques, voir Arnold (1973)[4],

– physiques, voir Papanicolaou (1995)[53],

– mathématiques financières, voir Karatzas et Shreve (1991)[39],

– démographie, voir Cohen (1979)[24].

La description de certains phénomènes par des processus à temps discret

peut provoquer une importante perte d’information. Le préjudice subi alors

peut remettre en cause toute la modélisation mathématique. De ce fait, un

choix de modèle en temps continu peut être déterminant pour la bonne des-

cription des phénomènes et les applications à la prévision de leurs évolutions.

1.4 Convergence

Définition 1.4.1. (Convergence en probabilité). Soit I un intervalle de R,

(Xn) une suite de fonctions définies sur I, et X définie sur I. On dit que

(Xn) converge en probabilité (P) vers X sur I,

∀ǫ > 0 lim
n→∞

P{|(Xn, X)| ≥ ǫ} = 0.

Définition 1.4.2. (Convergence presque sûre). Soit I un intervalle de R,

(Xn) une suite de fonctions définies sur I, et X définie sur I. On dit que

(Xn) converge presque sûrement vers X sur I, si

P{ω : lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)} = 1.

Remarque 1.4.1. La convergence presque sûre entraîne la convergence en

probabilité.
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Définition 1.4.3. (Convergence uniforme). Soit I un intervalle de R, (Xn)

une suite de fonctions définies sur I, et X définie sur I. On dit que (Xn)

converge uniformément vers X sur I si

∀ǫ > 0, ∃ ω ∈ I, ∀n ≥ n0, |Xn(ω)−X(ω)| < ǫ.

Définition 1.4.4. Si (An)n∈N est une suite d’événements on note

lim sup
n→∞

An = ∩∞
n=0(∪∞

k=nAk),

lim inf
n→∞

An = ∪∞
n=0(∩∞

k=nAk).

Lemme 1.4.1. ( Lemme de Borel-Cantelli). Soit (A
n
)n∈N une suite d’évé-

nements.

(i) Si
∑

n∈N P(An) ≤ ∞,alors

P(lim sup
n→∞

An) = 0,

ou de manière équivalente,

presque sûrement, {n ∈ N;ω ∈ An} est fini.

(ii) Si
∑

n∈N P(An) = ∞ et si les événements An sont indépendants, alors

P(lim sup
n→∞

An) = 1,

ou de manière équivalente,

presque sûrement, {n ∈ N;ω ∈ An} est infini.

Le lemme suivant est un type lemme de Borel-Cantelli pour les processus

en temps continu.

Lemme 1.4.2. Soit (Ut, t ≥ 0) un processus réel à temps continu de telle

sorte que nous avons

a) Pour tout µ > 0, il existe une fonction réelle décroissante ψµ intégrable

sur [0,+∞) et satisfaisante

P(|Ut| ≥ µ) ≤ ψµ(t), t ≥ 0,
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b) Les trajectoires de Ut sont uniformément continue avec une probabilité 1,

alors

lim
t→∞

Ut = 0, p.s.

1.5 Inégalités exponentielles

Lemme 1.5.1. (Peña, V. H. and Giné, E. (1999).[55]). Soit (Zn)n≥1 une

suite de différences de martingales réelles par rapport à la séquence de σ-

algèbre (Fn = σ(Z1, · · · · · · , Zn))n≥1, où σ(Z1, · · · · · · , Zn) est la tribu engen-

drée par les variables aléatoires Z1, · · · · · · , Zn. On pose Sn =
∑n

i=1 Zi. Pour

tout p ≥ 2 et tout n ≥ 1, supposons qu’il existe certaines constantes non

négatif C et dn telles que

E(Zp
n|Fn−1) ≤ Cp−2p!d2n, presque sûrement. (1.3)

Alors, pour tout ǫ > 0, on a

P(|Sn| > ǫ) ≤ 2 exp

{

− ǫ2

2(Dn + Cǫ)

}

,

où Dn =
n
∑

i=1

d2i .

Le prochain lemme nous donne une inégalité exponentielle similaire pour

des sommes partielles de différences de martingales bornées.

Lemme 1.5.2. (Laïb(1999)[43]). Soit {Zn : n ∈ N} une suite des diffé-

rences de martingale par rapport à la filtration {Fn = σ(Z1, · · · · · · , Zn) : i ∈
N}, où σ(Z1, · · · · · · , Zn) est la tribu engendrée par les variables aléatoires

Z1, · · · · · · , Zn, telles que ‖ Zn ‖≤ B p.s. pour 1 ≤ i ≤ n. Pour tout ǫ > 0,

on a

P

{

max
1≤i≤n

∥

∥

∥

∥

i
∑

j=1

Zj

∥

∥

∥

∥

> ǫ

}

≤ 2 exp

{

− ǫ2

2nB2

}

. (1.4)



Chapitre 2

Estimation de la fonction de

densité d’un processus

stationnaire à temps continu :

Consistance ponctuelle et

uniforme presque sûre

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au comportement asymptotique

de l’estimateur à noyau de la densité d’un processus stationnaire à temps

continu. Sous des conditions de dépendance assez générales, nous établissons

les convergences presque sûres, ponctuelles et uniformes avec des vitesses

de convergence. Ce chapitre est divisé en quatre sections ; nous introdui-

sons quelques notations générales et hypothèses dans la première section. La

deuxième et troisième sections sont consacrées à la consistance ponctuelle

presque sûre et la consistance uniforme presque sûre. Les démonstrations

détaillées de ces résultats sont données dans la dernière section.

2.1 Notations générales et hypothèses

Soit X = (Xt)t≥0 un processus réel stationnaire à temps continu. Sur la

base de la partie (Xt)0≤t≤T observée du processus X, admettant une densité

16
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f . Pour un T fixé, l’estimateur à noyau de la densité f de type Parzen-

Rosenblatt est défini, pour tout x ∈ R, par

f̂T (x) =
1

ThT

∫ T

0

K

(

x −Xt

hT

)

dt,

où K est un noyau et hT est le paramètre de lissage, c’est-à-dire, une suite

de réels positifs ayant tendant au zéro avec un certain taux qui sera donné

plus tard.

Afin d’afficher nos résultats, certaines notations sont nécessaires. Dans

ce qui suit, pour un nombre réel positif δ tel que n = T
δ
∈ N, considérons

la partition σ-algèbre (Tj)0≤j≤n de l’intervalle [0, T ]. De plus, pour t > 0

et 1 ≤ j ≤ n, considérons les σ-algèbre Ft = σ((Xs), 0 ≤ s < t) et

Gj = σ((Xs), 0 ≤ s ≤ Tj). Pour tout t > s définir fFs

Xt
comme la densité

conditionnelle de Xt étant donné le σ-algébre Fs et l’ensemble fFt−δ = f
Ft−δ

Xt
.

Quand s < 0, Fs est le trivial σ-algèbre. Pour une variable aléatoire réelle ξ

et tout k ∈ N, on définit la projection Pk par Pkξ = E[ξ | Fk]− E[ξ | Fk−1],

où E[ξ | Fk] est l’espérance conditionnelle de ξ sachant σ-algèbre Fk.

En suite, nous supposons que notre modèle satisfait les hypothèses sui-

vantes :

(A.1) (i) K est un noyau positif borné et
∫

K(z)dz = 1,

(ii)
∫

| z | K(z)dz <∞,

(iii) Le noyau K est une fonction Lipschitzienne.

(A.2) (i) La densité f est différentiable avec une dérivée bornée.

(ii) Pour tout δ > 0, la densité conditionnelle fFt−δ est différentiable

avec presque sûrement des dérivées bornées .

(iii) Pour tout t ∈ [0, T ], tout δ > 0 et tout x ∈ R, la fonction fFt−δ(x)

est presque sûrement bornée par une fonction déterministe bt,δ(x).

(iv) Pour tout δ > 0, T−1
∫ T

0
bt,δ(x)dt→ D(x) 6= 0 quand T → ∞.

(A.3) Pour tout δ, Nous avons

sup
y

∫

R+ ‖P1f
Ft−δ(y)‖2dt <∞.
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Commentaires sur les hypothèses

Les hypothèses (A.1) sont très standard dans le cadre non paramétrique. Les

hypothèses (A.2) imposent la régularité nécessaire sur le marginal et la den-

sité conditionnelle pour atteindre les taux de convergence donnés ci-dessous.

Approcher l’intégrale
∫

R+ ‖P1f
Ft−δ

(y)‖2dt par sa somme de Riemann, l’hy-

pothèse (A.3) est similaire à la condition supposée par Wu (2003)[64] dans

le cas discret qui est satisfaite par divers processus incluant linéaire comme

ainsi que beaucoup de non linéaires. Pour plus détails et exemples, voir Wu

(2003) [64].

2.2 Consistance ponctuelle presque sûre

Le théorème suivant traite la convergence presque sûre simple de f̂T ,

Théorème 2.2.1. On suppose que le processus (Xt)t≥0 est strictement sta-

tionnaire et ergodique, autrement dit, pour tout δ > 0 suffisamment petit,

on a

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f
Ft−δ

t (x)dt = f(x), p.s. (2.1)

où f
Ft−δ

t est la densité conditionnelle de la v.a Xt sachant la tribu Ft−δ. En

outre, supposons que les hypothèses (A.1)(i)-(ii) soient satisfaites, la densité

f
Ft−δ

t est une fonction Lipschitzienne et qu’il existe une constante L telle que

0 < L ≤ Th2T
log T

, (2.2)

en suite nous avons

lim
T→∞

f̂T (x) = f(x), p.s.

Remarque 2.2.1. Ici, l’hypothèse principale est que (Xt) est strictement

stationnaire et ergodique représenté par l’equation (2.1), elle prend la forme

du théorème ergodique de Birkhoff, épelé pour les processus stationnaires en

temps continu, voir Krengel (1985) [40]. La condition de Lipschitzienne sup-

posée sur f
Ft−δ

t est la seule condition de régularité de la densité conditionnelle.

La vitesse de convergence est donnée par le théorème suivant,
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Théorème 2.2.2. Supposons que les hypothèses (A.1)(i)-(ii), (A.2) et (A.3)

soient satisfaites. Si de plus ThT/ log T → ∞ lorsque T → ∞, alors, pour

tout x ∈ R, nous avons

f̂T (x)− f(x) = O(hT ) + Op.s

((

log T

ThT

)1/2)

, lorsque T → ∞.

2.3 Consistance uniforme presque sûre

À partir de maintenant, soit γ une constante prenant des valeurs dans

l’intervalle [0, 1] et considérer l’ensemble BT = {x : |x| < T γ}.
Notre résultat uniforme est indiqué et prouvé sous les hypothèses supplémen-

taires suivantes,

(A.4) Pour toute T > 0, sup
x∈BT

D(x) = D0 <∞.

(A.5) Il existe une constante C > 0 telle que pour T suffisamment grand,

|h′T |T 1/2

h
3/2
T (log T )1/2

≤ C,

où h′t est la dérivée de hT .

(A.6) Le noyau K est de support borné.

Le théorème suivant montre la convergence uniforme presque sûre,

Théorème 2.3.1. Soit (Xt)t≥0 un processus strictement stationnaire et er-

godique tel que, pour tout δ > 0 suffisamment petit,

lim
T→∞

sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

f(x)

1

T

∫ T

0

f
Ft−δ

t (x)dt− 1

∣

∣

∣

∣

= 0, p.s. (2.3)

En outre, on suppose que les hypothèses (A.1) et (A.6) soient satisfaites, et

que la densité conditionnelle f
Ft−δ

t est une fonction de Lipschitzienne et il

existe deux constantes L et A de telle sorte que

(i) 0 < L ≤ Th2T
log T

, (ii)
h′T
h2T

≤ A <∞, (2.4)

avec h′T est la dérivée de hT par rapport à T, alors,

lim
T→∞

sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

f̂T (x)− f(x)

∣

∣

∣

∣

= 0, p.s.
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Remarque 2.3.1. Comme dans le théorème 2.3.1, le processus (Xt) est sup-

posé être strictement stationnaire et ergodique. Dans le temps discret, au

meilleur de nos connaissances, ce genre d’hypothèses, donné dans l’équation

(2.3), est apparu pour la première fois dans le Delecroix (1980) [28]. il a

été utilisé dans plusieurs documents parmi lesquels nous citons Györfi et al

(1989) [35], Ould Said (1997) [52] et Laib (2005) [44]. La discussion de cette

condition est effectuée dans Delecroix (1987) [30].

Le dernier résultat de ce chapitre se présente sous la forme suivante

Théorème 2.3.2. Supposons que les hypothèses (A.1)-(A.6) soient satis-

faites. Si de plus ThT/ log T → ∞ quand T → ∞, on a

sup
x∈R

|f̂T (x)− f(x)| = O(hT ) + Op.s

((

log T

ThT

)1/2)

, lorsque T → ∞.

Cette vitesse de convergence peut être améliorée comme le montre la

remarque suivante

Remarque 2.3.2. Sous les hypothèses du théorème 2.3.2, nous supposons,

en outre, que la densité f est s fois dérivable et que sa dérivée d’ordre s est

bornée, le noyau K est d’ordre s, alors nous obtenons le résultat suivant

sup
x∈R

|f̂T (x)− f(x)| = O(hsT ) + Op.s

((

log T

ThT

)1/2)

lorsque T → ∞.

2.4 Preuves

A partir de maintenant, pour tout 1 ≤ j ≤ n, tout T ≥ 0 et tout δ > 0,

on a

f̄T (x) =
1

T

∫ T

0

E

[

1

hT
K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt,

Zj = Zj(x) =

∫ Tj

Tj−1

K

(

x−Xt

hT

)

dt, (2.5)

Yj = Yj(x) =

∫ Tj

Tj−1

(

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt. (2.6)
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Remarquons, pour tout δ > 0, que (Yj)1≤j≤n est une suite de différence de

martingale par rapport à σ-algèbre (Gj)1≤j≤n. En effet, puisque, pour tout

t ∈ [Tj−1, Tj], Gj−2 ⊆ Ft−δ ⊆ Gj−1, il est clair que Yj est Gj -mesurable et

satisfait

E[Yj|Gj−2] = E

[
∫ Tj

Tj−1

(

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt|Gj−2

]

= 0.

Pour établir des résultats ponctuels et uniformes presque sûrs, nous avons

besoin d’une inégalité exponentielle pour des sommes partielles de différences

de martingale non bornées. Cette inégalité est donnée dans les lemmes 1.5.1,

1.5.2

Preuve du Théorème 2.2.1

Observez maintenant que, pour tout x ∈ R, on peut écrire

f̂T (x)− f(x) =
1

ThT

∫ T

0

[

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]]

dt

+
1

ThT

∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt− f(x)

= R1,Tn
(x) +R2,Tn

(x).

(2.7)

Utilisant la décomposition (2.7) et (2.6), notons que T = Tn = δn et

hTn
= hT , nous pouvons écrire

R1,Tn
(x) =

1

TnhTn

∫ T

0

[

K

(

x−Xt

hTn

)

− E

[

K

(

x−Xt

hTn

)

|Ft−δ

]]

dt(2.8)

=
1

TnhTn

n
∑

k=1

Yk, (2.9)

puisque le noyau K est borné, alors

1

TnhTn

|Yk| ≤ 1

TnhTn

∫ Tj

Tj−1

[

K

(

x−Xt

hTn

)

− E

[

K

(

x−Xt

hTn

)

|Ft−δ

]]

dt

≤ 2δK̃

TnhTn

,
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avec K̃ = maxu∈RK(u). Observons que la suite {Yk}1≤k≤n est une suite de

différence de martingale par rapport à σ-algèbre Gk−1. Rappelons T = δn =

Tn et hT = hTn
, en appliquant le lemme 1.5.2 pour n suffisamment grand et

tout ǫ > 0, on obtient

P

{∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

Yk

∣

∣

∣

∣

> ǫ(TnhTn
)

}

≤ 2 exp

{

− ǫ2(TnhTn
)2

8nδ2K̃2

}

= 2 exp

{

− ǫ2Tnh
2
Tn

8δK̃2 log Tn
log Tn

}

= 2 exp

{

log T
−Ck

Tnh2Tn
log Tn

n

}

=
2

T
Cku(Tn)
n

.

Où Ck =
ǫ2

8δK̃2 est une constante positive, selon la condition (2.2) la fonction

u(Tn) =
Tnh2

Tn

log Tn
est bornée par une constante L strictement positive. Par le

lemme Borel-Cantelli, on obtient

R1,Tn
(x)

p.s
=0, lorsque Tn → ∞. (2.10)

Nous nous tournons notre attention sur le deuxième terme de la décom-

position (2.7), sous la condition (2.1) et comme fFt−δ

t est une fonction de

Lipschitzienne, par un changement de variable, on obtient

R2,Tn
(x) =

1

ThT

∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt− f(x)

=
1

ThT

∫ T

0

∫

R

K

(

x− z

hT

)

f
Ft−δ

t (z)dzdt− f(x)

=
1

T

∫ T

0

∫

R

K(u)

(

f
Ft−δ

t (x− hTu)− f
Ft−δ

t (x)

)

dudt

+
1

T

∫ T

0

f
Ft−δ

t (x)dt− f(x)

≤ 1

T

∫ T

0

f
Ft−δ

t (x)dt− f(x) + O(hT ) = o(1).

Alors,

R2,Tn
(x)

p.s
=0, quand T → ∞. (2.11)
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En conjonction avec les équations (2.10) et (2.11), la preuve de Théorème

2.2.1 est achevée. �

Preuve du Théorème 2.2.2

Théorème 2.2.2 est une conséquence directe des lemmes suivants :

Lemme 2.4.1. Sous les hypothèses (A.1)-(A.2), pour x ∈ R, on a

R1,T (x) = O

((

log T

ThT

)
1
2
)

p.s. (2.12)

Lemme 2.4.2. Sous des hypothèses (A.1)(i)-(ii), (A.2)(i) et (A.3), pour

x ∈ R, on a

R2,Tn
(x) = Op.s(T

−1/2) + O(hT ). (2.13)

Preuve du lemme2.4.1

Pour la démonstration, on a besoin d’utiliser le lemme 1.5.1 et en appli-

quant les inégalités de Minkowski et Jensen, on a

|E[Y p
j |Gj−2]| ≤ E

[∣

∣

∣

∣

∫ Tj

Tj−1

(

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

p

|Gj−2

]

≤
∫ Tj

Tj−1

E

[∣

∣

∣

∣

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]∣

∣

∣

∣

p

|Gj−2

]

dt

≤
∫ Tj

Tj−1

(

E

[

Kp

(

x−Xt

hT

)

|Gj−2

]1/p

+ E

[

E
[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]p|Gj−2

]1/p)p

dt

≤
∫ Tj

Tj−1

(

E

[

Kp

(

x−Xt

hT

)

|Gj−2

]1/p

+ E

[

E
[

Kp

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

|Gj−2

]1/p)p

dt

=

∫ Tj

Tj−1

(

2E

[

Kp

(

x−Xt

hT

)

|Gj−2

]1/p)p

dt = 2p
∫ Tj

Tj−1

E

[

Kp

(

x−Xt

hT

)

|Gj−2

]

dt.
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En utilisant le changement de variable u = (x − y)/hT , sous les hypothèses

(A.2)(ii)-(iii), avec bj−2,δ = bTj−2,δ, on a

E

[

Kp

(

x−Xt

hT

)

|Gj−2

]

dt =

∫

Kp

(

x− y

hT

)

f
Gj−2

t (y)dy

= hT

∫

Kp(u)f
Gj−2

t (x− hTu)du

≤ hT ‖ K ‖p−1
∞

∫

K(z)

(

f
Gj−2

t (x)− hT z(f
Gj−2

t )′(x∗T (z))

)

du

= hT ‖ K ‖p−1
∞ (f

Gj−2

t (x) + o(1))

≤ hT ‖ K ‖p−1
∞ (bj−2,δ(x) + o(1)),

(2.14)

avec x∗ ∈ [x− hT z, x].

Par conséquent, on a

|E[Y p
j |Gj−2]| ≤ 2pδhTn

‖K‖p−1
∞ (bj−2,δ(x) + o(1)) ≤ p!Cp−2d2j ,

oú C = 2‖K‖∞, d2j = 22δhTn
‖K‖∞bj−2,δ(x). Notez que l’intégrale

∫ T

0
bt,δ(x)dt

peut être approché par la somme de Riemann δ
∑n

j=2 bj−2,δ(x). Sous l’hypo-

thèse (A.2)(iv), on a

Dn =
n
∑

i=2

d2j = 4hTn
‖ K ‖∞

(

δ
1

n

n
∑

j=2

bj−2,δ(x)

)

≤ 4TnhTn
‖ K ‖∞

(

1

T

∫ T

0

bt,δ(x)dt

)

= 4TnhTn
‖ K ‖∞ O

(

D(x)
)

.
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D’après le lemme 1.5.1, pour tout ǫ > 0, on a

P

(

|R1,Tn
(x)| > ǫ

(

log Tn

TnhTn

)
1
2
)

= P

(∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

> (TnhTn
)ǫ

(

log Tn
TnhTn

)
1
2
)

≤ 2 exp

{

− ǫ2(TnhTn
)2(log Tn/TnhTn

)

8TnhTn
‖ K ‖∞ O

(

D(x)
)

+ 4 ‖ K ‖∞ TnhTn
ǫ(log Tn/TnhTn

)
1
2

}

≤ 2 exp

{

− ǫ2(TnhTn
)2(log Tn/TnhTn

)

8D(x)TnhTn
‖ K ‖∞ (1 + ǫ

2D(x)
(log Tn/TnhTn

)
1
2 )

}

≤ 2 exp

{

− ǫ2

8C1D(x) ‖ K ‖∞
log Tn

}

= 2 exp

{

log

(

T
− ǫ2

8C1D(x)‖K‖∞
n

)}

= 2T
− ǫ2

8C1D(x)‖K‖∞
n

(2.15)

Il suffit alors de considérer un choix approprié de ǫ et d’utiliser le lemme

Borel-Cantelli pour achever la preuve.

Preuve du lemme 2.4.2

Pour chaque x ∈ R, considérons la décomposition suivante :

R2,Tn
(x) = f̄T (x)− E[f̂T (x)] + E[f̂T (x)]− f(x) = B

(1)
T (x) + B

(2)
T (x).

Soit Kh(.) = 1/hK(./h), on a

|TB(1)
T (x)| =

∣

∣

∣

∣

∫ T

0

(

E
[

Kh(x−Xt)|Ft−δ

]

− E
[

Kh(x−Xt)
]

)

dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

R

Kh(x− y)

(
∫ T

0

fFt−δ(y)dt− Tf(y)

)

dy

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

R

Kh(x− y)HT (y)dy

∣

∣

∣

∣

≤
∫

R

Kh(x− y) ‖ HT (y) ‖ dy.

Considérons la projection Pk définie ci-dessus, et on utilise l’inégalité de

Cauchy-Schwarz, on obtient

‖ HT (y) ‖2=
∥

∥

∥

∥

∫ T

0

fFt−δ(y)dt− Tf(y)

∥

∥

∥

∥

2

= T

(
∫ T

0

‖ P1f
Ft−δ(y) ‖2 dt

)

,
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Donc

sup
y

‖ HT (y) ‖2 ≤ T

(

sup
y

∫ T

0

‖ P1f
Ft−δ(y) ‖2 dt

)

≤ T

(

sup
y

∫

R+

‖ P1f
Ft−δ(y) ‖2 dt

)

.

Ensuite, en supposant la condition (A.3), on obtient

sup
y

‖ HT (y) ‖2= O(T ). (2.16)

Alors

B
(1)
T (x) = Op.s(T

− 1
2 ).

De plus, en supposant les hypothèses (A.1) (ii) et (A.2) (i), on voit facilement

que

B
(2)
T (x) = E[f̂T (x)]− f(x) =

1

hT

∫

R

K

(

x− y

hT

)

f(y)dy − f(x)

=

∫

R

K(z)(f(x)− hT zf
′(x∗))dz − f(x)

= O(hT ),

avec x∗ ∈ [x− hT z, x]

Par conséquent, on a

R2,Tn
(x) = Op.s(T

−1/2) + O(hT ).

Preuve du Théorème 2.2.2 En utilisant la décomposition (2.7), la preuve

suit comme une conséquence directe du Lemme 2.4.1 et du Lemme 2.4.2. �

Preuve du Théorème 2.3.1

L’idée de la preuve est de considérer une couverture de

BT = {x ∈ R : |x| ≤ T ν}.

Soit νT une fonction entière non décroissante tendant vers l’infini lorsque

T → ∞. considérons la partition {BT,i}1≤i≤T de l’ensemble BT définie par

BT,i = {x : ‖x− xi‖ ≤ T γν−1
T }
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où (xi)1≤i≤νT est une suite d’éléments de BT . Rappelons que

sup
x∈R

|f̂T (x)− f(x)| ≤ sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

+ sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt− f(x)

∣

∣

∣

∣

=FT,1 + FT,2.

(2.17)

Lemme 2.4.3. Sous les hypothèses (A.1) (i) et (A.1) (iii) combinées avec

la condition (2.4) nous avons

lim
T→∞

FT,1 = 0, p.s. (2.18)

Preuve :

Rappelons que

FT,1 =sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

≤ sup
x∈BT

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

+ sup
x∈Bc

T

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

=F
(1)
T,1 + F

(2)
T,1,

(2.19)

en utilisant la couverture de l’ensemble compact BT nous pouvons écrire

F
(1)
T,1 = sup

x∈BT

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

≤ max
1≤k≤νT

sup
x∈BT,k

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

K

(

x−Xt

hT

)

−K

(

xk −Xt

hT

))

dt

∣

∣

∣

∣

+ max
1≤k≤νT

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

K

(

xk −Xt

hT

)

− E

[

K

(

xk −Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

+ max
1≤k≤νT

sup
x∈BT,k

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

E

[

K

(

xk −Xt

hT

)

|Ft−δ

]

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

=F
(11)
T,1 + F

(12)
T,1 + F

(13)
T,1 .

(2.20)
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Maintenant, par hypothèse il existe l > 0 tel que

|K(u)−K(u′)| ≤ l|u− u′|, (u, u′) ∈ R
2.

Par conséquent,

F
(11)
T,1 = max

1≤k≤νT
sup

x∈BT,k

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

E

[

K

(

x−Xt

hT

)]

− E

[

K

(

xk −Xt

hT

)])

dt

∣

∣

∣

∣

≤ 1

h2T
max

1≤k≤νT
sup

x∈BT,k

|x− xk|

≤ T γ

νTh2T
,

et de même,

F
(13)
T,1 = max

1≤k≤νT
sup

x∈BT,k

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

E

[

K

(

xk −Xt

hT

)

|Ft−δ

]

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

≤ 1

h2T
max

1≤k≤νT
sup

x∈BT,k

|x− xk|

≤ T γ

νTh2T
,

puis en choisissant νT = T γ+1/hT , il s’ensuit que

F
(11)
T,1 = O

(

1

ThT

)

, p.s. (2.21)

de plus

F
(13)
T,1 = O

(

1

ThT

)

, p.s. (2.22)

en utilisant la notation (2.6), nous remarquons

F
(12)
T,1 = max

1≤k≤νT

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

K

(

xk −Xt

hT

)

− E

[

K

(

xk −Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

= max
1≤k≤νT

∣

∣

∣

∣

1

ThT

n
∑

i=1

Yi(xk)

∣

∣

∣

∣

.

Puisque l’hypothèse (A.6) est vraie, alors nous pouvons écrire
∣

∣

∣

∣

Yi(xk)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ Ti

Ti−1

(

K

(

xk −Xt

hT

)

− E

[

K

(

xk −Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

= 2 δ sup
y∈R

K(y) = 2δK̃.
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Maintenant, pour tout ǫ > 0, et par Lemme 1.5.2, on note T = Tn = δn,

hT = hTn
et T = Tn, puis à l’aide de la condition (2.4) on obtient

P

(

max
1≤k≤νTn

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

Yi(xk)

∣

∣

∣

∣

> ǫ(TnhTn
)

)

≤
νTn
∑

k=1

P

(∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

Yi(xk)

∣

∣

∣

∣

> ǫ(TnhTn
)

)

(2.23)

≤ 2νTn
exp

{

− ǫ2T 2
nh

2
Tn

8nδ2K̃2

}

= 2νTn
exp

{

− ǫ2Tnh
2
Tn

8δK̃2 log Tn
log Tn

}

≤ 2νTn
exp

{

log T
− ǫ2 L

8δ K̃2
n

}

=
2

T
−γ−1+ǫ2L/8δK̃2

n hTn

, (2.24)

en prenant ǫ suffisamment grand pour avoir T−γ−1+ǫ2L/8δK̃2

n hTn
→ ∞ lorsque

Tn → ∞. Par conséquent, la partie droite de l’equation (2.23) converge, il

suffit ensuite d’utiliser le Lemme de Borel-Cantelli pour en déduire que

F
(12)
T,1 = o(1), p.s. (2.25)

En combinant les équations (2.21), (2.22) et (2.25) nous obtenons que

F
(1)
T,1 = o(1), p.s. (2.26)

Nous tournons notre attention maintenant au le deuxième terme de la dé-

composition (2.19). Il reste à montrer que

F
(2)
T,1 = o(1), p.s. (2.27)

Le fait que sup
0≤t≤T

|Xt| ≤ T 2γ/2 combiné avec la condition |x| > T 2γ implique

évidemment, pour 0 ≤ t ≤ T ,

∣

∣

∣

∣

x−Xt

hT

∣

∣

∣

∣

>
T 2γ

2hT
. En outre, étant donné que

par hypothèse (A.6) le noyau K est de support borné, il s’ensuit qu’il existe
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T0 > 0 tel que, pour T > T0, nous avons K
(

x−Xt

hT

)

= 0. Par conséquent,

nous pouvons écrire

{

sup
0≤t≤T

|Xt| ≤
T 2γ

2
, |x| > T 2γ

}

⊂
{

sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

1

ThT

n
∑

j=1

Yj

∣

∣

∣

∣

= 0

}

.

Alors, pour T suffisamment grand, nous avons

P

{

sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

1

ThT

n
∑

j=1

Yj

∣

∣

∣

∣

> η

}

≤ P

(

sup
0≤t≤T

|Xt| >
T 2γ

2

)

≤ P

(

sup
0≤t≤T

|Xt| > T γ

)

.

Maintenant, nous devons montrer que l’application T 7→ sup | 1

ThT

n
∑

j=1

Yj |

est uniformément continue. Cette propriété est maintenue à condition qu’il

existe une constante Λ > 0 telle que

sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

1

ThT

n
∑

i=1

Yi −
1

ShS

n′
∑

j=1

Y ′
j

∣

∣

∣

∣

≤ Λ | T − S |, (2.28)

quand S = δn′, Sj = jδ et Y ′
j = Y ′

j (x) =
∫ Sj

Sj−1

(

K
(

x−Xs

hs

)

−E
[

K
(

x−Xs

hs

)

|Fs−δ

])

ds.

on prend Z ′
j =

∫ Sj

Sj−1
K
(

x−Xs

hs

)

ds, Observons que

sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

1

ThT

n
∑

j=1

Yj −
1

ShS

n′
∑

j=1

Y ′
j

∣

∣

∣

∣

= sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

1

ThT

n
∑

j=1

Zj −
1

ShS

n′
∑

j=1

Z ′
j

∣

∣

∣

∣

+ sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

− 1

Shs

∫ S

0

E

[

K

(

x−Xs

hS

)

|Fs−δ

]

ds

∣

∣

∣

∣

= sup
|x|>T 2γ

| f̂T (x)− f̂S(x) |

+ sup
|x|>T 2γ

| f̄T (x)− f̄S(x) | .

(2.29)

Notons que

log(f̂T (x)) = − log(ThT ) + log

(
∫ T

0

K

(

x−Xt

hT

)

dt

)

,
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la différenciabilité par rapport à T , nous donne

d log(f̂T (x))

dT
= −hT − Th′T

ThT
− h′T
h2T

(
∫ T

0

K

(

x−Xt

hT

)

dt

)−1(∫ T

0

(x−Xt)

K ′

(

x−Xt

hT

)

dt

)

+

(
∫ T

0

K

(

x−Xt

hT

)

dt

)−1

K

(

x−XT

hT

)

.

Rappelons la propriété de la fonction logarithme log :

d log g(T )

dT
=
dg(T )/dT

g(T )
,

où g(T ) est une fonction. Nous obtenons alors

df̂T (x)

dT
= f̂T (x)

d log f̂T (x)

dT

=
1

T 2hT

(
∫ T

0

K

(

x−Xt

hT

)

dt

)

+
h′T
Th2T

(
∫ T

0

K

(

x−Xt

hT

)

dt

)

− h′T
Th3T

(
∫ T

0

(x−Xt)K
′

(

x−Xt

hT

)

dt

)

+
1

ThT
K

(

x−XT

hT

)

.

L’hypothèse (A.6) permet de supposer l’existence d’un constante positive

cK > 0, K ′(u) = 0 chaque fois que |u| ≤ cK ,

∣

∣

∣

∣

df̂T (x)

dT

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

f̂T (x)
d log f̂T (x)

dT

∣

∣

∣

∣

≤ 1

ThT
K̃ +

h′T
h2T
K̃ +

h′T
h2T
cKK̃

′ +
1

ThT
K̃,

Où K̃ = sup
y∈R

K(y) et K̃ ′ = sup
y∈R

K(y). Par conséquent

sup
|x|>T 2γ

|f̂T (x)− f̂S(x)| ≤
(

2

ThT
K̃ +

h′T
h2T

(

K̃ + cKK̃
′
)

)

|T − S|. (2.30)

Considérons de la deuxième partie de la décomposition (2.29), d’abord, ob-

servons que

log(f̄T (x)) = − log(ThT ) + log

(
∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

)

,
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par conséquent,

d log(f̄T (x))

dT
= − 1

T
− h′T
hT

− h′T
h2T

(
∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

)−1

×
(
∫ T

0

E

[

(x−Xt)K
′

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

)

+

(
∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

)−1

E

[

K

(

x−XT

hT

)

|FT−δ

]

.

En procédant comme ci-dessus, nous obtenons

df̄T (x)

dT
= f̄T (x)

d log f̄T (x)

dT

= − 1

T 2hT

(
∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

)

+
h′T
Th2T

(
∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

)

− h′T
Th3T

(
∫ T

0

E

[

(x−Xt)K
′

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

)

+
1

ThT
E

[

K

(

x−XT

hT

)

|FT−δ

]

.

Sous l’hypothèse (A.6), nous avons
∣

∣

∣

∣

df̄T (x)

dT

∣

∣

∣

∣

≤ 2

ThT
K̃ +

h′T
h2T

(K̃ + cKK̃
′).

Par conséquent,

sup
|x|>T 2γ

|f̄T (x)− f̄S(x)| ≤
(

2

ThT
K̃ +

h′T
h2T

(

K̃ + cKK̃
′
)

)

|T − S|. (2.31)

L’inégalité (2.28) résulte de la décomposition (2.29) avec condition (2.4)(ii)

et les équations (2.30) et (2.31). Prendre hT = T−1/5 on remarque que

max

{∣

∣

∣

∣

d(f̂T (x))

dT

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

d(f̄T (x))

dT

∣

∣

∣

∣

}

≤ CT− 4
5 ,

où C est une constante positive. Une application directe du Lemme 1.5.2

combiné avec la condition (2.4) nous donne

P

(∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

Yi

∣

∣

∣

∣

> ThT ǫ0

)

≤ 2 exp

{

− T 2h2T ǫ
2
0

8nδ2K̃2

}

= 2 exp

{

log T−
ǫ20

8δK̃2

Th2T
log T

}

≤ 2T−
ǫ20L

8δK̃2 .
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Par conséquent, l’application T → sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

1
ThT

n
∑

j=1

Yj

∣

∣

∣

∣

est uniformément continu

pour chaque ω et le résultat (2.27) découle de l’utilisation du Lemme de Borel-

Cantelli pour processus à temps continue (voir, par exemple, Bosq (1998),

Lemme 4.2). nous réalisons la preuve de Lemme 2.4.3 à partir les équations

(2.26) et (2.27).

Lemme 2.4.4. En supposant que la densité conditionnelle f
Ft−δ

t est une

fonction de Lipschitzienne avec l’hypothèse (A.1) (ii) et la condition (2.3),

nous avons

lim
T→∞

FT,2 = 0, p.s. (2.32)

Preuve. Observe que

lim
T→∞

FT,2 = sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt− f(x)

∣

∣

∣

∣

= sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

∫

R

K

(

x− u

hT

)

f
Ft−δ

t (u)dudt− f(x)

∣

∣

∣

∣

= sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

T

∫ T

0

∫

R

K(v)f
Ft−δ

t (x− hTv)dvdt− f(x)

∣

∣

∣

∣

≤ sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

T

∫ T

0

∫

R

K(v)
(

f
Ft−δ

t (x− hTv)− f
Ft−δ

t (x)
)

dvdt

∣

∣

∣

∣

+sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

T

∫ T

0

(

f
Ft−δ

t (x)− f(x)
)

dt

∣

∣

∣

∣

= F
(1)
T,2 + F

(2)
T,2,

comme fFt−δ

t (x) est Lipschitzienne et sous l’hypothèse (A1)(ii) nous obtenons

F
(1)
T,2 =

1

T

∫ T

0

∫

R

K(v)sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

f
Ft−δ

t (x− hTv)− f
Ft−δ

t (x)

∣

∣

∣

∣

dvdt

≤hT
∫

R

vK(v)dv = O(hT ).

(2.33)

De l’autre côté, la condition (2.3) nous donne

F
(2)
T,2 ≤ sup

x∈R

∣

∣

∣

∣

1

Tf(x)

∫ T

0

f
Ft−δ

t (x)dt− 1

∣

∣

∣

∣

= o(1). (2.34)

En combinant les inégalités (2.33) et (2.34) nous obtenons

FT,2
P
= o(1), quand T → ∞.

Preuve du Théorème 2.3.1 : la preuve est achevée en combinant la décom-

position (2.17) avec les Lemmes 2.4.3 et 2.4.4. �
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Preuve du Théorème 2.3.2

Nous avons besoin ici de la décomposition (2.7) et de quelques résultats

intermédiaires et le comportement de chaque terme de cette décomposition.

Observons d’abord que

sup
x∈BT

|f̂T (x)− f(x)| ≤ sup
x∈BT

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

+ sup
x∈BT

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt− f(x)

∣

∣

∣

∣

= AT +BT .

Où

AT = sup
x∈BT

|AT (x)| = sup
x∈BT

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

(

K

(

x−Xt

hT

)

− E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

])

dt

∣

∣

∣

∣

.

BT = sup
x∈BT

|BT (x)| = sup
x∈BT

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt− f(x)

∣

∣

∣

∣

.

Soit νT une fonction entière non décroissante tendant vers l’infini lorsque

T → ∞. Considérons la partition {BT,i}1≤i≤νT de l’ensemble BT définie par

BT,i = {x : ‖ x− xi ‖≤ T γν−1
T }.

Où (xi)1≤i≤T est une suite d’éléments de BT . Par conséquent, nous avons

AT ≤ max
1≤i≤νT

sup
x∈BT,i

|AT (x)− AT (xi)|+ max
1≤i≤νT

|AT (xi)| = I1 + I2. (2.35)

En utilisant l’hypothèse (A.1)(iii), il s’ensuit qu’il existe une constante posi-

tive CK telle que
∣

∣

∣

∣

K

(

x−Xt

hT

)

−K

(

xi −Xt

hT

)∣

∣

∣

∣

≤ CK

∣

∣

∣

∣

x−Xt

hT
− xi −Xt

hT

∣

∣

∣

∣

=
CK

hT
|x− xi| ≤

CKT
γ

hTνT
.
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Par conséquent, nous avons

I1 ≤ 1

ThT

n
∑

1

∫ Tj

Tj−1

{

max
1≤i≤νT

sup
x∈BT

⋂
BT,i

∣

∣

∣

∣

K

(

x−Xt

hT

)

−K

(

xi −Xt

hT

)∣

∣

∣

∣

+E

[

max
1≤i≤νT

sup
x∈BT

⋂
BT,i

∣

∣

∣

∣

K

(

x−Xt

hT

)

−K

(

xi −Xt

hT

)
∣

∣

∣

∣

|Gj−1

]}

dt.

≤ 2δn

ThT
× CKT

γ

hTνT
=

2CKT
γ

h2TνT
.

Prenons νT = T γ+2 et ǫT =

(

log T
ThT

)1/2

, nous obtenons

ǫ−1
T I1 ≤

(

ThT
log T

)1/2
2CKT

γ

h2TT
γ+2

=
2CK

(

(ThT )3 log T
)1/2

.

Donc,

I1 = o

((

log T

ThT

)1/2)

, p.s. (2.36)

En utilisant la notation (2.6), nous observons que

max
1≤i≤νT

|AT (xi)| = max
1≤i≤νT

|
n
∑

j=1

Yj(xi)|.

L’ordre du terme I2 peut être énonçé de la même manière que dans l’équation

(2.12) avec la seule différence que l’hypothèse (A.4) est vraie. Donc, notons

Tn = T = δn, en prenant νTn
= νT = T γ+2

n et ǫTn
= ǫ0

(

log Tn
TnhTn

)1/2

avec un

constante positive ǫ0, nous obtenons

P

(

max
1≤k≤νTn

1
TnhTn

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

Yi(xk)

∣

∣

∣

∣

> ǫTn

)

=

νTn
∑

k=1

P

(∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

Yi(xk)

∣

∣

∣

∣

> (TnhTn
)ǫ0

(

log Tn
TnhTn

)1/2)

≤ 2νTn
exp

{

− ǫ20(TnhTn
)2(log Tn/TnhTn

)

O(TnhTn
) + 2CTnhTn

ǫ0(log Tn/TnhTn
)
1
2

}

≤ 2νTn
exp

{

− ǫ20O(TnhTn
)
log Tn
TnhTn

}

= 2νTn
exp

{

− ǫ20C log Tn
}

≤ 2T γ+2−ǫ20C
n ,



2.4 Preuves 36

pour une certaine constante positive C. En procédant comme dans l’inégalité

(2.15) et en considérant un choix de ǫ0 qui permet d’utiliser le Lemme Borel-

Cantelli, on obtient

I2 = O

((

log Tn
TnhTn

)1/2)

= O

((

log T

ThT

)1/2)

, p.s. (2.37)

Il résulte alors les inégalités (2.35)-(2.37) que

AT = O

((

log T

ThT

)1/2)

, p.s. (2.38)

En outre, tenons compte les hypothèses (A.2) et (A.3) ainsi que l’équation

(2.16). nous avons

BT = sup
x∈BT

∣

∣

∣

∣

1

ThT

∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt− f(x)

∣

∣

∣

∣

≤ sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

T

∫ T

0

E

[

Kh(x−Xt)|Ft−δ

]

dt− 1

T

∫ T

0

E
[

Kh(x−Xt)
]

dt

∣

∣

∣

∣

+sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

T

∫ T

0

E
[

Kh(x−Xt)
]

dt− f(x)

∣

∣

∣

∣

= sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

1

T

∫

R

Kh(x− y)HT (y)dy

∣

∣

∣

∣

+ sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

∫

R

K(z)f(x− hT z)dz − f(x)

∣

∣

∣

∣

≤ sup
x∈R

1

T

∫

R

Kh(x− y) ‖ HT (y) ‖ dy + sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

∫

R

K(z)(f(x)− hT zf
′(x∗))dz − f(x)

∣

∣

∣

∣

= O(
√
T )sup

x∈R

1

ThT

∫

R

K

(

x− y

hT

)

dy + sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

hTf
′(x∗)

∫

R

K(z)dz

∣

∣

∣

∣

.

Ainsi,

BT = Op.s(T
−1/2) + O(hT ). (2.39)

En combinant l’équation (2.38) avec (2.39), on obtient le résultat suivant

sup
x∈BT

|f̂T (x)− f(x)| = Op.s

((

log T

ThT

)1/2)

+Op.s(T
−1/2) + O(hT ). (2.40)

Notre tâche est maintenant, de gérer le terme sup
x∈Bc

T

|f̂T (x)−f(x)|, où Bc
T est le

complémentaire de l’ensemble de BT . En procédant comme pour l’équation

(2.39), il est clair que

sup
x∈Bc

T

|f̄T (x)− f(x)| = Op.s(T
−1/2) + O(hT ), p.s. (2.41)
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Il reste ensuite à prouver que

lim
T→∞

√

log T

ThT
sup
x∈Bc

T

|f̂T (x)− f̄(x)| = 0, p.s. (2.42)

Le fait que sup
0≤t≤T

|Xt| ≤ T 2γ/2 combiné avec la condition |x| > T 2γ implique

évidemment, pour 0 ≤ t ≤ T ,

∣

∣

∣

∣

x−Xt

hT

∣

∣

∣

∣

>
T 2γ

2hT
. De plus, puisque par

l’hypothèse (A.6) le noyau K est de support borné, il s’ensuit qu’il existe

T0 > 0 tel que, pour T > T0, nous avons K
(

x−Xt

hT

)

= 0 . Par conséquent,

nous pouvons écrire

{

sup
0≤t≤T

|Xt| ≤
T 2γ

2
, |x| > T 2γ

}

⊂
{

sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

1

ThT

n
∑

j=1

Yj

∣

∣

∣

∣

= 0

}

.

Par conséquent, pour T suffisamment grand, nous avons

P

{

sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

1

ThT

n
∑

j=1

Yj

∣

∣

∣

∣

> η

}

≤ P

(

sup
0≤t≤T

|Xt| >
T 2γ

2

)

≤ P

(

sup
0≤t≤T

|Xt| > T γ

)

.

Maintenant, nous devons montrer que l’application T 7→ sup | 1

ThT

n
∑

j=1

Yj |

est uniformément continue. Cette propriété est maintenue à condition qu’il

existe une constante Λ > 0 telle que

sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

ǫT
ThT

n
∑

j=1

Yj −
ǫS
ShS

n′
∑

j=1

Y ′
j

∣

∣

∣

∣

≤ Λ | T − S |, (2.43)

quand S = δn′,Sj = jδ et Y ′
j = Y ′

j (x) =
∫ Sj

Sj−1

(

K
(

x−Xs

hs

)

−E
[

K
(

x−Xs

hs

)

|Fs−δ

])

ds.

et ǫT =
(

ThT

log T

)

on prend Z ′
j =

∫ Sj

Sj−1
K
(

x−Xs

hs

)

ds, Observons que

sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

ǫT
ThT

n
∑

j=1

Yj −
ǫS
ShS

n′
∑

j=1

Y ′
j

∣

∣

∣

∣

= sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

ǫT
ThT

∑n
j=1 Zj − ǫS

ShS

∑n′

j=1 Z
′
j

∣

∣

∣

∣

+ sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

ǫT
ThT

∫ T

0
E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

− ǫS
ShS

∫ S

0
E

[

K

(

x−Xs

hS

)

|Fs−δ

]

ds

∣

∣

∣

∣
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= sup
|x|>T 2γ

| ǫT f̂T (x)− ǫS f̂S(x) |

+ sup
|x|>T 2γ

| ǫT f̄T (x)− ǫS f̄S(x) | .
(2.44)

Notons aussi que

log
(

ǫT f̂T (x)
)

= log(ǫT )− log(ThT ) + log IT

=
1

2
log(ThT ) +

1

2
log(log T )− log(ThT ) + log IT

=
1

2
log(log T )− 1

2
log(ThT ) + log IT ,

où IT =
∫ T

0
K
(

x−Xt

hT

)

dt. La différenciabilité par rapport à T , nous obtenons

d log ǫT f̂T (x)

dT
=

1

2T log T
− hT − Th′T

2ThT
− h′T
h2T
I−1
T

∫ T

0

(x−Xt)K
′

(

x−Xt

hT

)

dt+ I−1
T K

(

x−XT

hT

)

.

Par l’hypothès (A.6), pour cK > 0, K ′(u) = 0 pour certains |u| ≥ cK , nous

avons
∣

∣

∣

∣

d log ǫT f̂T (x)

dT

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2T log T
+

1

2T
+

|h′T |
2hT

+ |I−1
T |K

(

x−XT

hT

)

+2ck
|h′T |
h2T

|I−1
T |ThT‖K ′‖∞.

Comme dǫT f̂T (x)
dT

= ǫT f̂T (x)
d log ǫT f̂T (x)

dT
, on voit facilement que

∣

∣

∣

∣

d log ǫT f̂T (x)

dT

∣

∣

∣

∣

≤ ‖K‖∞
(ThT log T )

1
2

(

1

2 log T
+
3

2

)

+
|h′T |(ThT )

1
2

h2T (log T )
1
2

(‖K‖∞
2

+2ck‖K ′‖∞
)

.

Par conséquent, nous avons

sup
|x|>T 2γ

|ǫT f̂T (x)− ǫS f̂S(x)| ≤
( ‖K‖∞
(ThT log T )

1
2

(

1

2 log T
+
3

2

)

+
|h′T |(ThT )

1
2

h2T (log T )
1
2

(‖K‖∞
2

+2cK‖K ′‖∞
))

|T−S|.

(2.45)
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Considérons maintenant la deuxième partie de (2.44), observons d’abord que

log
(

ǫT f̄T (x)
)

= log

(

ǫT
ThT

∫ T

0

E

[

K

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

)

= −1

2
log(log T )− 1

2
log(ThT ) + logLT ,

où LT =
∫ T

0
E
[

K
(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt. Par conséquent, nous avons

d

dT
log
(

ǫT f̄T (x)
)

=
d

dT

(

− 1

2
log(log T )− 1

2
log(ThT ) + logLT

)

= − 1

2T log T
− 1

2T
− h′T

2hT

−h
′
T

h2T
L−1
T

∫ T

0

E

[

(x−Xt)K
′

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

+L−1
T E

[

K

(

x−XT

hT

)

|FT−δ

]

.

Ainsi, de même que ci-dessus, nous obtenons
d

dT

(

ǫT f̄T (x)
)

=
(

ǫT f̄T (x)
) d

dT
log
(

ǫT f̄T (x)
)

= ǫT f̄T (x)

(

− 1

2T log T
− 1

2T
− h′T

2hT

)

−h
′
T

h2T

ǫT
ThT

∫ T

0

E

[

(x−Xt)K
′

(

x−Xt

hT

)

|Ft−δ

]

dt

+
ǫT
ThT

E

[

K

(

x−XT

hT

)

|FT−δ

]

,

et
d(ǫf̄T (x))

dT
≤ ‖K‖∞

(ThT log T )1/2

(

1

2 log T
+

3

2

)

+
|h′T |
h2T

(ThT )
1/2

(log T )1/2

(

1

2
‖K‖∞ + 2cK‖K ′‖∞

)

.

Par conséquent, nous avons

sup
|x|>T 2γ

|ǫT f̄T (x)− ǫS f̄S(x)| ≤
( ‖K‖∞
(ThT log T )

1
2

(

1

2 log T
+
3

2

)

+
|h′T |(ThT )

1
2

h2T (log T )
1
2

(‖K‖∞
2

+‖K ′‖∞
))

|T−S|,

(2.46)
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L’inégalité (2.43) découle immédiatement de l’hypothèse (A.5) et les inéga-

lités (2.44), (2.45) et (2.46). pour le choix particulier du lissage paramètre

hT = T−1/5, on a

max

{∣

∣

∣

∣

d(ǫT f̂T (x))

dT

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

d(ǫT f̄T (x))

dT

∣

∣

∣

∣

}

≤ CT− 2
5

(

log T
)−1/2

,

où C est une constante positive.

Une autre utilisation du Lemme 1.5.1 nous permet d’écrire

P

(
∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

Yi

∣

∣

∣

∣

> ThT ǫT ǫ0

)

≤ 2 exp

{

− ǫ20 log T

}

= 2T−ǫ20 .

Par conséquent, l’application

T → sup
|x|>T 2γ

∣

∣

∣

∣

ǫT
ThT

n
∑

j=1

Yj

∣

∣

∣

∣

,

est uniformément continue pour chaque ω et le résultat (2.42) s’ensuit en

faisant usage de du Lemme de Borel-Cantelli pour les processus en temps

continu (voir, par exemple, Bosq (1998), Lemme 4.2).

Preuve du Théorème 2.3.2 : la preuve est achevée en combinant les inégali-

tés (2.40), (2.41) et (2.42). �



Chapitre 3

Normalité asymptotique

d’estimateurs à noyau de la

densité d’un processus

stationnaire à temps continu

La propriété asymptotique abordée dans ce chapitre est la normalité

asymptotique, il s’agit d’un sujet très important en statistique. En effet, la

normalité asymptotique nous permet de construire les intervalles de confiance

et de faire des tests. Ce chapitre est divisé en deux sections, nous regroupons

dans la première section l’ensemble des hypothèses utilisées pour établir La

normalité asymptotique. Dans la deuxième section, nous énonçons le résultat

principal de ce chapitre et la démonstration .

3.1 Hypothèses

Pour un nombre réel positif δ tel que n = T
δ
∈ N considérons la δ-partition

(Tj)1≤j≤n de l’intervalle [0, T ]. De plus, pour t > 0 et δ > 0, considérons les

σ-algèbre Gt = σ((Xs) : 0 ≤ s ≤ t),Ft = σ((Xs, Ys) : 0 ≤ s < t) et

St,δ = σ((Xs, Ys); (Xr) : 0 ≤ s < t, t ≤ r ≤ t + δ). Chaque fois que s < 0,

Gs et Fs se tenir comme σ-algèbre triviale. Pour j ∈ N, désigner Gj = GTj
et

Fj = FTj
. Pour une variable aléatoire réelle ξ et tout k ∈ N, nous définissons
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la projection Pk par Pkξ = E[ξ|Gk] + E[ξ|Gk−1], où E[ξ|Gk] est l’espérance

conditionnelle de ξ étant donné le σ-algèbre Gk.

Fixez maintenant quelques hypothèses nécessaires pour énonçer nos ré-

sultats :

(H.0) K est un noyau borné à symétrie sphérique sur son support com-

pact, tel que
∫

K(z)dz = 1, et satisfaisant
∫

zα1
1 ...zαd

d K(z)dz = 0, où

α1...αd ∈ N; α1 + ...+ αd = j, j = 1, 2. et
∫

‖z‖2K(z)dz <∞.

(H.1) Pour tous 0 ≤ s < t ≤ T , il existe une constante positive c0, et une

fonction aléatoire bornée continue et positive ft,s définie sur R
d telle

que, presque sûrement,

P
Fs(Xt ∈ Sr,x) = P(‖ Xt − x ‖≤ r|Fs) = c0r

dft,s(x) + o(rd), p.s r → 0.

(H.2) (i) La fonction f est deux fois différentiable, avec une deuxième dé-

rivée bornée.

(ii) La fonction ft,s est deux fois différentiable avec presque sûrement

une dérivée seconde.

(ii) Pour tout r et tout (s, t) ∈ [0, T ]2 tels que r < s et r < t, la

densité conditionnelle du couple (Xs, Xt) sachant le σ-algébre Gr

existe.

(H.3) Pour tout δ, nous avons

sup
y

∫

R+

‖P1ft,t−δ(Y )‖2dt <∞.

Commentaires sur les hypothèses

Hypothèse (H.0) sont très standard dans le cadre non paramétrique. Hy-

pothèse (H.1) supposons que la probabilité conditionnelle de la sphère Sr,x

sachant le σ-algèbre Fs est asymptotiquement régie par une dimension lo-

cale lorsque le rayon r tend vers zéro sans supposer l’existence de densités

marginales et conditionnelles pour atteindre les taux de convergence donnés

ci-dessous. Remarque que l’hypothèse (H.1) est vraie alors que la distribution

conditionnelle P
Fs

Xt
a une fonction de densité continue fFs

Xt
dans R

d.
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3.2 Propriétes asymptotiques

Théorème 3.2.1. Supposons que les hypothèses (H.0) et (H.2)-(H.3) soient

vérifiées, et

lim
T→∞

h2T (Th
d
T )

1
2 = 0, (3.1)

alors, pour tout x ∈ R
d, on a

(ThdT )
1
2 (f̂T (x)− f(x))

D−→N (0, σ2(x)) quand T → ∞.

où
D→ est la convergence en distribution et N est la distribution gaussienne.

Preuve du Théorème 3.2.1

Pour prouver notre résultat, introduisons d’abord la notation suivante

f̄T,1(x) =
1

ThdT

n
∑

i=1

∫ Ti

Ti−1

E

[

K

(

x −Xt

hT

)

|Gi−2

]

dt.

Considérons maintenant la décomposition suivante
√

ThdT
(

f̂T (x)− f(x)
)

=
√

ThdT
(

f̂T (x)− f̄T,1(x)
)

+
√

ThdT
(

f̄T (x)− f(x)
)

= (ThdT )
1/2
(

VT (x) + BT (x)
)

.

Notre première préoccupation est d’étudier le comportement du biais condi-

tionnel normalisé (ThdT )
1/2BT (x). Pour tout x ∈ R

d, nous avons

(ThdT )
1/2BT (x) = (ThdT )

1/2
(

f̄T,1(x)− E[f̂T (x)]

+E[f̂T (x)]− f(x)
)

= (ThdT )
1/2
(

B
(1)
T (x) + B

(2)
T (x)

)

.

Ci-après, nous utilisons la notation Kh(.) =
1
h
K( .

h
). On observe que

|TB(1)
T (x)| =

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

∫ Ti

Ti−1

(

E
[

Kh

(

x −Xt

)

|Gi−2

]

− E
[

Kh

(

x −Xt

)])

dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Rd

Kh

(

x − y)

( n
∑

i=1

∫ Ti

Ti−1

ft,Ti−2
(y)dt− Tf(y)

)

dy

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Rd

Kh

(

x − y
)

H
(1)
T (y)dy

∣

∣

∣

∣

≤
∫

Rd

Kh

(

x − y
)

‖H(1)
T (y)‖dy.
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En utilisant la partie inférieure de la somme de Riemann, pour δ > 0 assez

petit, il s’ensuit que

n
∑

i=1

∫ T i

Ti−1

ft,Ti−2
(y)dt ≃

n
∑

i=1

δfTi−1,Ti−2
≤
∫ T

0

ft,t−δ(y)dt.

Considérons la projection Pk définie ci-dessus, suivant Wu (2003) et l’utili-

sation de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

‖H(1)
T (y)‖2 =

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

i=1

∫ T i

Ti−1

ft,Ti−2
(y)dt− Tf(y)

∥

∥

∥

∥

∥

2

≤
∥

∥

∥

∥

∫ T

0

ft,t−δ(y)dt− Tf(y)

∥

∥

∥

∥

2

= T

(
∫ T

0

‖P1ft,t−δ(y)‖2dt
)

.

Ainsi,

sup
y

‖H(1)
T (y)‖2 ≤ T

(

sup
y

∫ T

0

‖P1ft,t−δ(y)‖2dt
)

≤ T

(

sup
y

∫

R+

‖P1ft,t−δ(y)‖2dt
)

.

Par la suite, en supposant la condition (H.2), nous obtenons

sup
y

‖H(1)
T (y)‖2 = O(T ), (3.2)

ce qui implique que

B
(1)
T (x) = O(T−1/2). (3.3)

De plus, en supposant les conditions (H.0) (i) et (H.2) (i), on voit facilement

que

B
(2)
T (x) = E[f̂T (x)]− f(x)

=

∫

Rd

Kh(x − y)f(y)dy − f(x)

=

∫

Rd

K(z)

(

f(x)− hT

d
∑

i=1

zi
∂f

∂xi
(x∗) +

h2T
2

d
∑

j=1

d
∑

k=1

zjzk
∂2f

∂xj∂xk
(x∗)

)

dz

−f(x)

= sup
xj ,xk

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂xj∂xk
(x∗)

∣

∣

∣

∣

h2T
2

∫

Rd

‖z‖2K(z)dz

= O(h2T ),
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où x∗ varie entre x et x − zhT . Ainsi,

BT (x) = O(h2T ) + O(T−1/2).

De toute évidence, nous avons

BT (x) = O(h2T ).

Considérons la condition (3.1), nous concluons que

(ThdT )
1/2BT (x) = O(h2T (Th

d
T )

1/2).

Par conséquent, pour énonçer Le Théorème 3.2.1, il suffit alors de prouver

l’assertion suivante

(ThdT )
1/2VT (x)

D−→N (0, σ2(x)).

À cet égard, observons que

(ThdT )
1/2VT (x) =

√

ThdT
(

f̂T (x)− f̄T,1(x)
)

= (ThdT )
−1/2

n
∑

i=1

(
∫ Ti

Ti−1

K

(

x −Xt

hT

)

dt

−E

[
∫ Ti

Ti−1

K

(

x −Xt

hT

)

dt|Gi−2

])

=
n
∑

i=1

(

ηT,i(x)− E
[

ηT,i(x)|Gi−2

])

=
n
∑

i=1

ξT,i(x),

où ηT,i(x) = (ThdT )
−1/2

∫ Ti

Ti−1
K(x−Xt

hT
)dt et ξT,i(x) = ηT,i(x)− E[ηT,i(x)|Gi−2].

De plus, on voit facilement que (ξT,i(x))1≤i≤n est une suite de différence

martingale par rapport à la suite de σ-algèbre (Gi−2)1≤i≤n. Par conséquent,

nous devons vérifiez les deux conditions suivantes

(a)
n
∑

i=1

E[ξ2T,i(x)|Gi−2]
P→σ2(x)

(b) nE[ξ2T,i(x)1{|ξT,i(x)|>ǫ}] = o(1) détient, pour tout ǫ > 0,
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qui sont nécessaires pour établir la normalité asymptotique liée à temps dis-

cret les suite de différence de martingale (voir, par exemple, Hall et Heyde

(1980)).

D’abord, par un changement de variable et le développement de Taylor de

d’ordre 1 de ft,Ti−2
(x − hTz) autour de x lorsque l’hypothèse (H.2) (ii) est

vérifiée, observons que
∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

E[η2T,i(x)|Gi−2]−
n
∑

i=1

E[ξ2T,i(x)|Gi−2]

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

(E[ηT,i(x)|Gi−2])
2

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

ThdT

n
∑

i=1

(
∫ Ti

Ti−1

∫

Rd

K

(

x − y
hT

)

ft,Ti−2
(y)dydt

)2∣
∣

∣

∣

= hdT

∣

∣

∣

∣

1

T

n
∑

i=1

(
∫ Ti

Ti−1

∫

Rd

K(z)ft,Ti−2
(x − hTz)dzdt

)2∣
∣

∣

∣

= hdT

∣

∣

∣

∣

1

T

n
∑

i=1

(
∫ Ti

Ti−1

ft,Ti−2
(x)dt

)2

+O(hT )

∣

∣

∣

∣

= hdT

∣

∣

∣

∣

1

δn

n
∑

i=1

g
Gi−2

i (x) + O(hT )

∣

∣

∣

∣

= O(hdT ).

Où g
Gi−2

i (x) = (
∫ Ti

Ti−1
ft,Ti−2

(x)dt)2 . En utilisant la somme de Riemann, la

quantité gGi−2

i (x) peut être approchée, chaque fois que δ est suffisamment pe-

tit, par δfTi−1,Ti−2
. C’est alors clair de la discussion ci-dessus que le processus

(fTi−1,Ti−2
)i≥1 est stationnaire et ergodique. Donc la somme 1

n

n
∑

i=1

g
Gi−2

i (x) a

une limite finie, (voir Krengel (1985), Théorème 4.4), qui est

E[g
G−δ

1 (x)] =

(
∫ δ

0

f(x)dt

)2

= δ2f 2(x). (3.4)

En utilisant l’inégalité de Jensen, nous obtenons

E[η2T,i(x)|Gi−2] =
1

ThdT
E

[(
∫ Ti

Ti−1

K

(

x −Xt

hT

)

dt

)2

|Gi−2

]

≤ 1

ThdT

∫ Ti

Ti−1

E

[

K2

(

x −Xt

hT

)

|Gi−2

]

dt.
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Par un développement de Taylor de d’ordre 1 de la fonction ft,Ti−2
, pour x∗

dans [x − hTv,x], nous obtenons

n
∑

i=1

E[η2T,i(x)|Gi−2] ≤ 1

ThdT

n
∑

i=1

∫ Ti

Ti−1

E

[

K2

(

x −Xt

hT

)

|Gi−2

]

dt

=
1

ThdT

n
∑

i=1

∫ Ti

Ti−1

∫

Rd

K2

(

x − u
hT

)

ft,Ti−2
(u)dudt

=
1

T

n
∑

i=1

∫ Ti

Ti−1

∫

Rd

K2(v)ft,Ti−2
(x − hTv)dvdt

=
1

δ

(

1

n

n
∑

i=1

∫ Ti

Ti−1

ft,Ti−2
(x) + O(hT )

)
∫

Rd

K2(v)dvdt.

Procédons de même que pour l’equation (3.4), il est clair, à chaque fois que

δ est assez petit, que les quantités (
∫ Ti

Ti−1
ft,Ti−2

(x)dt)i∈N peuvent être ap-

prochées par (δfTi−1,Ti−2
(x))i∈N. En conséquence, l’utilisation de la théorie

ergodique et des propriétés de stationnarité du processus (Xt)t≥0, il s’ensuit

que

1

n

n
∑

i=1

(
∫ Ti

Ti−1

ft,Ti−2
(x)dt

)

= E

(
∫ T1

T0

ft(x)dt

)

+ o(1) =

∫ δ

0

E(ft(x))dt+ o(1)

= δf(x) + o(1).

Il s’ensuit que

n
∑

i=1

E[η2T,i(x)|Gi−2] ≤ f(x)
∫

Rd

K2(y)dy +O(hT ),

ce qui donne

n
∑

i=1

E[ξ2T,i(x)|Gi−2]
D−→ σ2(x) ≤ f(x)

∫

Rd

K2(y)dy quand T → ∞. (3.5)

Preuve de la partie (b). Utilisons successivement les inégalités de Holder,

Markov, Jensen puis Minkowski, nous obtenons pour tous ǫ > 0 et tout p et
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q tels que 1/p+ 1/q = 1

E[ξ2T,i(x)1{|ξT,i(x)|>ǫ}] ≤ (E[ξ2qT,i(x)])
1/q(P{|ξT,i(x)| > ǫ})1/p ≤ ǫ−2q/p

E[|ξT,i(x)|2q]

≤ ǫ−2q/p

(ThdT )
q
E

[
∫ Ti

Ti−1

∣

∣

∣

∣

K

(

x −Xt

hT

)

− E

[

K

(

x −Xt

hT

)

|Gt−δ

]∣

∣

∣

∣

2q

dt

]

≤ ǫ−2q/p

(ThdT )
q

∫ Ti

Ti−1

E

[

K2q

(

x −Xt

hT

)]

dt

=
ǫ−2q/p

(ThdT )
q

∫ Ti

Ti−1

∫

R

K2q

(

x − y
hT

)

f(y)dydt

=
ǫ−2q/pδ

T qh
d(q−1)
T

∫

R

K2q(z)f(x − hTz)dz.

Par conséquent, puisque f est une densité, il s’ensuit que

nE[ξ2T,i(x)1{|ξT,i(x)|>ǫ}] =
ǫ−2q/p‖K‖2q∞
(ThdT )

q−1
= o(1). (3.6)

En combinant les equations (3.5) et (3.6), on obtient

(ThdT )
1/2VT (x)

D−→N (0, σ2(x)), (3.7)

ce qui complète la preuve. �



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les propriétés asymptotiques de l’es-

timateur à noyau de la densité d’un processus stationnaire à temps continu.

La motivation essentielle est d’établir ces propriétés tout en considérant un

cadre de dépendance des données assez général qui puisse être facilement uti-

lisé en pratique. Nous avons obtenu nos résultats, en faisant usage d’une ap-

proche basée sur l’utilisation des différences de martingales en liaison avec des

techniques de projection sur des tribus. Nous avons attaché une importance

primordiale à l’étude de la vitesse de convergence presque sûre, ponctuelle

et uniforme du " terme stochastique " qui a été obtenue par les estimateurs

centrés (par des facteurs n’étant pas nécessairement égaux à l’espérance de

l’estimateur). En effet, il peut être montré que, pour les tailles de la fenêtre h

les plus appropriées aux applications statistiques, et sous des conditions gé-

nérales de régularité, le " terme de biais " (i.e., le facteur de centrage moins

la fonction à estimer) converge avec une vitesse vers zéro. Les résultats qui

ont été obtenus sur l’estimation d’une densité de probabilité à noyau continu

peuvent être généraliser au cas des densités multidimensionnelles.
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