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Liste des notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de notre travail :

X espace de Banach, X∗ son espace dual.

T Un opérateur linéaire borné dans X.

Lin(X) Ensemble des opérateurs inversibles sur X.

L(X) Ensemble des opérateurs linéaires bornés dans X

K(X) L’ensemble des opérateurs compacts dans X.

T̃ Opérateur de rang fini sur X

N(T ) Espace nul (ou noyau) d’un opérateur linéaire, T R(T ) son image

Rλ(T ) Résolvante de T , ρ(T ) Ensemble résolvant de T ∈ L(X)

σ(T ) Spectre de T

σp(T ) Spectre ponctuel de T , σc(T ) Spectre continu de T

σr(T ) Spectre résiduel de T , σd(T ) Spectre discret de T

σess(T ) Spectre essentiel de T , σw(T ) Spectre essentiel de Weyl

σf (T ) Spectre essentiel de Wolf, Λ L’ensemble spectral

r(T ) Rayon Spectral de T

α(T ) Dimension de N(T ), β(T ) Codimension de R(T )

Φ(X) L’opérateur de Fredholm

Φ+(X) Semi-Fredholm supérieur, Φ−(X) Semi-Fredholm inférieur

Φ±(X) Opérateur Semi-Fredholm, Φb(X) Opérateur de Fredholm borné

i(T ) Indice de l’opérateur de Fredholm

F(X) Ensemble des perturbations de Fredholm
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R(X) Opérateur de Riesz

Tn
n→ T Convergence en norme de Tn vers T

Tn
p→ T Convergence ponctuelle de Tn vers T

Tn
n→ T Convergence collectivement compacte de Tn vers T

Tn
ν→ T ν-convergence de Tn vers T



Introduction Générale

Ce mémoire a pour thème central la convergence des opérateurs linéaires bornés sur un espace

de Banach X, plus particulièrement s’agit de présenter un mode de convergence non conventiel

des opérateurs dans L(X). Ahues (1987) et Bouldin (1990) ont été les preminers investiga-

teurs approximations fortement stables de suite opérateurs (Tn) d’opérateurs (ayant une valeur

propre isolée).Ce traitement a permit étendre ces résultats et les généraliser de manière à facili-

ter leur application à une large classe d’opérateurs bornés. En 1992, M.T. Nair donna un résultat

sur les approximations fortement stables donnant lieu à un nouveau mode de convergence : ν

convergence réalisé plus tard par M. Ahues. Dans ce mémoire on s’intéresse principalement à

la ν-convergence des opérateurs linéaire bornés et la (semi) continuité du spectre.

Cette travail est composé de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre nous rappellons l’essentiel des notions et résultats classiques dont

nous avons besoin pour la suite. En addition, on donnera une attention particluière à l’étude

des opérareurs compacts. Dans le deuxième chapitre, on définit les opérateurs de Fredholm et

le spectre essentiel associé. D’abord, on donnera quelques propriétés des opérateurs de Fred-

holm Φ(X) dans le cas borné sur X et de l’application indice i(T ). On s’intéresse aussi à des

sous classes fondamentales de ces opérateurs, à savoir les opétrateurs semi-Fredholm Φ±(X),

opérateur de Riesz R(X). Nous terminons ce chapitre par l’étude de deux classes du spectre

essentiel, appelés spectre essentiel de Weyl et Wolf (resp. σw(T ), σf (T )). On présente aussi

une caractérisation du ces deux spectres essentiels.

Le troisième chapitre sera consacré l’étude de la continuité du spectre et de la ν-convergence.

On commence d’abord par introduire l’approximation spectrale des opérateurs et les théo-
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rèmes existants. On étalera en fin du chapitre les modes de convergence (convergence en norme

Tn
n→ T , convergence ponctuelle Tn

p→ T et convergence collectivement compacte Tn
cc→ T ).

Ensuite, on définit de nouveau mode de convergence, appelée la ν-convergence et dnner quelque

propriété. Dans le dernierre, nous donnons les liens qui peuvent exister entre la ν-convergence

et les autres modes de convergence.

Le dernier chapitre, qui donne une extension au chapitre précédent, est consacré à l’étude

des propriétés spectrales de quelques types d’opérateurs sous la ν-convergence précisement la

semi continuité du spectre. D’abord, on définit le continuité et semi continuité du spectre.

Ensuite, on expose les propriétés des spectres essentiels sous la ν-convergence et caractériser les

spectres essentiels de Wolf et Weyl d’un suite d’opérateurs linéaires sous la ν-convergence.

Ainsi, on définit la ν continuité du spectre essentiel de Wolf et Weyl ( resp σw; σf ) qui est

motivée par la notion de ν-convergence. A la fin de chapitre, on donne des applications aux

matrices dopérateurs n×n. L’idée est d’approcher un opérateur défini sur un espace de Banach

X par une suite des opérateurs (Tn) de rang fini sur X. On donnera ainsi une application du

concept de ν convergence au calcul des solutions approximatives de problème de valeurs propres

pour T en résolvant le problème de la valeur propre pour Tn et montrer que le problème de la

valeur propre pour opérateur de rang fini T̃ peut être résolu en le réduisant à un problème de

valeur propre de matrice de manière canonique.



Chapitre 1

Eléments de la théorie des opérateurs

linéaires bornés

Introduction

Au sein de ce premier chapitre, on expose des notions générales sur les opérateurs linéaires

bornés dans un espace de Banach X. Il est principalement tiré de plusieurs références, voir [[11],

[16], [17], [18]]. Ce concept est ici largement intreduit à travers les notions et résultats utilisés

tout au long de ce travail. Tout d’abord, nous rappelons quelques définitions et résultats sur

l’opérateur linéaire borné sur X. Ensuite nous donnons quelques propriété du opérateur inverse

et adjoint. En outre, on définit l’opérateur compact .

1.1 Opérateur linéaire

Définition 1.1. Soient E et F deux espaces vectoriels normés. On appelle opérateur linéaire,

toute application linéaire u→ Tu ∈ F définie sur un sous-espace vectoriel E.

Définition 1.2. Un opérateur T sur un espace de Banach X est une application linéaire de X

dans lui même.

Définition 1.3. ( Opérateur linéaire borné) Un opérateur continu ou borné est un opérateur

tel que

sup
‖x‖=1

||Tx|| < +∞
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On note par L(X) l’espace vectoriel des opérateurs bornés sur X.

Définition 1.4. Soient X et Y deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné de X

dans Y toute application linéaire continue de X dans Y . Pour T ∈ L(X, Y ), on note R(T ) =

{Tx, x ∈ X} et N(T ) = {x ∈ X, Tx = 0}.

L’opérateur identité de X dans X sera noté par I

Définition 1.5. (Densité) Soient E et F deux espace normés. Un opérateur T : E → F est

dit densément défini si son domaine D(T ) est dense dans E c’est-à-dire D(T ) = E

Définition 1.6. (Somme de deux opérateurs) Soit X un espace de Banach, S, T ∈ L(X).

On définit l’opérateur somme S + T par :

(S + T )(x) = S(x) + T (x)

pour tout x ∈ X.

1.2 Spectre des opérateurs bornés

Soit X un espace de Hilbert, L(X) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dans lui

même, muni de la norme ‖T‖ = sup‖x‖≤1 ‖Tx‖X
L’espace L(X) est une algèbre de Banach unifère ( posséde un élément e tel que ‖e‖ = 1)

Définition 1.7. (Ensemble résolvant, résolvante)

Soit T ∈ L(X), on appelle ensemble résolvant de T est : ρ(T ) = {λ ∈ C/ (λI − T ) soit une

bijection de X sur X} ,(i,e : λI−T à un inverse borné c-à-d (λI−T )−1 ∈ L(X)). L’opérateur

(λI − T )−1 est appelé la résolvante de T en et noté Rλ(T ).

Définition 1.8. (Spectre)

Soit T ∈ L(X), on appelle spectre de T et on note σ(T ) le complémentaire dans C de ρ(T )

(L’ensemble résolvant de T ) donc : σ(T ) = {λ ∈ C;λI − T n’est pas inversible dans X} , σ(T )

= C\ρ(T ).

cette définition dégage trois types des spectres distincts :
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1) Spectre ponctuel : noté σp(T ) est l’ensemble des valeurs propres de T , il est défini comme

suit : σp(T ) = {λ ∈ C N(λI − T ) 6= {0}}, c-à-d λI − T n’est pas injectif alors

σp(T ) = {λ ∈ C Tx = λx, x ∈ X, x 6= 0}

2) Spectre continu : noté par σc(T ) est l’ensemble des λ ∈ C tel que

λI − T est injectif, non surjectif, mais son image est dense dans X, c.-à-d

σc(T ) = {λ ∈ C\ N(λI − T ) = {0}, R(λI − T ) 6= X,R(I − T ) = X}

3) Spectre résiduel noté σr(T ) est l’ensemble des λ ∈ C tels que λI − T est injectif, non

surjectif, mais son image n’est pas dense dans X, c-à-d.

σr(T ) = {N(λI − T ) = {0}, (R(λI − T ))⊥ 6= {0}}

Remarque 1.2.1. Le spectre de T est σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T )

Définition 1.9. (Rayon spectral) Soit T ∈ L(X), on appelle rayon spectral de T , la quantité

r(T ) = sup{|λ|;λ ∈ σ(T )}.

1.3 Opérateur inverse et adjoint

1.3.1 Opérateur inverse

Définition 1.10. Soient X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur T : X → Y est dit

inversible s’il existe un opérateur borné S : Y → X tel que

TS = IY et ST = IX

L’ensemble des opérateurs inversibles sera noté par Lin(X)

Théorème 1.3.1. Soit X un espace de Banach, T, S ∈ Lin(X) tels que R(T ) ⊂ X et R(S) ⊂
X. Alors (IX −λTS) est inversible si et seulement si (IX −λST ) est inversible pour tout λ 6= 0.

Dans ce cas, on a

(IX − λST )−1 = IX + λS(IX − λTS)−1T (1.1)
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et

(IX − λTS)−1 = IX + λT (IX − λST )−1S

Preuve. Soit λ 6= 0. Supposons que (IX − λTS) est inversible d’inverse C, alors

(IX − λTS)C = C(IX − λTS) = IX ⇔ C − λTSC = C − λCTS = IX .

Doù

λCTS = C − IX .

Autrement,

(IX + λSCT )(IX − λST ) = IX − λST + λSCT − λ2SCTST

= IX − λST + λSCT − λS(C − IX)T

= IX

La deuxième équation se démontre de la même manière puisque λTSC = C − IX , on obtient

alors

(IX − λST )(IX + λSCT ) = IX .

Par suite (IX − λST ) est inversible et

(IX − λST )−1 = (IX + λSCT ) = IX + λS(IX − λTS)−1T

L’autre égalité se déduit en permutant T et S.

Corollaire 1.3.1. Soit T, S ∈ Lin(X) tels que R(T ) ⊂ X et R(S) ⊂ X. Si λ−1 ∈ ρ(TS) alors

(IX − λTS)−1T = T (IX − λST )−1

Preuve. Si λ−1 ∈ ρ(TS), en vertu du théorème (1.3.1) ona

(IX − λTS)−1T = [IX + λT (IX − λST )−1S]T

= T [IX + λ(IX − λST )−1ST ]

= T [IX + λST (IX − λST )−1]

= T [(IX − λST )(IX − λST )−1 + λST (IX − λST )−1]

= T (IX − λST )−1.
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1.3.2 Opérateurs transposé et Adjoint

Définition 1.11. (Opérateur transposé)

Soient B1 et B2 deux espaces de Banach et T un opérateur densement défini de B1 dans B2 ;

on définit la transposée de T , de B1 dans B2 de domaine de tT par l’ensemble des y∗ ∈ B∗
2 tel

que la forme linéaire x ∈ D(T ) → y∗(T (x)) soit continue.

Corollaire 1.3.2. Soient X un espace de Banach complexe et T ∈ L(X) ; on a

σ(tT ) = σ(T )

Preuve. Il suffit de remarquer que t(T − λIX) =
t T − λIX∗ pour tout nombre complexe λ.

Remarque 1.3.1. Soient X un espace de Banach complexe et T ∈ L(X) ; on a :

• σr(T ) = σp(
tT )\σp(T ) et σc(tT ) ⊂ σc(T ).

• Si X est réflexif, on a l’égalité σc(tT ) = σc(T ).

Définition 1.12. (Opérateur adjoint) L’espace dual X∗ de X est l’ensemble des formes

linéaires bornées x∗ sur X. X∗ est aussi un espace de Banach muni de la norme

‖x‖X∗ = inf{|x∗(x)| : x ∈ X, ‖x‖ = 1}.

Si T : X −→ Y est de domaine dense, on peut définir l’opérateur adjoint T ∗ : Y ∗ −→ X∗ par :

le domaine D(T ∗) est l’ensemble des y∗ ∈ Y ∗ tels que l’application

D(T ) ∋ x 7→ y∗(Tx) (1.2)

est continue (de X dans C). Puisque D(T ) est dense dans X, l’application se prolonge par

continuité sur X, et alors il existe un unique x∗ ∈ X∗ tel que

y∗(Ax) = x∗(x), pour x ∈ D(A). (1.3)

Ainsi x∗ est déterminé par y∗, on peut définir l’opérateur A∗ de Y ∗ dans X∗ par :

A∗y∗ = x∗, pour y∗ ∈ D(A∗). (1.4)

Théorème 1.3.2. Soit X espace de Banach complexe, T ∈ L(X) et T ′ ∈ L(X ′) l’adjoint de

T , alors

σ(T ) = σ(T ′) etλ ∈ ρ(T ), Rλ(T
′) = Rλ(T )

′.
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1.4 Opérateur Compact

Définition 1.13. Soient X et Y deux espaces de Banach, un opérateur T ∈ L(X;Y ) est dit

compact s’il transforme toute partie bornée de X en une partie relativement compact de Y .

Autrement dit, T est compact si et seulement si pour toute suite (xn)n bornée dans X la suite

(Txn)n admet une sous-suite convergente.

Remarque 1.4.1. Un opérateur compact est nécessairement continu car sinon il existerait une

suite (xn)n bornè tel que ‖Txn‖ −→ ∞ , ce qui contredit la compacité.

Applications linéaires compactes : Si E est un espace vectoriel normé, on note BE(0, r) la

boule ouverte de centre 0 et de rayon r > 0 et BE(0, r)

la boule fermée. Dans le cas où r = 1, on note pour simplifier BE = BE(0, 1) et BE = BE(0, 1)

. S’il n’y a pas d’ambiguité possible, on oubliera parfois de préciser que la boule est dans E, en

notant simplement B(0; r) où B(0; r).

Commençons par une proposition simple mais utile.

Proposition 1.4.1. Soit T ∈ L(X;Y ). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est compact.

(ii) Pour toute partie A bornée de X, l’ensemble T (A) est relativement compact dans Y .

Preuve. (ii) =⇒ (i) : on applique (ii) à T = BE.

(i) =⇒ (ii) : soit A une partie bornée quelconque de X. Par définition 1.13, il existe donc r > 0

tel que A ∈ BE(0; r) = rBE. D’où, avec la linéarité de T , on obtient que

T (A) ⊂ T (rBE) = rT (BE)

Comme T (BE) est relativement compact, on vérifie alors facilement que rT (BE) est relative-

ment compact et donc T (A) est aussi relativement compact La proposition suivante décrit la

structure de K(X;Y ).

Remarque 1.4.2. Il est clair que tout opérateur T de rang fini [i,e : l’image de T est dimention

fini] est compact : En effet, l’ensemble T (BX) est alors un ensemble borné d’un espace vectoriel

de dimension finie. D’aprés le résultat précédent, si une suite (Tn)n d’opérateurs de rang fini

dans L(X, Y ) converge vers T dans L(X, Y ) , alors T est compact. Cela constitue une méthode

assez efficace pour vérifier que certains opérateurs sont compacts.
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Théorème 1.4.1. Si T ∈ L(X;Y ) est compact alors pour tout suite (xn)n tel que xn → x on

a Txn → Tx . La réciproque est vraie seulement si X est reflexif.

Lemme 1.4.1. Soit X un espace de Banach, T ∈ K(X), alors I − T est à image fermée et

dim(N(I − A)) = codim(R(I − A)) <∞

Théorème 1.4.2. Soit X un espace de Banach. Pour T ∈ L(X), les assertions suivantes sont

équivalentes :

1. T ∈ K(X) ;

2. T ∗ ∈ K(X∗).

Tout d’abord, rappelons que T ∗ est défini grâce à la relation suivante :

〈T ∗x∗, x〉 =< x∗, Tx >,

Pour tout x∗ ∈ X∗et x ∈ X. Ainsi

‖T ∗x∗‖ = sup
‖x‖≤1

|< T ∗x∗, x >| = sup
‖x‖≤1

|〈x∗, Tx〉|

avec |〈x∗, Tx〉| ≤ ‖x∗‖ ‖Tx‖ ≤ ‖x∗‖ ‖T‖ ‖x‖. Ainsi, nous avons

‖T ∗x∗‖ ≤ ‖T‖ ‖x∗‖

ce qui prouve en particulier la continuité de T ∗ comme application linéaire de X∗ dans X∗ .

De plus, on a ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖

Proposition 1.4.2. Soit X un espace de Banach, K ∈ L(X) un opérateur compact et T =

IX −K. Alors le noyau de T est de dimension finie et l’image T (X) est fermée.

Corollaire 1.4.1. Soit X un espace de Banach, K ∈ L(X) un opérateur compact et T =

(IX −K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est injectif.

(ii) T est surjectif.

Spectre d’un opérateur compact
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Définition 1.14. Soit X un espace de Banach. On appelle spectre d’un opérateur T ∈ L(X),

le sous-ensemble du plan complexe défini par :

σ(T )={λ ∈ C : (λI − T ) n’est pas bijective }

On dit que λ ∈ σ(T ) est une valeur propre de T de multiplicité m ∈ N∗ si λI − T n’est pas

injective et dim(N(λI − T ) = m.

Corollaire 1.4.2. Soit X un espace de Banach de dimension infinie et T ∈ L(X) un opérateur

compact. Alors on a σ(T ) = {0} ou σ(T )\{0} est fini ou σ(T )\{0} est une suite qui tend vers

0.



Chapitre 2

Théorie spectrale des Opérateurs de

Fredholm

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à deux objets qui sont au centre de nos intérêtes et qui vont

nous occuper jusqu’a à la fin de ce travail : les opérateurs de Fredholm et le spectre essentiel,

nous intéressons spécifiquement aux spectres essentiels de Weyl et Wolf.

2.1 Opérateurs de Fredholm

Définition 2.1. Soient X et Y deux espaces de Banach, T ∈ L(X, Y ) et on note N(T ) le

nayau de T, R(T ) l’image de T . On dit que T est un

1. Opérateur de Fredholm noté par Φ(X, Y ) [ou Φ(X) lorsque X = Y ] si les trois condi-

tions suivantes sont satisfaites :

• R(T ) est fermé,

• dimN(T ) est finie,

• codimR(T ) est finie.

2. Semi-Fredholm supérieurement si R(T ) est fermé et dimN(T ) est finie noté par

Φ+(X, Y ) ou Φ+(X) lorsque X = Y .

3. Semi-Fredholm inférieurement si R(T ) est fermé et R(T ) est fini, noté par Φ−(X, Y )

ou Φ−(X) lorsque X = Y .
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4. Semi-Fredholm si A ∈ Φ±(X, Y ) = Φ+(X, Y ) ∪ Φ−(X, Y )

5. Fredholm borné de X vers Y , noté par Φb(X, Y ) = Φ(X, Y ) ∩ L(X, Y ) ou et noté par

Φb(X) lorsque X = Y .

6. Φb
U(X, Y ) = {λ ∈ C tel que λ− U ∈ Φb(X, Y )}, noté par Φb

U(X) lorsque X = Y .

Remarque 2.1.1. Comme l’image d’un opérateur est fermée si elle est de codimention finie

alors :

(i) Φ(X, Y ) = Φ +(X, Y ) ∩ Φ−(X, Y )

(ii) Φ(X) est un ensemble non-vide puisqu’il contient l’identité. Par contre Φ(X, Y ) peut-être

vide lorsque X 6= Y

Définition 2.2. Pour tout opérateur T ∈ L(X), on note α(T ) = dimN(T ) et

β(T ) = codimR(T ), on appelle l’indice d’un opérateur de Fredholm est la fonction à valeurs

entières suivante :

i : L(X) → Z

T → i(T ) = α(T )− β(T )

Et dans ce cas, on a i(T ) ∈ Z ∪ {±∞}, Il est clair que

• Si T ∈ Φ(X) alors i(T ) <∞
• Si T ∈ Φ+(X)\Φ(X) alors i(T ) = −∞
• Si T ∈ Φ−(X)\Φ(X) alors i(T ) = +∞

Remarques 2.1.1. (i) Dans le cas ou X et Y sont de dimension finie, tous les opérateurs

sont de Fredholm et leur indice est égal à dimX − dimY

(ii) Tout opérateur inversible de L(X, Y ) est de Fredholm d’indice nul. En effet, il découle de

l’inversibilité de T que N(T ) = {0} (bijection), c-à-d α(T ) = 0, et R(T ) = X qui est fermée

et sa codimension est nulle (β(T ) = 0), ainsi : i(T ) = 0− 0 = 0.

(iii) Si K ∈ L(X) est un opérateur compact, alors K − λ est un opérateur de Fredholm pour

tout compact non-nul λ ∈ C

(iv) Tout opérateur injectif à image fermée est semi-Fredholm supérieur d’indice négatif

(v) Tout opérateur surjectif est de semi-Fredholm inférieur d’indice positif

Voici un premier critère de fermeture des opérateurs linéaires.

Théorème 2.1.1. soit T ∈ L(X, Y ) un opérateur à image fermée . Alors on a :
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(i) T est semi-Fredhom supérieur si et seulement si, T ∗ est semi-Fredhom inférieur

(ii) T est semi-Fredhom inférieur si et seulement si, T ∗ est semi-Fredhom supérieur

(iii) T est semi-Fredhom si et seulement si, T ∗ est semi-Fredhom

(iv) T est Fredhom si et seulement si, T ∗ est Fredhom

Et dans tous ces cas, on a i(T ∗) = −i(T ).

Preuve. Puisque R(T ) alors R(T ∗) est fermée, donc :

R(T ) = N(T ∗)⊥ et R(T ∗) = N(T )⊥

Par conséquence, α(T ∗) = dimN(T ∗) = codimR(T ) = β(T ) et β(T ∗) = codimR(T ∗) =

dimN(T ) = α(T ). Puisque dimN(T ∗) et codimR(T ∗) est finis alors T ∗ est de Fredhom.

i(T ∗) = α(T ∗)− β(T ∗) = β(T )− α(T ) = −i(T )

Maintenant, les autres assertions se vèrifient facilement.

Corollaire 2.1.1. Soit T ∈ L(X) .

(i) Si T ∈ Φ+(X) alors T n ∈∈ Φ+(X) pour tout n ≥ 1.

(ii) Si T ∈ Φ−(X) alors T n ∈∈ Φ−(X) pour tout n ≥ 1.

(iii) Si T ∈ Φ(X) alors T n ∈∈ Φ(X) pour tout n ≥ 1.

2.2 Perturbations semi-Fredholm et Fredholm

En premier lieu, on commence par une définition des perturbations

Définition 2.3. Soient A et B deux opérateurs de caractères différents, l’opérateur A+B [de

domaine D(A) ∩ D(B) supposé dés maintenant non nul], un premier pas dans la théorie des

perturbations, consiste à étudier le caractère de l’opérateur A+B lorsqu’on perturbe A par un

autre opérateur B

Définition 2.4. Soit X un espace de Banach et T ∈ L(X).

• On dit que T est une perturbation de Fredholm si U + T ∈ Φ(X) pour tout U ∈ Φ(X) .

• T est dite une perturbation semi-Fredholm supérieure (resp. une perturbation semi-Fredholm

inférieure) si T + U ∈ Φ+(X) (resp.Φ−) pour tout U ∈ Φ+(X)(resp. Φ−(X)).
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Les ensembles des perturbations de Fredholm, perturbations semi-Fredholm supérieures (infé-

rieures) sont notés par F(X),F+(X),F−(X).

Proposition 2.2.1. Soit X un espace de Banach complexe de dimension infinie et soit F ∈
F(X), alors ind(A+ F ) = ind(A) pour tout A ∈ Φ(X).

Lemme 2.2.1. Soit T, U ∈ L(X). Alors

(i) Si T ∈ Φ(X) et U ∈ F(X), alors T + U ∈ Φ(X) et i(T + U) = i(T )

(ii) Si T ∈ Φ+(X) et U ∈ F+(X), alors T + U ∈ Φ+(X) et i(T + U) = i(T )

(iii) Si T ∈ Φ−(X) et U ∈ F−(X), alors T + U ∈ Φ−(X) et i(T + U) = i(T )

Opérateur de Riesz

Définition 2.5. Soit T ∈ L(X), T est dit opérateur de Riesz (et on note T ∈ R(X)) si pour

tout λ ∈ C\{0} est de Fredholm.

Remarque 2.2.1. Pour un opérateur T ∈ R(X), on a :

(a) 0 ∈ σ(T ) et σ(T ) est au plus dénombrable ayant pour seul point d’accumulation eventuel

zéro.

(b) ∀λ 6= 0, ind(T − λI) = 0. En particulier pour ∀λ 6= 0,

N(T − λI) = 0 ⇔ T − λI inversible

(c) Si λ ∈ σ(T )\{0} alors λ est isolé dans le spectre de T , en plus la projection spectrale

associée à l’ensemble spectral {λ} est de rang fini.

2.3 Spectre essentiel

2.3.1 Spectre discret et Spectre essenciel

Dans un espace de Banach X, soit T ∈ L(X)

Définition 2.6. On appelle spectre discret de X, noté σd(T ) l’ensemble des valeurs propres

isolées de X, de multiplicité finie.
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Définition 2.7. On appelle spectre essentiel de X, noté par σess(T ) l’esnsemble σ(T )\σd(T ).
En mathématiques, le spectre essentiel de A opérateur est lié un certain sous-ensemble de son

spectre, défini par un état qui indique, en général, " a n’est pas inversible".

Définition 2.8. Le spectre essentiel d’un opérateur linéaire fermé est l’ensemble

σess(T ) = {λ ∈ C; (λ− T ) n’est pas un opérateur de Fredholm d’indice 0}

.

On voit immediatement avec cette définition que la réunion du spectre ponctuel et du spectre

essentiel couvre tout le spectre. En effet, l’ensemble des valeurs propres et le spectre essentiel

sont évidemment inclus dans le spectre. Inversement, si λ n’appartient ni a l’un ni‘ a l’autre, ‘

0 = dimN(λ− T ) = codimR(λ− T ),

et donc (λ− T ) est une bijection sur X, ce qui signifie que λ appartient a l’ensemble résolvant

de T . Donc

σ(T ) = σp(T ) ∪ σess(T ).

Cependant il ne s’agit pas a priori d’une réunion disjointe. En effet, l’intersection σess(T )∩σp(T )
est composée des valeurs propres λ pour les quelles

• Soit N (λ− T ) n’est pas de dimension finie,

• Soit R (λ− T ) n’est pas fermé,

• Soit dimN(T ) 6= codimR(T )

On peut de plus décomposer

σess(T )\σp(T ) = {λ ∈ C;N(λ− T ) = {0} et R(λ− T ) ( X}.

Proposition 2.3.1. λ ∈ σess(T ) si et seulement si il existe une suite (fn)n bornée non compacte

tel que (T − λI)fn → 0. Soit λ ∈ C, pour la suite, on pose

• G = N(T − λI)

• T ′

= T |G⊥

Théorème 2.3.1. 1. Si λ /∈ σess(T ) alors (T
′ − λI)−1 est continu

2. Si (T
′ − λI)−1 est continu et λ n’est pas une valeur propre de dimension infinie, alors

λ /∈ σess(T )
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2.4 Spectre essentiel de Weyl et Wolf

Dans un espace Banach X, le spectre essentiel de Wolf d’un opérateur T ∈ L(X) est défini

par :

σf (T ) := C\{λ ∈ C : λ− T ∈ Φ(X)}

le spectre essentiel de Weyl T ∈ L(X) est défini par :

σw(T ) :=
⋂

K∈K(X)

σ(T +K),

avec K(X) désigne l’ensemble des opérateurs compacts sur X.

2.4.1 Caractérisation du spectre essentiel de Weyl et Wolf

Donnons une caractérisation élémentaire du spectre essentiel de Weyl et Wolf par la propo-

sition suivante :

Proposition 2.4.1. Soit T ∈ L(X). Alors λ /∈ σw(T ) si seulement si λ − T ∈ Φ(X) et

i(λ− T ) = 0.

Remarque 2.4.1. (i) On a la relation entre le spectre essentiel de Weyl et le spectre essentiel

de Wolf de T par :

σw(T ) = σf (T ) ∪ {λ ∈ C : i(λ− T ) 6= 0}.

(ii) On rappelle pour θ ∈ {σf (T ), σw(T )}, T ∈ R(X) si seulement si θ = {0} (Voir [1], Théo-

rème 3.111).



Chapitre 3

Continuité du spectre et Convergence des

Opérateurs

Introduction

Le long de ce chapitre, on est entrain de parler de la continuité du spectre et ν-convergence ;

cette derniere a été fondée à partir de l’approximation spectrale des opérateurs la quelle est

fondée par le savant T.Nair[13] .

Motivations

Soient T et Tn des opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach complexe X, que l’on

notera T , Tn ∈ B(X). Sauf mention contraire, la convergence se passe toujours lorsque n tend

vers +∞. σ(Tn), σ(T ) étant les spectres de Tn et T respectivement. Si Tn converge vers T dans

un sens, plusieurs questions se posent naturellement :

1. Si λn ∈ σ(Tn) et λn → λ, A-t-on λ ∈ σ(T )?

2. Si λ ∈ σ(T ), Est, ce qu’il existe λn ∈ σ(Tn) pour tout n assez grand tel que λn → λ?

Selon un mode de convergence donné, on dit que :

Propriéte U est vérifiée si pour toute suite (Tn)n/ Tn −→ T, λn appartient à σ(Tn) et conver-

geant vers λ on a λ ∈ σ(T ) ;

Propriété L est vérifiée si pour toute suite (Tn)n/ Tn −→ T et λ ∈ σ(T ), il existe une suite

(λn)n/λn ∈ σ(Tn) et λn → λ pour n assez grand.
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Considérons la propriété suivante :

’Pour tout Tn → T, sup{dist(µ; σ(T )), µ ∈ σ(Tn)} → 0 ’

cette propriété est connue comme étant la semi continuité supérieure du spectre sous un

mode de convergence donné. Dans ce cas, la propriété U en est une conséquence directe.

Par ailleurs, la propriété L est connue comme étant la semi continuité inférieure du spectre

avec ce mode de convergence. Explicitement :

’Pour tout Tn → T et λ ∈ σ(T ) , dist(λ, σ(Tn)) → 0 ’

La semi continuité supérieure du spectre et la semi continuité inférieure , prises en-

sembles donnent la continuité du spectre au sens de Kuratowski.

3.1 Approximation spectrale des opérateurs

Plusieurs problèmes liés aux équations différentielles et aux équations aux dérivées partielles se

ramènent à des problèmes de valeurs propres. Une des questions principales dans cet axe est la

suivante :

Etant donné un opérateur borné T et et une perturbation notée E, que sera le spectre de T et

le spectre de E + T relatif.

Hélas, aucune réponse ne peut être donnée que dans des cas particuliers, ceci est causé par

l’absence de la propriété de semi continuité inférieure du spectre d’un opérateur quelconque T .

Le cadre favorable était de considérer des perturbations compactes, ensuite étendre ces études

aux cas des perturbations non compactes.

Pour un opérateur linéaire borné T sur un espace de Banach complexe X, une solution approchée

du problème :

Tϕ = λϕ pour ϕ ∈ X\{0}

est obtenue en résolvant le problème approximé suivant :

Tnϕn = λnϕn pour ϕn ∈ X\{0}

Plusieurs modes de convergence ont été introduits pour l’approximation des éléments spectraux

de l’opérateur T : Convergence collectivement compacte, converge compacte, convergence régu-

lière, convergence fortement stable... ([3], [13]).
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Soit λ une valeur propre isolée de T de multiplicité algébrique égale à m, alors sous plusieurs

modes de convergence cités plus haut, Tn admet exactement m valeurs propres comptées avec

leurs multiplicités algébriques.

3.1.1 Approximation fortement stable

Commençons par donner quelques modes de convergence usuels. Soit X un espace de Banach :

– Convergence ponctuelle : On dit que Tn converge ponctuellement vers T noté Tn
p→ T si

‖Tnx− Tx‖ → 0 pour tout x ∈ X

– Convergence en norme : On dit que Tn converge normalement vers T noté Tn
n→ T si

‖Tn − T‖ → 0

– Convergence collectivement compact : On dit que Tn converge collectivement compact

vers T noté par Tn
cc→ T si Tn

p→ T, et pour n0 fixé, l’ensemble :

⋃

n≥n0

{(Tn − T )x : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} est relativement compact de X.

Si T est compact, cette condition est équivalente à
⋃

n≥n0

{(Tnx : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} est relative-

ment compact de X

On s’intéresse à voir comment sont liées les multiplicités algébriques des valeurs spectrales λn

et λ entre elles et si une base du sous espace spectral associé à λ peut être approximée par des

bases correspondantes de Tn.

La convergence ponctuelle et la convergence en norme sont des concepts classiques,

cependant le concept de la convergence collectivement compacte à été développé séparément par

Atkinson et Anselone [3].

Remarque 3.1.1. Soit X un espace de Banach. La convergence collectivement compacte ou

en norme entraine la convergence ponctuelle, càd : Si Tn
n→ T ou Tn

cc→ T , alors Tn
p→ T .

L’inverse n’est pas nécessairement vraie comme le montre l’exemple suivant.
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Exemple 3.1.1. Dans cet exemple, Tn
p→ I mais Tn

n9 I et Tn
cc9 I.

Considérons X := ℓp, 1 < p < ∞. x :=
∞∑

k=1

xkek dans X, définissons une suite des opérateurs

Tn sur X par :

Tnx :=
n∑

k=1

xkek.

Alors pour tout n, Tn est un opérateur borné de rang fini sur X et Tn
p→ I. Mais Tn

n9 I

puisque ‖Tn − I‖ = 1, ∀n, (On peut aussi la montrer par l’absurde, dans ce cas I devra être de

rang fini dans un espace de dimension infinie ce qui est faux).)

On a aussi Tn
cc9 I, pour tout entier positif n0 fixé,

ek ∈ {(I − Tn)x : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} pour k = n0 + 1, n0 + 2, . . .

Mais la suite (ek) n’a pas de sous-suite convergente.

Remarque 3.1.2. Si X est un espace de Banach de dimension infinie, ni la convergence en

norme ni la convergence collectivement compacte est plus forte que l’autre.

Donnons un exemple de cette situation, si T := I et Tn := cnI avec cn → 1 dans C, alors

Tn
n→ T, mais Tn

cc9 T, sauf si cn := 1.

D’autre part, par un résultat de Josefson et Nissenzweig (voir[7], chapitre XII), il existe une

suite (fn) dans X∗ tel que ‖fn‖ = 1 pour tout n et 〈x, fn〉 −→ 0 pour tout x ∈ X. Pour

xo ∈ X\{0} fixé, soit Tnx := 〈x, fn〉xo, x ∈ X et T := 0. Alors Tn
cc→ T, mais Tn

n9 T.

Sous des hypothèses additionnelles, la convergence en norme peut impliquer la convergence

collectivement compacte, ou réciproquement.

On constate aussi que la convergence ponctuelle ne garantit pas que la propriété L soit vérifié

ni U .

Exemple 3.1.2. [2] Soit x = ℓ2, pour x =
∞∑

k=1

xkek ∈ X, soit Tx = x1e1 et pour tout n ≥ 2

Tnx = x1e1 − xnen

Puisque, ‖Tnx− Tx‖2 = |xn| → 0, ∀x ∈ X, on constate que Tn
p→ T. On a :

σ(T ) = {0, 1} et σ(Tn) = {−1, 0, 1}

Puisque, λn = −1 ∈ σ(Tn), ∀n, mais −1 /∈ σ(T ). Alors, la propriété U n’est pas vérifiée. Aussi,

si pour x ∈ X, posons :
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Tnx = x1e1 + xnen,

alors Tn
p→ T, 1 est une valeur propre de Tn de multiplicité algébrique égale à 2, mais 1 est une

valeur propre de T de multiplicité algébrique 1. On voit alors que la multiplicité algébrique n’est

pas préservée sous la convergence ponctuelle.

D’autre part, il est possible de montrer que sous la convergence en norme les propriétés L et U

sont vérifiées en chaque point isolé du spectre.

Définition 3.1. Soit T est un opérateur linéaire compact dans un espace de Banach X complexe

de dimension infinie et (Tn)n une suite d’opérateurs linéaires bornés dans X ((Tn) n’est pas exigé

compact) tels que

C1 : ∀x ∈ X lim
n→∞

Tnx = Tx,

C2 : lim
n→∞

‖(Tn − T )Tn‖ = 0,

alors (Tn)n est une approximation fortement stable de T dans un voisinage de chaque valeur

propre non nulle.

Remarque 3.1.3. Les conditions C1 et C2 sont satisfaites par des discrétisations uniformes et

collectivement compacte, mais elles sont également satisfaites par des perturbations de norme

d’approximation compacte T c’est-à-dire, Tn = Kn + Bn tel que Bn converge en norme vers 0

et Kn est approximation collectivement compacte de T

Théorème 3.1.1. [2] Soit X un espace de Banach complexe, λ une valeur propre isolée non

nulle d’un opérateur borné T . Soit (Tn)n une suite d’opérateurs bornés sur X. Si :

(A1) T est un opérateur compact,

(A2) ‖(T − Tn)x‖ −→ 0 pour tout x ∈ X,

(A3) ‖(T − Tn)Tn‖ −→ 0

Alors (Tn)n est une approximation fortement stable de T .

D’autre part, Bouldin au théorème suivant , montre ce résultat sans condition de compacité sur

T

Théorème 3.1.2. [6] Soit X un espace de Banach complexe, λ une valeur propre isolée non

nulle d’un opérateur borné T tel que T n’est pas compact. Soit (Tn)n une suite d’opérateurs

bornés sur X. Si :
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B1 λ est de multiplicité algébrique finie ;

B2 ‖Tn(T − Tn)‖ → 0 ;

B3 ‖(T − Tn)x‖ → 0 pour tout x ∈ X ;

B4 ‖(T − Tn)Tn‖ → 0.

Alors (Tn)n est une approximation fortement stable de T .

Théorème 3.1.3. Une suite d’opérateurs bornés (Tn)n sur un espace de Banach X est une

approximation fortement stable de T en λ si les conditions suivantes sont satisfaites :

C ‖(T − Tn)Tn‖ → 0, (‖T − Tn‖) est borné ;

aussi bien que l’une des conditions suivantes :

D1 ‖(T − Tn)T‖ → 0,

D2 rangP (T, T ) <∞, ‖(T − Tn)x‖ → 0 pour chaque x ∈ X,

et l’une des conditions :

E1 ‖(T − Tn)T‖ → 0,

E2 ‖Tn(T − Tn)‖ → 0,

E3 Il existe N ∈ N tel que pour n ≥ N , Tn est compact,

E4 Il existe N ∈ N tel que pour n ≥ N , (T − Tn) est compact.

Exemples et Remarques 3.1.1. 1. Si (Tn) est une approximation de T , c-à-d ‖T−Tn‖ →
0, alors les conditions (C), (D1)et (E2)du théorème 3.1.3 sont satisfaites. Ici, l’opérateur

T n’est pas supposé compact et la multiplicité algébrique de la valeur spectrale isolée de T

n’est pas finie. En général les résultats de Ahues et Bouldin ne sont pas appliqués.

Pour exemple : Si T = I , l’opérateur identité sur un espace Banach de dimension infini

et Tn = KnI,où Kn sont des vecteurs tel que Kn → 1, alors ‖T − Tn‖ → 0, mais T n’est

pas un opérateur compact et la valeur propre isolée λ = 1 est de multiplicité infinie.

2. Si (Tn) est une approximation collectivement compacte de l’opérateur compact T , c’est à

dire ‖(T − Tn)x‖ → 0 pour chaque x ∈ X l’ensemble
∞⋃

n=n0

{(T − Tnx) : ‖x‖ < 1}

est relativement compact pour n0 ∈ N, alors les conditions (C), (D1), (D2), (E3) et (E4)

du théorème 3.1.3 sont satisfaites (voir [2]). Mais (E2) n’est pas vérifiée (voir [6]). Alors

le résultat de Bouldin ne peut être appliqué.



3.2 ν-convergence 29

3. Soit T un opérateur non compact sur un espace Hilbert séparable défini par la matrice

(aij)ij dans la base hilbertienne canonique (ei)i avec aij = 0 pour i 6= j, défini par

T =
∑

i,j=0

〈., ej〉aijei,

Définissons une suite d’opérateurs (Tn) par :

Tn =
n∑

i,j=0

〈., ej〉aijei

Alors pour tout n, Tn est compact et satisfait

‖(T − Tn)x‖ → 0 pour chaque x ∈ X

‖(T − Tn)Tn‖ = 0 = ‖Tn(T − Tn)‖, n ∈ N.

Cette observation de Bouldin [[6], section 3] satisfait (C), (D2), (E2) et (E3) du théorème

(3.1.3), mais le résultat de Ahues n’est pas vérifié.

3.2 ν-convergence

Le concept de ν-convergence a émergé comme un nouveau mode de convergence introduit par

Ahues [3]. Ce concept vise à rendre possible et intéressant l’approximation des opérateurs non

compacts par des opérateurs de rang fini.

3.2.1 ν-convergence

Définition 3.2. Une suite (Un) d’opérateurs linéaires bornés de X dans X est dite ν-convergente

vers U , noté par Un
ν→ U , si

– (‖Un‖) est borné,

– ‖(Un − U)U‖ → 0

– ‖(Un − U)Un‖ → 0.

Remarque 3.2.1. La ν-convergente est une pseudo convergence. Explicitement, il existe une

suite (Un)n tels que Un
ν→ U et Un

ν→ V sans qu’on ait U = V.

En effet, Soit X un espace de Banach, C ∈ L(X), An, Bn ∈ L(X). Considérons une suite des

opérateurs Un sur X ⊗X par Un =

[
An 0

0 Bn

]
et soit V =

[
0 C

0 0

]
.
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Si An → 0 et Bn → 0 alors ‖Un‖ = max{‖An‖, ‖Bn‖} → 0 ce qui donne Un → 0 donc Un
ν→ 0.

D’autre part, du fait que V2 = 0, d’aprés [[3], p 107] on a alors Un
ν→ V.

Malgré cet incovénient, il reste que l’égalité des spectre (σ(U) = σ(V)) constitue un point es-

sentiel pour la résolution des problèmes de valeurs propres de type AU = λU .

Remarque 3.2.2. Notons aussi que, dans la définition (3.2), aucune des assertions ne peut

être déduite des deux autres. En effet, Soit X = Mn(C), A =

[
0 1

0 0

]
et An =

[
0 n

0 0

]
pour

n = 1, 2, . . . , alors ‖(An − A)A‖ = 0 = ‖(An − A)An‖ , mais (‖An‖) est non borné.

3.2.2 Lien avec les modes de convergence

Donnons les liens qui peuvent exister entre la ν-convergence et les modes de convergence cités

plus haut :

Lemme 3.2.1. (a) Si Tn
n→ T , alors Tn

ν→ T. La réciproque est vraie si 0 /∈ σ(T ).

(b) Soit Tn
ν→ T et Un

n→ U . Alors Tn + Un
ν→ T + U si seulement si (Tn − T )U n→ O.

En particulier ,

(i) Si Tn
ν→ T et Un

n→ O, alors Tn + Un
ν→ T,

(ii) Si Tn
ν→ O,Un

n→ U et TnU n→ O, alors Tn + Un
ν→ U .

(c) Si Tn
cc→ T et T est un opérateur compact. Alors Tn

ν→ T .

(d) Soient Tn, Un ∈ L(X), Tn
cc→ T , T est compact et Un

n→ O. Posons T̂n := Tn + Un, alors

T̂n
ν→ T. On a de plus, si Tn

n9 T , alors T̂n
n9 T ; et si Un

cc9 O, alors T̂n
cc9 T .

Preuve.

(a) Soit Tn
n→ T. Du fait que ‖Tn‖ ≤ ‖Tn − T‖ + ‖T‖, ‖(Tn − T )T‖ ≤ ‖Tn − T‖ ‖T‖ et

‖(Tn − T )Tn‖ ≤ ‖Tn − T‖ ‖Tn‖ , on déduit que Tn
ν→ T.

Inversement, si 0 /∈ σ(T ) et Tn
ν→ T. Alors T est inversible ce qui permet d’écrire

∥∥(Tn − T )(TT−1)
∥∥ ≤ ‖(Tn − T )T‖

∥∥T−1
∥∥ ,

et donc Tn
n→ T .
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(b) Puisque ‖Tn − Un‖ ≤ ‖Tn‖+‖Un‖ , on voit que la suite (‖Tn − Un‖) est bornée . Supposons

que (Tn − T )U n→ O. Comme

‖(Tn + Un − T − U)(T + U)‖ ≤ ‖(Tn − T )T‖+ ‖(Tn − T )U‖+ ‖Un − U‖+ ‖T + U‖ ,

et

‖(Tn + Un − T − U)(Tn + Un)‖ ≤ ‖(Tn − T )Tn‖ + ‖(Tn − T )Un‖ + ‖Un − U‖ + (‖Tn‖ +

‖Un‖),
d’où ‖(Tn − T )Un‖ ≤ ‖Tn − T‖ ‖Un − U‖+‖(Tn − T )U‖ , on conclut que, Tn+Un

ν→ T+U .
Inversement, supposons que Tn + Un

ν→ T + U . Puisque

(Tn − T )U = (Tn + Un − T − U)(T + U)− (Tn − T )T − (Un − U)(T + U),

On obtient (Tn − T )U n→ O. Les deux cas particuliers (i) et (ii) sont similaires et se

démontrent de façon similaire.

(c) Soit Tn
cc→ T , par le principe de la borne uniforme, la suite (‖Tn‖) est bornée et la

convergence ponctuelle Tn
p→ T est uniforme sur les ensembles relativement compacts

{Tx : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} et
⋃

n≥n0

{Tx : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}. Donc ‖(Tn − T )T‖ → 0 et

‖(Tn − T )Tn‖ → 0. Ainsi Tn
ν→ T

(d) Par (c) ci dessus, on a Tn
ν→ T et donc par (b) (i) ci dessus, T̂n

ν→ T. Si Tn
n9 T, alors

T̂n
n9 T Puisque ‖Tn − T‖ =

∥∥∥T̂n − Un − T
∥∥∥ ≤

∥∥∥T̂n − T
∥∥∥+ ‖Un‖.

Finalement, on montre que si T̂n
cc→ T, alors Un

cc→ O. Il est clair que Un
p→ O. Par

ailleurs, pour chaque entier n0 l’ensemble F :=
⋃

n≥n0

{Unx : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} est un sous-

ensemble de Ê−E, où Ê est un fermé de l’ensemble
⋃

n≥n0

{T̂nx : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} et E est

un fermé de l’ensemble
⋃

n≥n0

{Tnx : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}.Puisque, Tn
cc→ T et T est compact,

l’ensemble E est compact pour certains n0. Si T̂n
cc→ T, l’ensemble Ê est aussi compact.

Donnons quelques remarques découlant du lemme précédent :

Remarques 3.2.1. • La Convergence en norme entraine la ν-convergence d’après le point (a).

Les deux modes sont équivalents si 0 /∈ σ(T ). En général à s’intrésse aux cas où T est

compact.
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• Convergence collectivement compacte vers un opérateur compact entraine ν-convergence, point

(c). D’autre part, si X = ℓ2,T = O, Tnx := xn+1en pour n = 1, 2, . . . et x =
∞∑

k=1

xkek ∈ ℓ2;

alors Tn
p→ T , Tn

ν→ T, mais Tn
n9 T, Tn

cc9 T, dans cet exemple on suppose que le rang

de Tn est fini.

• Tn
ν→ T ⇔ Tn

n→ T si 0 /∈ σ(T )

• La ν-convergence est stable sous les perturbations en norme (les opérateurs U sont sipposés

normaux).

• La ν-convergence peut être vérifiée même en l’absence de la convergence des normes et la

convergence collectivement compacte

Notons que si Tn
n→ T , ou Tn

cc→ T et si chaque Tn est compact alors T est nécessairement

compact. Par contre, cette implication est fausse sous la ν convergence ([2], p75).

Lemme 3.2.2. (i) [[3], Exercice 2.12]Si Tn
ν→ T et Tn

ν→ U alors σ(T ) = σ(U).

(ii) Si Tn −→ T alors Tn
ν→ T . Inversement, Si 0 ∈ ρ(T ) et Tn

ν→ T , alors Tn −→ T

(iii) Si Tn
ν→ T et Un −→ U . Alors Tn + Un

ν→ T + U si et seulement si, (Tn − T )U −→ 0

Rappelons la propriété U

Avant de passer à l’étude de la ν-convergence, signalons son importance par rapport aux autres

modes de convergence existants. D’abord la ν convergence assure une grande partie dans la

théorie des approximations des opérateurs, les conditions sont aisément vérifiables. Cependant,

les opérations élémentaires de somme et du produit dans BH ne sont pas stables sous ce mode.

Donnons l’identité de la résolvante (la deuxieme qui servira à démontrer des propriétés spectrales

de quelques opérateurs sous la ν convergence Si Tn
p→ T , alors λn ∈ σ(Tn) et λn → λ,

mais λ /∈ σ(T )

Proposition 3.2.1. Soient T et T̃ dans L(X)

(a) Deuxième Identité de la résolvante : soit z ∈ ρ(T ) ∩ ρ(T̃ ). Alors

R̃(z)−R(z) = R̃(z)(T − T̃ )R(z) = R(z)(T − T̃ )R̃(z).

(b) Second développement de Neumann : soit z ∈ ρ(T ) tel que ̺((T − T̃ )R(z)) < 1. Alors

z ∈ ρ(T̃ ) et

R̃(z) = R(z)
∞∑

k=0

[(T − T̃ )R(z)]k.
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Si de plus ‖(T − T̃ )R(z)‖ < 1, alors

‖R̃(z)‖ ≤ ‖R(z)‖
1− ‖(T − T̃ )R(z)‖

,

et

‖R̃(z)−R(z)‖ ≤ ‖R(z)‖‖(T − T̃ )R(z)‖
1− ‖(T − T̃ )R(z)‖

On a Aussi, si ‖[(T − T̃ )R(z)]2‖ < 1, alors

‖R̃(z)‖ ≤ ‖R(z)‖(1 + ‖(T − T̃ )R(z)‖)
1− ‖[T − T̃R(z)]2‖

,

‖R̃(z)−R(z)‖ ≤ ‖R(z)‖‖(T − T̃ )R(z)‖(1 + ‖(T − T̃ )R(z)‖)
1− ‖[(T − T̃ )R(z)]2‖

.

Preuve.

(a) Pour z ∈ ρ(T ) ∩ ρ(T̃ ), on a

R̃(z)(T − T̃ )R(z) = R̃(z)[(T − zI) − (T̃ − zI)]R(z) = R̃(z) − R(z). Échangeant T et T̃ ,

nous obtenons l’autre égalité.

(b) Pour z ∈ ρ(T ), considérons l’indentité

T̃ − zI = T − zI − (T − T̃ ) = [I − (T − T̃ )R(z)](T − zI).

Puisque ̺((T − T̃ )R(z)) < 1, l’opérateur I − (T − T̃ )R(z) est inversible.

l’indentité z ∈ ρ(T̃ ),

R̃(z) = (T − zI)−1[I − (T − T̃ )R(z)]−1

= R(z)
∞∑

k=0

[(T − T̃ )R(z)]k.

Soit ‖(T − T̃ )R(z)‖ < 1. Alors ̺((T − T̃ )R(z)) ≤ ‖(T − T̃ )R(z)‖ < 1 et on a

‖R̃(z)‖ ≤ ‖R(z)‖
∞∑

k=0

‖(T − T̃ )R(z)‖k = ‖R(z)‖
1− ‖(T − T̃ )R(z)‖

.

Soit ‖[(T − T̃ )R(z)]2‖ < 1. Alors

r((T − T̃ )R(z)) ≤ ‖[(T − T̃ )R(z)]2‖ 1

2 < 1,

donc z ∈ ρ(T̃ ) et on a
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R̃(z) = R(z)(
∞∑

j=0

[(T − T̃ )R(z)]2j +
∞∑

j=0

[(T − T̃ )R(z)]2j+1)

= R(z)[I + (T − T̃ )R(z)]
∞∑

j=0

[((T − T̃ )R(z))2]j.

Donc

‖R̃(z)‖ ≤ ‖R(z)‖(1 + ‖(T − T̃ )R(z)‖)
1− ‖[(T − T̃ )R(z)]2‖

Aussi, par (a) au dessus,

‖R̃(z)−R(z)‖ ≤ ‖R̃(z)‖‖(T − T̃ )R(z)‖.



Chapitre 4

Propriétés spectrales de quelques

opérateurs sous la ν convergence

Intreduction

Le but de ce chapitre est de discuter les propriétés spectrales de quelques opérateurs sous la

ν-convergence précisement au semi continuité du spectre. Aux en dernière section, on montre

que le problème de valeur propre pour un opérateur borné on réduisant à un problème de valeur

propre de matrice de manière canonique et on concentrons sur la relation entre le ν- continuité

des matrices d’opérateurs de blocs 2× 2 et la ν-continuité de ses composants.

Théorème 4.0.1. soit T ∈ L(X) et E sous-ensemble de ρ(T ) fermé et non vide,alors

α1(E) := sup{‖R(z)‖ : z ∈ E} <∞.

Si Tn
ν→ T, alors il existe un entier positive n0 tel que E ⊂ ρ(Tn) pour chaque n ≥ n0 et

α2(E) := sup{‖Rn(z)‖ : z ∈ E, n ≥ n0} <∞.

Corollaire 4.0.1. La propriété U est vérifiée sous la ν-convergence, c-à-d, si Tn
ν→ T , λn ∈

σ(Tn) et λn → λ, alors λ ∈ σ(T )

Preuve. Supposons pour λ ∈ ρ(T ). Puisque l’ensemble ρ(T ) est un ouvert dans C, soit r > 0

tel que E := {z ∈ C : |z − λ| ≤ r} ⊂ ρ(T ). Par théorème 4.0.1, E ⊂ ρ(Tn) pour chaque n.

Puisque λn → λ, on se voit λn ∈ E ⊂ ρ(Tn) pour chaque n, contradiction avec l’hypothèse.
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Donc λ ∈ σ(T ).

On note que ce corollaire ne subsiste plus si, dans la définition de la ν-convergence on omet l’une

des deux conditions ‖(Tn − T )T‖ → 0, ‖(Tn − T )Tn‖ → 0 est omis où si ces deux conditions

sont remplacées par le condition ‖(Tn − T )2‖ → 0. Par exemple : Soit X := C2×1 et soient

ω, z ∈ C tel que ω 6= 0, z 6= 0. On note A :=

[
z ωz

1 ω

]
et B :=

[
z ωz

0 ω

]
Soit An := B

pour chaque n . Alors (‖An‖) est borné, ‖(An −A)2‖ = 0, λn := z ∈ σ(An) pour chaque n ,

λn → λ := z, mais z /∈ σ(A).

Prppriété L

Certaines valeurs spectrales de T peuvent ne pas être approximées par des valeurs spectrales

deTn, même si Tn
n→ T . En effet :

Exemple 4.0.1. Soit x = ℓ2(Z), pour x ∈ X : Posons,

(Tx)k =

{
xk+1 si k 6= −1

0 si k = −1

Et pour tout entier n ;

(Tnx)k =

{
xk+1 si k 6= −1
x0

n
si k = −1

Du fait que ‖Tnx− Tx‖2 = |x(0)|
n

pour tout x ∈ X, il vient que ‖Tn − T‖ = 1
n
→ 0.

Montrons que σ(T ) = {λ ∈ C : |λ| < 1}. Si |λ| < 1, considérons x ∈ X défini par :

xλ(k) =





0 si k ≤ −1

1 si k = 0

λk si k > 1

Notons que pour xλ 6= 0, on a bien Txλ = λxλ. Ainsi chaque λ vérifiant |λ| < 1 est une valeur

propre donc valeur spectrale de T . Puisque σ(T ) est fermé ; il suit que {λ ∈ C : |λ| < 1} ⊂ σ(T ).

D’autre part, ρ(T ) = ‖A‖ = 1, on voit que σ(T ) ⊂ {λ ∈ N : |λ| < 1}.
L’idée de montrer ensuite que σ(Tn) = {λ ∈ C : |λ| = 1}, et remarquer qu’il n’existe aucune

suite (λn) ⊂ σ(Tn) tel que λn −→ λ avec λ ∈ σ(T ).



4.1 Continuité spectrale 37

cet exemple a permis de voir que des perturbations légères en norme peuvent mettre en défaut

la propriété L. Cependant cela est remédiable si on impose une petite condition sur le spectre.

En effet :

Corollaire 4.0.2. Soit λ un point isolé de σ(T ). Supposons que :

(i) Tn
n→ T ou (ii)λ 6= 0 et Tn

ν→ T

Pour tout ǫ < dist(λ, σ(T )\{λ}), soit

Λn := {λn ∈ σ(Tn) : |λn − λ| < ǫ}

Alors pour n, trés grand, Λn 6= ∅ et si λn ∈ Λn, la suite (λn) converge vers λ .

Si la multiplicité algébrique de λ est finie, alors pour n trés grand λn dans Λn est une valeur

propre de Tn de multiplicité algébrique finie. De plus, la somme des multiplicités algébriques des

valeurs propres de Tn dans Λn est égale à la multiplicité algébrique de λ .

Ce résultat peut être interprété comme suit : Sous la convergence en norme, la propriété L est

vérifiée en tout point isolé du spectre, et sous la ν convergence, la propriété L est vérifiée en

tout point isolé non nul du spectre. Il reste cependant intéressant d’examiner si la propriété L

reste vérifiée même si le point isolé du spectre est nul.

4.1 Continuité spectrale

Théorème 4.1.1. Si T ∈ L(X) and Tn est une suite dans L(X) tel que Tn
ν→ T , alors

lim sup σ(Tn) ⊆ σ(T ).

La véracité de la conclusion du théorème 4.1.1 pour le spectre de points approximatif est une

question ouverte. nous allons introduire quelques conditions supplémentaires (voir le théorème

4.1.2 ). Un opérateur T ∈ L(X) est dit avoir la propriété d’extension à valeur unique (SVEP

pour abréger) à λ ∈ C, si pour tout voisinage ouvert Uλ de λ, la seule fonction analytique

f : Uλ −→ X qui satisfait l’équation (µ − T )f(µ) = 0 pour toutµ ∈ Uλ est la fonction f ≡ 0.

De [3, corollaire 3.19] on sait que si T ∗ a SVEP à λ et λ− T ∈ Φ±(X) alors i(λ− T ) ≥ 0.

Théorème 4.1.2. Soit T ∈ L(X) tel que T ∗ ait SVEP à tout β /∈ σ(T ). Si Tn est une suite

dans L(X) tel que Tn
ν→ T , alors lim sup σap(Tn) ⊂ σap(T ).
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Preuve. Soit λ ∈ lim sup σap(Tn). Puisque σap(Tn) ⊂ σ(Tn) pour tout n ∈ N, alors λ ∈
lim sup σ(Tn) et donc par le théorème 4.1.1, λ ∈ σ(T ). Si λ /∈ σap(T ) alors λ−T est injective et

R(λ−T ) a une rang fermée. Ce implique que λ−T ∈ Φ±(X) et i(λ−T ) ≤ 0, donc λ /∈ σ(T ) et

donc T ∗ a SVEP à λ. Par conséquent, i(λ− T ) = 0, c’est-à-dire 0− β(λ− T ) = i(λ− T ) = 0.

Donc λ− T est inversible, une contradiction.

Proposition 4.1.1. Soit R ∈ L(X) un opérateur de Riesz. Si (Tn)n suite dans L(X) tel que

Tn
ν→ R, alors σ(Tn) −→ σ(R).

La classe des opérateurs nilpotents, quasinilpotents et compacts satisfait à la conclusion de la

proposition 4.1.1. Il est bien connu que si Tn
n→ T et chaque Tn est un opérateur compact, alors

T est nécessairement compact, cependant si Tn
ν→ T et chaque Tn est un opérateur compact (ou

même un opérateur de rang fini), alors l’opérateur T ne pas être compact obligatoirement.

Exemple 4.1.1. Soit (en)n∈N une base orthonormale pour ℓ2(N) et soit T l’opérateur défini

sur ℓ2(N)

T (x1, x2, x3, x4, . . .) = (x2, 0, x4, 0, x6, 0, . . .).

Cet opérateur n’est pas compact, car pour la suite borné (en)n∈N dans ℓ2(N), la suite (Te2n)n∈N

n’a pas de sous-suite convergente. D’autre part, T 2 = 0, donc T est nilpotent et donc T est un

opérateur de Riesz. Maintenant, pour chaque n ∈ N définir

T (x1, x2, x3, x4, . . .) = (x2, 0, x4, 0, x6, 0, . . . , x2n, 0, 0 . . .).

Clairement rang (Tn) = n, ‖Tn‖ = 1 et (Tn−T )T = 0 = (Tn−T )Tn, donc Tn
ν→ T. Alors par la

proposition 4.1.1, σ(Tn) −→ σ(T ). Dans cet exemple, il est possible d’approcher le spectre d’un

opérateur non-compact à travers le spectre des opérateurs de rang fini.

4.1.1 Continuité spectrale et perturbations

Dans cette partie, nous étudions la stabilité de points de continuité spectrale et comme suit :

étant donné une suite (Kn)n d’opérateurs compacts et un opérateur Riesz R pour lequel Kn
ν→

R, alors σ(Kn + S) converge vers σ(R+ S), quand S ∈ L(X) satisfait de certaines conditions

Théorème 4.1.3. Soit Kn une suite d’opérateurs compacts, R un opérateur Riesz et S être un

pas Weyl opérateur. Si

(i) Kn
ν→ R, KnS

n→ RS, et
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(ii) RS = SR, alors

σ(Kn + S) −→ σ(R+ S)

Preuve. Premièrement, notons que les conditions de (i) impliquent Kn + S
ν→ R+ S, ainsi

π0(R+ S)\{0} ⊆ lim inf σ(Kn + S).

Or, puisque R est un opérateur de Riesz et RS = SR, il s’ensuit que σw(S) = σw(R + S),

donc 0 ∈ σ(R + S), de plus, puisque S satisfait au théorème de Browder [9], alors R + S

satisfait aussi le théorème de Browder, donc σ(R + S)\σw(R + S) = π0(R + s)\{0}. Donc

σ(R+ S)\σw(R+ S) ⊆ lim inf σ(Kn + S). D’autre part,

σw(R+ S) = σw(S)

=
⋃

K∈K(X)

σ(S +K)

⊆ lim inf σ(Kn + S).

Maintenant, à partir du théorème 4.1.1, lim inf σ(Kn + S) ⊆ σ(R+ S). Donc lim σ(Kn + S) =

σ(R+ S).

Exemple 4.1.2. Soient R, S et Fn des opérateurs définis sur ℓ2(N)⊕ ℓ2(N)

R =

(
0 0

0 0

)
, S =

(
U 0

0 U∗

)
, Fn =

(
0 1

n
(I − UU∗)

0 0

)
où U est le décalage unilaté-

ral sur ℓ2(N). Alors R est un opérateur de Riesz, Fn, n ∈ N, sont des opérateurs unidimension-

nels et Fn+S
ν→ R+S, mais σ(Fn+S) 9 σ(R+S). En effet, chaque Fn+S est similaire à F1+S

et F1+S est un opérateur unitaire, donc pour tout n, σ(Fn+S) = σ(F1+S) = {λ ∈ C, |λ| = 1},
et σ(R+ S) = {λ ∈ C, |λ| ≤ 1}. La suite (Fn)n dans l’exemple ci-dessus vérifie Fn

ν→ R, mais

σ(Fn + S) 9 σ(R + S). Cette même suite satisfait également Fn
ν→ F1 et F1 /∈ R, mais dans

ce cas σ(Fn + S) −→ (F1 + S). Une question naturelle est sous quelles conditions il vraie que

σ(Tn + S) −→ σ(T + S) quand Tn
ν→ T .

4.2 Semi continuité du spectre

Nous avons introduit les opérateurs de Fredholm et d’autres classes qui leurs sont associés dans

un chapitre précédent, on exposera dans la suite une étude d’invariance du spectre essentiel d’un
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opérateur fermé a domaine dense, une attention particulière sera donnée aux spectre de Weyl et

de Wolf. Le théorème suivant a été développé par A. Lebow et M. Schechter dans [[12], Lemme

4.5] pour l’approximation des opérateurs fermés par des Fredholm.

Théorème 4.2.1. Soit U ∈ Φb(X) et V ∈ L(X), il existe η > 0 tel que si ‖U − V‖ < η alors

V ∈ Φb(X) et i(U) = i(V).

Définition 4.1. Soit (Gn) une suite de sous-ensembles compacts de C. On définit la limite

supérieure et la limite inférieure de (Gn), notés respectivement par

lim supGn et lim inf Gn, comme suit :

lim supGn := {λ ∈ C : ∀ε > 0, ∃ I ⊆ N tel que B(λ, ε) ∩Gn 6= ∅∀n ∈ I}, et

lim inf Gn := {λ ∈ C : ∀ε > 0, ∃n0 ∈ C tel que B(λ, ε) ∩Gn 6= ∅∀n ≥ n0}.
Si lim supGn = lim inf Gn, alors limGn existe et est égale à la limite commune.

Par la définition 4.1 , on définit la limite inférieure de (Gn) par

lim inf Gn := {λ ∈ C : λn ∈ Gn avec λn → λ},

et la limite supérieure par

lim supGn := {λ ∈ C : λnj ∈ Gnj avec λnj → λ}.

Définition 4.2. Une suite (Un)n d’opérateurs linéaires bornés de X dans X est dite fortement

convergente vers U , noté par Un → U , si ‖Un −U‖ → 0. Une fonction τ , défini sur L(X), dont

les valeurs sont des sous-ensembles compacts non vides de C est dit supérieur (resp. inférieur)

semi-continu à U , si Un → U implique lim sup τ(Un) ⊂ τ(U) (resp .τ(U) ⊂ lim inf τ(Un)). On

sait que si τ est borné sur des suites convergentes, alors τ est continue pour la "mesure de

Haussdorf" si et seulement si, τ est à la fois supérieure et inférieure semi-continue à U .

On rappelle ce définition suivant :

Définition 4.3. Soit (E, d) un espace métrique. On commence par définir, pour ≥ 0, ε > 0

la mesure extérieure Hs
ε ; associée au recouvrement C = {A ⊂ E, diamA ≤ ε} et à la fonction

C : A −→ (diamA)s. On appelle ε-recouvrement d’un ensemble A ⊂ E un recouvrement de A

par des parties X ⊂ E telles que diamX ≤ ε. On note Rε(A) l’ensemble des ε-recouvrements

dénombrables de A. On définit alors

Hs
ε(A) = inf

D∈Rε(A)

∑

X∈D

(diamX)s
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pour tout A ⊂ E. Alors

Hs(A) = lim
ε→0

Hs
ε(A)

4.3 Propriétés des Spectres essentiels sous la ν convergence

Le but de cette section est de caractériser les spectres essentiels de Wolf et Weyl d’un suite

d’opérateurs linéaires ν-convergents dans un espace de Banach X.

Notons que si U ∈ L(X), {Un} ⊆ L(X), 0 ∈ Φb
U et Un

ν9 U alors il n’est pas nécessaire que

σf (Un) ⊆ σf (U). En effet, on considère l’exemple suivant :

Soit R : l2(N) → l2(N) l’opérateur de décalage à droite défini par :

R(x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, x3, . . .).

Pour chaque n ∈ N, soit Un = (1− 1
n
)R et U = R. Alors

U , Un ∈ L(X), 0 ∈ Φb
U et Un

ν→ U ,

mais σf (Un) = {λ ∈ C : |λ| = n−1
n
} et σf (U) = {λ ∈ C : |λ| = 1}.

Alors σf (Un) " σf (U) pour chaque n ∈ N. Cependant, nous avons le résultat suivant.

Théorème 4.3.1. Soit U ∈ L(X) et (Un)n suite dans L(X) telle que 0 ∈ Φb
U .Si Un

ν→ U on a

O est un ouvert de C contenant le 0, alors il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0

σi(Un) ⊆ σi(U) +O, pour i = f, w.

Preuve. Pour i = w, supposons que l’assertion est fausse, puis en passant à une sous suite,

on peut supposer que, pour tout n ∈ N, il existe λn ∈ σw(Un) telle que λn /∈ σw(U)+O. Puisque

(λn) est bornée, on peut supposer que limn→∞ λn = λ ce qui implique que λ /∈ σw(U) + O. on

utilise 0 ∈ O, on a λ /∈ σw(U) et donc λ− U ∈ Φb(X) et i(λ− U) = 0. Soit

Vn = (λn − λ)U + (U − Un)U (4.1)

Il vient de l’équation 4.1, que l’opérateur (λn − Un)U , peut être exprimé sous forme :
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(λn − Un)U = (λ− U)U + Vn.

Du fait que Vn → 0 et (λ− U)U ∈ Φb(X), il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0 on a

(λn − λ)U ∈ Φb(X) et i((λn − λ)U) = i((λ− U)U).

De plus β(U) <∞, alors (λn − Un) ∈ Φb(X) avec i((λn − Un) = i(λ− U).
On obtient (λn − Un) ∈ Φb(X) et i((λn − Un) = i(λ − U) = 0. Donc λn /∈ σw(Un), d’où la

contradiction.

Comme conséquence directe, on a :

Corollaire 4.3.1. Soit U ∈ L(X) et (Un)n une suite d’opérateurs linéaires dans L(X) tel que

0 ∈ Φb
U et Un

ν→ U . Si O ⊆ C est un ensemble ouvert avec 0 ∈ O,V ∈ L(X) et VU ∈ F b(X)

(où UV ∈ F b(X)), alors il existe n0 ∈ N tel que pour tous n ≥ n0, σi(Un +V) ⊆ σi(U + V) +O
pour i = f, w.

Preuve. En appliquant le théorème 4.3.1, il existe n0 ∈ N tel que σi(Un) ⊆ σi(U) + O, pour

i = f, w. Maintenant, on montrons que σi(Un + V) = σi(Un) pour i = f, w. Puisque U est un

opérateur de Fredholm, alors il existe U0 ∈ L(X) tel que UU0 = I − K où K ∈ K(X). Le

fait que VUU0 = V(I − K) = V − VK ∈ F b(X) et VK ∈ F b(X), on voit que V ∈ F b(X).

Donc σi(Un + V) = σi(Un), pour i = f, w. Pour UV ∈ F b(X), la preuve est vérifiée de la même

manière.

Le but du théorème suivant est d’étendre le théorème 4.3.1 à une suite d’opérateurs linéaires

fermés.

Théorème 4.3.2. Soient V opérateur linéaire fermé et (Vn) une suite d’opérateurs linéaires

fermés dans X et O ⊆ C un ouvert contenant 0. Si, pour certain λ0 ∈ ρ(Vn) ∩ ρ(V) on a

(λ0 − Vn)
−1 ν→ (λ0 − V)−1, alors il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0

σi(Vn) ⊆ σi(V) +O, pour i = f, w.

Preuve.

On donnera une brève démonstration pour le spectre de Weyl, la preuve pour le spectre de Wolf

se démontre de façon similaire.

On pose γn ∈ σw(Vn) tel que γn /∈ σw(V) + O. σ étant ν − semi continue supérieurement en
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(V − λ0)
−1, (voir la définition 4.4), il existe une constante k > 0 tel que k−1 ≤ |γn − λ0|−1 ,

donc (γn) est borné .

Supposons que γn → γ. Alors γ /∈ σw(V)+O et γ /∈ σw(V). Ceci implique que γ−λ0 /∈ σw(V−λ0)
et donc (γ−λ0)−1 /∈ σw((V−λ0))−1. Posons λn =(γn−λ0)−1, λ =(γ−λ0)−1 , Un = (Vn−λ0)−1et

U = (V − λ0)
−1, alors par la preuve du théorème 4.3.1 , il existe n0 ∈ N tel que pour

tout n ≥ n0, λn /∈ σw(Un), c’est à dire ((γn − λ0)
−1 /∈ σw(Vn − λ0)

−1) ce qui implique

γn − λ0 /∈ σw(Vn − λ0) et donc γn /∈ σw((Vn), ce qui constitue une contradiction.

Donnons une application directe de ce théorème.

Exemple 4.3.1. Soit (Vn)n une suite d’opérateurs linéaires dans l2(N), définie par



Vn : D(Vn) ⊂ l2(N) → l2(N)

D(Vn) =

{
(xj)j≥1 :

+∞∑

j=1

j2 |xj|2 <∞
}
,

Vnej =

{
jej, j 6= n,

−nej, j = n.

En utilisant [[14], Remarque 1.5], on a ‖(i−Vn)
−1 − (i−V0)

−1‖ = | 1
i+n

− 1
i−n

| = 2n
1+n2 → 0 (où

i =
√
−1). Clairement (i− Vn)

−1 ν→ (i− V0)
−1. D’après le théorème 4.3.2, il existe n0 ∈ N tel

que σi(Vn) ⊆ σi(V0) +O pour i = f, w et pour tout n ≥ n0.

Remarque 4.3.1. Le théorème précédent donne un résultat important mais un peu grossier,

rappelons le σi(Vn) ⊆ σi(V) + O, pour i = f, w. mais ne peut être vrai si on enlève l’ouvert

O de cette inclusion. Considérons l’opérateur de décalage à droite R : l2(N) → l2(N) défini par

R(x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, x3, . . .) pour tout n ∈ N, soit Un = (1− 1
n
)R, U = R et O ⊆ C un

ensemble ouvert avec 0 ∈ O.

Clairement 2 ∈ ρ(Un) ∩ ρ(U). Alors (Un − 2)−1 ν→ (U − 2)−1. En vertu du théorème 4.3.1, il

existe n0 ∈ N tel que pour chaque n ≥ n0, σf ((Un − 2)−1) ⊆ σf ((U − 2)−1) +O.
Cependant, σf ((Un − 2)−1) * σf ((U − 2)−1) pour tout n ∈ N. En effet, σf ((Un − 2) =

λ− 2 : λ ∈ σf (Un) = λ ∈ C : |λ− (−2)| = n−1
n
, aussi σf ((U − 2) = λ ∈ C : |λ− (−2)| = 1.

De g(z) = z−1 est analytique sur un voisinage de σf ((Un − 2)−1) et σf ((U − 2)−1), alors

σf ((Un − 2)−1) = β−1 : β ∈ σf (Un − 2) et σf ((U − 2)−1) = β−1 : β ∈ σf (U − 2).Supposons

qu’il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, σf ((Un − 2)−1) ⊆ σf ((U − 2)−1). Prenez λn ∈
σf ((Un − 2)−1) alors il existe aussi βn ∈ σf (Un − 2) tel que λn = β−1

n . Donc β−1
n = β−1 et

βn = β ce qui implique que σf (Un − 2) ∩ σf (U − 2) 6= ∅ qui est une contradiction.
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4.3.1 ν- continuité des spectres essentiel de Wolf et Weyl

Inspiré par la notion de ν-convergence, nous examinons la définition suivante.

Définition 4.4. Une application τ sur L(X) dont les valeurs sont des sous ensembles compacts

de C est dite ν-semi continue supérieurement en U quand

Un
ν→ U ⇒ lim sup τ(Un) ⊂ τ(U),

et elle est dite ν-semi continue inférieurement en U quand

Un
ν→ U ⇒ τ(U) ⊂ lim inf τ(Un).

Si τ est à la fois ν-supérieurement et ν-inférieurement semi continue, on dit qu’il est ν-continu.

Remarques 4.3.1. (i) Si τ est ν-semi continu inférieurement en U , alors τ est semi continu

inférieurement en U .

(ii) Si τ est ν-semi continu supérieurement en U , alors il est semi continu supérieurement en

U .

(iii) Si 0 ∈ σ(U), les implications réciproques des assertions précédentes sont vraies.

Théorème 4.3.3. Soit U ∈ L(X) tel que 0 ∈ Φb
U , alors σi est ν-semi continu supérieurement

en U pour i = f, w. De plus, σw est ν-continue à U dans chacun des cas suivants :

(a) σf est ν-continu en U .

(b) S’il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0 on a σf (U) ⊂ σw(Un).

Preuve. Soit λ ∈ lim sup(σi(Un)) pour i = f, w. Alors on peut supposer qu’il existe une suite

(λn)n tel que λn ∈ σi(Un) pour tout n ∈ N et λn → λ. D’après le théorème 4.3.1, pour tout

p ∈ N\{0}, il existe np ∈ N tel que σi(Un) ⊆ σi(U) +B(0, 1
p
) pour i = f, w et pour tout n ≥ np.

Cela implique que pour tout p ≥ 1, il existe βp ∈ σi(U) et γ ∈ B(0, 1
p
) tel que λnp = βp + γp.

Ainsi, lim βp = limλnp− lim γp = λ. Puisque σi(U) est un ensemble fermé, il suit que λ ∈ σi(U)
pour i = f, w. Ce qui donne :

lim sup(σi(Un)) ⊆ σi(U) pour i = f, w

(a) Prouvons que σw(U) ⊆ lim inf(σw(Un)). Supposons que λ /∈ lim inf(σw(Un)) alors il existe

un voisinage V de λ qui ne se croisent pas avec une infinité de σw(Un). Puisque σf (Un) ⊂
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σw(Un), alors V ne se croise pas infiniment avec σf (Un). Par conséquent, λ /∈ lim inf(σf (Un)).

En utilisant que σf est ν-continue en U . Alors lim inf(σf (Un)) = σf (U). Cela implique

que λ /∈ σf (U). et donc

λ− U ∈ Φb(X) (4.2)

Montrons à présent que i(λ − U) = 0. Comme λ /∈ lim inf(σw(Un)) il existe un suite

croissante de nombres naturels n1 < n2 < . . . tels que λ /∈ σw(Unj
) pour tout j ∈ N.

Alors λ − Unj
∈ Φb(X) et i(λ − Unj

) = 0. De [15, théorème 3.4] il existe j0 ∈ N tel que

i(λ− Unj
) = i(λ− U) pour tout j ≥ j0. Donc

i(λ− U) = 0. (4.3)

Il résulte des équations 4.2, 4.3 et de la proposition 2.4.1, que λ /∈ σw(U). Nous obtenons

donc :

σw(U) ⊂ lim inf(σw(Un))

.

(b) Supposons que l’assertion n’est pas vérifiée. Alors il existe λ ∈ σw(U) tel que λ /∈ lim inf(σw(Un)).

Nous distinguons deux cas

– 1er cas. Si λ ∈ σw(U)\σf (U) alors en utilisant un raisonnement similaire que dans (i)

nous obtenons i(λ− U) = 0 qui est une contradiction.

– 2eme cas. Si λ ∈ σf (U), puisque λ /∈ lim inf(σw(Un)). faisons un argument comme

précédemment, il existe une suite croissante de nombres naturels n1 < n2 < . . . , et

ε > 0 tel que pour tout j ∈ N on a B(λ, ε) ∩ σw(Unj
) = ∅. Alors B(λ, ε) ∩ σf (U) = ∅

qui est aussi une contradiction.

Remarque 4.3.2. Dans [15], Oberai montre que σw(U) est semi continue supérieurement. De

plus, si 0 ∈ Φb
U alors en utilisant Théorème 4.3.3, nous avons σw(U) est ν- semi continue

supérieurement en U .

Comme conséquence immédiate du théorème 4.3.3, nous avons le corollaire suivant qui sera la

clôture de cette section
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Corollaire 4.3.2. Soit U ∈ L(X) tel que 0 ∈ Φb
U , et Un

ν9 U . Si Φb
Un

est connexe alors

lim σf (Un) = σf si et seulement si, lim σw(Un) = σw(U).

Preuve. Notons d’abord que, d’après le théorème 4.3.3,

lim σf (Un) = σf (U) implique lim σf (Un) = σf (U)

Inversement, en utilisant le théorème 4.3.3, σf est ν-semi continu supérieurement en U . Il

est suffisant alors de montrer que σf est ν-semi continu inférieurement en U . Supposons que

λ /∈ lim inf(σf (Un)) de sorte qu’il y ait un voisinage V de λ qui ne se croise pas en nombre

infini avec σf (Un). Du fait que Φb
Un est connexe, et en utilisant [[9], théorème 7.3.1], on obtient

σf (Un) = σf (Un). Par conséquent V ne se croise pas infiniment avec beaucoup de σw(Un).

D’où λ /∈ lim inf(σw(Un)). En utilisant Maintenant que σw est ν-continu en U . Ceci implique

lim inf(σw(Un)) = σw(U), et donc λ /∈ σw(U). D’où λ /∈ σf (U). Donc, σf (U) ⊂ lim inf(σf (Un)).

4.4 Applications aux matrixes d’opérateurs n× n

Dans cette section, nous avons vu comment approcher un opérateur borné T sur un espace

Banach X par une suite (Tn) d’opérateurs bornés de rang fini sur X ainsi que la façon de trouver

une solution approximative de problème de valeur propre pour T en résolvant le problème de

valeur propre pour Tn.

Proposition 4.4.1. une application T̃ : X −→ X est un opérateur borné de rang fini si et

seulement si sont x̃1, . . . , x̃n dans X et f̃1, . . . , f̃n dans X∗ tel que

T̃ x =
n∑

j=1

< x, f̃j > x̃j = x̃ < x, f̃ >, x ∈ X,

où x̃ := [x̃1, . . . , x̃n] ∈ X1×n et f̃ := [f̃1, . . . , f̃n] ∈ (X∗)1×n.

Preuve. Il est clair que si T̃ défini comme ci-dessus, est un opérateur borné puisque f̃1, . . . , f̃n

sont des fonctionnelles linéaires conjuguées continues sur X, et le rang de T̃ est fini puisque

R(T̃ ) ⊂ span{x̃1, . . . , x̃n}. Inversement, le rang de T̃ ∈ L(X) est fini. Ensuite, il y a un

ensemble fini {x̃1, . . . , x̃n} dans X tel que R(T̃ ) ⊂ span{x̃1, . . . , x̃n}. Renuméroter x̃1, . . . , x̃n,

si nécessaire, on peut supposer que l’ensemble {x̃1, . . . , x̃m} est linéairement indépendant et
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R(T̃ ) ⊂ span{x̃1, . . . , x̃m} pour certains m ≤ n. Ensuite, il existe des nombres complexes

uniques c1(x), . . . , cm(x) tel que

T̃ x = c1(x)x̃1, . . . , cm(x)x̃m.

Pour j = 1, . . . ,m définit f̃j : X −→ C par f̃j(x) = cj(x), x ∈ X. Il facile de voir que f̃1, . . . , f̃m

sont des fonctionnelles linéaires conjuguées sur X et

T̃ x =
n∑

j=1

< x, f̃j > x̃j, x ∈ X.

Pour voir que chaque f̃j est continu, soit

δj := dist{x̃j, span{x̃i : i = 1, . . . ,m, i 6= j}}, j = 1, . . . ,m.

Puisque x̃j n’appartient pas au sous-ensemble fermé span{x̃i : i = 1, . . . ,m, i 6= j} nous avons

| < x, f̃j > |δj ≤ ‖ < x, f̃1 > x̃1 + . . .+ < x, f̃m > x̃m‖ = ‖T̃ x‖ ≤ ‖T̃‖‖x‖.

Donc |f̃j(x)| ≤ (‖T̃‖
δj

)‖x‖ pour tout x ∈ X, de sorte que f̃j est continu pour j = 1, . . . ,m. Soit

f̃j := 0 si m < j ≤ n. Alors f̃1, . . . , f̃n ∈ X∗ et

T̃ x =
n∑

j=1

< x, f̃j > x̃j, x ∈ X

Rappeler que Cn×1 := {u := [u(1), . . . , u(n)]⊤ : u(j) ∈ C, j = 1, . . . , n} désigne l’espace linéaire

de toutes les matrices n× 1 avec des entrées complexes.

Exemple 4.4.1. Définir K̃ : X −→ Cn×1 par

K̃x := [< x, f̃1 >, . . . , < x, f̃n >]
⊤ =< x, f̃ >, x ∈ X,

et L̃ : Cn×1 −→ X par

L̃u =
n∑

j=1

u(j)x̃j = x̃u, u := [u(1), . . . , u(n)]⊤ ∈ C
n×1.
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Clairement, K̃ et L̃ sont des applications linéaires et

T̃ = L̃K̃.

On définit un opérateur Ã : Cn×1 −→ Cn×1 par

Ã := K̃L̃.

Pour tout u ∈ Cn×1, on a

Ãu = K̃(L̃u) =< L̃u, f̃ >=< x̃u, f̃ >=< x̃, f̃ > u.

D’où la n × n matrice de Gram Ã :=< x̃, f̃ > représenter l’opérateur Ã par rapport à la base

canonique pour Cn×1. En outre, si l’ensemble des éléments x̃ sont linéairement indépendants

dans X et couvrent un sous-espace Xn, alors la matrice Ã représente l’opérateur T̃|Xn,Xn
par

rapport à l’ordre base x̃ de Xn.

Nous allons maintenant prouver un résultat crucial qui permettra de trouver des bases pour les

espaces propres et pour les sous-espaces spectraux de T̃ .

Lemme 4.4.1. Soit p un entier positif, Z ∈ Cp×p tel que 0 /∈ σ(Z), y ∈ X1×p, et v := K̃y ∈
Cn×p. Alors pour x ∈ X1×p et u ∈ Cn×p. la prises suivantes : T̃ x = xZ + y et K̃x = u si et

seulement si Ãu = uZ + v et L̃u = xZ + y. En particulier, soit y := 0 (de sorte que v = 0

aussi) ; et que nous satisfaisons aux conditions précédentes. Alors l’ensemble des éléments p

dans x est la linéairement independent dans X si et seulement si l’ensemble des vecteurs p dans

u est linéairement independent dans Cn×1.

Preuve. Suppose que T̃ x = xZ + y et K̃x = u. Alors L̃u = L̃K̃x = T̃ x = xZ + y. Aussi,

Ãu = ÃK̃x = K̃T̃ x = K̃(xZ + y) = uZ + v. Inversement, supposons que Ãu = uZ + v et

L̃u = xZ+y. Alors K̃xZ = K̃(L̃u−y) = Ãu−K̃y = Ãu−v = uZ. Puisque Z est non singulier,

il s’ensuit que K̃x = u. Aussi T̃ x = L̃K̃x = L̃u = xZ+y. Maintenant considery y = 0, pour que

v = K̃y = 0 et K̃x = u, L̃u = xZ. Soit l’ensemble des vecteurs p dans u doit être linéairement

indépendants dans Cn×1 et c ∈ Cp×1 est tel que xc = 0. Alors uc = (K̃x)c = K̃(xc) = K̃(0) = 0.

L’indépendance linéaire de l’ensemble des vecteurs p dans u implique que c = 0, comme voulu.

Soit l’ensemble des éléments p dans x être linéairement indépendant dans X, et c ∈ Cp×1 être

tel que uc = 0. Alors x(Zc) = (xZ)c = (L̃u)c = L̃(uc) = L̃(0) = 0. L’indépendance linéaire de

l’ensemble des éléments p dans x implique que Zc = 0 et que Z est non singulier, c = 0, comme

désiré.
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Proposition 4.4.2.

σ(T̃ )\{0} = σ(Ã)\{0}.

En particulier, σ(T̃ ) est un ensemble fini. Soit Λ̃ ⊂ σ(T̃ )\{0}, P̃ := P (T̃ , Λ̃) et p̃ := P (Ã, Λ̃).

alors

K̃P̃ = p̃K̃.

De même, K̃ mappe R(P̃ ) en R̃(P̃ ) une manière individuelle, et donc Λ̃ est un ensemble spectral

de type fin pour T̃ .

Théorème 4.4.1. (a) Soit λ̃ ∈ C\{0}. Alors λ̃ est une valeur propre de l’opérateur T̃ si et

seulement si λ̃ est une valeur propre de la matrice Ã. Dans ce cas, soit ũ ∈ Cn×g formons

une base ordonnée pour l’espace de Ã correspondant à λ̃. Alors ϕ̃ := L̃u\λ̃ forme une base

ordonnée. pour l’espace propre de T̃ correspondant à λ̃ et satisfait K̃ϕ̃ = ũ. En particulier,

la multiplicité géométrique de λ̃ comme valeur propre de T̃ est la même que sa multiplicité

géométrique de λ̃ comme valeur propre de Ã.

(b) Soit Λ̃ ⊂ σ(Ã)\{0} et considère une base ordonnée ũ ∈ Cn×m pour le sous-espace spectral

M(Ã, Λ̃). Ensuite il y a une matrice non singulière Θ̃ ∈ Cm×m tel que Ãũ = ũΘ̃. De plus,

ϕ̃ = (L̃ũ)Θ̃−1 formes une base ordonnée pour le sous-espace spectral M(Ã, Λ̃) et satisfai

K̃ϕ̃ = ũ. En particulier, si λ̃ ⊂ σ(Ã)\{0}, alors la multiplicité algébrique de λ̃ comme

valeur propre de T̃ est la même que la multiplicité algébrique de λ̃ comme valeur propre

de Ã .

Preuve. Rappelons que Ã représente l’opérateur Ã par rapport à la norme base pour Cn×1.

(a) Soit p := 1, Z := [λ̃] et y := 0 dans lemme4.4.1, on voit que λ̃ est une valeur propre de T̃

si et seulement si λ̃ est une valeur propre de Ã. Dans ce cas, soit p := g et Z := λ̃|g dans

lemme4.4.1, on note que si ϕ = L̃ũ/λ̃, alors T̃ ϕ̃ = λ̃ϕ̃, K̃ϕ̃ = ũ et l’ensemble {ϕ̃1, . . . , ϕ̃g}
d’éléments dans ϕ̃ est un sous-ensemble linéairement indépendant de l’espace propre de T̃

correspondant à λ̃. Que {ϕ̃1, . . . , ϕ̃g} couvre également cet espace propre peut être vu comme

suit. Soit ϕ̃g+1 /∈ span{ϕ̃1, . . . , ϕ̃g} être tel que T̃ ϕ̃g+1 = λ̃ϕ̃g+1. Si ψ̃ = [ϕ̃1, . . . , ϕ̃g+1],

alors T̃ ψ̃ = λ̃ψ̃; et encore par Lemme4.4.1, {K̃ϕ̃1, . . . , K̃ϕ̃g+1} serait un sous-ensemble

linéairement indépendant du l’espace propre de Ã correspondant à λ̃, contrairement à notre

hypothèse que cet espace propre est de dimension g.

(b) Puisque ũ ∈ Cn×m forme une base ordonnée pour M(Ã, Λ̃), Ãũ = ũΘ̃ pour certains Θ̃ ∈
Cn×m tel que σ(Θ̃) = Λ̃. Comme 0 /∈ Λ̃, Θ̃ est invertible. Soit p := m,Z := θ̃ et y := 0 dans



50
CHAPITRE 4. PROPRIÉTÉS SPECTRALES DE QUELQUES OPÉRATEURS

SOUS LA ν CONVERGENCE

lemme reflemm5,on sevoit que T̃ ϕ̃ = ϕ̃Θ̃, K̃̃i = ũ et l’ensemble des éléments m dans ϕ̃

est linéairement indépendant dans X. Considérons le sous-espace fermé Ỹ de X engendré

par les éléments de ϕ̃. Puisque la matrice représente l’opérateur Θ représente l’opérateur

T̃ |Ỹ ,Ỹ par rapport à ϕ̃, on a σ(T̃ |Ỹ ,Ỹ ) = σ(Θ̃) = Λ̃. D’où Ỹ ⊂ M(T̃ , Λ̃) par proposition

4.4.2, donc m ≤ dimM(T̃ , Λ̃). Mais comme nous l’avons vu dans la proposition 4.4.2, K̃

fait correspondre M(T̃ , Λ̃) à M(Ã, Λ̃) de manière individuelle, de sorte que dimM(T̃ , Λ̃) ≤
dimM(Ã, Λ̃) ≤ m. Ainsi Ỹ = M(T̃ , Λ̃). En particulier, le cas : Λ̃ := {λ̃} montre que si

λ̃ ∈ σ(Ã)\{0}, alors la multiplicité algébrique de λ̃ comme une valeur propre de T̃ est la

même que la multiplicité algébrique de λ̃ comme valeur propre de Ã.

Nous concluons que le problème du sous-espace spéctral pour un opérateur de rang fini T̃ ∈ L(X)

peut être solvaté de la manière suivante : Obtenir un représentation de T̃

Tx := x̃ < x, f̃ >, x ∈ X,

avec x̃ ∈ X1×n et f̃ ∈ (X∗)1×n. Former la matrice Gram n× n donné par

Ã(i, j) := 〈x̃j, f̃i〉, x ∈ X

Trouver un ensemble spectral Λ̃ pour T̃ tel que 0 /∈ Λ̃ et obtenir une base pour le sous-espace

spectral associé M(T̃ , Λ̃), nous pouvons chercher un ensemble spectral Λ̃ pour la matrice Ã tel

que 0 /∈ Λ̃ et trouve une base ũ pour le spectre sous-espace M(T̃ , Λ̃). Alors Ãũ = ũΘ̃, où la

matrice non singulière est Θ̃ donné par

Θ̃ = (ũ∗ũ)−1ũ∗Ãũ.

Soit

ϕ̃ := (L̃ũ)Θ̃−1 = x̃ũΘ̃−1.

Alors ϕ̃ forme une base ordonnée pour M(T̃ , Λ̃) . En outre, le produit Gram 〈ϕ̃, f̃〉 de ϕ̃ avec f̃

est égal à K̃ϕ̃ = ũ. Dans le cas particulier Λ̃ = {λ̃}, où λ̃ est une valeur propre non nulle de T̃

de multiplicité géométrique g et nous sommes intéressés seulement à trouver une base ϕ̃ pour

l’espace propre correspondant, nous pouvons trouver une base u ∈ Cn×g du espace propre de Ã

correspondant à λ̃, donc on a Θ̃ = λ̃|g ; puis laissez

ϕ̃ :=
L̃u

λ̃
=
x̃u

λ̃
.
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Souvent, T̃ est un membre d’une suite (Tn)n d’opérateurs de rang finit sur X donné par

Tnx :=

r(n)∑

j=1

〈x, fn,j〉 = xn〈x, fn〉, x ∈ X,

où xn := [xn,1, . . . , xn,r(n)] ∈ X1×r(n) et f
n
:= [fn,1, . . . , fn,r(n)] ∈ X1×r(n).

4.5 Applications aux matrices d’opérateurs 2 ×2

Dans cette section, nous appliquerons les résultats de la section précédente à 2 × 2 matrices

d’opérateurs de blocs. En particulier, nous concentrons sur la relation entre le ν- continuité des

matrices d’opérateurs de blocs 2× 2 et la ν-continuité de ses composants.

Théorème 4.5.1. Soit X un espace de Banach. Dans l’espace produit X⊗X, nous considérons

une suite d’opérateurs formellement définie par une matrice Mn =

(
An Cn
Dn Bn

)
et soit M =

(
A 0

0 B

)
et MC =

(
A C
0 B

)
quand A,An,B,Bn, C, Cn,Dn ∈ L(X).

(a) Si An
ν→ A,Bn

ν→ B, Cn → 0 et Dn → 0, alors Mn
ν→ M. De plus, si 0 ∈ Φb

A ∩ Φb
B et O

est un ensemble ouvert de C avec 0 ∈ O, alors il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0

σi(Mn) ⊆ [σi(A) ∪ σi(B)] +O, pour i = f, w.

(b) Si An
ν→ A,Bn

ν→ B, Cn → C, Dn → 0 et AnC → AC, alors Mn
ν→ MC. De plus, si

0 ∈ Φb
A ∩ Φb

B et O est un ensemble ouvert de C avec 0 ∈ O, alors il existe n0 ∈ N tel que

pour tout n ≥ n0

σi(Mn) ⊆ [σi(A) ∪ σi(B)] +O, pour i = f, w.

Preuve.

(a) Soit Un =

(
An 0

0 Bn

)
,Vn =

(
0 Cn
0 0

)
et Wn =

(
0 0

Dn 0

)
. D’abord, on prouver que

Un
ν→ M. Effectivement ‖Un‖ = max ‖An‖, ‖Bn‖ alors (‖Un‖) est borné,

‖(Un −M)M‖ = max ‖(An −A)A‖, ‖(Bn − B)B‖ → 0, et

‖(Un −M)Un‖ = max ‖(An −A)An‖, ‖(Bn − B)Bn‖ → 0.
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Maintenant, en représentant Mn comme Mn = Un + Vn +Wn. Il résulte immédiatement

du fait que Un
ν→ M,Vn → 0,Wn → 0 et lemme 3.2.2 que

Un + Vn +Wn
ν→ 0 + 0 +M.

Alors Mn
ν→ M. Maintenant, si nous supposons que 0 ∈ Φb

A∩Φb
B alors 0 ∈ Φb

M. Selon au

théorème 4.3.1, il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, σi(Mn) ⊆ [σi(A) ∪ σi(B)] + O

pour i = f, w.

(b) En utilisant (a) nous avons

(
An Cn − C
Dn Bn

)
=

[(
An Cn
Dn Bn

)
+

(
0 −C
0 0

)]
ν→ M.

Puiseque [(
An Cn
Dn Bn

)
+

(
0 −C
0 0

)](
0 C
0 0

)
=

(
0 AnC
0 0

)

et [(
A 0

0 B

)(
0 C
0 0

)]
=

(
0 AC
0 0

)

Alors
[((

An Cn
Dn Bn

)
+

(
0 −C
0 0

))(
0 C
0 0

)]
→
[(

A 0

0 B

)(
0 C
0 0

)]

Maintenant, en utilisant le lemme 3.2.2, nous avons

[((
An Cn
Dn Bn

)
+

(
0 −C
0 0

))
+

(
0 C
0 0

)]
ν→
[(

A 0

0 B

)(
0 C
0 0

)]
.

Donc, Mn
ν→ Mc. Maintenant, si nous supposons que 0 ∈ Φb

A ∩ Φb
B alors 0 ∈ Φb

M.

En appliquant le théorème 4.3.1, il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, σi(Mn) ⊆
[σi(A) ∪ σi(B)] +O, pour i = f, w.

Remarque 4.5.1. (a) Si Mn
ν→ Mc et AnC ν→ AC,Dn → 0 et Cn → C, alors An

ν→ A et

Bn
ν→ B . En fait, soit Mn

ν→ Mc et
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(
0 −Cn

−Dn 0

)
→
(

0 −C
0 0

)
et

(Mn −Mc)

(
0 −C
0 0

)
=

(
0 −(An −A)C
0 −DnC

)
→ 0.

Donc, en utilisant le lemme 3.2.2 (iii), nous avons

(
An 0

0 Bn

)
ν→
(

A 0

0 B

)
.

Par conséquent An
ν→ A et Bn

ν→ B.

(b) Soit Mn =

(
Un 0

0 Un

)
et M =

(
U 0

0 U

)
, où Un et Usont définis dans la remarque

4.3.1. alors Mn
ν→ M, 0 ∈ Φb

U et σf (Mn) = σf (Un) " σf (U) = σf (M).

Corollaire 4.5.1. Soit X un espace de Banach. Dans l’espace produit X⊗X, nous considérons

une suite d’opérateur formellement définie par une matrice Mn =

(
An Cn
0 Bn

)
. Soient An et

A sont deux opérateurs fermés agissant sur l’espace X de Banach et ayant le domaine D(An)

et D(A) respectivement. Bn et B agissant sur l’espace de Banach X et ayant le domaine D(Bn),

et D(B) respectivement et soit Cn ∈ L(X) et M =

(
A 0

0 B

)
et soit λ ∈ ρ(A)∩ρ(B)∩ρ(An)∩

ρ(Bn). Si (λ − An)
−1 ν→ (λ − A)−1, (λ − Bn)

−1 ν→ (λ − B)−1 et Cn → 0, puis pour chaque

ensemble ouvert O ⊆ C avec 0 ∈ O, il existe n0 ∈ N tel que pour chaque n ≥ n0

σi(Mn) ⊆ [σi(A) ∪ σi(B)] +O, pour i = f, w.

Preuve. Il est facile de vérifier cela,

(λ−Mn)
−1 =

(
(λ−An)

−1 −(λ−An)
−1Cn(λ− Bn)

−1

0 (λ− Bn)
−1

)
.

Puisque (λ − An)
−1Cn(λ − Bn)

−1 → 0, alors en utilisant le théorème 4.5.1, on obtient λ −
Mn)

−1 ν→ λ−M)−1. Maintenant, l’utilisation du théorème 4.3.2 termine la démonstration.

Théorème 4.5.2. Soit X un espace de Banach. Dans l’espace produit X ⊗ X, on considére

une suite d’opérateurs formellement définie par une matrice Mn =

(
An Cn
0 Bn

)
et MC =

(
A C
0 B

)
tel que A,An ∈ L(X),B,Bn ∈ L(X), C, Cn ∈ L(X),AnC → AC et Cn → C. Si
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0 ∈ Φb
A ∩ Φb

B et σi(A) ∩ σi(B) = ∅,pour i = f, w. Alors si est ν-continue en A et B si et

seulement si, σi est ν-continue en MC.

Preuve. Puisque si σi(A)∩σi(B), pour i = f, w, alors de la ν-semi supérieure continuité de σi

en A et B, pour i = f, w (voir théorème 4.3.3), et en utilisant un raisonnement similaire à [7,

Théorème 2.1], pour chaque suite (An) dans L(X) et chaque (Bn) dans L(X) tel que An
ν→ A

et Bn
ν→ B il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0 on a

σi(Mn) = σi(An) ∪ σi(Bn), pouri = f, w. (4.4)

” =⇒ ” Supposons que σi est ν-continue en A et B et on montre que σi est ν-continue à MC

pour i = f, w. Soit Mn
ν→ MC . D’abord en utilisant le théorème 4.3.3, σi est ν-semi continuité

supérieur à MC, pour i = f, w. Il est suffisant de montrer que σi est ν-semi continue inférieure

à MC pour i = f, w. On suppose Mn
ν→ MC, alors en utilisant Remarque 4.5.1, on a An

ν→ A
et Bn

ν→ B Puisque si est ν-semi continuité inférieur en A et B on a σi(A) ⊂ lim inf σi(An) et

σi(B) ⊂ lim inf σi(Bn) pour i = f, w. Alors

[σi(A) ∪ σi(B)] ⊂ [(lim inf σi(An)) ∪ (lim inf σi(Bn))], pouri = f, w.

Donc (σi(A)∪σi(B)) ⊂ lim inf σi(An))∪σi(Bn))], pour i = f, w. Cela implique que, σi(MC) ⊂
lim inf σi(Mn)) pour i = f, w.

” ⇐= ” Supposons que σi est ν-continue à MC. On montre que σi est ν-continue en A et B,

pour i = f, w. Soit An
ν→ A et Bn

ν→ B. En utilisant le théorème 4.3.3, σi est ν-semi continuité

supérieur en A et B pour i = f, w. Alors,

lim sup σi(An) ⊂ σi(A) pour i = f, w et

lim sup σi(Bn) ⊂ σi(B) pour i = f, w. (4.5)

Maintenant, on prouve que σi est ν-semi-continuité inférieure à A pour i = f, w. Soit λ ∈ σi(A)

pour i = f, w. Puisque σi(A) ⊂ σi(MC), alors λ ∈ σi(MC) pour i = f, w. En utilisant théorème

4.5.1 on a Mn
ν→ MC. Il résulte de ν-semi continuité inférieure de σi à MC

λ ∈ lim inf(σi)(Mn) pour i = f, w.
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Alors il existe une suite (λn)n tel que λn ∈ σi(Mn) et λn → λ pour i = f, w.

D’autre part, par équation 4.4, il existe N ∈ N tel que λn ∈ σi(Mn) = σi(An) ∪ σi(Bn) pour

tout n ≥ N et i = f, w. Nous discutons de deux cas.

– 1ere cas Si λn ∈ σi(An) pour tout n ≥ N et i = f, w donc λ ∈ lim inf σi(An) et donc σi est

ν-continue à A pour i = f, w.

– 2emme cas S’il existe une sous-suite (λnj
) de λn tel que (λnj

) ∈ σi(Bnj
), alors on a λ ∈

lim sup σi(Bn) pour i = f, w. Donc, en utilise équation 4.5 on a λ ∈ σi(B) pour i = f, w. Ceci

montre que λ ∈ σi(B) ∩ σi(A) pour i = f, w. C’est une contradiction.

En suivant le même raisonnement, non démontre que σi est ν-semi continuité inférieure à B
pour i = f, w.
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Conclusion

L’objet essentiel de notre travail est d’étudier un nouveau mode de convergence qui est assez

fort pour donner les résultats spectraux souhaités et assez général pour être applicable dans un

certain nombre de situations. Sous ce mode de convergence, les propriétés similaires à la semi-

continuité supérieure et à la semi-continuité inférieure du spectre sont prouvées. Ce mémoire

constitue pour nous, un nouvel axe de recherche et de connaissance approfondies en théorie

des opérateurs. On s’est basé sur des travaux de recherche récents, ce qui nous laisse croire

que ce travail peut avoir une suite relativement à la continuité du S-spectre essentiel sous la ν

convergence.
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