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Notation

IHR : Increasing Hazard Rate (Taux de Risque Croissant).

DHR : Decreasing Hazard Rate (Taux de Risque Décroissant).

IHRA : Increasing Hazard Rate Average (La moyenne de Taux de Risque
Croissant).

DHRA : Decreasing Hazard Rate Average (La moyenne de Taux de Risque

Décroissant).
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Résumé

Pour décrire mathématiquement la distribution d’une variable aléatoire,
plusieurs fonctions sont utilisées. Ces fonctions comprennent des fonctions
de distribution, fonctions de survie, des densités et la fonction de
hazard,....etc. Quand ils existent. L’un de ces fonctions peuvent étre
obtenues, au moins théoriquement. Mais il y a de bonnes raisons pour
s’intéresser a toutes ces fonctions sachant qu’aucune n’est uniformément
meilleur que 'autre.

Parfois, I'une a une forme particulierement simple alors que d’autres ont
des formes complexes. Il est important de dire que certains aspects d’une
distribution sont révélés plus clairement par une autre fonction. Différentes
personnes peuvent avoir différentes préférences, en fonction de l'intuition
qu’ils ont développée. Aussi, certaines de ces fonctions peuvent étre plus

faciles a estimer que d’autres.

Pour I'analyse des données, plusieurs approches statistiques sont utilisées, a
savoir, Les familles paramétriques, les familles non-paramétrique et les

familles semi-paramétrique.



Chapitre 1
Introduction générale

Les variables aléatoires non négatives apparaissent dans une grande va-
riété d’applications. Les longueurs de vie de dispositifs artificiels ou d’orga-
nismes biologiques sont respectivement 'accent de la fiabilité et de I’analyse
de survie. Mais d’autres types de les temps d’attente se produisent également
dans les applications; ceux-ci peuvent étre des temps d’attente pour les re-
tards dans la circulation, les intervalles entre les séismes ou les inondations ou
les périodes nécessaire pour apprendre une tache. Variables aléatoires non-
négatives apparaissent comme des grandeurs liées a des objets physiques.
Longueurs de fissures, diamétres ou hauteurs des arbres, les vitesses du vent,
les forces des matériaux, les débits des cours d’eau, les précipitations, 'usure
des pneus ou les produits chimiques. L’économie est un autre domaine d’ap-
plications ou des variables aléatoires non-négatives apparaissent ; le revenu,
la taille de ’entreprise, les prix et 'actuariat En revanche, la distribution
normale, qui a longtemps joué un réle central dans les statistiques, permet
aux variables aléatoires correspondantes de prendre sur toutes les valeurs
réelles, a la fois négatives et positives. C’est le cas pour erreurs de mesure,
le contexte dans lequel la distribution normale d’abord s’est s’élever. Pour
les variables aléatoires non négatives avec des écarts-types pertes sont par
nature non-négatives, et elles sont petites par rapport a leurs moyens, la dis-
tribution normale a été largement utilisé et peut souvent fournir d’excellentes
approximations. En d’autre cas, la distribution normale peut étre un modele

inapproprié, et les alternatives doivent étre considérées.
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Pour les variables aléatoires non négatives, il n’y a pas de distribution aussi
présente comme la distribution normale, avec sa fondation dans le théoréme
centrale limite. Cela signifie qu'une grande variété de distributions partagent
une importance relative. Le but de ce sujet est d’étudier les origines et pro-

priétés des différentes distributions pour une variable aléatoire non-négative.

Une motivation statistique

Pour I'analyse des données, plusieurs approches statistiques sont com-

munes utilisation. Ces approches forment la hiérarchie suivante :

Les méthodes (non paramétriques)

Méthodes statistiques qui ne dépendent pas d’hypothéses sur le sous-
jacent la distribution sont attrayants parce qu’il n’y a pas d’hypothéses a
question. Bien qu’attrayant de ce point de vue, les conclusions peut étre plus

faible que ce qui pourrait étre possible avec certains possible hypothéses.

Les méthodes conditionnellement qualifiées

Familiarité avec les origines de les données peuvent rendre les Hypothéses
qualitatives raisonnables. Par exemple, un praticien peut savoir que les don-
nées proviennent d’une distribution avec une densité décroissante, une densité
unimodale, ou que la densité a un queue lourde de la main droite. Ils peuvent
suspecter des considérations physiques que le taux de risque est monotone ou
qu’il décroissant initialement et croissant éventuellement. Un certain nombre
de procédures statistiques sont connues pour tester la validité de telles hy-
potheéses. D’autres sont basés sur de tels hypothéses, et ils peuvent conduire

& des idées difficiles a obtenir avec méthodes sans connaitres distribution.

Les méthodes semi-paramétriques

Il y a un certain nombre d’hybride possible méthodes qui impliquent une
Distribution non spécifiée et un parameétre paramétrique spécifique structure.
Peut-étre le plus connu est-il le modeéle proportionnel modéle des risques,

dans lequel la fonction de survie de ’espéce non spécifiée la distribution est
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souevée a un pouvoir positif; ce pouvoir est alors un parameétre. Des modéles

comme celui-ci sont appelés modéles semi-paramétriques.

Les méthodes paramétriques

Enfin, On peut étre prét a supposer que les données proviennent d’une
famille paramétrique spécifiée. C’est peut-étre 'approche la plus connue des
problémes statistiques, et bien sir, I'hypothése de normalité est la plus fa-

miliére.

Etat de Parts

Sauf pour les méthodes sans distribution, toutes les approches statistiques
décrit ci-dessus dépendent de ce qu’on appelle parfois "Modéles". Parce que
I’hypothése d’un modéle inapproprié peut conduire & des conclusions erro-
nées, pourquoi les modéles sont-ils jamais utilisés ?

Dans certaines applications, 'hypothése d’un modéle implique peu ou aucun
risque. Par exemple, le théoréme cenrale limite peut faire le normal la distri-
bution d’un choix clair.

Les modéles paramétriques ont été introduits au début des études de la vie
humaine . Dans ce contexte, les tables de mortalité sont fondamentales. Idéa-
lement, une table de mortalité commence par un groupe fixe d’individus, tous
né en méme temps, et enregistre le nombre de personnes vivant a la fin de
chaque année successive jusqu'a ce que tous sont décédés. Une telle table
représente un dossier empirique avec des données regroupées par années.
On a souvent supposé que les décés d’une année se produisaient uniformé-
ment pendant 'année ; Aux fins de 'obtention du dipléme, De Moivre (1724)
[33] a fait 'hypotheése d’uniformité sur des périodes encore plus longues, bien
qu’il reconnu que cette approximation n’est pas strictement vraie. Encore
pour le fins de l'obtention du diplome, Gompertz (1825) [18] introduit le
modéle paramétrique maintenant connu sous le nom de la distribution Gom-
pertz comme une approximation & la "vraie loi de la mortalité." Gompertz a
travaillé en collaboration avec les données, puis développé une base théorique
pour sa distribution, mais a obtenir un bon ajustement aux données, il a jugé

nécessaire de diviser les dges en trois groupes, en utilisant différentes valeurs
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de parametres dans chaque groupe d’age.

Dans un certain nombre d’autres applications, les modéles paramétriques ont
joué un roéle historique important dans la théorie statistique, et ont longtemps
été étudiés sous la rubrique plus ancienne de "ajustement de la courbe." Cer-
tains des plus tot connus travail est celui de Pearson (1895) [37], qui a créé un
ensemble de "courbes" ou "fréquence distributions "qui pourraient convenir
a I’adaptation aux données dans une variété de contextes. D’autres ensembles
de distributions ont été construits par Charlier [9], Thiele [48] et d’autres. El-
derton Johnson (1969, p.2) [12] indiquent que "les avantages de tout systéme
des courbes dépendent de la simplicité des formules et du nombre des classes
d’observations qui peuvent étre traitées de maniére satisfaisante,. . . " Voir
aussi Elderton (1906, 1934) [10], Elderton et Johnson (1969) [12], Sarndal
(1971) [44], Cramér (1972) [8]. Ainsi, il y avait un accent sur la richesse a la

fois d’applications et de simplicité mathématique.

1.1  Descriptions probabilistique

Pour décrire mathématiquement la distribution d’une variable aléatoire,
divers les fonctions alternatives sont couramment utilisées. Ces fonctions
comprennent fonctions de distribution, fonctions de survie, densités, taux
de risque (Taux de hazard), moyenne vies résiduelles, et temps total sur
les transformations de test....etc. Quand ils existent, I'un des ces fonctions
peuvent étre obtenues, au moins théoriquement, a partir de n’importe quelle
autre.

Mais il y a de bonnes raisons de s’intéresser a toutes ces fonctions; aucun
n’est pas uniformément le meilleur. Parfois, on a une forme particuliérement

simple alors que d’autres sont difficiles a travailler.

La fonction de distribution et la fonctions de survie

Définition 1.1.0.1. La fonction F définie sur lintervalle (—oo,00) par :

F(z) = P{X <z}
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est appelée la fonction de distribution de X.

Les fonctions de distribution sont parfois appelées "Distribution cumulative”.

Définition 1.1.0.2. La fonction F définie sur lintervalle (—oo, 00) par :

F(z) = P{X >z}
est appelée la fonction de survie de X.

Bien str, /' = 1 — F et il peut donc sembler superflu d’introduire la

fonction de survie. Mais c¢’est souvent le cas que pour non négatif variables
aléatoires, la fonction de survie est plus significative et prend une forme plus
pratique que la distribution mieux connue une fonction.
La fonction de survie est parfois appelée la "fonction de survivant" ou la
"fiabilité". Diverses notations pour cette fonction ont été utilisées dans la
littérature ; la notation "bar" a été introduite par Frank Proschan et a été
utilisé par Barlow et Proschan (1963) [3].

La fonction de masse de probabilité et la fonctions de

densité

Pour toute variable aléatoire, la fonction de distribution et la fonction
de survie toujours exister. Cet avantage n’est pas apprécié par la masse de
probabilité fonctions ou fonctions de densité, mais ces fonctions ont parfois
d’autres avantages.

Supposons d’abord que la variable aléatoire X ne peut pas prendre qu’une
valeur finie ou nombre dénombrable de valeurs. Par exemple, X peut étre le
nombre de essais nécessaires pour obtenir des "tétes" dans les lancers répétés
d’une piéce de monnaie. Puis X (et F) est dit étre discret. Les fonctions de

distribution discréte sont 1’étape des fonctions.
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Définition 1.1.0.3. Si xq, 9, x3, ... est [’ensemble des valeurs possibles de X
et P(x;) = P{X =z}, i=1,2,... , puis

F(z) =) P()

z; <z

tel que P est appelée la fonction de masse de probabilité de X.

Lorsque X prend toutes les valeurs dans un intervalle (éventuellement

infini) de la ligne réelle, il est souvent possible d’écrire F' comme une intégrale.

Définition 1.1.0.4. Si f est une fonction non-négative pour laquelle
F(z) = / f(2)dz, pour tout rel x

alors f est appelée une densité de probabilité de X (ou F).

Quand une densité existe, X (ou F) est dit absolument continu. Lorsque
les densités existent, elles ne sont pas uniques car elles peuvent étre modifiées

arbitrairement & des points isolés sans changer l'intégrale.

Définition 1.1.0.5. On dit qu’une distribution F est concentrée sur in-
tervalle fermé [a, b] si F(x)=0 pour tout x<a, et F(x)=1 pour tout z> b.
Le support de la distribution F' est ’ensemble de tous les points x tels que
F(z+¢)— F(x —¢€) >0, pour tout € > 0.

On peut montrer que le support d’une distribution est un ensemble fermé,
et dans la plupart des exemples discutés, c’est un intervalle. Si F est concen-
tré sur lintervalle [a, b], alors le support de F est un sous-ensemble de cet
intervalle. Quand F est absolument continu et concentré sur I'intervalle fermé
[a,b], alors il y a une version naturelle f de la correspondante densité qui sa-
tisfait f(x)=0, pour tout z € [a, b]. Parfois, le support de F est défini comme
la fermeture de l’ensemble de tous les points x tels que f(x)> 0, mais cela

suppose qu’une version appropriée du la densité a été choisie.

Unimodalité

L’idée de I'unimodalité est mieux comprise en termes de densité, mais est

peut-étre le mieux défini en termes de fonction de distribution.
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Définition 1.1.0.6. Une fonction de distribution F est dite unimodale avec
mode a m si F(z) est convexe dans x<m et concave dans x>m.
Lorsque F est unimodal et a une densité continue f, alors f(x) croissant en

z<m et décroissant en > m pour que f(m) soit un maximum de f.

La fonctions de hazard et le taux de hazard

Quelques aspects d’une distribution absolument continue, importante ou
méme essentiel dans certains contextes, peut étre vu plus clairement de taux

de risque que de la fonction de distribution ou de la fonction de densité.
Définition 1.1.0.7. La fonction R définie sur (—oo,00) par :

R(z) = —log F'(x) (1.1)
est appelée la fonction de hazard de F, ou de X.

Pour une variable aléatoire non négative, R(0-)=0, R croissant, et lim R(x) =
T—00
oo ; Les fonctions de hazard sont parfois utile en mathématiques applliquées

, mais contrairement aux taux de risque, ils ont peu d’intérét.

Définition 1.1.0.8. Si F est une fonction de distribution absolument conti-
nue avec la densité f, alors la fonction r définie sur (—oo,00) par :
flz) -
= L F(z)>0 1.2
@) = o s F@ (12)
= oo, si F(x)=0

est appelé un taux de risque de F, ou de X.

Pour x tel que F'(z) = 0, le rapport f(x)/F(z) est indéterminé; la va-
leur oo est arbitraire mais parfois commode. Parce que les densités sont pas
unique.

Bien que les taux de risque ne soient pas uniques, le plus souvent est fait
pour "le taux de hazard." Lorsque F est absolument continu et la fonction
de hazard R est dérivable, alors sa dérivée est un taux de hazard.
Pour mieux comprendre les taux de risque, il est utile de noter que;

() :g%P{x<X§z+A|X>x}
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Ainsi,

Ar(z) =P{e < X <z + A|X >z}
Par conséquent, Ar(z) peut étre considéré comme la probabilité condition-
nelle de la fonction de survie a temps x, de la mort ou de I’échec dans la

petite croissante suivante A de temps. De (1.1) et (1.2), on peut voir que si
F(0)=0, alors

F(z) = exp{—R(x)} = exp{— /Oxr(z)dz}. (1.3)

Cette formule clé montre comment récupérer la fonction de survie a partir
du taux de risque Mais la seconde égalité de (1.3) n’est pas valable que si F
est absolument continu.

Lorsque F est absolument continu, on peut le voir & partir de la seconde

Iégalité de (1.3)
dR(x
r(x) = di’ )

De (1.2) et (1.3) il s’ensuit qu’une fonction r est le taux de hazard de certaine

distribution sur (0, 00) si et seulement si;

(i) 7(z) >0, pour tous x > 0.

(ii) [y r(t)dt < oo, pour certains x>0,

(ili) [y~ r(t)dt = oo,

(iv) Jy r(t)dt = oo  implique 7(z) = 0o, pour tous z > x.

La condition (ii) nécessite quelques explications. Si la distribution F corres-
pondante & r vérifie F'(x) < 1 pour tout x, alors l'intégrale de (ii) est fini
pour tout z < co. Mais §’il y a un nombre a < oo tel que F(x)<1 pour x<a
et F(a)=1, alors 'intégrale (ii) n’est finie que pour x<a. La condition (iv)

résulte de la facon dont le taux de risque est défini pour x>a.

Proposition 1.1.0.1. Si F est concentré sur [0,a] et posséde un risque notez

r, alors limsupr(x) = co. En effet; Ceci est une conséquence de (1.3) qui
zta

montre que 1 est intégrable sur [0, x| pour x<a, mais l'intégrale doit diverger
sur [0, a.

Remarque 1.1.1. Si le taux de risque r décroissant a x = xg, alors la densité

f correspondante est également décroissante a xy. Cela suit directement a
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partir de (1.2).
Il est montré que si Z = min[X, Y], alors le taux de risque de Z est la somme
des tauz de hazard de X et Y. Ce mécanisme produit une variété de formes

de taux de risque.

La fonctions de hazard inversé et le taux de hazard in-

versé

La fonction de risque inverse est définie d’'une maniére similaire au fonc-
tion de risque R(x) = log F'(x), mais avec la fonction de distribution F rem-
placer la fonction de survie F. En autre, le signe moins est omis pour le

rendre, comme la fonction de risque, est croissant.

Définition 1.1.0.9. La fonction S définie sur (—oo,00) par :
S(z) =log F(x), (1.4)

est appelée la fonction de risque inverse de F, ou de X. Si F est absolument
fonction de distribution continue avec densité f, puis une fonction s défini
sur (—oo,00) par :

s(x) = f(x)/F(x), (1.5)

est appelé un taux de risque inverse de F, ou de X.

Notez que S(x) = log F(z), alors que R(z) = —log F(x); avec ces dé-
finitions, les deux fonction de risque inversé et le taux de risque inversé de
F n’ont pas joué un role important dans la littérature. Le taux de risque
inverse était introduit par von Mises (1936) [32] et a été discuté briévement
par Barlow, Marshall et Proschan (1963)[41], qui notent que s(-x) est le taux
de hasard de -X, donc la terminologie ici. Plus récemment, il a été discuté en
détail par Block, Savits et Singh (1998)[4]; voir aussi Shaked et Shanthiku-
mar (1994, page 24)[45]. sont croissant .

De (1.4) et (1.5), on peut voir que si F(0)=0,

F(z) =exp{S(x)} = exp{/ox s(z)dz}. (1.6)

Le taux de risque inverse a été largement ignoré dans la littérature principa-

lement parce qu’il n’a pas le fort contenu intuitif le taux de risque.
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Proposition 1.1.0.2. Le taux de risque r et le taux de risque inversé s ont

les propriétés de monotonie suivantes :
s est croissant = r est croissant
r est decroissant = s est decroissant

Ces résultats sont faibles et les implications ne s’inversent pas. Ils peuvent

étre facilement obtenu & partir de la relation r(z) = s(x)[F(x)/F(x)].

La distribution de la survie résiduelle

La répartition de la durée de survie restante pour un élément de temps t

non atteint est souvent d’intérét et joue un role récurrent dans ce qui suit.

Définition 1.1.0.10. Soit F une fonction de distribution telle que F(0)=0.
La distribution de vie résiduelle F; de F et t est définie pour tous t=0 tel que

F(t) > 0 par : Flot
I

Fi(z) = —=——2 >0 1.7
)= et w (1.7
Si F' a une densité f, alors F;, a une densité f; et un taux de risque ry donné
par :
flz+1)
= 7 >0 1.8
T+t
ri(z) = —Ji( )
Pz +1) (1.9)

=r(z+t), >0
Clairement, la distribution de survie résiduelle F; est une distribution
conditionnelle de la survie restante donné la survie a temps t. Cette distri-
bution est d’un intérét pratique considérable, car la durée de survie restante
des appareils (voitures d’occasion, etc.) ou d’entités biologiques (les gens, par

exemple) est souvent d’intérét.

Proposition 1.1.0.3. Si le tauz de risque r de F' a une limite positive finie,
lim r(t) = A, alors F; converge dans la distribution vers une distribution
exponentielle avec le paramétre X comme t — oo. En effet : De (1.8), il

s’ensuit que

t+z
—log Fy(x) = —log F(x +t) + log F(t) = / r(z)dz = \x  quandt — oo.
t
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La fonction de durée résiduelle moyenne

Afin d’introduire le concept de durée de vie résiduelle moyenne, il est

nécessaire de donner ces définitions.

Définition 1.1.0.11. Supposons que la variable aléatoire X a la distribution

| lslar )

existe (est fini). Ensuite, la valeur attendue EX de X existe et est donnée par

de fonction F et que l'intégrale

["intégrale,
BX = / vdF(z).

La valeur attendue de X est aussi appelée la moyenne de X, ou l'attente de

X, et est souvent désigné par .

Proposition 1.1.0.4.

EX:/OOOF(:B)CZ:B—/O F(z)d; (1.10)

—00

pour les variables aléatoires non-négatives, c’est-a-dire pour des distributions
telles que F(x)=0  pour z <0,

EX = /OO F(z)dz. (1.11)

En effet ; Pour obtenir (1.10), on utilise le théoréme de Fubini pour cal-

culer;

EX = /_ ZxdF(:c) _ / OOO /jodzdF(x)— / O_Oo /ZoxdzdF(:c)
_ /: /x:dF(x)dz /Zi_m /;_OOdF(x)dz

_ /OOOF(x)dx—/;F(x)dx.

Voir la Figure 1.1
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.

0 x

figure 1.1 L’attente en termes de superficie : EX = ZoneA — ZoneB

Définition 1.1.0.12. La fonction de survie résiduelle moyenne m(t) est la
moyenne de la distribution de la survie résiduelle Fy en fonction de t. Plus
explicitement, lorsque F a une moyenne finie p et F(x) = 0, pour x < 0, le

résidu moyen de la fonction de survie est donnée par :

oo F(z+t) _ oo F(z) _ oo (t—2) . E
m(t):{ o Fa o dr = F(t)dz_ft o dF(z) si F(t) > 0.

0 s F(t)=0

La fonctions de survie résiduelle moyenne fournit une autre facon de décrire
une distribution. Pour voir qu’il détermine la fonction de survie, d’abord
calculer directement que pour t tel que F(t) > 0,

< 1
%log/lt F(2)dz = ———.

Maintenant,on intégré les deux cotés de cette équation de 0 a x et faites usage

de (1.11) pour obtenir;
Todt

o m(t)

= log/ F(t)dt—log/ F(t)dt
0 T
= logu —logm(z) — log F(z).
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Cela donne, pour t tel que F(t) >0

F(t):%exp{—/o %}. (1.12)

Voici la fonction de survie en fonction de la fonction de survie résiduelle
moyenne ; ce résultat est donné par Cox(1962)[7), Muth(1977) [35] et Gupta(1979)
[20]. Le taux de hazard peut également étre directement obtenu de la fonction

de survie résiduelle moyenne a travers l’équation.

m’(t)—l—l.

ey (1.13)

r(t) =

Une excellente revue de la théorie et des applications du résidu moyen la
fonction de survie est fournie par Guess et Proschan(1988) [19]. Voir aussi
Hall et Wellner(1981) 23], Kupka et Loo (1989) [29] et Ghai jhet Mi (1999)

[15] pour d’autres discussions sur la survie résiduelle moyenne.

La distributions d’équilibre

Soit F une fonction de distribution avec une moyenne finie p telle que

F(x)=0 pour x <0, on a :

fox)={ # T r@E " =0
0, x<0.

Pour toute distribution F telle que F(0)=0, f1)(0) = 1/u, nous aurons, F
peut étre récupéré de f(;). Clairement, chaque densité d’équilibre f) est
décroissant. Une densité g est une densité d’équilibre si et seulement si (i)
g(x)=0, x<0, (ii) g est décroissant sur [0, 00) et (iii) g(0) < oco.

Il est simple de montrer que le taux de risque r(;) la distribution d’équilibre

est 'inverse de la durée résiduelle moyenne, c’est-a-dire ;

1

T(l)(t) = W (1.14)

Définition 1.1.0.13. La fonction ¢, définie pour x telle que F(x)> 0 par :

¢ (z) = F(2)/F(x), (1.15)
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est appelé rapport de chance de survivre au-dela du temps x. La fonction ¢~

défini pour = tel que F(x) > 0 par :

¢~ (x) = F(z)/F(x), (1.16)
est appelé le rapport d’échec par le temps .

Parfois, le terme «chance» est utilisé a la place de «odds ratio». Si a la
fois F(x)> 0 et F(x) > 0, alors ¢ (z) = 1/¢~ (). Ces chances ratios peuvent
étre définis pour tous x avec la convention qu’ils prennent la valeur co quand
un dénominateur est 0.

Lorsque les rapports de cotes existent,

F(z)=¢"(x)/[L +¢" ()] = 1/[L + ¢~ (2)], (1.17)
lorsque les deux odds ratios existent et F a une densité,
o (z)r(z) = s(x) et ¢ (x)s(x) =r(x), (1.18)

our et s sont le taux de hazard et le taux de hazard inverse, respectivement.
Notez que 'odds ratio ¢ (x) décroissant en x et ¢~ (x) est croissant en x.
On peut vérifier que le rapport de chance ¢; le résiduel la distribution de la

survie a t est donnée par :
of =[F(t)/F(x+1)] -1, (1.19)
Une autre interpretation est donnée par :
H_(z) = e F(@)/F(z) _ ¢ @) (1.20)

définit par une fonction de survie. De méme, —¢*(z) a toutes les propriétés

d’un taux de risque inverse tel que;
H, (z) = e F@)/F@) — g=¢7 (@) (1.21)

les équations (1.20) et (1.21) peuvent étre résolues pour que F' donnée par :

o 1 _ —log H,(x)
) = T )~ T log )’

Les calculs directs montrent que si F a le taux de hazard r, alors H_ le taux

de risque 7(.)/F(.). Ainsi, si r est croissant, alors le taux de hazard de H_

est croissant.
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Résumé

On résumé, le tableau B.1. présente diverses fonctions qui définissent une

fonction de survie.

Tableau B.1. Alternatives pour la détermination d’une fonction de survie

Fonction
Densite :

f(z) = F'(x)
Fonction de hazard :
R(x) = —log F'(x)
Taux de hazard :

r(z) = R(x) = f(2)/F ()
Fonction de hazard inversé :
S(z) =log F(x)

Taux de hazard inversé :

s(x) = §'(x) = f(x)/F(x)

Répartition de la vie résiduelle :

= [* F(z +1t)/F(t)dz
Odds ratios :
#*(x) = F(a)/F(x)
¢~(2) = F(a)/F(x)
Distribution d’équilibre :
foy(@) = F(x)/p, >0

Fonction de distribution inverse :
F~(p)=sup{z: F(z) <p} 0<p<1

=sup{z: F(z) <1}, p=1

Fonction de survie

= [ f(2)d2

F(x) = exp{~R()}

F(z) = exp{— [ r(x)dz}
F(z) =1 —exp{S(2)}

F(z) = 1 —exp{ [ s(x)d2}

F(t) 45 exp{— [ -}

(z) = ¢™(2)/[1 + ¢7(2)]
() = 1/[1 + ¢~ (2)]

e TieS]

F(z) = [f1(2))/[f1(0)], quand F(0)=0. |

F(z)=1—inf{p: F~'(p) > 2}
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Les types de moments

Pour les variables aléatoires discrétes, la valeur attendue de X peut étre

écrite par :

EX = ixip(:vi);

n=1

et pour des variables aléatoires absolument continues avec la densité f,

EX = /Z v f(z)dz.

Bien entendu, pour les variables aléatoires non négatives, la limite inférieure
de l'intégrale peut étre remplacé par 0.
Pour une variable aléatoire avec fonction de distribution F telle que F(t)=0

pour t <0, il est bien connu que si Y = ¢(X) et si Uattente EY existe, alors
EY = Ey(X) = /Oow(x)dF(x), (1.22)
0
un cas d’intérét particulier est ¥(x) = 2", et alors;
pr = EX" = /OO z"dF (z) (1.23)
0
est appelé le rieme moment de X.

Les fonctions génératrices de moments

Diverses fonctions génératrices peuvent étre utilisées pour trouver les mo-

ments u, quand r est un nombre entier positif.

Definition 1.1.0.0.1. La fonction
= S EXY
mgf(s) = Be™ =  ———,
=0 7

et le moment de la fonction génératrices de x.
d'f'
ds”

Par la suite on a, les relations suivantes

EX" =

mg f(s)|s—o = pr.

A = g )T(r + 1), (1.24)
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EX" = 7“/ F(x)a" 'dx (1.25)
0

EX" = /0 [F~(p)]" dp. (1.26)

1.2 Les familles de distributions

Familles de distributions indexées par un nombre réel ou par plusieurs
réels les nombres sont appelés familles paramétriques, et les variables d’in-
dexation sont appelés paramétres. Pour une distribution F ayant un para-
meétre 6, les notations F'(-|0) et Fy sont utilisés de maniére interchangeable
dans ce qui suit.

Les parameétres les plus connus sont les parameétres de localisation et d’échelle,

qui sont mieux introduites au moyen de la définition suivante.

Definition 1.2.1. Les distributions F et G sont dites de le méme type st,

pour un certain nombre réel b et certains a> 0,
F(z) = G(ax +b), pourtous x;
ou bien par cette formule :

F(a:—b

) = G(z).

a

Definition 1.2.2. Une famille paramétrique {F(-|\),\ > 0} de la forme
F(z|\) = F(Az|1) est une famille de paramétres d’échelle et X est appelé un

parametre d’échelle.

1.3 La fonction de distribution avec poids (Mix-
tures of distribution)
Si Fy et F5 sont des fonctions de distribution et 0 < 7 < 1,
F=nF+ (1 —-m)F; (1.27)

ou équivalent,
F=rF+ 1 —n)Fy; (1.28)
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alors F est dit étre un mélange de F} et Fy. Sauf si F est la distribution
de fonction d’une variable aléatoire constante, il peut apparaitre comme un
mélange de deux différentes distributions de fagon infiniment différentes de
sorte qu'une décomposition ou la représentation en mélange de la forme (1.31)

n’est pas unique.

Definition 1.3.1. Soit F' = Fy|0 € © étre une famille de distributions et

Soit G une distribution sur ©. Alors,

F@:A%mm@

est le mélange de F par rapport a G.

Les mélanges ont parfois été appelés distributions composées.
Il est facile de voir que les densités (si elles existent) et les fonctions de survie

de mélanges ont des mélanges des densités correspondantes et leur fonctions

/fe )dG (0

F(z) = / (2)dG(6),

de survie . C’est,

mais les formules correspondantes ne sont pas vraies pour les fonctions de ha-
zard ou taux de risque Lorsque les distributions Fy de (1.32) ont des densités
fo, F et le taux de hazard;

Jo fodG(0)
fe F6 dG(Q)

r(z) = (1.29)

un cas particulier intéressant est le mélange de deux distributions, disons
Fy et Fy, comme dans (1.31). Soit 7 = 1 — 7. Ensuite, quand les densités
existent, (1.32) et (1.33) prendre la forme;

F(z) = nFy(2) + 7Fy(), (1.30)

et; B
r(r) = —%= — (1.31)

Dans ce cas particulier, F(x) = 7F(z) + 7Fy(x).

~—
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La fonction de hazard dans le cas d’une mixture

La fonction de hazard d’'un mélange, déterminée par les fonctions de ha-
zard py des composants F(-|0) avec la distribution de mélange G, est donné

explicitement au moyen de la transformée de hazard par :

F(z) = /@ F(z]0)dG(6)

1.4 Les familles paramétriques : exemples de

base

Dans cette section, les distributions exponentielles, Weibull, gamma et
lognormales sont briévement présentés pour les rendre disponibles a titre

llustratif fins.

La distribution exponentielle

La famille de paramétres des distributions exponentielles, souvent référée
simplement comme "la distribution exponentielle", est sans concurrence pour
la position de la famille de base la plus fondamentale des distributions de la
survie. Pour cette distribution, le paramétre A > 0 est un parameétre d’échelle
et;

F(x)=e, x>0, (1.32)
flx)=Xe™, x>0,et (1.33)
r(z) =X, x>0. (1.34)

Pour la distribution exponentielle, il est facile de voir que,

Flx+t) -
—F(t) = F(x); (1.35)

C’est-a-dire la probabilité conditionnelle de survivre & une période supplé-

mentaire de temps X,

fy = EX" = / "N Mdr =T(r +1)/\. (1.36)
0
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La distribution gamma

La famille de deux parameétres de distributions gamma comprend la dist-
tibution exponentielle en tant que un cas particulier. Alors que la densité de
distribution du gamma a une belle forme, la fonction de survie et le taux de
risque peuvent étre écrit sous forme fermée uniquement pour certaines va-
leurs de parameétres. Encore une fois, le parameétre d’échelle A > 0. De plus,

il existe un parameétre de forme v > 0 et ;
fz|Av) = Az e ™™ /T (v), x>0, (1.37)

avec le paramétre de forme v = 1, il s’agit juste d’une distribution exponen-
tielle. Le fait que cette densité s’intégre a I'unité est une conséquence directe
de la définition habituelle de la fonction gamma comme une intégrale.

Lorsque le paramétre de forme v est un entier,

F(r|\v) =Y e \x) /K, x>0 (1.38)
0

c
Ju

b
Il

La distribution de weibull

La distribution de Weibull est une autre famille de deux paramétres
qui comprend la distribution exponentielle. Cette famille a un paramétre
d’échelle A et un paramétre de forme «, les deux positifs. Contrairement a
la distribution du gamma, le fonction de survie ici est une forme simple, en
particulier ;

F(z) = exp{—(\2)*}, x>0, (1.39)

La différenciation de cette fonction de survie donne la fonction de densité,
f(z) = ar(\2)* texp{—(A\1)*}, x>0, (1.40)
Clairement, et le taux de risque

r(z) = aX(\r)*", 2 >0. (1.41)
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La distribution de lognormale

SiY est une variable aléatoire ayant une distribution normale et X = eV,

alors X est dit avoir une distribution lognormale. Parce que le normal fonction
de distribution n’a pas de forme fermée, ni la distribution fonction ni le
taux de risque de la distribution lognormale peut étre exprimé sous forme
fermée. Mais la densité peut étre obtenue a partir du densité de la distribution
normale.

La distribution log-normale peut étre utilement paramétrée dans plusieurs
facons, dont trois sont notés ici. Supposer que —oo < u, 8 < 0o, 0 < A, o,

a, et laissez ;
p=—log\ o=1/aetB =a’u= /o’ (1.42)

Pour x > 0, la densité est donnée par :

flz) = 271rax ex —(logQiQ— Q) } (1.43)
_ \/g‘_m exp{_[bg(;\x)a]} (1.44)
a —[log z°]?

— 2% exp{—5°/20%}

NG exp{T} (1.45)

Ainsi, la densité peut étre exprimée en termes de paramétres (i, o), (A, @)

ou (v, 5).

1.5 Les familles non paramétriques : exemples

de base

Un certain nombre de familles non paramétriques de distributions de la
survie sont discutées au chapitre 3 ; ici, quelques exemples de base sont brié-

vement présentés.

Les densités Log-Concave et Log-Convexe

Le logarithme d’un certain nombre de densités standard est soit convexe

soit concave.
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(i) La densité normale est un exemple bien connu d’une densité log-concave.
(ii) On peut voir et la concavité de la fonction logarithmique aussi que la
densité du gamma est log concave pour v > 1 et log convexe pour v < 1.
(iii) La densité de Weibull est log concave pour a > 1 et log convexe pour
a <1.



Chapitre 2

Les familles paramétriques

2.1 Intoduction

La famille paramétrique de survie la plus importante est la famille de
distributions exponentielles. Cette importance est en partie due du fait que
plusieurs des familles les plus couramment utilisées de distributions de la
survie sont des extensions a deux ou trois parameétres de la distributions ex-
ponentielles. Mais les distributions exponentielles, avec leur constant taux de
risque, forment une base de référence pour évaluer d’autres familles. Car ils
ont un seul paramétre, ils sont assez simples a décrire et sont exceptionnel-
lement favorables aux analyses statistiques.

En raison de leurs propriétés remarquables, les distributions exponentielles
se poser naturellement dans les parameétres théoriques. Ils ont beaucoup de

caractérisations d’importance a la fois théorique et pratique.

30
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2.2 La distribution exponentielle
Definition 2.2.1. On note F la fonction de survie définie par :
F(x) = e W >0,
on définit la fonction de densité par :
flz) =Xe™™ Vx>0,
Taux de hazard :

r(z) = A

Cette fonction est aussi appeleé fonction de risque instantané de décés . le
tauz de hasard ,note \. est définit par r(x) = X Yz > 0 . La distribution
exponentielle ;

fo(z) = Xe™ >0. (2.1)

— e
F(r) = 1- Fy() (2.2)
= 1-(1-¢e™)
= ¢ (la fonction de survie),
_ [a(2)
r(z) = T (2.3)
B )\e—)\x
- e~ AT

= A (T'aux de hasard).
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25 | =10 E

figure 2.1 :Densités de la distribution exponentielle

Lorsque le parameétre A > 0, agit & la fois comme un paramétre d’échelle et
d’un paramétre de taux de risque. On a beaucoup de distribution de la vie
sont lieés la distribution exponentielle .

Les fonctions de survie prennent souvent une forme plus pratique que les

fonctions de distribution ona :
F(z)=1—e, (2.4)

Pour les distributions exponentielle ,il est facile de vérifier que la durée de
survie risuduelle & la distribution t est independante de t,en fait , ceci carac-
térise la distribution exponentielle .

La moyenne de survie résiduelle de la distribution exponentielle est indépen-
dante de l'age t, une autre proprieté caractérisante la distribution G avec la

fonction de hasard R.

G(z) = exp{—R(z) = P(x > R(z))}.

ou X a une distibution exponentielle de paramétre 1,de ce point de vue , il

est & prévoir que la distribution exponentielle va jouer un réle centre . Parce
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que la fonction de survie a une forme simple, il est facile d’écrire le rapport :

Pour trouver le temps total sur test transformer,il faut d’abord vérifier que;

F7Y(P) = [~log(1 =p)l/A, 0<p<1, (2.5)

A partir de (2.5) il s’ensuit que le temps total sur le transformation définition

est donnée par cette forme :

v(p) =p/A 0<p<1, (2.6)

Il est verifier que la moyenne de la distribution 1 est %, de sorte que le temps

total d’essai normalisé sur transformer

P =

Y

==

est donnée par :
v(p)=p 0<p<l,

pour les distributions exponentielle est donnée par :

L(p)=p+(1—p)log(l—p) 0<p<Ll

Et que l'indice de Gini est de %
Les deux graphes representent l'inverse et courbes de lorenz pour la distri-

bution exponentielle.
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figure 2.3 :La courbe de Lorenz pour la distribution exponentielle.

Les moments

Si X a une distribution exponentielle de paramétre A. Puis pour r > —1;

r+1)

o r
= Ex” :/o " Ne Mdr = ()\T , (2.7)



2.3 Caractérisation de la distribution exponentielle 35

ou I' est la fonction gamma d’habitude discutée, ainsi les distributions expo-
nentielle ont des moments de tous ordres supérieure a (—1) et ils prennent

une forme simple. Les moments normalisés,

Lo 1
A== = 2.
Lir+1) A" (28)

avoir méme une forme plus simple. Rappelons que le moment normalisé joue

un role spécial, il s’ensuit que x a l’écart type;

1
6% = var(z) = vl s, (2.9)
cela signifie que x est le coefficient de variation.
cv(x) = % = 1. (2.10)

Ainsi, pour la distribution exponentielle, I’écart type et les moyennes sont
égales; ceci est en contraste frappant avec la distribution normale, ol ces
quantités sont sans rapport. Cela pourrait étre attendu le fait que la distri-
bution normale a plus d’un paramétre.

Un calcul direct montre que la transformée de laplace ¢ de x est donné par :

A
A+ s

o(s) = E(e™™) = . 5> = (2.11)

2.3 Caractérisation de la distribution exponen-
tielle

Une distribution F est exponentielle si et seulement si;
F(x+t)=F(x)F(t) pourtousxz,t >0, (2.12)

ou bien de la maniére suivante :

F = M =F Xz our tous xr
Fulz) = 7 = F(z) pourtousz,t > 0. (2.13)

L’interprétation évidente de (2.13) est que la probabilité conditionnelle de
survie pendant un temps supplémentaire x donné la survie a temps t est

indépendant de 1’age t,
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Proposition 2.3.1. Si

existe pour tout x > 0, alors pour certains X\, 0 < \ < oo,

(@) = exp{—Az}.

En effet; Pour z,y > 0

¢(:ﬂ + y) - tlgglof(t)(m t y) - tlgglo %
oy Pty +t) Fly+1)
S oo F(y4t)  F(t) (2.14)

Flx+y+t) . Fy+1t)

S Fy+) e B
= Y(@)(y)

Proposition 2.3.2. Si le taux de risque r de F' a une limite positive tlim r(t) =
—00

A, alors Fy converge dans la distribution vers une exponentielle distribution

avec le parametre X comme t — o0.

Proposition 2.3.3. Si

FEziste sur un ensemble dense, puis sur (0,00), la limite tend vers 0, tend

vers 1, ou est la fonction de survie d’une distribution exponentielle.

Proposition 2.3.4. Une distribution F' est une distribution exponentielle si
et seulement si ['un des éléments suivants et VETifié.

(i)F a le support [0,00] et a une densité qui est a la fois log concave et log
convexe sur son support.

(17) F est a lintersection des classes de distributions IHR et DHR.

(171) est a lintersection des classes de distributions IHRA and DHRA distri-

butions.
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2.4 Extensions paramétriques de Distribution

exponentielle

La distribution exponentielle a un seul parameétre qui sert a la fois comme

parameétre d’echelle ou comme un parameétre de fiabilité.

La distribution gamma

La distribution gamma a la de densité;
)\va—le—kx
NI

dans ce cas, la fonction de survie peut étre donnée sous forme fermée seule-

flzl\v) = x>0, (2.15)

ment lorsque v est un entier.

v=1 )z k
_ e Az
F(z|\v) = Lo px (Az) : (2.16)
Clairement, le taux de hazard de la distribution gamma ne prend pas forme
méme lorsque v est un nombre entier. Le paramétre est parfois appelé un
«paramétre de formey», mais il est également connu comme 1 '«indice» de la
Distribution. Comme on peut le voir & partir de (2.15) ou (2.16), X est un

parameétre d’échelle.

Les moments

Proposition 2.4.0.5. Si F' est une distribution gamma avec densité (2.15),
alors L+ 0)
r+uv
EX"= ——  r > —v, 2.17
C(v)Ar (2.17)
ce résultat peut étre obtenu directement a partir de la définition du fonction
gamma comme une intégrale. De (2.16), il s’ensuit que ;

v

v
EX=— e VarX = 2.18
3 e ar VL ( )
de sorte que le coefficient de variation est CV(X) = ‘/‘;‘;’;X = % D’une
maniére similaire, on peut vérifier que F a la transformation de Laplace ;
A
Ee " = 19, s> =\ (2.19)

(A +s)
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figure 2.4 :Densités de la distribution gamma (A = 1)

La dérivations de la distribution gamma

Il y a plusieurs facons de dériver la distribution gamma, et chacune est
instructif & sa maniére. Tous ceux décrits ici sont basés dans certains maniére

sur la distribution exponentielle.

A partir d’un processus de poisson

Une dérivation standard de la distribution gamma est via un processus
de Poisson. Soit X le temps d’attente pour le vth saut dans le processus de
Poisson N(t),t = 0 avec le paramétre A. La fonction de survie de X peut
étre obtenue directement :

Z;é efz\x(Ax)k '
k! ’

P{X >z} =P{N(z) <v} = 2

c’est-a-dire que X a la fonction de survie (2.16).

Par l’introduction d’un paramétre de moment

Le plus simple dérivation de la distribution gamma via la distribution

exponentielle semble étre par I'introduction d’un parameétre de moment .
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C’est simple parce que les moments de la distribution exponentielle, ont la
I(r+1)

forme simple p, = —5+. Lorsque cela est fait, la densité résultante est :

)\B—l—lxﬂe—)\w

flz|), B) = >0, A>0, B8>-1 (2.20)

—7 iy -
r'+1)
Par l’introduction d’un paramétre de convolution

La transformation de la place ¢ de la distribution exponentielle est donnée

par :
A
= — -
o) =15 >N
parce que la distribution exponentielle est infiniment divisible, il s’ensuit que ;
A
= Y= v > —\. 2.21
Blslo) = (D))" = (552" s (221)

Est une transformation de Laplace, pour tout v > 0.

En présence d’une mixture

. Pour v < 1, la densité (2.15) apparait comme un mélange de distri-

butions exponentielles. La représentation suivante est due a Gleser (1989)

[17] :

Fah o) = /Ge_exg(G\A,v)dQ,O cu<l, (2.22)
ou,
RO
5(61h,v) = oT(1 — U)F(v)’e =N (2.23)

= 0, autrement.

La densité du gamma (2.15) a été obtenue par Pearson (1895) [37] et est
connu sous le nom de courbe de Pearson de type III. Pearson a dérivé la

densité d'un équation différentielle. Si X est la densité du gamma (2.15),

1

% a la densité¢ g donnée par :

AY A

F(U)x“—le o

Cette densité a également été obtenue par Pearson (1895)[37| et est connue

alors on peut montrer que

g(x) = x>0 (2.24)

Courbe de Pearson de type V. Pour plus de détails sur les courbes de Pearson,
voir aussi Elderton et Johnson (1969) [12] ou Kendall et Stuart (1963)[28].
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figure 2.5 : Fonctions de survie de la distribution gamma (A = 1)

Propriétés de la distribution et de la fonction de survie

En général, ni la fonction de distribution ni la fonction de survie de la
distribution gamma a une expression simple; ils peuvent étre donnés seule-
ment en termes de fonction gamma incompléte lorsque v n’est pas un nombre
entier. Cependant, les propriétés de ces fonctions peuvent encore étre déter-

minées.

Proposition 2.4.0.6. La fonction de survie F correspondant a la densité
gamma (2.15) est log concave, pour v > 1, et log convexe sur [0,00), pour

v < 1. La fonction de distribution gamma F est log concave, pour tout v.

Le taux de risque

Parce que la fonction de survie de la distribution du gamma peut étre
donnée seulement en termes de fonction gamma incompléte lorsque v n’est
pas entier, ni le taux de risque ni le taux de risque inverse ne peuvent étre
exprimé sous forme fermée. Méme ainsi, une forme du taux de risque peut
étre étant donné que cela est utile pour l'identification de ses propriétés.
Suivant 'approche de Barlow et Proschan (1975)[3], écrire la fonction de

survie comme une partie intégrante de la densité pour obtenir

— :/ (E)“_le_)‘(z_‘”)dx :/ 1+ E]“_I(B_A“alu. (2.25)
T 0

T i
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ol la seconde intégrale est obtenue a partir du premier par le changement de

variable u = z — x. Maintenant, il est clair que;

r(z) est croissant en x > 0 quand v > 1
r(x) est la constante A quand v =1,et (2.26)

r(z) est decroissant en x > 0 quand 0 < v < 1.
Les résultats du taux de risque (2.26) découlent également directement de la

concavité logarithmique et log-convexité de la fonction de survie;

limr(z) = 0, pour v >1
z—0

= A, pour v =1 (2.27)

= o0, pour 0 <v <1

De la deuxiéme forme de r(z) dans (2.28), il s’ensuit directement que :

lim r(z) = A pour tous v > 0 (2.28)

T—00

figure 2.6 : Taux de hazard de la distribution gamma (A = 1)

Notez que pour A fixe, le taux de risque a tout x fixe est décroissant v ; ceci
est une conséquence du fait que v est un parameétre de convolution (voir la
figure 2.6).
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Parce que la fonction de distribution du gamma F est log concave, la dérivée
du log F' est décroissante ; cela signifie que le taux risque inverse décroissant
pour toutes les valeurs de v. Ce fait contraste avec les propriétés du taux de

risque qui dépendent de si v > 1 ou v < 1.

La distribution résiduelle de la survie

Proposition 2.4.0.7. Si F est une distribution du gamma avec densité

(2.15), alors pour tout v, la fonction de survie résiduelle F,(z) = Elotr)

F(r)
satisfait,
lim F(z) = e,
T—r00
Ly —
v‘ri pa—
_—~
-
=
|
oo —
—_— —

P
figure 2.7 : Temps total sur la transformée de test pour la distribution

gamma (A = 1)

La distribution de Weibull

Avec l'introduction d’un parameétre de puissance «, la fonction survie

exponentielle devient ;

F(z|\ a) = exp{—(\2)*}, \,a, 2 > 0, (2.29)
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c’est la fonction de survie de la distribution de Weibull.De (2.29), il résulte
directement que la densité f et le taux de risque r de la distribution de Weibull

sont donnés par :
f(z|\ o) = ax(\r)* texp{—(\1)*}, 2 >0, (2.30)

r(z|\ o) = ad(A\z)* ™ a > 0. (2.31)

Voir les figures 2.5, 2.6 et 2.7 pour les graphiques de la densité, la fonction de
survie et le taux de risque. Pour cette distribution, le paramétre de puissance
a est généralement appelé «paramétre de forme». Malheureusement, aucun
paramétrage de la famille Weibull a été standardisé ; certains auteurs écrivent
A a la place de A\®. Divers paramétrages de la distribution de Weibull sont
discutés dans un article de revue par Hallinan (1993) [22].

Une mention précoce de la distribution de Weibull a été faite par Thiele
(1872) [48] citant Oppermann du Insurance Record du 11 février 1870. a

proposé d’utiliser ;
r(z) = r(z|A, 1/2) + r(z|A, 1) + r(x| A3, 3/2),

taux de risque des jeunes jusqu’a ’age de 20 ans. Cette somme de trois les
taux de hasard de Weibull produisent une fonction de survie qui est le produit
de trois fonctions de survie de la forme (2.29). Dans un contexte similaire,
Makeham (1890)[31] a dérivé la distribution de Weibull avec le paramétre de
puissance 2.

La distribution de Weibull a été rencontrée par Fisher et Tippett (1928) [13]
comme une distribution de valeur extréme, une dérivation discutée. Dans une
étude de la distribution de la taille des particules dans charbon en poudre,
il a été encore dérivé par Rosin et Rammler (1933)[39] en utilisant méthodes
entierement différentes. La distribution de Weibull a été proposée par Wei-
bull (1939a, b) [51] [52] dans le contexte de la résistance des matériaux et des
ruptures dans les solides. Mais plus tard, dans des documents plus accessibles
(Weibull, 1951, 1952)[53] [54], il promu la distribution pour I'utilisation dans
I’analyse d’'une plus grande variété qu’un la fonction de hazard peut étre
non-négative.

La distribution de Weibull a été largement utilisée dans les études médicales,
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et il a gagné une popularité considérable en tant que modéle dans plusieurs
autres les champs, y compris la foresterie et I'ingénierie ; un certain nombre
de documents employant la distribution de Weibull dans une grande variété
d’applications est listée par Murthy. En raison de sa popularité plutot omni-

présente, des articles mettant en garde contre la discrimination aveugle.

2.0

0.5

0.0

figure 2.8 : Densités de la distribution de Weibull (A = 1)
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figure 2.10 Taux de risque pour la distribution de Weibull (A = 1)
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Caractérisations de la distribution de Weibull

Si X a une distribution de Weibull avec le paramétre de puissance «, alors
X a une distribution exponentielle. Ce fait peut étre utilisé pour traduire
toute caractérisation de la distribution exponentielle & une caractérisation
de la distribution de Weibull avec paramétre de puissance fixe. Par exemple,

Wang (1976) [49] a montré qu’une variable aléatoire X satisfait ;
PX > /2o +y*| X >y=PX >zx,z,y >0, (2.32)

si et seulement si X a une distribution de Weibull avec le paramétre de

puissance a. Pour le prouver, réécrivez (2.32) dans le formulaire;
PX® >z +y* XY >y = PX* > 2% x,y > 0.

Cette forme de la propriété "manque de mémoire" que X¢ est une distri-
bution exponentielle. Pour une autre caractérisation de la distribution de
Weibull, voir Arnold et Isaacson (1976) [1].

Une représentation de mélange

Walker et Stephens (1999)[50] ont observé que si;

a—1

g(x|u) = .0 <z <ul/e
u

est la densité d'une distribution uniforme sur [0, u'/] avec un paramétre de
puissance «, et si

h(u) = cPue ™ u > 0,

est une densité du gamma avec 2 parameétre, puis le mélange ;

f@) = [ glalhiu)d
Est une densité de Weibull ; avec ¢ = A\*; cette densité est donnée par (2.30).

Mélange des distributions de Weibull

Des mélanges de distributions de Weibull ont été utilisés dans diverses

applications, un grand nombre d’entre eux sont répertoriés par Murthy. Les
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taux de risque de méme le mélange de deux distributions de Weibull peut
prendre une variété de formes ; ces taux de risque peuvent avoir jusqu’a quatre
maxima et minima relatifs. Pour un catalogue de ces taux de risque,voir Jiang
et Murthy (1998)[25].

Si X est une distribution de Weibull avec @ = 2 et Y a une distribution expo-
nentielle, alors min (X,Y) a un taux de risque linéaire croissant.Les mélanges
de distributions avec de tels le taux de risque peuvent avoir une variété de
formes de taux de risque; pour une étude détaillée de ces mélanges, voir
Block [4].

Les distributions de Weibull inverses et généralisées

Si X est une distribution de Weibull, alors la distribution de 1/X est
parfois appelé une distribution de Weibull inverse. Un calcul direct montre

que si X a la fonction de survie (2.33), alors 1/X a la fonction de distribution ;
wy(z) = exp{—(0z)"*},0,a > 0,2 > 0.

Cette distribution de valeur extréme pour les maxima, a déja été trouvé
par Fréchet (1927) [14]. La densité (2.30) de la distribution de Weibull et la
densité de W3 combiner bien pour former ce qu’on pourrait appeler la densité
d’un étendu la famille de Weibull. A cet effet, il est pratique de reparamétrer
W5 en remplagant € par A (pas 1/)), et remplacer a par —« , de sorte que

a < 0. Ensuite, W5 prend la forme;

F(z|\ ) = exp{—(\x)*},a < 0,A > 0,2 > 0, (2.33)
la distribution de cette densité, disons f, qui se combine avec (2.30) pour
devenir ;

f(z|A\ @) = |a|A(A2)* P exp{—(Ax)*}, A > 0,a # 0,z > 0. (2.34)

Pour a < 0, cette densité est unimodale, avec un mode au point ;

Loa—1,
T =—(——)"%
)\( o )
Cela peut facilement étre vérifié en définissant la dérivée du logarithme de la

densité est égale a 0.
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Quand a < 0 est le taux de hazard ;

ald(Ax)* texp —(\x)®
r(z|\, a) = o] g—)exp—()\x)i ) ,x > 0. (2.35)

Satisfait ;

lim r(z|\, a) = lim r(z|\, o) = 0.
T—00 z—0

Lorsque o < 0, le taux de hasard r de (2.35) est un mode unique; c¢’est-a-
dire que r est une forme d’une fonction de distribution avec poids inversée.
Cette distribution a été étudiée par Jiang, Murthy et Ji (2001, p.115) [24],
qui déterminent que le mode du taux de hazard est donné par le solution de
I’équation ;

2(t) = (1 — é)u — ), (2.36)

ou z(t) = (At)*. Parce que le coté gauche de (2.39) est linéaire en z(t) et le

coté droit est croissant et convexe en z(t), il n’y a quun positif Solution.

La distribution de la survie résiduelle de Weibull

La distribution de la survie résiduelle de Weibull est une fonction de
survie;

Fi(r) = exp —[Ax +1)]* + (M), 2,0, ) > 0, (2.37)

et taux de risque;
ri(r) = aXx +1)* 1z, a, A > 0. (2.38)

Notez que ce taux de risque satisfait (2.32), mais que contrairement au taux
de hazard de la distribution de Weibull, peut 7;(0) = aAt*~! prendre d’autres
valeurs que 0 et oco.

Notez que pour a > 0, Fy(z) < F(x), C'est;

F(x+1t) < F(x)F(t),z,t > 0.

De sorte que F est NBU (New Better than Used). Cette inégalité est inver-

séesiaw < 1, et alors F est NWU (new worse then used). Ces résultats peuvent

étre obtenus facilement du fait que pour positif numéros, ay, ..., an, (3, ar)r

décroissant dans r > 0.
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La Durée de survie résiduelle de la distribution de Wei-
bull

Si F est une distribution de Weibull, la distribution de la survie résiduelle

est une fonction de survie, la densité et le taux de risque donné par :

Fy(z) = exp{—[\x + t)]* + [\]*}, (2.39)
fi(x) = Ey(z) Ao (x + )], (2.40)
r(z) = Ma(z +)]* . (2.41)

Cette distribution n’a pas trouvé sa place dans la littérature, et son I'impor-
tance n’est pas claire. Mais ici, il y a une nouvelle flexibilité dans le choix
le taux de risque a 0, donc dans certaines circonstances, la distribution peut
étre un concurrent a d’autres extensions a trois paramétres de la distribution
de Weibull. Ces distributions de vie résiduelle ont un taux risque monotone,
et bien siir, ces taux de risque sont seulement ceux de la distribution de Wei-
bull, mais avec l'origine déplacé a t.

Si la variable aléatoire X est la fonction de survie de (2.29), alors Y =

log[1 + (X/t)] a une fonction de survie Gompertz ;

G(y) = exp{=¢(e™ = 1)}, y > 0,
ou £ = (At)“. La distribution de Gompertz .

Proposition 2.4.0.8. Dans ['ordre de transformation conveze, de distribu-
tion résiduelle de la vie (2.29) decroissant dans t pour o < 1, et croissant
dans t pour a > 1, les parameétres o et A étant fixes.

En utilisant le fait que
F(2) = {[(M)* = log 2] /*/A} — ¢,

La convezité requise peut étre vérifiée par différenciation.

La distribution de Weibull avec un paramétre d’inclinai-

son

Lorsque F est une fonction de distribution de Weibull, alors extension

géométrique-extréme stable de la distribution de Weibull avec la fonction de
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survie ;

— yexp[—(kx)o‘]
F — > 2.42
(x|, 7y, ) = =5 exp[—( )\x)a],x_(),)\,a,”y>0, (2.42)

la densité et le taux de hazard de la distribution donnée par (2.29). En
particulier, le taux de risque est ;

Aa(Az)e!
1 — yexp[—(Az)e]’

r(z|\ a,y) = x>0\ a,v>0. (2.43)

o —

figure 2.11 : Taux de risque de la distribution de Weibull avec parameétre

d’inclinaison (A = 1,y = 0.5)

Cette fonction est représentée graphiquement sur les figures 2.11, 2.12 et 2.13.
Il peut étre vérifié en utilisant des méthodes élémentaires que le taux de risque
est croissant siy > 1, a« > 1, et décroissant siy < 1, a < 1.Sia > lety <1,
alors le taux de risque croissant initialement et finalement croissant, mais il
peut y avoir un intervalle ol il décroissant. De méme, si o < 1 et v > 1, alors
le taux de risque est initialement décroissant et finalement décroissant, mais
il peut y avoir un intervalle ot il est croissant.

Si Y a une distribution exponentielle avec le paramétre 1, alors X = Y/ /A
a la fonction de survie de la distribution de Weibull. De méme, si Y a la
fonction de survie avec A = 1, alors X = Y/*/X a la fonction de survie

(2.29). Par conséquent, les moments.
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5
|

figure 2.12 :Taux de risque de la distribution de Weibull avec paramétre

d’inclinaison (A = 1,7 =1)

En utilisant EX" = [EY"/]/\" . Ainsi, si X a la fonction de survie, puis;

figure 2.13 :

F(a), 7] < 1. (2.44)

Taux de risque de la distribution de Weibull avec paramétre

d’inclinaison (A = 1,7y = 2)
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v 0.2 0.5 1.0 1.5 2.0 10 20

022468 6101 1200 1774 2333 1014 1828
03] 2046 4897 9.261 13.28 17.03 61.14 99.29
0.4] 0807 1.844 3.323 4609 5764 17.54 26.38
0.5] 0537 1164 2,000  2.690  3.290 8.779  12.48
0.6 0446 0915 1.505 1971  2.365 5.681 7.739
0.7 0410 0801 1.266 1.621 1.913 4.222 5.563
0.8] 0398 0742 1133 1422 1.657 3.408 4.373
091 0397 0710 1.052 1.299 1.495 2.900 3.641
1 0.402  0.693 1.000 1.216 1.386 2.558 3.153
2 0.518 0.714 0.886 0.994 1.072 1.522 1.710
5 0.725  0.835 0918 0.966  0.999 1.165 1.225
10 0.842 0.906 0951 0977  0.994 1.076 1.105
100 0.982 0.989 0.994 0.997  0.999 1.007 1.010

Tableau 2.14 : Valeurs attendues de X lorsque X a une distribution

Weibull avec inclinaison parametre v et A = 1.

Cependant, les moments ne peuvent pas étre donnés sous une forme fermeée ;
donc, méme le premier moment de doit étre obtenu numériquement. Pour
A = 1, tableau 2.14 montre les valeurs du premier moment pour diverses
combinaisons de « et 7.

Notez que pour « fixe, la valeur attendue croissant dans v, ceci est une consé-
quence fait qu'un commande stochastique implique la commande d’attentes.

En écrivant

EX?® :/ Sz* F(z|\, v, a)dr, s>0
0

Il peut étre montré avec le changement de variables y = (Azx)® un l'intégration

par des parties.
lim EX7°P=X"° s>0,

a—r00
Ce sont les moments d’une variable aléatoire dégénérée a 1/\. Ca peut vérifier

aussi que la limite de la fonction de survie comme o — oo est dégénérer.



Chapitre 3

Les familles non paramétriques :

Densités et les taux de hazard

3.1 Introduction

Un certain nombre de familles non paramétriques de distributions de la
vie ont été étudiées, en cas particulier dans le contexte de la théorie de la
fiabilité ; le plus important de ces familles sont discutées dans ce chapitre.
Parce que les familles sont défini par des propriétés qui ont des interpréta-
tions physiquement significatives, une hypothése selon laquelle une distribu-
tion réside dans une famille particuliére parfois peut étre justifiée par une
compréhension physique du mécanisme de défaillance. Pour ces familles non
paramétriques, de nombreuses procédures statistiques sont disponibles qui
peut étre considéré comme debout entre paramétrique et standard analyses
sans distribution.

Les familles non paramétriques ont re¢u peu d’attention dans des contextes
médicaux, ol les analyses ont tendance & étre basée soit sur paramétrique
modéles ou ont utilisé des méthodes non paramétriques standard.

En dehors de I'utilité des familles non paramétriques pour les données ana-
lyses, une compréhension de leurs propriétés est tres utile étudier des familles
paramétriques particuliéres parce que les membres de ces familles appar-
tiennent généralement & au moins une des familles non paramétriques. Un

compréhension des propriétés définissant les familles non paramétriques peut

33
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jouer un role important dans le choix de la famille paramétrique.

3.2 Les densités Log-Concave et Log-Convexe

Les densités log-concaves et log-convexes sont importantes en partie parce
qu’elles sont souvent rencontrés et d’une partie parce qu’ils ont des propriétés
intéressantes.

L’importance des densités log-concaves dans les statistiques était peut-étre
d’abord reconnu par Karlin et Rubin (1956) [27]. Plus récemment, le concept

a joué un role dans la théorie économique.

Definition 3.2.1. Si F est une fonction de distribution absolument continue,
avec une version f de la densité ayant la propriété que logf est concave, alors
F est dit avoir une densité log-concave. Si f(x) = 0, x < 0, et log f est

conveze sur [0,00), alors F est dit avoir un log-convexe densité.

Des exemples de densités log-concaves et log-convexes sont familiers; ef-
fectivement, il est bien connu et facilement vérifié que :
(i)Les densités normales sont log concaves,
(ii) Les densités exponentielles sont a la fois log concave et log convexe,
(iii) Les densités gamma sont log concaves si v > 1 et log convexesi 0 < v < 1,
(iv) Les densités de weibull sont log concave si @ > 1 et si log convexe
O0<a<l.

Quelques Propriétés

Proposition 3.2.0.9. Les densités log-concaves sont unimodales, c’est-a-
dire sont non décroissantes jusqu’a un certain point et non-croissantes au-
dela de ce point. En effet; Pour montrer qu’une densité est unimodale, il
suffit de montrer que pour toute constante positive c. f(x) — ¢, change de
signe au plus deuz fois, et l'ordre —, +, — s’il y a deux changements de signe.
Mais cela est vrai si et seulement si; log f(x) — d, est pour une constante d,
au plus deux changements de signe, dans ['ordre —,+, — sl y a deux signes
changements. Ce modéle de changement de signe est valide car le log f est

concave.
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Proposition 3.2.0.10. Soit { fy,0 € A} une famille des densités log-convexes
concentré sur lintervalle I et supposons que A est un convexe ouvert en-
semble. Si fg(x) est une fonction mesurable de 0 pour chaque z fize dans I,

et si G est une fonction de distribution de probabilité sur A, alors le mélange
f(x) = [ fo(x)dG(0) est une densité log-conveze.

Les densités complétement monotones

Les densités complétement monotones forment une sous-classe importante
des densités log-convex est une fonction ¢ définie sur (0, 00) est dite complé-

tement monotone s’il posséde les dérivées ¢™ de tous les ordres n, et ;
(=1)"¢"™(z) > 0,2 > 0.

Il résulte de résultats bien connus sur les transformations de laplace qu’une
fonction de survie est complétement monotone si et seulement si pour une

fonction de distribution H, il a la forme;
F(z) = / e AH(N), 2 > 0, (3.1)
0

ainsi, les fonctions de survie complétement monotones sont exactement celles
qui sont des mélanges des fonctions de survie exponentielles. Une fonction
de survie est complétement monotone si et seulement si elle est une densité

f complétement monotone c-a-d :

f(z) = /O h Ae ™ MdH (M), > 0. (3.2)

Exemple 1. Quand H est une distribution exponentielle, disons, avec para-
metre 1/6, puis(3.1) devient;

F(z) = / e N0\ = 1/(1 + 0z),2 > 0.
0

C’est un type spécial de la fonction de survie de Pareto [35].

Proposition 3.2.0.11. (Steutel, 1967,1969) [46] [47]. Si F est complétement
monotone (ou de maniére équivalente, si la densité correspondante est com-

plétement monotone), alors il est infiniment divisible.
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Proposition 3.2.0.12. Si F(0) =0 et I est complétement monotone, alors

[ est log conveze sur [0,00).

Proposition 3.2.0.13. Si f est log concave, alors le taux de risque v = f/F
de F croissant, et la taux de risque inverse S = f/F de F décroissant. Si f

est log concave sur [0,00), alors le tauz de risque r décroissant sur [0,00).

Exemple 2. Supposons que 7(z) =z + (1+2)"', 2 >0 Ca peut étre
vérifiée par différenciation que r est croissante, et donc R(x) = foxr(t)dt =
s2% +log(1+z) est conveze. log F(x) = —R(x), et par conséquent F' est log
concave.

Pour montrer que f n’est ni log concave, ni log convexe, utilisez la formule
log f(x) =logr(z)+log F(x) pour vérifier que la dérivée seconde de log f(x)
est positif a 0 et devient finalement négatif.

Un calcul un peu plus impliqué mais similaire montre également que log F'(z)

nL convexre ni concave.

Proposition 3.2.0.14. Si f(z) =0, z < 0 et lelog f est convexe sur [0, 00),

alors le log F' est concave (—o00, 00).

Proposition 3.2.0.15. Si f est log concave [convexe], alors la vie résiduelle
la densité f,(x) = f(x +t)/F(t) est log concave [convexe] dans z, pour tout
t > 0.

3.3 Le taux de risque monotone

Il ne devrait pas étre surprenant que le concept d’un "risque monotone"
taux découle de la condition que le taux de risque r = f/F est monotone,
mais cette idée nécessite l'existence d’une densité. le concept peut étre défini

de diverses maniéres, dont les meilleures exiger I'existence d’'une densité.

Definition 3.3.1. Soit F une distribution telle que F(x) =0, x < 0. Alors
F est dit avoir un tauz de risque décroissant [croissant] si pour tous x > 0
et tout t tel que F(t) < 1.

[F(t+x)— F(t)] [F(t)— F(t+ z)]

L-F(t) _F(t) ’

(3.3)
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Est croissant en t et F'(04) = 0 [décroissant en t et F'(0—) = 0].

Cette condition indique que la probabilité de survivre pendant un intervalle
de temps de longueur x décroissant [croissant| a 1’age initial.

Le concept d’'un taux de risque croissant peut étre étendu utilement a des
distributions telles que la distribution normale qui ont une masse positive
sur U'intervalle (—o0,0), mais une distribution ne peut pas avoir le taux de
hazard dans tout l'intervalle (—oo,00); le soutien de ces distributions doit

avoir un point limite .

Les conditions équivalentes

La proposition suivante donne une condition pour le taux de hazard mo-

notone cela est généralement plus pratique a vérifier que ’état de la définition.

Proposition 3.3.0.16. Une distribution F' a une croissante [décroissante]
tauz de risque si et seulement si pour tout t tel que F(t) > 0,

— :F(tJr:c)

Fy(x) ) , deroissant|croissant]entpourtoutr = 0, (3.4)

c’est-a-dire que les distributions de durée de survie résiduelle décroissant sto-

chastiquement [croissant| en t.

En effet, pour tout x > 0 et tout t tel que F(t) < 1,

F(t)—F(t+z) - F(t+ )
F(t) N F(t)

est croissant en t si et seulement si F(t + 2)/F(t) est décroissant.

Proposition 3.3.0.17. Si F' est une distribution telle que F(x) = 0 pour
x <0, alors F a un taux de risque décroissant [croissant| si el seulement si

fonction de hazard R = —log F est conveze si finie [concave sur [0, 00)].

Proposition 3.3.0.18. Supposons que F(0—) =0 et F' a une densité. Alors
F a un tauz de risque décroissant [croissant] si et seulement si est une version
f de la densité telle que le taux de risque correspondant r = f/F croissant

[décroissant] sur [0, 00).
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Proposition 3.3.0.19. La fonction de distribution F a une croissante de

taux de risque si et seulement si le déterminant;

F(t; —s1) F(t; — s2)
F(tg — 81) F(tQ — SQ)

|ZO’

o $1 < S, t1 < to, c’est-a-dire, F est une fonction de fréquence de Polya
d’ordre 2.
La fonction de distribution F' a un taux de risque décroissant si et seulement

si le support de F est [0,00) et le déterminant ;

(t1 + s1)

F
F(tQ + 81)

chaque fois que s1 < S9, t1 < tg et s1 +1t1 > 0, c’est-a-dire, F(x +y) est
totalement positif en x et y, v +y > 0.

Proposition 3.3.0.20. Une distribution F a une croissante [décroissante/ de
taux de risque si et seulement si pour tout x > 0, et tout t tel que F(z-+t) > 0,

le rapport de cotes ¢; (x) = [F(x +t) — F(t)]/[F(z +t)] de la vie résiduelle

la distribution F; croissant [décroissant] en t.

Proposition 3.3.0.21. Soit X une variable aléatoire positive avec la fonction
de survie F, et notons la distribution de 1/X par G. Silog F est concave (F
est IHR), alors le log G est concave (G est un taux de risque décroissant
inverse).

En effet, car G(z) = P{1/X < 2} = P{X > 1/z} = F(1/x), 2 > 0,
log G(z) =log F(1/z) a le dérive,

f(1fz) 1
F(1/z) 2%

d d . —

%logG(x) = %logF(l/x) =
Si r(z) = f(x)/F(x) croissant, alors 7(1/X) décroissant. Par conséquent,
r(1/X)/x? est décroissant, et par conséquent, log G a la une valeur décrois-

sante dérivé.
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3.4 Les taux de risque croissant

Le contenu intuitif d’un taux de risque croissant découle de l'interpré-
tation de r(t)dt comme la probabilité conditionnelle de défaillance dans le
intervalle [t,t-+dt| étant donné la survie jusqu’a 'instant t. Ainsi, avec une
croissante de taux de risque, la probabilité de défaillance dans I'instant sui-
vant est croissante lorsque le dispositif ou l'organisme vieillit. Dans un sens
trés réel, c’est un traduction mathématique du concept intuitif de «vieillisse-
ment adverse» mais il serait injuste de prétendre que c’est la seule traduction

mathématique de ce concept.

Les propriétés des distributions avec des taux de risque

croissants

Proposition 3.4.0.22. Si F' est un taux de risque croissant, alors F' a un
densité sauf éventuellement a l'extrémité droite de son support, ot il peut
avoIr une masse positive.

Ce résultat est une conséquence de la définition de la concavité logarithmique.
Il montre que l'utilisation d’une définition n’exigeant pas l’existence d’une

densité n’a pas étendu [idée trés loin. Mais encore, c’est une extension utile.

Proposition 3.4.0.23. Supposons que F' a un tauz de risque croissant. Alors

F a des moments finis de tous les ordres positifs finis.

Le théoréme de préservation d’un taux de risque crois-

sant

Le théoréme suivant indique que la classe de distributions avec croissante
les taux de risque sont fermés sous convolutions. La preuve élégante donné
ici et par Barlow, Marshall et Proschan (1963)[2] est due a Frank Proschan ;
cela dépend de la théorie de la positivité totale, qui est connectée au com-
portement du taux de hazard. Il y a aussi intégration critique par parties.
Aucune vraie preuve élémentaire n’est pas connue.

L’interprétation intuitive du théoréme suivant est : Si chacun des deux ap-

pareils s’usent en ce sens qu’ils ont un taux risque croissant, et si I'un des
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dispositifs est utilisé comme une piéce de rechange pour l'autre et mettre en
service au moment ou le premier échoue, alors ce systéme (un dispositif et sa
réserve) s’use dans le sens ot il est un taux de risque croissant (en supposant
que les deux longueurs de vie sont indépendantes). Le lecteur peut souhaite
interpréter ce théoréme dans d’autres contextes tels que la médecine ou la

biologie.
Théoréme 3.4.0.1. (Barlow, Marshall et Proschan, 1963) [2. Si F et G

avoir des taux de risque croissants, alors la convolution H=F*G a un tauz

de risque croissant.

En effet, Supposons que F est une densité de f et G est une densité de
g. la condition croissant du taux de hazard peut étre écrit en termes d’un

déterminant. Pour t; < to, et u; < uo, forme le déterminant ;

H(tl — Ul) ﬁ(tl — UQ)
H

H (ta — u2)

D =
H(tg —Ul)

9(31 - Uz)

N //51<52 F(t2 — s2)

la derniére égalité est une application de la formule de composition de base.

F tl — 81) f(tl — SQ)

Maintenant, intégrer 'intégrale interne par parties pour obtenir ;

b= //31<32 FEtz —s1) [(l2— s2)

Le signe du premier déterminant est le méme que celui de,

g(s1—u1)  g(s1 —up)

dsadsy.
G(SQ - Ul) G(82 - Ug) 52051

f(ta —s9)F(ta —s2)  f(ts — s2) F(t1 — s2)

1 T — — )

F(tQ — Sg)F(tQ — 81> F(tl — SQ)F(tl — 81)
en supposant que les dénominateurs sont non-nulles. Mais ;

f(ta—s2) _ [(t1 = s2)
F(tQ — 82) F(tl — 82)7

A%

par hypothése et ;

F(tz — 82)
F(tg — 81)
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Proposition 3.4.0.24. (Lynch, 1999) [29]. Soit {F(x|0),0 € ©} une famille
des fonctions de distribution, indexées par un parametre 6 € © C R"™, pour
certaines n. Si G a une densité log-concave g, et log F(x|0) est concave dans

le paire (x|0), puis le mélange.

Flz) = / F(x10)dG(0) = / T (x]0)9(0)db,

est log concave ; c’est-a-dire que F' a un taux de risque croissant.

En effet ; Cette proposition est une application immédiate du théoréme
de Prékopa21.A.14 [40].
L’exigence selon laquelle G a une densité log-concave est remplacé dans la
proposition suivante par la condition plus faible que G a un taux de risque

croissant.

Proposition 3.4.0.25. (Lynch, 1999)[30]. Soit {F(x|0),0 > 0} une famille

des fonctions de distribution telles que

log F'(x]0) est concave dans (x,0), et croissant dans 0 pour chaque x fize.
(3.5)
Si G est une distribution avec un taux de risque croissant et G(0)=0, alors

Le mélange .
H(z) :/0 F(z]0)dG(9), (3.6)

est un taux de risque croissant. Inversement, si H est IHR (increasing hazard
rate) chaque fois que (3.4) est satisfait, alors G est IHR.

En effet ; (Block, Li et Savits, 2003a)[5]. Soit G la distribution de © ; par
hypothése, G est un IHR. Dans la proposition C.1.i, prenez h(t|0) = F(t|)
(avec 0 & la place de X) pour conclure que Eh(t,0) = H(t) est log concave.

Les propriétés des distributions avec des taux de risque
décroissants
Dans cette section, il est montré que les distributions avec risque décrois-

sant les taux de risque ont des densités décroissantes, et peuvent avoir des

queues assez lourdes pour exclure I'existence de moments d’ordre positif.
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Proposition 3.4.0.26. Supposons que F(0—) = 0 et que F ait une valeur
décroissante taux de risque Alors, F' a une densité sauf éventuellement posi-
tive masse a l’origine. Il y a une version f de la densité qui diminue et vérifie
f(z) > 0, pour tout x > 0.

En effet ; Une distribution F a un taux de risque décroissant lorsque R =
—log F est concave sur [0,00). Par conséquent, R a un dérivé continu sauf
pour beaucoup de points . Ou ce dérivé f = F’ existe, il sert de densité;
ailleurs, la densité peut étre défini en utilisant la continuité. Cela signifie que
R' = f/F est en baisse, et par conséquent, f est décroissant.

Devrait-il y avoir un point a < oo tel que F(a) = 0, alors R(a) = oo et
la concavité de R serait violée. De plus, s’il y avait un point b > 0 tel que
F(b) = 1, alors R(b) = 0, et encore la concavité de R serait violé sauf si

R(x)=0, pour tout x> 0, mais alors F n’est pas une distribution fonction.

Proposition 3.4.0.27. Supposons que F' a un taux de risque décroissant.
Alors, F n’a pas besoin d’avoir des moments finis de n’importe quel ordre

positif.

Exemple 3. Si F(x) = 1/(1+ ), * > 0, alors aussi r(x) = 1/(1 + z),
x > 0. Cette distribution est une distribution spéciale de Pareto avec taux
de risque décroissant, et le premier moment n’existe pas. Le danger le taux

d’une distribution de Pareto plus générale, & savoir
by by a—1
r(z) = —aﬁ( z) )
1+ (Az)e

Ce tauz de risque est décroissant pour a<1. Avec & = 1, le moment n’existe

finiment que pour —a <r < a .

Le théoréme de préservation d’un taux de risque décrois-

sant

Proposition 3.4.0.28. Si F' a un taux de risque décroissant, alors La dis-
tribution de la vie résiduel Fy a également un taux de risque décroissant.
La généralisation, due a Frank Proschan, est fondamental a la compréhension

des origines des distributions avec taux de risque décroissant.
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Théoréme 3.4.0.2. (Barlow, Marshall et Proschan, 1963) [2]. La famille des
distributions avec le taux de risque décroissant est fermé sous la formation

de mélanges.

Proposition 3.4.0.29. Supposons que F' a un tauzr de risque décroissant
et premier moment p. Ensuite, la distribution avec densité fqy(z) = F/u,
x >0, a un taux de risque décroissant.

Ce fait, paralléle, est un autre cas particulier. Cependant, voici [’hypothése
d’un premier moment fini est critique parce que les distributions de DHR

n’ont pas besoin de moments finis.

Proposition 3.4.0.30. Soit X une variable aléatoire avec distribution F et
soit Y de densité fy. Alors, F' est un tauzx de risque décroissant si et seule-
ment st X <Y.

Résumé

Les mélanges de distributions DHR sont toujours DHR, mais les mé-
langes de distributions [HR n’ont pas besoin d’étre THR et peuvent méme
étre DRH ; convolutions de RSI sont toujours IHR, mais les convolutions de
Les distributions DHR peuvent étre IHR

3.5 Détermination de la forme du taux de risque

Parfois, une distribution est définie en termes de densité, mais la distri-
bution fonction et la fonction de survie ne peut pas étre donnée sous forme
fermée. En plus de la distribution normale, des exemples incluent la distribu-
tions de gamma lognormales introduites au chapitre 1. Lorsque ni la fonction
de survie ou le taux de risque peut étre donné sous forme fermée, ’étude
directe du comportement du taux de risque ne peut pas étre particuliére-
ment facile. le but de cette section est de fournir quelques méthodes pour la
détermination du comportement du taux de risque utile dans les chapitres
ultérieurs ou la distributions de les familles paramétriques sont étudiées.
On peut le voir directement a partir de la définition du taux de risque;

(1) Si la densité f est croissant a x = x, alors le taux de risque r est croissant
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N

ax=umx;

(ii) Si le taux de risque r est décroissant & & = x, alors la densité f est
décroissant & x = xg.

Ces observations peuvent souvent étre utiles.

Le fait essentiel a exploiter dans ce qui suit est que le comportement du
taux de risque est liée au comportement de la dérivée de la logarithme de la

densité, a savoir ;

__dlogf(@) __['(w)
N T ()

, T > X (3.7)

Bien stir, cela nécessaire que la densité soit différentiable, implicite hypothése

dans ce qui suit.

Lemme 3.5.1. Soit f une densité strictement positive et différentiable sur
(2, 00) tel que $h_>n(r>10 f(z) = 0. Indiquer le taux de hazard de f par r et suppo-
sons que p(x) — ¢ a K changements de signe dans x > xq. Alors,

(i) r(x)-c a au plus K changements de signe dans x > xq et

(i1) Si r(z)-c est K changements de signe dans x > xq, alors ils sont dans le

méme ordre comme ceux de p(x) — c.

Théoréme 3.5.1. Soit f une fonction de densité satisfaisant les conditions
du lemme 8.6.1 avec xg = 0.

(a) Si p croissant, alors r croissant.

(b) Si p décroissant, alors r décroissant.

(c) S’il existe x1 pour lequel p décroissant dans x < xy et croissant en x > w1,
alors il existe xo, 0 < x9 < x1, de sorte que r décroissant en x < xo et
croissant en x > Io.

(d) S7il existe x1 pour lequel p croissant dans x < 1 et décroissant enx > w1,
alors il existe o, 0 < x9 < x1, de sorte que r augmente dans x < x5 et

décroissant en x > 5.

Proposition 3.5.1. (Glaser, 1980)[16].

(i) Supposons que p satisfasse aux conditions de (c¢) du théoréeme 3.6.1. Si
}:ii% f(z) = o0, alors x5 > 0 s, :1615)1% f(z) =0, alors o = 0.

(ii) Supposons que p satisfasse aux conditions de (d) du théoréme 3.6.1. Si

lim f(x) = 00, alors x9 = 00 ; si, lim f(x) =0, alors xy < 0.
z—0 z—0
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Proposition 3.5.2. (Gupta et Warren, 2001) [21]. Soit f un double différen-
tiable densité concentrée sur l'intervalle (0,00) telle que f(x)> 0, pour tout
x> 0. Conserver la notation introduite ci-dessus et supposer que l’équation
p'(z) =0 a n solutions, disons xy,...,T,, 000 =1z < 21 < ... < x,,. Ensuite,
Uéquation v (X) = 0 a au plus une solution dans l'intervalle fermé [xy_y, xg),
k=1, 2,..., n.



Chapitre 4
Conclusion

Pendant de nombreuses années, les auteurs ont été intéressés par le déve-
loppement des méthodes pour générer des distributions multi variées. Notre
motivation était de présenter des modéles qui seraient utiles dans la fiabilité
et 'analyse de survie. Cela nous a conduits a 'idée d’écrire un manuscrit sur
la structure des familles paramétriques et non-paramétrique. Nous tenons a
dire que ce travail est limité aux aspects probabilistes portant sur des mo-
déles de 'anayle de survie.

Comme perspective, on peut se poser quelques questions :

1. Comment se présente les familles semi-paramétriques ?

2. Comment inclure 'aspect statistique sur les différentes familles ?

66
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