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Résumé

Les modéles semi-paramétriques présente un compromis entre ’approche paramétrique
(linéaire ou non linéaire) et 'approche non paramétrique. L’intervention de ces modéles
nous assure une convergence plus rapide des estimateurs, ceci ne raméne & une réduction
de la dimension, mais au prix d’un risque plus élevé d’erreur de spécification. Notons que
nous distinguons a titre d’exemple sur les modéles de régression semi-paramétrique deux
types de modéle : les régressions partiellement linéaires, les modéles d’indice simple. Dans
ce travail nous présentons les modéles semi-paramétrique pour la regression ensuite nous
étudions la normalité asymptotique de I'estimateur de la fonctions de distrubition dans

un modéle & indice simple.
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Introduction générale

En générale la littérature sur la modélisation semiparamétrique pour des donnée fonc-
tionnelles est trés restreinte. Disons que la premiére étude est due a Ferré et al.(2001)[15]
qui ont proposé une extension de la méthode SIR (sliced inverse régression) aux variables
fonctionnelles en utilisant des outils similaires & ’approche théorique de Cardot et al.
(1999)[10]. Pour un modéle d’indice fonctionnel de la fonction de régression Ferraty et
al.(2003)[17] ont obtenu des propriétés asymptotiques, lorsque I'indice est connu. Ils ont
établi dans le cas i.i.d. la convergence présque compléte de 'estimateur a noyau de la
régression pour ce modéle. Leurs résultats ont été étendu au cas dépendent par Ait Saidi
et al.(2005)[1].

Une étude générale est faite par Ait Saidi et al.(2008)[2], lorsque l'indice fonctionnel
est inconnu. IlIs ont proposé un estimateur de ce paramétre, basant sur la technique de
validation croisée. Dabo-Niang et Serge (2010)[14], utilise un modéle semi-paramétrique
fonctionnelle, ou la variable réponse (& valeurs réelles) est expliquée par la somme d’une
combinaison linéaire de composantes supposées inconnues d’une variable aléatoire multi-
variée et une transformation inconnu d’une variable aléatoire fonctionnelle.

Leur étude est concentrée sur ’estimation paramétrique des coefficients de la combinaison
linéaire du modeéle présenté, ils utilisent la méthode non paramétrique pour estimer la va-
riable explicative fonctionnelle, basée sur I’approche des moindres carrés généralisés pour
obtenir un estimateur de ces coefficients. Ils ont établi sous des hypothéses standards, la
consistance forte ainsi que la normalité asymptotique de ’estimateur. Ils illustrent I’étude

asymptotique de 'estimateur par des simulations du type Monte Carlo.

11
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Dans ce qui suit, on présent les types de modéles statistique pour clotirer la partie intro-
duction. Le premier chapitre est conscré a la présentation des modéles semi-paramétriques
ainsi que des outils nécessaire pour ce type de modéles. Le dernier chapitre, on présente

I’estimateur de la fonction de la distrubition dans un modeéle a indice simple.

Modéles paramétriques :

Pour les modéles de régression paramétriques, la fonction de lien, entre la variable &
expliquer y € R et une variable explicative x € R?, dépend d’un nombre fini de parameétres

& estimer. Ils sont de la forme :
y=folz)+e

ol fy appartient a une famille de fonctions paramétrées par 6, vecteur de parameétres réels,
et oll € est un terme d’erreur aléatoire.

Dans un tel modéle, I'objectif est 'estimation du paramétre 6. Les techniques d’esti-
mations paramétriques (maximum de vraisemblance, moindres carrés, ...) sont efficaces
quand la famille de fy est correctement spécifiée. Ces modéles permettent une interpréta-
tion claire de I'impact de la variable explicative sur la variable a expliquer.

Cependant, le choix d’un bon modé¢le paramétrique au vu des données n’est pas toujours
évident. Ainsi le modéle paramétrique choisi peut ne pas étre en adéquation avec les don-
nées réelles et donc parfois étre trés "éloigné" de la réalité des données. En conséquence
les conclusions en découlant peuvent alors étre erronées.

Afin de surmonter ce probléme de sélection du bon modeéle paramétrique, les modeéles non

paramétriques ont été proposés.

Modéles non paramétriques :

Les modéles de régression non paramétriques apparaissent comme une alternative qui
offre la fléxibilité désirée dans la modélisation (car aucune hypothése paramétrique n’est
imposée dans le modéle, seules des hypothéses de régularité de la fonction de lien). La
variable & expliquer y est maintenant reliée a la variable explicative x par le biais d’une

fonction de lien inconnue que 'on doit estimer :

y=f(r)+e
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Le théme commun de la régression fonctionnelle pour estimer f(z) est I'idée d'un lis-
sage local. Sa qualité dépend de la présence de suffisament de données dans le voisinage
de x. Lorsque la variable explicative est unidimensionnelle, de nombreuses techniques de
lissage sont disponibles : méthode des noyaux, splines de lissage, . ... Mais lorsque la di-
mension de x devient importante, le nombre d’observations nécessaires pour le lissage local
croit de maniére exponentielle avec cette dimension. A moins de disposer d’un échantillon
de taille gigantesque, ces méthodes d’estimation non paramétrique ne seront plus valides
a cause de la faible abondance de données dans les régions d’intérét (Big data). De plus,
I'interprétation de la fonction de lien n’est pas toujours évidente.

Pour surmonter ce probléme de dimension et d’interprétation de ’effet de la covariable z,

des modéles de régression semi-paramétrique ont été developpés.

Modéles semi-paramétriques :

Les modéles semi-paramétriques ont alors été développés pour conjuguer les avantages
des approches paramétriques et non paramétriques, a savoir la capacité d’interprétation
des modéles paramétriques et la souplesse des modéles non parameétriques.

Dans de ce type de modéle, la variable a expliquer y dépend généralement de = par le

biais d'un nombre fini de paramétres euclidiens 61, . .., 8 et d’'un paramétre fonctionnel f.

Cet mémoire se compose de deux chapitres. Le premier chapitre est consacré sur les
modéles semi-paramétriques.
Le dernier chapitre est sur estimation semi-paramétrique de la fonctions de distrubition

dans le modéle & indice simple .
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Chapitre 1
Sur les modéles semi-paramétriques

Nous commencgons par citer le modeéle partiellement linéaire qui est 1'un des modéles

semi-paramétriques les plus simples et les plus utilisés dans la pratique.

L’introduction de ce type de modéles semi-paramétriques nous assure une estimation
simple car elle n’implique rien de plus que I'estimation de base du noyau des fonctions de
régression avec la régression des moindres carré.

Ce modele sert également a illustrer un certain nombre de questions un peux subtil qui

se posent dans ’estimation des modéles semi-paramétriques en général.

Par exemple, le paramétre de dimension fini (la partie paramétrique du modéle) gé-
néralement peut étre estimé avec le taux défaut de convergence paramétrique, bien que
nous devons généralement des conditions de régularité importantes ainsi que des condi-
tions plus strictes sur les parameétres de lissage afin d’obtenir le taux de convergence pour

la partie paramétrique du modéle.

1.1 Les modéles partiellement linéaires :
Un modéle semi-paramétrique partiellement linéaire est donné par
Yi=XB+9(Z)+e, i=1,....n (1.1)

Ou X; est un p x 1 vecteur, 8 est une p X 1 vecteur des paramétres inconnus et Z; € RY.
La forme fonctionnelle de g(-) n’est pas spécifiée. Le paramétre dimensionnel 5 constitue
la partie paramétrique du modele et la fonction inconnue ¢(-) représente la partie non

paramétrique.

15
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Les données sont supposées étre i.i.d avec E(g;\X;, Z;) = 0, et nous permettons
un processus d’erreur a condition d’irrégularité de la variance d’un variable aléatoire
E(e?\z,z) = o*(z, z) de forme inconnue. Nous focalisons notre discussion sur la fagon
d’obtenir un estimateur de  \/n-consistent, car une fois cela fait, un estimateur de g(-)

peut étre facilement obtenu.

1.1.1 Identification de ( :

Certaines conditions d’identification seront nécessaires pour identifier le vecteur de pa-
ramétres 3. Observer que X ne peut pas contenir une constante (i.e., 5 ne peut pas conte-
nir une interception) parce que, s’il y a une interception, dites «, il n’est pas nécessaire
d’identifier séparément la fonction inconnue g(-). Autrement dit, pour toute constante

¢ # 0, nous observons
o+ 9(2) = [CY + C] + [9(2’) - C] = Qpew + gnew(z)

donc la somme de la nouvelle ordonnée a l'origine et de la nouvelle fonction g(-) est
équivalente a la somme de 1.1.
Puisque la forme fonctionnelle de g(-) n’est pas spécifiée, il s’agit immédiatement d’un
terme d’interception qui ne peut étre identifi¢ dans le modéle partiellement linéaire.
Aprés 'obtention la distribution asymptotique de notre estimateur semi-paramétrique
de 3,
@ € E{[X - E(X|2)][X - E(X|2)]'}

doit étre une matrice définie positive, ce qui implique que X ne peut pas contenir une
constante et qu’aucun des éléments de X ne peut étre une fonction déterministe de Z

sinon X — E(X\Z) = 0 pour ce composant et ®; sera singuliére.

1.1.2 L’estimateur de Robinson

Nous présentons d’abord un estimateur infaisable de 1.1 pour illustrer la mécanique
impliquée dans l'estimation de (5. Prenons l’expression de 1.1 conditionnelle a Z;, nous

obtenons

E(Yi|Z) = (Xi — B(Xi]2))'8 + 9(Z) (1.2)

Apreés la soustraction de 1.2 par 1.1, elle nous donne

Y, - E(Yi|Z;) = (X; — E(Xi|Z))'B + & (1.3)

En définissant la notation abrégée V; = Y; — E(Y;|Z;) et X=X, - E(X:\Z;), et en

appliquant la méthode des moindres carrés a 1.3, on obtient un estimateur de § donné
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par :
. e LI
Bos = | oKX Y& (1.4)
=1 =1

Par le Théoréme central limite de Linderberg-Levy ! nous aurons immédiatement,
VilBing = ) — N(0, ;1027 ) (1.5)

A condition que ®; soit défini positif, ou ¥; = E[o?(X;, Z,)XJN(Z’],

L’idée fondamentale qui sous-tend cette procédure est d’abord éliminer la fonction
inconnue ¢(-) ont en soustrayant 1.2 de 1.1. Bien que la fonction inconnue g(-) dispa-
raisse dans 1.3, deux nouvelles fonctions inconnues sont introduites, a savoir E(Y;|Z;) et
E(X;|Z;).

Donc, l'estimateur Bmf ci-dessus n’est pas possible parce que E(Y;|Z;) et E(X;|Z;) sont
inconnus. Ces derniéres peuvent étre facilement estimées a ’aide des méthodes du noyau,
donc nous pouvons remplacer les espérances conditionnelles inconnus qui apparaissent en
version Bmf avec leur estimateurs & noyau , obtenant ainsi un estimateur possible de f3.

Nous remplacons Y; = Y; — E(Y;|Z;) et X, =X, — E(X;|Z;) par Y; — Y et X; — X;

respectivement, ot

V= BviiZ) Y S VK7 2)1(2) (1.6
X =E(xi|z) < —12X Kn(Zi, 2))/ 1(2) (L.7)
et .
£(Z)=n"" _Ki(Z:, Z)), (1.8)
ou

(2, ;) thK( _Z>

La présence du dénominateur aléatoire f (Z;) peut causer quelques difficultés techniques
quand on décrit la distribution asymptotique de l'estimateur 3. Pour cela, nous utili-

sons deux approches, la premiére utilise une fonction qui «réduit» les observations pour

1. LindebergLévy CLT. Soient X, X2, une suite i.i.d. de variables aléatoires avec F[X;] = pu et la
Var[X;] = 0% < co. Quand n s’approache de I'infini, les variables aléatoires v/n(S, — p) converge en loi
vers une variable aléatoire normale N (0,02) /n((% > 7", X;) — ) LN N(0,0?)
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lesquelles le dénominateur est petit et l'autre utilise la méthode de la densité pondérée
pour se débarrasser complétement du dénominateur aléatoire. On définit un estimateur
réalisable de ( par :

b (1.9)

Il
—
()
>
|
ks
=
|
=
——
[
>
|
5)
<
|
=
=

ou

{ L osi f(Z) >

1; = .

0 stnon

et ou le paramétre de lissage b = b,, > 0 satisfait b, — 0 si n — oc.

Pour dériver la distribution asymptotique de 3 nous fournissons d’abord une définition et
quelques hypothéses.

Nous utiliserons G, ou a > 0; et v > 2 est un nombre entier. dénoter la classe de fonction
lisse telle cela si g € G alors g est le temps v différentiable; g et ses fonctions de dérivée
partielle (a l'ordre v) tous satisfont quelques conditions de type Lipschitzien telles que
| g(z) —g(2) |< Hy(2) || 2 — =z ||, ot Hy(z) est une fonction continue ayant le moment

d’ordre « et ou || - || dénotent la norme euclidienne,i.e.,

Les hypothéses
(i) (Y3, Xy, Z;),i = 1,2,...,n sont des observations i.i.d, Z; admet une fonction de
densité de probabilité (PDF) f € G, (i.e. f est limité), g(-) € G} ott v > 2 est un

nombre entier.

— (i) BE(u|X, Z) = 0, E(u?*|z, 2) = 0*(x, 2) est continu dans z, tant que X et u ont de

quatriémes moments finis.

— (iii) K(-) Est un noyau produit, le noyau univarié k(-) est un noyau d’ordre v limité,
et k(v) = O(1/[1+ | v |]*Th).
q

~ (iv) Lorsque n — oo,n(hy ... hy)?b* — oo, nb™*>"h¥" — 0
s=1
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L’hypothése 2.1 (i) définit un ensemble de conditions de lissage et de moment.

La fonction inconnue g(z) et E(X|z) sont supposées étre différentiable d’ordre v. Celles-

ci, avec un noyau d’ordre v du 2.1 (iii), assurent que le biais de 'estimateur a noyau est
d’ordre O(Zh“)
L’ hypothese 2 1 (iv) est utilisée dans Robinson (1988)[12]. On peut ignorer le paramétre

d’ajustement b dans ’application empirique, car on peut laisser b — 0 a un taux extreé-

mement lent. Ainsi, I'hypothése 2.1 (iv) est fondamentalement équivalente a

q
\/H[Zhi” + (nhy... b))t — 0 quand n —

q
Cette condition est facile & comprendre, O(>_h2" + (nhy ... h,)"!) est I'ordre du MSE

s=1

non paramétrique. la différence entre 'estimateur B réalisable et l'estimateur infaisable
Binf est proportionnelle a la moyenne des erreurs d’estimateurs non paramétriques au
carré. Par conséquent, pour que B soit un estimateur y/n-consistent de £, il faut que les
termes d’erreur d’estimation au carré soient plus petits que n’%, ce qui donne ’hypothése
2.1 (iv).

Théoréme 1.1. sous les hypothése 2.1 ,en a
V(B —B) -5 N0, we ) (1.10)
a condition que ® est définie positive, ot

d = E[X; X!, ¥ = E[0*(X;, Z) X, X]] et X; =X, —E(X;|Z)

7

la preuve du théoréme(1.1) peut étre trouvée dans Robinson (1988)[12].

1.1.3 Estimation de la composante non paramétrique :

D’aprés 1.2 nous connaissons cela
9(Z;) = B(Y; — X]B|Z;)

Donc aprés Pobtention 3, on donne & un estimateur de g(2)

n

Z(Y Xi3) Kz, Z;)

g(z) = = _ (1.11)
;Kh(z,Zj)
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Ou Bremplacé par B £. nous savons que l'estimation de noyau non paramétrique a un taux
de convergence qui est plus lent que le y/n—taux parmétrique. Par conséquent, il est facile
de voir que asymptotiquement, §(z) est équivalent a 'estimateur infaisable suivant qui

utilise la vraie valeur de (5 :

S (Y; — X8)Ku(=, Z;)

9(z) =" (1.12)
]Z::IK}L<Z, Z])

n
=1

le taux de convergence et la distribution asymptotique de §(z), a partir desquels on peut

obtenir immédiatement la distribution asymptotique de §(z), sont discutés au (Nonparametric economn.
theory and practice [Qili &jef frey S.Racine, (57 —106)).

Notons que le choix de hg pour estimer g(z) peut étre trés différent de ceux pour estimer

£ afin d’obtenir £, un noyau d’ordre supérieur est nécessaire si ¢ > 6.

Cependant, lors de 'estimation de g(z), il n’est pas nécessaire d’utiliser un noyau

d’ordre supérieur quelle que soit la valeur de q.

Par conséquent, on peut toujours utiliser un noyau non négatif du second ordre pour

estimer g(z), et on pourrait choisir les paramétres de lissage par validation croisée des

moindres carrés (en estimant g(z)), on peut toujours choisir h(1),. .., h(g) pour minimiser
> Y= X{B - g-i(Zi, b)) (1.13)
i=1

n n
comme défini en 1.11 avec z remplacé par Z;, et > remplacé par )
i=1 j=Ti#i
Notons que dans 1.13 la variable dépendante est Y; — X/ au lieu de Y;. Car

A _1

B=F=0(n"2)
a un taux de convergence plus rapide que n’importe quel estimateur non paramétrique,
on peut remplacer B en 1.13 avec  pour étudier le comportement asymptotique de la va-
lidation croisée sélectionnée 71;5 le taux de convergence de B;s est le méme que discutée au
(Nonparametric econometrics : theory and practice /Qili &jef frey S.Racine, (57—
106)).

On peut aussi sélectionner S et A simultanément en minimisant

n

> Y= XiB—§-i(Zi, )]

i=1
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Sous condition générale, y compris 'utilisation d’un noyau de second ordre, le choix de
1
validation croisée de h sera de I'ordre O,(n~ @9 ). Cet ordre satisfait a les hypothéses 2.1

(iv), si ¢ > 3.Donc, quand ¢ < 3, on peut choisir simultanément les hs et 5 en minimisant

n

> Y= X6~ gi(Zi b))

i=1

Le h.s résultant sera d’ordre Op(n_ﬁ), et le 3 résultant sera \/n—consistent ayant
la variance asymptotique donnée dans le théoréme 1.1 On peut aussi utiliser des résultats
d’expansion du second ordre (dans le h’s) dans le modéle partiellement linéaire pour choi-
sir les paramétres les plus faibles afin de minimiser 1’estimation MSE(erreur quadratique

moyenne) jusqu’au second ordre, voir Linton (1995).

1.2 Les modéles linéaires

Dans cette partie, nous considérons un autre modéle semi-paramétrique populaire, ap-

pelé I'indice simple. Ce modéle a été largement utilisé par les économétriciens appliqués.

Un modéle semi-paramétrique a indice simple est de la forme
Y =g(X'Bo) + ¢ (1.14)

ou Y est la variable dépendante, X € RY est le vecteur de la variable explicative, [y est le
vecteur ¢ X 1 des paramétres inconnus, et € est 'erreur qui satisfait E(¢|X) = 0. Le terme
' By est appelé un « indice simple » parce que c’est un scalaire (un seul indice) méme si
x est un vecteur.

La forme fonctionnelle de g(-) est inconnu. Ce modéle est semi-paramétrique dans la na-
ture puisque la forme fonctionnelle d’indice linéaire est spécifiée, alors que g(-) n’est pas
précisé .

Nous illustrons d’abord cet exemple populaire dans un modéle semi-paramétrique d’indice
simple.

Dans le modéle de choix binaire, si 'on accepte l'indice linéaire paramétrique qui régit
les choix mais ne veut pas spécifier la loi inconnue du terme d’erreur, alors on arrive a un

modéle semi-paramétrique a indice simple.

Plus précisément, en considérant la relation entre une variable dépendante binaire (V)

et d’autres covariables (X)), on pourrait modéliser cette relation comme suit :

1 si V'Y a+XB+e>0

Y, = . (1.15)
{o si V'Y a4 XIf4+e<0
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ou Y* est une variable aléatoire. Notons ici, ¢ = Y* — E(Y*|X), qui differe de
e =Y — E(Y|X) défini en 1.14 parce que Y # Y*.
Par exemple, Y pourrait représenter une décision de participation au marché du travail
ou si Y est égal a 1, un individu participe au marché du travail, alors que si Y est égal a
0, ce n’est pas.
Les variables explicatives X contiennent un ensemble de facteurs économiques qui pour-
raient influencer la décision de participer, tels que ’age, I’état matrimonial, I’éducation,

les antécédents professionnels et le nombre d’enfants.

Le modele 1.15 suppose une fonction de lien paramétrique linéaire entre la décision de
pratiquer ou non linéaire sur le marché du travail Y et les variables explicatives X. Nous
sommes principalement intéressés par 'estimation de 5, qui reflete 'impact des change-

ments de X sur la probabilité de participer au marché du travail.

Les méthodes paramétriques pour l'estimation de 5 nécessitent de spécifier la loi (in-
connue) du terme d’erreur €. Une hypothése populaire est que € a une loi normale, c’est-
a-dire € ~ N(0,0?%). On peut montrer que 3 et o ne peuvent pas étre identifiés conjointe-
ment sans conditions d’identification supplémentaires (voir Maddala (1966)). Par exemple,
si nous supposons que o = 1, alors 3 est identifié, et nous pouvons utiliser I’estimation

du maximum de vraisemblance pour estimer [3.

Cependant, si le terme d’erreur ne posséde pas une loi normale, alors I’approche para-
métrique produira en général des estimations inconsistentes, c¢’est-a-dire, de P(Y = 1|x) =
E(Y|x) soit f.(-) le vrai CDF (Fonction de Distribution Cumulative) de €. De 1.15 , en a

E(Y[z) = ) Plylz)

y=0.1
— 1x P(Y =1|z) + 0 x P(Y = 0|z)
= PY =1|z)

= Pla+2'8+¢e>0)

= Pe>—(a+2'B))

= 1-Ple< —(a+12'p))
= 1—F(—(a+2'B))
m(a+ ')

ou fe(-) c’est le CDF de e. Notons que si € a une distribution symétrique, alors
Fla+2'8)=1—F(—(a+2'p)), et nous avons m(-) = F(-) Dans ce cas.
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Par exemple, si e ~ N(0,1) (o = 1), alors 1.15 devient de ce modéle :
E(Y|z) = P(Y = 1|z) = ®(a + 2/3) (1.16)

ou ®(-) est le CDF d’une variable standard normale. Si, d’autre part, € a la distribution

logistique asymétrique, alors 1.15 résultats d’'un modele logistique de la forme

1
1+ exp(a + 2/f)

E(Y|x) =P =1|z) = (1.17)
A partir de 1.16 et 1.17, nous voyons que les différentes hypothése distributionnelle

pour e conduire & différentes formes fonctionnelles pour la probabilité conditionnelle de
Y =1.

Par conséquent, une estimation paramétrique consistent de P(Y = 1|z) = E(Y|x)
nécessite la spécification distributionnelle correcte de e.
Un modéle semi-paramétrique d’indice simple évite donc le probléme d’erreur de spé-

cification de la distribution.

De plus, le modéle semi-paramétrique a indice simple 1.14 est plus général que le
modele & choix binaire puisque nous n’exigeons pas que la variable dépendante soit né-

cessairement de nature binaire.

Comme nous verrons que « dans la partie (2.3.1) de paramétre d’emplacement ne peut
pas étre identifié quand la forme fonctionnelle de ¢(-) est inconnu, c’est pourquoi nous
écrivons notre modéle semi-paramétrique 1.14 seulement comme une fonction de X 5.
Nous ceci discutons et d’autre condition d’identification dans la partie suivante .

Notons que le modéle 1.14 implique que E(Y |x) = g(2'f), d’ot y dépend de z seulement
par la combinaison linéaire z’f3, et la relation est caractérisée par la fonction de lien g(-).
Nous voudrions souligner ici que, comme le modéle partiellement linéaire, le modéle semi-
paramétrique & indice simple est une approche alternative congue pour atténuer des effets
résultant de la malédiction de dimension.

Aussi, nous soulignons que Y peut étre continu ou discret, c’est-a-dire, il n’y a aucune

raison de limiter Y pour étre une variable binaire.



24 1.2.1 Les conditions d’identification :

1.2.1 Les conditions d’identification :

Pour le modéle semi-paramétrique a indice simple, on a

E(Yl|z) = g(='fo)

Ichimmura (1993)[28],Manski(1988)[33] et Horowitz (1988,pp.14-20)[20]

Fournir une excellente explication intuitive des conditions d’identifiabilité sous-jacentes
aux modeéles semi-paramétrique a indice simple (c’est-a-dire I'ensemble des conditions
dans lesquelles le vecteur de paramétre inconnu Sy et la fonction inconnue g(-) peuvent
étre raisonnablement estimés).

Nous discutons briévement de ces conditions, puis les résumons dans la proposition.

D’abord,g(-) ne peut pas étre une fonction constante, car il est évident que [y n’est pas
identifié. Ensuite, comme dans le cas de la régression linéaire, les différentes composantes
de = ne peuvent pas avoir une relation linéaire parfaite (multicollinéarité parfaite). Une
autre restriction est que x contient au moins une variable aléatoire continue. Intuitive-
ment, cela peut étre compris par le biais du raisonnement suivant. Si x ne contient que
des variables discrétes, disons quelques variables muettes 0-1, alors le support de = est
fini, tout comme le support de la variable scalaire v = 2/ pour tous les vecteurs de f.
Evidemment alors il existera un nombre infini de fonctions g(-) qui différent en termes de
leur 5 tel que g(2'p) = E(Y|z).

C’est tout simplement parce que E(Y|z) = g(2/f) n’impose qu'un nombre fini de restric-
tions a la fonction inconnue ¢(-), donc il existe un nombre infini de choix différents de
g(+) et B qui satisfont a I'ensemble fini de restrictions imposées par E(Y|z) = g(2'5). Voir
Horowitz (1988)[26] pour un exemple spécifique et une illustration de ce point.

Aussi, x ne peut pas contenir un constant. En d’autres termes, 5y ne peut pas contenir de
paramétre de localisation, et By n’est identifiable que jusqu’a une échelle. Ce suit parce
que, pour toutes les constantes non nulles o et ay et pour toute fonction g(-) et g fixe, on
peut toujours trouver une autre fonction, disons gs(+), définie par gs(ag + ez’ f) = g(2'f).
Par conséquent, 3 n’est pas identifiée sans certaines restrictions de localisation et d’échelle
(normalisation). Une normalisation courante est que x ne contient pas de constante, ce
que 'on appelle la normalisation de I'’emplacement. Pour la normalisation dite d’échelle,
une approche consiste a supposer que le vecteur § a une longueur unitaire, c’est-a-dire
18]l =1, on

181 = {365
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est la norme Euclidienne (longueur) de . Une autre normalisation d’échelle populaire
consiste & supposer que le premier composant de x a un coefficient unitaire, et cette pre-
miére composante est supposée étre une variable continue.

Nous summerize les conditions ci-dessus dans l'identification suivante :

1.2.1.1 Identification de modéle a indice simple

Pour le modéle semi-paramétrique a indice simple 1.14, Iidentification de [, et g(-)
nécessite que
— (i) = ne doivent pas contenir d’une constante (interception) , et x doit contenir au
moins une variable continue. De plus ||5o|| = 1
— (ii) g(-) est différentiable et n’est pas une fonction constante sur le support de 2’5
— (iii) Pour les composants discrets de x, variant les valeurs du support de 2/ en
sous-ensembles disjoints.
Nous avons déja discuté comment, quand x ne contient que des variables discrétes,
Bo et g(+) ne sont pas identifiés.nous avons déja discuté comment, quand = ne contient que
des variables discrétes, et g(-) ne sont pas identifiés. Cependant, quand g(+) est supposé
étre une fonction croissante, on peut obtenir des bornes identifiées sur les composants de
(. Pour une discussion détaillée sur la fagcon de caractériser les limites lorsque toutes les

composantes de x sont discrétes, voir Horowitz (1988, pp.17-20)[20]

1.2.2 Les Méthodes d’estimation :

1.2.2.1 La méthode d’Ichimmura :

Si la forme fonctionnelle de g(-) était connue, 1.14 deviendrait un modéle de régression
non linéaire standard, et nous pourrions utiliser la méthode des moindres carrés non

linéaires pour estimer [y en minimisant
> i —g(X{B)? (1.18)
i=1
par rapport & § dans le cas de ¢(-) est une fonction inconnue, il faut d’abord estimer g(+),
nous devons d’abord estimer g(-). Cependant, la méthode du noyau n’estime pas g(X5)

directement parce que non seulement g(-) est inconnu, mais aussi fy, cependant, pour une

valeur donnée de 5 on peut estimer

G(X'8) € B(Yi|X'B) = Elg(X'50)| X' (1.19)
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par la méthode du noyau ou la derniére égalité découle du fait que E(u;|X/3) = 0 pour
tous /8 depuis E(u;|X;) = 0.

Lorsque que 8 = By, G(X'By) = g(X'fyp), alors qu’en général

G(X!B) # g(X'Bo) si B # By. Un estimateur de noyau non-paramétrique (leave-one-out)
de G(X|p) est donné par

() 3> ik (M)

e h
G_i(XB) = B_,(Yi| X/B) = i
(X:6) Xlxip) p-i(X]B)

(1.20)

ou
" XI5 XIp
(X0B) = () YD K(H )
p—i(X;B) (nh) Z | -
J=1j#i

Ichimura (1993) suggere d’estimer g(X!f5y) dans 1.15 par G_;(X!8) de 1.17 et de choisir
[ par les moindres carrés semi-paramétriques non linéaires .
Il y a cependant un probléme technique, a savoir que 1.20 a un dénominateur aléatoire,

c’est-a-dire
n

BXIB) = (nh)™ Y K((X;8— X[B)/h).
i=1j#i
Ichimura utilise une fonction de réduction pour couper les petites valeurs de p(X/3). Soit
p(2’') le PDF (fonction de densité de probabilité) de X!3. Definie A5 et A,, comme étant

les suivants :

As={x:p('B)>46, V BeB}

ou ¢ > 0 est une constante, B est un sous-ensemble compact dans R, et
Ap =A{x ||z — 2% < 2h, V2" € As}

L’ensemble Aj assure que le dénominateur de 1.17 ne soit pas trop proche de zéro pour
x € As. ensembleA,, est 1égérement plus grand que As, mais comme n —> oo, h — 0
et A, rétrécit a As

Ichimura (1993)[27] suggére de choisir 5 en minimisant la fonction d’objectif suivant :

n

Su(8) = Yo [i - Gxp) “W(X)L(X; € Ay) (1.21)

i=1

ou G;(X!B) est défini dans 1.20, w(X;) est une fonction de poids non négatif, et 1(-) est

une fonction de 'indicatrice. Ceci est la fonction de réduction qui est :

1 si X;€A,
]1(')2{

0 stnon
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La fonction de réduction assure que le dénominateur aléatoire dans I’estimateur noyau est
positif avec la haute probabilité afin de simplifier I’analyse asymptotique.

Soit /5’ I’estimation semi-paramétrique de 3, obtenue par minimisation de 1.21 pour dériver
Pasymptotique de 3, les conditions suivantes sont :

— A(1) : lensemble As est compact, et la fonction de poids w(-) est bornée et positive
sur As. Définir 'ensemble D, = {z : z = 2/f, 5 € As}. Soit p(-) indiquer le PDF
(fonction de densité de probabilité) de z € D,, p(-) est délimité ci-dessous par une
constante positive pour tout z € D,.

— A(2) : g(-) et p(-) sont trois fois différentiables par rapport a z = 2'. les troisiémes
dérivées sont Lipschitz continues uniformément sur B pour tout z € D,.

— A(3) : La fonction du noyau est un noyau borné de second ordre ayant un support
borné, est deux fois différentiable, et sa dérivée seconde est Lipschitz continue.

— A(4) : E|Y™| < oo pour tout m > 3, cov(Y |z) est borné et borné a partir de zéro
pour tout x € As

q ln(h)/[nh3+3/(m_1)] —0

Ichimura (1993)[27] a prouvé les résultats suivants :

Théoréme 1.2. Sous les hypothéses A(1) a A(4)

V(B — By) — N(0,9) en loi
ot QU = V1INV et
2 = B{w(X)o2(X) (o) (X — Ba(Xi - Ea(X:]X]5)))
X (Xi - Ba(XilX])'}
Avec gV = [69(v) /00| o—x150, Ba(Xilv) = Ba(X;]2)y80 = v)
avec T 4 la distribution de X; a condition de X; € As, et
2
V = B[w(X;)(g!) (X — Eal(XX[00))(X; — Ba(Xi|X/5))'

un estimateur consistent )y est donné par

A~

QO =visy!

ol

V=0 w(X)g™ (XI6) (X — BOGIX]8) (X — BOXGIX]A)

£ =01 w(X)aigW (X)) (X — BOGIX]B) (X — BOXG|X]8))

%
7
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~

i =Y, — §(Xi0), g (XIB) = [69-:(X]B)/08] 53, §-(X1B)
est défini dans 1.20

E(X|X[8) = ZXjK((Xi — XJ)IB)/ZK(()Q — X;)'B)

J

La preuve de Théoréme 1.2 trés technique, pour plus de detail voir Ichimura (1993)[27].

1.2.2.2 Estimateur de Klein et Spady (1993) :

Lorsque le modéle d’indice simple est dérivé du modéle de choix binaire 1.15, et
sous I'hypothése que ¢; et X; sont indépendants , Klein et Spady a suggéré l'estima-
tion 8 par des méthodes de maximum de vraisemblance. L’estimation de la fonction de

log —vraisemblance est

L(B)=> (1-Y)In(l - §(X/8))+ > Yiln[g(X/B)] (1.22)
ou g(X]) est défini en 1.20.

La maximisation de 1.22 par rapport a [ conduit & ’estimateur semi-paramétrique du
maximum de vraisemblance de /3, disons Skg, proposé par Klien et Spady. Comme ’esti-
mateur d’Ichimura (1993), la maximisation doit étre effectuée numériquement en résolvant
la condition de premier ordre obtenue & partir de 1.22.

Dans quelques conditions de régularité, y compris la présentation d’une fonction de ré-
duction pour couper d’observations prés de la frontiére du support de X; et 'utilisation
de noyaux d’ordre plus hauts, Klien et Spady (1993) a montré que B ks est \/n—consistent
et a une distribution asymptotique normale donnée par

Vi(Brs — 8) — N(0,Qxs)

s = [B{55(55) o]}

ou

et
b= p(G < 23’5) = Fe\x(xlﬁ)

ol F(-) est le CDF de ¢; conditionnel a X; = x.
Klien et Spady (1993) ont également montré que I’estimateur proposé est semi-paramétriquement
efficace en ce sens que la variance asymptotique de leur estimateur atteint la limite d’ef-

ficacité semiparamétrique.
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Nous comparons la variance asymptotique de 'estimateur semi-paramétrique, Qgg,
avec la contrepartie paramétrique (2,,;,. Le modéle paramétrique a deux paramétres sup-
plémentaires, n = (y0,71)’, Partitionnant le paramétre 7 en n = (y0,71)’, puis la variance
asymptotique pour n3Bnis=B) st

def +0 0 0\—1 -1
ans - (Iﬁﬁ _IBU(I) Igﬁ)

En comparant cela avec Vg, on peut montrer que (e.g.,Pagan et Ullah (1999, p.278) ) si
E(Xi|X[8) = co + c1(X;P)
ou cg et c; sont deux ¢ x 1 vecteur de constantes, alors

Vfgé =V_1 ou quivalent ,Vig = Vs

nls

C’est-a-dire que 'estimateur semi-paramétrique est aussi efficace que 'estimateur para-
métrique non linéaire des moindres carrés basé sur la forme fonctionnelle vraie connue g(+)
lorsque E(X;|X/5) est linéaire dans X/ ("efficacité du premier ordre"). C’est semblable
au cas modéle partiellement linéaire.

Cependant, lorsque E(X;| X!5) n’est pas une fonction linéaire de X/, on peut montrer que
Vis — Ve est définie positive. Par conséquent, I'estimateur semiparamétrique est asymp-
totiquement moins efficace que I'estimateur paramétrique non linéaire des moindres carrés
basé sur la vraie fonction g(-).

La variance asymptotique Vi3 — V,,;s est définie positive a moins que
E(X;|X]3) = co + c1(X;f)

De plus, dans ce cas, le résultat ne peut pas étre amélioré puisque Vi, atteint déja la
limite d’efficacité semiparamétrique. La perte d’efficacité du modéle semi-paramétrique
comparé a un estimateur paramétrique non linéaire des moindres carrés survient parce
que la forme fonctionnelle de g(-) (ou, équivalent, F¢|,(-)) est inconnue. Bien sfir, en partie,
la forme fonctionnelle vraie g(-) typiquement inconnue, et dans ce cas, I’estimateur semi-

paramétrique est robuste & la spécification de forme fonctionnelle de g(-).
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Chapitre 2

Estimation semi-paramétrique de la
fonctions de distrubition dans le modéle

a Indice simple

2.1 Introduction :

Les modéles d’indices fonctionnels simples ont recu une attention considérable a cause
de leurs larges applications dans beaucoup de domaines comme I’économie, la médecine,

financier économétrique et ainsi de suite.

L’étude de ces modéles a été développée rapidement, voir 1’Ait-Saidi et al. (2005]1],
2008a[3], 2008b[]). Récemment, Attaoui et al. (2011)[12] ont étudié I'estimateur du noyau
de la densité conditionnelle d'une variable de réponse scalaire Y, étant donné une variable
aléatoire d’hilbertienne X quand les observations sont d'un modéle d’indice fonctionnel
simple.

La convergence point & point et la convergence presque compléte de 'estimateur avec les
taux de ce modele ont été obtenues pour des observations indépendantes.

En outre, Ling et al.(2012)[39] obtenu la normalité asymptotique de l'estimateur de la
densité conditionnelle et le mode conditionnel pour I'estimateur o — mlange fonctionnel
de la dépendance des données de séries chronologiques.

Ling et al.(2014)[10] a examiné la consistance presque compléte la convergence point
a point et la convergence presque compléte uniforme de ’évaluation de 'estimation de
noyau avec taux pour la densité conditionnelle dans ’'arrangement(la mise) du o —mlange
de fonctionnel des données, qui prolongent le cas i.i.d dans Attaoui et al.(2011)[12] a la

dépendance

31
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Arrangement, le taux de convergence de I'estimation du noyau pour le mode conditionnel
a été aussi obtenu.

La principale contribution de ce chapitre est d’établir la normalité asymptotique de I’es-
timateur de la fonction de distribution conditionnelle dans le cas i.i.d.

lorsque le modéle & indice simple fonctionnel est fixé. En tant qu’application, I’asympto-
tique d’intervalle de confiance (1 — ) pour la fonction de densité conditionnelle F'(6,y, x)
est présenté.

Dans ce chapitre ,nous présentons le modéle, de méme que des hypothéses de base qui
sont nécessaires pour calculer le résultat principal. Nous énongons le résultat principal de
I’étude ; la normalité asymptotique de 'estimateur de la fonction de distribution condi-
tionnelle.

En tant qu’application, l'asymptotique d’intervalle de confiance (1 — Y) de la fonction
de distribution conditionnelle est donnée pour 0 < T < 1. Enfin, les preuves sont liées a

derniéere partie de ce chapitre.

2.2 Le modéle et quelques hypothéses de base

Soit {(X;,Y;),1 < i < n} étre n variables aléatoires, identiquement distribué comme
le couple aléatoire (X,Y') avec des valeurs dans H x R, ot H est un espace de Hilbert
réel séparable avec la norme || - | générée par un produit interne < -,- >. Sous une
telle structure topologique et pour # une fonction fixe, on suppose que la distribution de

probabilité conditionnelle de Y est donnée < X, 0 >=< x,60 > existe et est donné par
Vye R, F(0,y,2) =PY <y| < X,0 >=<x,0 >). (2.1)

L’estimateur & noyau non paramétrique F(@, y,z) de F(0,y,x) est défini comme suit :

n

A S K(h (<@ — X;,0 >))H(hy' (y — 7))
F(9,y,2) ==

(2.2)

n

S K(h (<2 —X;,0 >))
i=1

Ou K est un noyau , H est une fonction de distribution cumulative (cdf) et hy =
hin(resp, hy = hp,p) est un ordre des nombres réels positifs qui va au 0 tant que n — oo,
et avec la convention O/O = O.

Pour tout xr e H,i=1,...,net y € R
K(0,2) = K(hi'| <z — X;,0 > |), et Hy(y):= H(hy' (y—Y)).

Nous dénotons par By(z,h) ={X € H|O < | <z — X,0 > | < h} la boule centrée en x

avec rayon h, soit N, est un voisinage fixe de x en H, Sg sera un sous-ensemble compact
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fixe de R .

Maintenant, nous présentons les suppositions suivantes de base :

(H1) P(X € By(w, hy)) = Pgu(h) >0, ®pu(h) — 0si h —s 0
(H2) La fonction de distribution cumulative F'(6,y, x) satisfait la condition de Holder ,
c’est :
V(y1,y2) € Sr X Sg,V(x1,22) € Ny X N,.

[F(0,91,21) = F(0, 9, 22) < Cou(l| 21 — 22 [I”* +yn — w2|™), b1 > 0,55 > 0.
(H3) Pour j = 0,1, H satisfait les conditions de lipschitz et
= inf K(t)H'(t) >0
m=: inf KEH (1)
avec
[H'(t)dt =1, [H*t)dt <oo et [[t|2H(t)dt < oo

(H4) Pour Le noyau K est positive, avec le support compact [0, 1] de classe C* sur [0, 1)
tel que K(1) > 0 et sa dérivée K’ existe sur [0,1) et K’ < 0.
(H5)  Pour chaque u € [0, 1],

lim ————= =
h—0 @9,17(}7,) h—0

(H6) La bande passante hy satisfait,

: logn .

(i) WGy 0, sion— 00

. b3, D (h .

(ii) nhy®5 ,(hg) — 0o, et %ﬁém — 00 s n— 00.

(i) nh}®) (hg) — 0 si n— oo.
(H7)
(i) 2+ @) = O()

(ii) n®g,(h) — 0 si n— oo.
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Remarque 2.2.1. L’hypothése (H5) est connue comme (pour petit h) "Uhypothése de
concentration agissant sur la distribution de X" dans les espaces de dimension infinie.
La fonction &(-) intervenant dans Uhypothése (H7) est croissante pour tout h fixé. Sa
limite ponctuelle &(-) joue un réle déterminant.

Il est possible de spécifier cette fonction (avec {o(u) = ¥ (u) dans les exemples ci-dessus
par :

2. &o(u)
3. &o(w) = Lo (u).

o

u
d1(u), ou 61(-) est une fonction de Dirac.

2.2.1 Les résultats Principaux

2.2.1.1 Normalité asymptotique de I’estimateur F(@, Y, )

Dans cette partie, nous donnons la normalité asymptotique de la fonction de distribu-
tion cumulative conditionnelle dans le modéle de I'indice simple fonctionnel .
Le principal résultat est donné dans le théoréeme suivant.
Théoréme 2.1. Sous Les hypothéses (H1)-(H7) nous avons

n(I)G,x(hK) ~ D
W(F(ny,x) — F(8,y,z)) = N(0,1).
awﬂpr%@@F@égg;F@%m>

Cor = KI(1) — fol sK'(s)Bp.(s)ds pour j = 1,2, 12y désigne la convergence dans la
distribution.

2.2.1.2 Preuve:
considérer, pour ¢ = 1,...,n
Ki(0,2) = K(hi(< v — X;,0 >)), Hi(y) = H(hi' (y — V7)),

,m@%@:ﬁﬁimm;}wwwm»
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FD(H, :L‘) = m;[(zw? .73),

K(hi' (< z—X;,0 >))
EK,(6,x)

Afin d’établir la normalité asymptotique de a (0,y,x), nous devons considérer la décom-

position suivante :

Fn(6,y,z) _ Ci(0,2)F(0,y,z)
Fp(8,z) Ci(0, z)

- & (19,@ (x(0,9,2) — BEx(0,y,2))
1
FD(G,.Q:)
F(0,y,x)
FD(Q,x)
F(0,y,x)

_ W(FD(Q, x) — EFp(6, 33))

ﬁ’(&,yw) —F(0,y,x) =

(Cl(eax)F(ay?x) - EFN(QJJ?*T))

(01(97 T) — E[FD(Gv az)D

= = An(0,y,2) + B,(0,y,x) (2.3)

ol
n

1

An(0,y,z) = WZ{(%(Q) — F(0,y,2))K;(0, )

~E[(H() = FO.9.0) K(0.0)]} = s N (0.9.2)

et
Nz(ea y,LC) = (Hz(y) - F<67 y?'x))K’L(e?x) - E[(Hz<y) - F(@,y, ZL‘))KZ((Q, 55)]

Il s’ensuit que,

1.0 (i) Var(A,(6,t,x)) =

= V,(0,t,7) (2.4)

Alors, le reste de la preuve est basé sur les Lemmes suivants
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Lemme 2.1. Sous les hypothéses (H1)-(H3),(H5)et(H7),si n — 0o nous avons
n®g . (hy)Var(A,(0,t,z)) — V (0,1, x)

V(0,t z) = %F(@, y,x)(1—F(0,y,x))

Lemme 2.2. Sous les hypothéses (H1)-(H3),(H5)et(H7),si n — 0o nous avons

n®g . (h) D
<W> A0,y 7) 25 N0, 1)

. D . . . .
ou — dénote la convergence dans la distribution.

Lemme 2.3. Conformément a suppositions (H1)-(H3),(H5)et(H7), si n — oo nous

avons

/1@y . (hi)Bn(0,y,2) — 0 en probabilité.

Maintenant, parce que les fonctions inconnues C;(0, z) et F(0,y,x) intervenant dans
'expression de la variance, nous devons estimer les quantités C (6, x) ,C2(0, z) et F(0,y, x),

respectivement.

Par les hypotheses (H1)-(H4) nous savons que a;(f, z) peut étre estimée par @(0, x)

qui est défini comme

~ 1

C](H, ZL’) nq>9,x(hk) ;Kz (97 QT),] 17 2

1 n
Oy, = - E I <o X015 | <hic}-
=1

En appliquant estimateur a noyau de F'(6,y, x) donné ci-dessus, la quantité o2(6, z) peut
étre estimé finalement par :
Co(0,2)F (0, y,
520, 2) = 20D EG.y 2) /H2(t)dt.
Ct(0,z)

Ensuite, nous pouvons déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2.1. Sous les hypothéses du théoréme (2.1), nous avons
n(Pg,z(hK)
a2(0,y, x)
Ainsi, apres ce corollaire nous pouvons rapprochant (1 — «y) intervalle de confiance de

(F(0,y,2) — F(0,y,z)) = N(0,1).

_ (0
Blo,y,a) £t x —200)
nCI>97x(hK)

ol est t, /o le supérieur v/2 quantile de normale standard N(0,1)
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2.2.2 Preuves de lemmes techniques :

2.2.2.1 Preuve de lemme 2.1 :
Soit

Vo) = et KA. () ~ F6.p.0)]

E2K1(9,x

o) 10,0 (11 00) ~ PO, < 0., > )]

En utilisant la définition de la variance conditionnelle, nous avons

E|:(H<hl_-ll<y - le)) - F(9>yax))2‘ < 67X1 > ’] = Jln + J2n
ol
T = Var<H(h,;1(y V) <6, X, > )

et
Ton = [B(H i (o= V) < 0.0 > ) = F(0,5,0)]

v' Concernant Jy,
e = [ <0 )] - el <0 )
= Nh+T

e par la propriété de double espérance conditionnelle, nous obtenons que
y—"
hu

_ /RH2<yh;v>dF(0,v,X1)

= / H*(t)dF(0,y — hyt, X))
R

T o= E[H2< )|<9,X1>}

D’autre part, en intégrant par partie et sous hypothése (H3), nous avons avoir
Ji = /QH(t)H’(t)F(Q,y— hyt, X1)du
R
= / 2H()H'(t)F(0,y — hyt, X1 — F(0,y,x))du
R

+ /QH(t)H’(t)F(H,y,x)du
R

(2.5)

(2.6)
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De toute évidence, nous avons
[ 2HWH @ ,y,2)du = [HOF 0, 4.2)% = F(6,5.2) (2.7)
R

Ainsi
[ HAOAF @,y — bt X1) = F6..2) + O + 1) (2.5
R

v' Concernant 75,

&=
—~
o
~

<
<
=
A
I
<
V
Il
—
o
S
|
£
SN—"
~~
=
=
=
=
S

)£ 0,3, %),

_ /R]—]/(y};{u>F(6, v, X1)du,

_ / H'(t)(F(0,y — hut, X,) — F(0,y.2))dt

[
=
w
VN
Ny
=
uy
=g

+ F(0,y,z)) | H'(t)dt.

Parce que H' est une densité de probabilité et par les hypothéses (H2) et (H3), nous

pouvons écrire :
I < CW/RH’(t) (hgl + \t!bZh’}j)dt +F(0,y,2)
— O(hf +hiz) + F(0,y,2)
Finalement, par hypothése (H3) nous obtenons
T — F*(0,y,x), si n— 00 (2.9)

La derniére égalité est due au fait que H' est une densité de probabilité, donc nous avons
par hypothése (H3)

/H’(t)(F(H,y—th,Xl)—F(H,y,x))dt < /H’(t)(|t|b2h§3+h21)dt — 0
R R n—-~o
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v' Concernant .J,,

Nous avons par intégration par parties et changement de variables

Jon = ]E(Hl(y)|<6,X1>>

= F(0,y,1) / H'(t)dt + / H'()(F(0,y — hyt,x) — F(0,y,))dt,

la derniére égalité est due au fait que H' est une densité de probabilité. Ainsi, nous avons :

Jon = F(0,y,2) + O(h% + h%) (2.10)
Enfin, on obtient que Jy, — 0 Pendant ce temps, par (H1), (H2), (H4) et (H5), il
n—aoo
s’ensuit que :
(I)Q@(h}()EK%(Q,ZE) 02(9,13)

E2K1(9,13) ”:Z’O (01(9,1‘))2

Puis, en combinant les équations 2.5-2.10, elles conduit a

e WF(&?J,&?)G — F(0,y,7)) (2.11)

2.2.2.2 Preuve de lemme 2.2 :

Nous établirons la normalité asymptotique de A, (0,t, x) convenablement normalisée.

On a

NI
Do) An(O,t,) = Y Loall) ZN 0,y,z

nEK1 9 .2?

nq)@x hk
Ny(8
JAEK, (0, z) Z ol

1 o 1
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D’abord, on peut écrire,

= _ \/(I)H,w(hk)N

EKl(Q, I)

Donc

g (i)

Var(=Z;) B2, (0, 1)

V(N’(Ni) = Vn<97 Y, SL’)

En Note que par 2.11, nous avons Var(Z;) — V(,y,x) lorsque n va a en finity. Evi-

demment, nous avons

H@Q,x(hk)

V(@,y,x)(An(e’y7x)) = (nV(Q,ij))_i)S’n

Ainsi, la normalité asymptotique de (nV (6,y,)) =2 S,, se déduit les résultats suivants

|IE{ exp (z’zn’%Sn)} - ﬁ]E{ exp (izn’%5n> }\ — 0 (2.13)

7=0
le~_
=Y EE) — V(b 2) (2.14)
njzo
N
EZOJE(_jn{'EMW}) — 0 pourtout ¢ >0 (2.15)
]:

Alors que les équations 2.13 et 2.14 montrent que les T; sont asymptotiquement in-
dépendant, vérifier que la somme de leurs variances tend a V (6, y, x). Expression 2.15 est

condition de la Lindeberg-Feller pour une somme des termes indépendants.
La normalité asymptotique de S,, est une conséquence des équations 2.13-2.15.

2.2.2.3 Preuve de 2.13 :

Nous utilisons lemme de Volkonskii et Rozanov (Voir 'annexe Masry (2005)) et le fait

que le processus (X;) est i.i.d. En note qu’en utilisant ce V; = exp izn’%Sn ,en a

‘]E{ exp (izn_%Sn> } — le)]E{ exp (izn_%5n> }{ — 0

que n tend vers 'infini.
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2.2.2.4 Preuve de 2.14 :

En note Var(S,) — V(0,y,x) par 'equation 2.11 et 2.12(par la définition de =;).
Puis que

E(S,)? = Var(Sn):ZVar(Ej)

et, en utilisant les mémes arguments que ceux utilisés précédemment dans la preuve du

premier terme de ’équation 2.5, on obtient
NI _
_ZE(:J'> = Var(z))
n<
7=0
Var(Z;) — V(0,y, z).

2.2.2.5 Preuve de 2.15 :

Rappelons que

Enfin, pour mettre en place 2.15 il suffit de montrer que I’ensemble

{IZ;] > ey/nV(theta,y,x)}

est négligeable pour n suffisamment large.
A T'aide d’hypothéses (H4) et (H5), en a

ITs| < C(®(8,2)hi) 2
donc
=] < Cu(®(0,2)h) "

qui va & zéro quand n va a l'infini.

Depuis

Puis pour n suffisamment large, 'ensemble {|Z;| > e(nV (0, y, 2))~2} est vide, ceci termine
la preuve et, par conséquent, celui de la normalité asymptotique de ((nV'(0,y, x))_%)Sn
et le Lemme (2.2).
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2.2.2.6 Preuve de lemme 2.3 :

En a
n®g . (hs)
Fp(0,z)
+ F(8,y, ) (cl(e,x) — EﬁD(e,x))}

nDo.0(hi) B0,y ) {BEy(0.y,2) - C1(6,2)F (0, y,2)

Tout d’abord, nous pouvons observer quand n — oo

mE [Kl(< - )i;;theta >>} — C)(0,x), pourl =1,2 (2.16)
E[Fp(0,z)] — C1(6, z) (2.17)

et
E[Fy(6,y, )] — C1(0,2)F(6,y, z) (2.18)

peut étre prouvé de la méme maniére que dans Ezzahrioui et Ould Said (2008) correspon-
dant a leurs lemmes (21) et (2.2). Alors les preuves de 2.16-2.18 sont omises.

Deuxiémement, en utilisant 2.16, 2.17 et 2.18, en a n — 00
{EFx(0.y.2) - C1(0,2)(6,9,2) + F(6,5,2)(C1(6,2) — BFp(0,2)) } — 0

D’autre part

V() _ /1202 () F(0,y,7) _ /1Poalha) F(0,,7) (219)
Fp(0,x) Fp(0,2)F(0,y,x) Fn(0,y, )

Parce que K (-)H'(-) est continue avec ’appui sur [0, 1], puis par hypothéses (H3) et (H4)

Vm = inf K(t)H'(t) tels que
tel0,1]

m

vy, 2)> ——
w(09,2) hu®g.(hi)

Ce qui donne

n®o(hi) _ /1l Po.(hi)’

ﬁN(ev Y, ZE) m
Enfin, la preuve du Lemme (2.3) utilisant (H6), est complétée.



Conclusion

La régression semiparamétrique peut étre d’une valeur substantielle dans la solu-
tion de problémes scientifiques complexes.Le monde réel est beaucoup trop compliqué
pour que l’esprit humain comprenne en détail. Les modeéles de régression semiparamé-
trique réduisent les ensembles de données complexes aux résumés que nous pouvons com-
prendre.Correctement appliqué, ils conservent les caractéristiques essentielles des données

tout en ignorant les détails sans importance, et donc ils aident la prise de décisions avisée.

43
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2.2.2.6 Preuve de lemme 2.3 :
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