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0.1 Introduction

Dans ce mémoire, on s�intéresse au problème de contrôle optimal d�une navette spatiale

en phase de rentrée atmosphérique, où le contrôle est l�angle de gîte, et le coût est le �ux

thermique total (facteur d�usure de la navette). Le moteur est par ailleurs soumis à des

contraintes d�état sur le�ux thermique, l�accélération normale et la pression dynamique.

Le problème précis à l�étude est le suivant. Nous appelons phase atmosphérique la période

de temps où l�altitude du moteur se situe entre 20 et 120 kilomètres. C�est en e¤et dans cette

phase que, en l�absence de poussée motrice, les forces aérodynamiques (frottement avec l�at-

mosphère) peuvent être utilisées pour piloter adéquatement la navette spatiale a�n de la diriger

vers un point �nal souhaité et de satisfaire les contraintes d�état. En particulier sur le�ux ther-

mique. Ainsi, durant cette phase, la navette peut être considérée comme un planeur, soumis

uniquement à la force de gravité et aux forces aérodynamiques.

Le contrôle est l�angle de gîte cinématique qui représente l�angle entre les ailes et un plan

perpendiculaire à la vitesse, alors les forces aérodynamiques sont contrôlées par l�attitude du

navette. Pour un navette de rentrée, le mouvement est contrôlé par les forces de traînée et de

portance. L�angle d�attaque module l�amplitude de la force tandis que l�angle d�inclinaison

n�agit que dans la direction de l�élévation.

L�objectif est de déterminer une trajectoire optimale jusqu�à une cible donnée. Une tra-

jectoire optimale étant ainsi déterminée, il faut ensuite stabiliser la navette autour de cette

trajectoire, de façon à prendre en compte de possibles perturbations en tenant compte du fait

que l�engin est de plus soumis à des contraintes sur l�état. Nous nous intéressons au problème

de transfert en temps minimal. Ce problème a été dé�ni et résolu dans une série d�articles

[J.B.C]; [J.B.N]; [J.M.C.L1] et [J.M.C.L2] en tenant compte des conditions limites du cahier des

charges du CNES.

Cet mémoire est composé de quatre chapitre :

Dans premier chapitre nous citons brièvement le modèle de la navette spatiale et les princi-

pales techniques de la théorie du contrôle optimal, y compris le principe maximal de Pontryagin,

les conditions d�optimalité de premier ordre et nous présentons un bref aperçu du contrôle géo-

métrique optimal, y compris l�utilisation du crochet de Lie avec des conditions d�optimalité

d�ordre supérieur.

L�objectif de chapitre deux est d�analyser les trajectoires extrémales pour le système avec et
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sans contraint. La structure des equations permet de distinguer un sous-système I, en dimension

3, qui représente le mouvement longitudinal de la navette c�est à dire qui correspond au problème

de contrôle sans conditions limites sur la latitude et l�azimut .

Dans le chapitre trois le sous-système II qui représente le mouvement latéral fait l�objet de

la même étude que le sous système I:

En�n dans le quatrième chapitre nous traitons le modèle complet de la navette. On calcule

les extrémales singulières et les extremales régulière pour le problème où le domaine de contrôle

est convexi�e. Nous résolvons numériquement ce problème de contrôle optimal, on détermine

ainsi une trajectoire nominale (trajectoire de référence) pour la navette ainsi nous étudions la

stabilité de la navette autour de la trajectoire nominale déterminée.
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Chapitre 1

Contrôle optimal géométrique et

applications au problème de réentrée

atmosphérique

1.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est de �xer la terminologie pour étudier notre problème et présenter

le principe du maximum.

Nous nous concentrons sur le problème de la rentrée atmosphérique d�une navette spatiale

contrôlée par son angle d�inclinaison, et ou le cout de minimisation est le �ux thermique

total (Ici le moteur est soumis a des contraintes d�état sur le �ux thermique, l�accélération

normale et la pression dynamique) [J.E.M].

1.2 Problème de la rentrée atmosphérique

Le problème précis à l�étude est le suivant. Nous appelons phase atmosphérique la période de

temps où l�altitude du moteur se situe entre 20 et 120 kilomètres. C�est en e¤et dans cette phase

que, en l�absence de poussée motrice, les forces aérodynamiques (frottement avec l�atmosphère)

peuvent être employées pour contrôler adéquatement la navette spatiale a�n de la diriger vers un

point �nal souhaité et de satisfaire les contraintes d�état particulier sur le �ux thermique. Le

contrôle est l�angle d�inclinaison et le critère de minimisation considéré est le �ux thermique
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total. Le modèle du système de contrôle est standard (voir par exemple [AM][CNES]) et s�écrit

dr

dt
= v sin  (1.1)

dv

dt
= �g sin  � 1

2
�
SCD
m

v2 + 
2r cosL(sin  cosL� cos  sinL cos�)
d

dt
= cos (�g

v
+
v

r
) +

1

2
�
SCL
m

v cos�+ 2
 cosL sin�

+
2
r

v
cosL(cos  cosL+ sin  sinL cos�)

dL

dt
=

v

r
cos  cos�

dl

dt
=

v

r

cos  sin�

cosL
d�

dt
=

1

2
�
SCL
m

v

cos 
sin�+

v

r
cos  tanL sin�

+2
(sinL� tan  cosL cos�) + 
2 r
v

sinL cosL sin�

cos 

où

� r désigne la distance du centre de gravité de la navette au centre de la Terre.

� v est le module de sa vitesse relative.

�  est l�angle de vol (ou l�inclinaison du trajet, c�est-à-dire l�angle du vecteur par rapport

à un plan horizontal).

� L est la latitude.

� l est la longitude

� � est l�azimut (angle entre la projection du vecteur de vitesse sur le plan horizontal local

mesuré par rapport à l�axe Sud-Nord de la planète).

1.2.1 Le modèle pour les forces

Pour l�arc atmosphérique on fait les hypothèses suivantes :

Hypothèse 1 : la navette est un planeur, c�est-à-dire que la poussée de la navette est nulle.

Hypothèse 2 : on suppose que la vitesse de l�atmosphère est la vitesse de la Terre. La

vitesse relative de la navette par rapport à la Terre est donc la vitesse relative v.

Les forces agissant sur la navette sont de deux types :

� force de gravité : La force gravitationnelle apparaît avec un modèle habituel g = g0
r2
, où

g0 est la constante gravitationnelle.
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� force aérodynamique : La force �uide due à l�atmosphère est décomposé en :

� une composante dite de traînée dont le module est D = (1
2
�SCDv

2) est opposé au vecteur

de vitesse,

� et de la force de portance, dont le module est L = 1
2
�SCLv

2 qui est perpendiculaire au

vecteur vitesse v:Ils sont dessinés sur la (Fig:1) :

Ici, � = �(r) = �0e
��r est la densité de l�atmosphère, S est un coe¢ cient positif (zone de

référence) représentant le moteur, et CD, CL sont respectivement les coe¢ cients de traînée

et de portance ; ils dépendent de l�angle d�attaque et du nombre de Mach de la navette.

Le contrôle est l�angle de la banque � ; il agit sur l�orientation de la force de portance

et donc son e¤et peut être de faire tourner la navette à gauche ou à droite mais aussi d�agir

sur l�altitude. C�est un contrôle scalaire supposé prendre des valeurs dans [0; �]. Notons que la

masse m du moteur est constante le long de cette phase atmosphérique car on suppose qu�il n�y

a pas de poussée.

En�n, 
 est la vitesse de rotation angulaire de la planète. Dans le modèle ci-dessus les termes

linéaires en 
 représentent la force de Coriolis, et les termes proportionnels à 
2 sont dus à

la force centripète.

Le problème de contrôle optimal à l�étude est de conduire le véhicule des conditions initiales

aux conditions �nales indiquées dans le tableau 1, en temps �nal libre, et de plus, le système

est soumis à trois contraintes d�état où � 2 [��; �] et q1 véri�e les contraintes d�état :

� Contrainte sur le �ux thermique :

' = Cq
p
�v3 � 'max (1.2)

� Contrainte sur l�accélération normale :

n = n0(�)�v
2 � maxn (1.3)

� Contrainte sur la pression dynamique :

P =
1

2
�v2 � Pmax (1.4)

où Cq, 'max, n0, 
max
n et Pmax sont des constantes positives. Dans le domaine du vol, en
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termes de traînée d = 1
2

SCD
m

�v2 et de v.

Fig1 : Variables d�tat et de contrle.

Le critère de minimisation est le �ut thermique total long du vol.

J(�) =

Z T

0

Cq
p
�v3dt (1.5)

Fig:2 : Contraintes et stratgie Harpold-Graves

Notons que, si nous approximons _v ' �d, alors J(�) = K
R vf
v0

v2p
d
dv (avec K > 0), et donc

pour ce critère approché la stratégie optimale est de maximiser la traînée d tout le long du vol.
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Cette stratégie, décrite dans [J.C] et habituellement utilisée, réduit le problème au problème

de trouver une trajectoire traçant la limite du domaine autorisé dans l�ordre suivant : �ux

thermique - accélération normale - pression dynamique, comme indiqué sur la (Fig:2).

L�avantage de cette méthode est que, le long des arcs de limite, le contrôle peut être facilement

exprimé en boucle fermée (feedback), ce qui est très pratique pour les problèmes de stabilisation

et pour la mise en �uvre embarquée en temps réel. Quoi qu�il en soit, cette stratégie n�est pas

optimale pour le critère de minimisation (1:5), et c�était le but de [B.B2], [B.B4], [B.B3] et [E.T]

de résoudre ce problème de contrôle optimal avec des considérations géométriques.

1.3 Réduction du problème et modèles simpli�és et contrôle

optimal géométrique

1.3.1 Réduction du problème et modèles simpli�és

Le système (1:1) décrivant l�arc atmosphérique est de la forme

_q = X(q) + u1Y1(q) + u2Y2(q); (1.6)

avec u1 = cos�; u2 = sin� et q = (r; v; ; L; l; �). Posons q1 = (r; v; ) et q2 = (L; l; �).

Pour le contrôle optimal de l�arc atmosphérique, le problème majeur au cours du vol est

de respecter les contraintes. De plus ces dernières ne dépendent que de q1 et ceci requiert

une analyse �ne du mouvement longitudinal de l�engin. D�autres part les conditions limites ne

portent que sur une partie des variables. Ces remarques nous amènent à construire un modèle

simpli�é en dimension trois du problème de rentrée atmosphérique. En e¤et en négligeant la

vitesse de rotation 
 de la planète et le terme de Coriolis en 
, le système (1:1) se décompose

en :

_q1 = f1(q1; u1)) +O (
) ; _q2 = f2(q; u2) +O (
) :
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Plus précisément, dans les coordonnées q1 = (r; v; ) ce modèle simpli�é s�écrit :

dr

dt
= v sin  (1.7)

dv

dt
= �g sin �k�v2

d

dt
= (�g

v
+
v

r
) cos +k

0�v cos�

où � 2 [��; �] et q1 véri�e les contraintes d�état (1:2) : Une seule des contraintes (1:3); (1:4)

est à prendre en compte car CD; CL sont constants.

Deux cas ce présente :

� Si u = u1 = cos� comme contrôle de la pente , ce qui donne le nouveau sous-système

appelé modèle simpli�é I (en dimension trois) qui représente le mouvement longitudinal de la

navette, s�écrit :

dr

dt
= v sin  (1.8)

dv

dt
= �g sin �k�v2

d

dt
= (�g

v
+
v

r
) cos +k

0�vu

� Si on prend la dérivée de l�angle de gite comme contrôle (noté u2) de la l�azimut � , ce

qui ajoute en plus une autre équation dans le modèle simpli�é, ce nouveau sous-système sera

appelé modèle simpli�é II (en dimension quatre) qui représente le mouvement latéral :

dr

dt
= v sin  (1.9)

dv

dt
= �g sin �k�v2

d

dt
= (�g

v
+
v

r
) cos +k

0�v cos�

d�

dt
= u

où le contrôle u véri�e la contrainte juj � M , avec M représentant la vitesse maximale de

rotation de la navette et k =
1

2

SCD
m

; k0 =
1

2

SCL
m
.

Remarque 1.1 Le contrôle est soit � soit _�. Dans le premier cas on peut imposer les bornes

� 2 [��
2
;
�

2
] ou � 2 [��; �].
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- Le contrôle u1 peut être négatives, i:e: u1 2 [�1;+1]

- Le signe de u2 autorise le planeur à tourner à droite ou à gauche.

Remarque 1.2 Dans le modèle simpli�é II, en contrôlant la dérivée _�, on exige la continuité

et la dérivabilité de l�angle de gîte � par rapport au temps.

Remarque 1.3 L�introduction du modèle simpli�é II est justi�ée par deux raisons :

1: Raison théorique : Durant le vol de la navette, dans le modèle simpli�é I, on trouve

des trajectoires bang-bang et des trajectoires sur le bord. Les contraintes sont d�ordre deux. Par

ailleurs dans le système II, on ajoute en plus des trajectoires, qui consistent à incliner la navette

sur son bord. Les contraintes sont d�ordre trois plus élevé.

2: Raison numérique : Dans le modèle simpli�é I, on utilise la méthode de continuation

[J.E.M] sur la borne maximale de la contrainte en partant de la solution pour le problème sans

contrainte. Par ailleurs, dans le modèle simpli�é II, on utilise en plus la continuation sur la

borne maximale du contrôle, partant d�un M plus petit pour atteindre un M assez grand.

1.4 Contrôle optimal géométrique

1.4.1 Principe du maximum de Pontryagin

Nous présentons dans cette section, le Principe du Maximum de Pontryagin. Ce principe

nous donne une condition nécessaire du premier ordre, d�optimalité locale, que doit véri�ée toute

solution potentielle d�un problème de contrôle optimal. Considérons tout d�abord un système

de contrôle autonome s�écrivant en coordonnées locales :

_q(t) = X(q(t)) + u(t)Y (q(t)) = f(q(t); u(t)) (1.10)

où f : R � Rn � Rm ! Rn est de classe C1. Les contrôles u(:) sont des fonctions mesurables

bornées, à valeur dans un domaine quelconque U � Rm. Soient M0 et M1 deux sous variétés

di¤érentiables de Rn dé�nissant les conditions aux deux bouts. En�n on dé�nit le coût d�un

contrôle u sur [0; T ] par :

C(T; u) =

Z T

0

f0(qu(t); u(t))dt+ g(T; qu(T ))
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où f0 : R � Rn � Rm ! Rn et g : R � Rn ! R toutes deux C1, et qu(�) la trajectoire solution

de (1:10) associée au contrôle u(�).

On considère le problème de contrôle optimal suivant : déterminer une trajectoire reliant

M0 à M1 et minimisant le coût. Le temps �nal T peut être �xé ou non.

Théorème 1.4 (principe du maximum de Pontryagin) [B.B2] Si le contrôle u 2 U est optimal

sur [0; T ], alors il existe une application p : [0; T ] ! Rn absolument continue et une constante

p0 � 0 avec (p(�); p0) 6= (0; 0), telles que pour presque tout t 2 [0; T ]

_q�(t) =
@H

@p
(q�(t); p�(t); p0; u

�(t)); (1.11)

_p� (t) = �@H
@v
(q�(t); p�(t); p0; u

�(t))

presque partout sur [0; T ], oùH(q; p; p0; u) =< p; f(q; u) > +p0f0(q; u) est le pseudo-Hamiltonien

du système.

H(q�(t); p�(t); p0; u
�(t)) = max

v2U
H(q(t); p(t); p0; v) (1.12)

presque partout sur [0; T ]. Si le temps �nal pour joindre la cible M1 est libre et si u est continu

en T , on a la condition au temps �nal T

max
v2U

H(T; q(T ); p(T ); p0; v) = �p0
@g

@t
(T; q(T )): (1.13)

En�n le vecteur adjoint p peut être choisi d�après les conditions de transversalité aux extrémités

suivantes.

p(0)?Tq(0)M0; p(T )� p0
@g

@q
(T; q(T ))?Tq(T )M1; (1.14)

Puisque le problème de contrôle est autonome, i.e.f et f0 ne dépendent pas de t, le pseudo-

Hamiltonien H ne dépend pas de t et on a

8t 2 [0; T ]; H(x(t); p(t); p0; u(t)) = Cste; p:p

Dé�nition 1.5 Une extrémale du problème de contrôle optimal est un quadruplet (x(�); p(�); p0; u(�))

solution des équations (1:12).

Remarque 1.6 Si p0 < 0 alors l�extremal est dit normal. Si p0 = 0 alors l�extremal est dit anor-

mal. On peut également noter qu�en l�absence de contraintes de contrôle, les extrêmes anormaux
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projettent exactement sur des trajectoires singulières

Dé�nissons le système augmenté

_q(t) = f(q(t); u(t)); _q0(t) = f0(x(t); u(t))

et notons ~x := (q0; q) l�état et ~f := (f0; f) le système, augmentés. Supposons g � 0, le problème

de contrôle optimal revient alors à trouver une trajectoire reliant M0 à M1 et minimisant

q0(T ) avec q0(0) = 0. Le PMP est fondé sur la remarque géométrique que nécessairement

~q(T ) 2 @ ~A(~q0; T ), où ~A(~q0; T ) = f~q(t; ~q0; u); u admissible sur [0; t]g est l�ensemble accessible

depuis ~q0, en temps t, par les contrôles admissibles sur [0; t].

On peut de plus dé�nir un véritable système hamiltonien ainsi que son gradient symplectique

(ou champ de vecteurs hamiltonien) sous certaines conditions, d�après le corollaire suivant.

Corollaire 1.7 Si H(q; p) := max
u2U

H(x; p; p0; u) est dé�ni et lisse sur un voisinage de l�extrémale

z := (q; p) : [0; T ]! Rn � Rn, alors pour presque tout t 2 [0; T ]

_z(t) =
�!
H (z(t)) =

�
@H

@p
(z(t));�@H

@q
(z(t))

�

et H(q; p) est le Hamiltonien vrai (il ne dépend plus de u).

Dé�nition 1.8 Une extrémale (q(�); p(�); p0; u(�)) solution de (1:12) est dite anormale si p0 = 0

et normale dans le cas contraire. Une extrémale est dite singulière si @uH = 0. Dans ce cas, la

condition dé�nie ci-après est nécessaire pour que l�extrémale soit optimale sur [0; T ].

Proposition 1.9 Si la trajectoire q(�) associée au contrôle u(:), non contraint, est optimale

sur [0; T ] pour la topologie L1, alors la condition de Legendre est véri�ée le long de l�extrémale

(x(�); p(�); p0; u(�)), c�est à dire @2H
@u2
(q(t); p0; p(t); u(t)):(v; v) � 0; 8v 2 Rm; 8t 2 [0; T ]:

Dé�nition 1.10 On appelle système de contrôle a¢ ne tout système de la forme

_q(t) = F0(x(t)) +
mX
i=1

ui(t)Fi(q(t)):

Le champ de vecteurs F0 est appelé dérive et D = fF1;���; Fmg est appelée la distribution contrô-

lée.
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La proposition précédente n�est pas signi�cative dans le cas a¢ ne, où l�on a @uuH � 0. On

introduit donc la dé�nition suivante.

Dé�nition 1.11 Une extrémale (x(�); p(�); p0; u(�)) est dite totalement singulière si

@2H

@u2
(q(t); p0; p(t); u(t)) = 0; 8t 2 [0; T ] (1.15)

On dit que l�on se trouve dans un cas régulier si l�équation (1:15) est stricte le long de l�extrémale.

Dans le cas totalement singulier, pour un sytème a¢ ne par exemple, on a alors la condition

nécessaire d�optimalité suivante.

Proposition 1.12 Si la trajectoire q(�) associée au contrôle u(�), non contraint, est optimale

sur [0; T ] pour la topologie L1, et si l�extrémale associée est totalement singulière, alors la

condition de Goh est véri�ée le long de l�extrémale, c�est à dire

�
@H

@ui
;
@H

@uj

�
= 0 (1.16)

le long de l�extrémale, où f:; :g est le crochet de Poisson sur T �X, dé�ni ci-après. De plus, la

condition de Legendre généralisée est véri�ée le long de l�extrémale, c�est à dire

@

@u

@2

@t2
@H

@u
(q(t); p0; p(t); u(t)):(v; v) � 0; 8v 2 Rm;8t 2 [0; T ]: (1.17)

Dé�nition 1.13 On dit que s 2 [0; T ] est un temps de commutation si s appartient à la

fermeture de l�ensemble des t où v n�est pas C1. Alors q(s) est appelée un point de commutation.

Dé�nition 1.14 Si (q:p; u) est un relèvement extrémal dé�ni sur [0; T ], la fonction

' : t! '(t) =< p(t); Y (q(t) > (1.18)

s�appelle la fonction de commutation ; alors le contrôle extrémal u est dit bang si u(t) = �1, et il

est dit bang- bang si u est constante par morceaux sur [0; T ] et à valeurs dans f�1;+1g ; en�n ce

contrôle extrémal u est dit régulier si u(t) = signe('(t)) presque partout ('(t) 6= 0; 8t 2 [0; T ]),

et il est dit (totalement) singulier si 8t 2 [0; T ]; '(t) = 0.
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Dé�nition 1.15 On note +(resp �) un arc correspondant à u � +1(resp. u � �1) et S un

arc correspondant à un contrôle singulier. On note +� un arc + suivi par un arc �; +s

un arc + suivi par un arc s et ainsi de suite pour toute concaténation d�arcs +; � ou s,

certains de ces arcs pouvant être vides. Le relèvement extrémal (q; p; u) est dit exceptionnel si

Hj(q;p;u) = 0 presque partout.

Soit (q; u) un extrémale dé�nie sur [T; 0]; T < 0.

Dé�nition 1.16 Le cut point le long de q est le premier point où q cesse d�être optimale c�est-

à-dire le point q(t) où t est le temps de [T; 0] tel que q soit optimale sur ]t; 0] et n�est pas optimale

sur [t0; 0]; 8t0 < t.

1.4.2 Classi�cation des extrémales au voisinage de �.

Dans cette partie on va présenter brièvement les résultats de Kupka concemant la classi�-

cation des relèvements extrémaux [I.K]. Soit z = (q; p); on pose

� = f(q; p) : hp; Y (q)i = 0g; �0 = f(q; p); hp; Y (q)i = hp; [X; Y ](q)i = 0g

S = f(q; p) 2 �0; hp; [Y; [X; Y ]] (q)i = 0g

où le crochet de Lie est calculé avec la convention [Z1; Z2] =
@Z2
@v

Z1 �
@Z1
@v

Z2 . Soit (z; u) un

relèvement extrémal dé�ni sur [0; T ], supposé lisse. En dérivant la fonction de commutation

' : t! '(t) = hp(t); Y (q(t))i

il vient :

_'(t) = hp(t); [X; Y ](q(t))i et

�'(t) = hp(t); [X; [X; Y ]] q(t)� u(t) [Y; [X; Y ]] q(t)i:

Points de commutations normaux

Dé�nition 1.17 1: Point ordinaire : Soit z0 2 �, supposons � et de codimension 1 en z0
alors si hp(t); [X; Y ](q(t))i 6= 0 en z0 on dit que z0 et un point de commutation ordinaire et

chaque courbe extrimale dans un voisinage de z0 est de la forme +� ou �+

15



2: Point normal : Soit z0 2 � et supposons que Y (q0) 6= 0 et z0 2 �n�0. Le point z0 est

dit normal.

Le comportement des bitrajectoires extrémales z = (q; p) au voisinage de z0 est donné par

le lemme suivant :

Lemme 1.18 Notons z+ (resp. z�) la bitrajectoire extrémale correspondant à u � +1 (resp:�

1). Si l�on note '+ (resp. '�) la fonction de commutation évaluée le long de z+ (resp. z�) et

t0 le temps de commutation avec z+(t0) = z�(t0) = z0 = (q0; p0) on a :

_'+(t0) = _'�(t0) = hp0; [X; Y ](q0)i

(loi de re exion). De plus si z = (q; p) est une bitrajectoire extrémale passant par z0 on à :

(i) si h p0; [X;Y ](q0)i < 0 alors q = +�

(ii) si h p0; [X; Y ](q0)i > 0 alors q = �+

Le cas du pli

Dé�nition 1.19 Soit z0 = (q0; p0) 2 �0 et supposons que Y (q0) est non nul et que �+ et ��

sont non nuls où �+ (resp. ��)

�+ = h p0; [X; [X; Y ]] q0 � [Y; [X; Y ]] q0i

�� = h p0; [X; [X; Y ]] q0 + [Y; [X; Y ]] q0i

Un tel point s�appelle un pli.

Remarque 1.20 Le comportement des bitrajectoires extrémales régulières z = (q; p) au voisi-

nage de z0 est donné par les trois allures indiquées en (Fig1) (le rôle de z+ et z� est permutable

en (ii) ), qui correspondent à :

(i) cas hyperbolique : �+ > 0 et �� < 0,

(ii) cas parabolique : �+�� > 0,

(iii) cas elliptique : �+ < 0 et �� > 0.
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En particulier toutes les extrémales régulières sont bang-bang bien que le nombre de commu-

tations ne soit pas uniformément borné dans le cas elliptique.

Fig:3 : Comportement des bitrajectoires extrmales rgulires

Dans ces �gures �0 se projette en z0.

1.4.3 Quelques propriétés des extrémales singulières

L�objet de ce paragraphe est de montrer que les extrémales singulières sont, au moins gé-

nériquement, solutions d�une équation di¤érentielle analytique sur �0 et de rappeler leur statut

d�optimalité pour le problème point-point, c�est-à-dire lorsque la variété terminale est réduite à

un point, ceci sous des conditions de codimension zéro ou un pour le système (X; Y ).

Dé�nition 1.21 Les relèvements extrémaux singuliers véri�ent ' (t) = 0; 8t 2 [0; T ] c�est-à-

dire que les bitrajectoires extrémales singulières z(t) = (q(t); p(t)) sont contenues dans �.

Lemme 1.22 Les relèvements extrémaux singuliers (q; p; u) sont tels que (q; p) est contenu

dans �0 et ceux qui sont tels que (q; p) est contenu dans �0nS sont les solutions de l�équation

di¤érentielle hamiltonienne sur �0nS où le contrôle singulier est donné pour (q(t); p(t)) 2 �0nS

par u(t) = û(q(t); p(t)) avec :

û(q; p) =
h p; [X; [X; Y ]] (q)i
hp; [Y; [X; Y ]] (q)i (1.19)

et Ĥ(q; p) = h p;X(q) + û(q; p)Y (q) i

Preuve. En dérivant l�équation de contrainte h p; Y (q) i � 0 le long de (q(t); p(t); u(t)) il

vient :

hp; [X; Y ](q)i = hp; [X; [X; Y ])] (q)� u [Y; [X; Y ]] (q)i � 0
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et le contrôle singulier est bien û. Par ailleurs

@ bH
@p

=
@H

@p
et
@ bH
@q

=
@H

@q
(1.20)

sur ' � 0, d�où l�assertion.

On peut observer que (1:20) dé�nit bien un champ de vecteurs hamiltonien sur �0nS pour

la structure induite par la structure symplectique canonique de R2n.

Dé�nitions et notations

Soit (q; p; u) un relèvement singulier dé�ni sur [0; T ] et tel que (q; p) est contenu dans �0nS.

Dé�nition 1.23 On dit que u est admissible si 8t 2 [0; T ]; u(t) = û(q(t); p(t)) 2 [�1;+1]. Un

tel contrôle est dit saturant si u(0) ou u(T ) = �1.

Supposons que application t 7! q(t) soit injective. On peut alors en utilisant un di¤éo-

morphisme local identi�er à : t 7! (t; 0; : : : ; 0). Par ailleurs en utilisant un feedback, on peut

identi�er (en changeant X en X̂ = X + ûY ) le contrôle singulier au contrôle nul. Avec ces

normalisations introduisons alors l�esemble

K(t) = fadkX̂(Y )(q(t)); k = 0; : : : ;+1gev:

s�appelle le premier cône de Pontriaguine.

Dé�nition 1.24 [H.H] On dit que (q; u) est une extrémale singulière ssi 8t 2 ]0; T ] ; K(t) est

de codimension au moins égale à un.

Faisons les hypothèses suivantes :

(H3) 8t 2]0; T ]; K(t) est de codimension 1 et de plus pour tout t 2 [0; T ] les (n � 1)

vecteurs fadkX̂(Y )(q(t)); k = 0; : : : ; n� 2g sont indépendants.

(H4) 8t 2 [0; T ]; X̂(v(t)) =2 fadkX̂(Y )(v(t)); k = 0; : : : ; n � 3gev.

si n � 3 et si n = 2; X̂(q(t)) et Y (q(t)) sont indépendants.

En dérivant ' (t) pour tout t 2 [0; T ] on en déduit que 8k 2 N;8t 2 [0; T ] ; fp(t); adkX̂(Y )(q(t))g =

0 et le vecteur adjoint est donc orthogonal à K(t) en tout instant t ; par ailleurs si h est la valeur
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du hamiltonien Ĥ = hp;X(q)i le long du relèvement extrémal, p est orienté selon la convention

h � 0 (voir (1:4) condition (1:13)) et est dé�ni de façon unique à un facteur près sous les

hypothèses (H3) et (H4).

Dé�nition 1.25 On dira que le relèvement extrémal singulier est exceptionnel si h = 0 et

hyperbolique (resp. elliptique) si h > 0 et 8t 2 [0; T ]; h p(t);
h
Y;
h
X̂; Y

ii
(q(t))i < 0 (> 0).

Proposition 1.26 Soit (q; u) une extrémale singulière admissible dé�nie sur [0; T ] et veri�ant

(H3) et (H4). Alors si T est assez petit, la trajectoire q est temps minimale (resp. maximale)

pour le problème point-point ssi on est dans le cas hyperbolique ou exceptionnel (resp.elliptique).

Preuve. Ces résultats proviennent de [B.B1].

Des résultats (1:4:2) et (1:4:3) on déduit les propriétés suivantes.

Propriétés

Soit (q; u) une extrémale singulière dé�nie sur [0; T ] véri�ant (H3) et (H4). Alors dans le

cas hyperbolique ou elliptique u 2 ]�1; 1], et (q; u) admet un seul relèvement extrémal (q; p; u)

où p 2 Pn�1 (espace projectif).

Le point z0 = (q(0); p(0)) est un pli et les relèvements extrémaux sont donnés par la (Fig:3)

(i) si (q; p; u) est hyperbolique et (iii) si (q; p; u) est elliptique. Dans le cas exceptionnel,

u 2 ]�1; 1] et (q; u) admet deux relèvements extrémaux (q; p; u) avec p 2 Sn�1, l�un tel que z0 =

(q (0) ; p (0)) soit un point pli hyperbolique (Fig:3(i)) et l�autre tel que z0 = (q(0);�p(0)) soit

un point pli elliptique (Fig:3(iii)). Le cas parabolique correspond à la situation où u =2 [�1; 1],

i.e. n�est pas admissible.

Le cas n = 2

Lemme 1.27 Les relèvements extrémaux singuliers (q; p; u) sont tels que les trajectoires q sont

contenues dans le lieu des points où Y et [X; Y ] sont colinéaires. Si [Y; [X; Y ]] (q) n�est jamais

colinéaire à Y (q), le contrôle singulier est donné par (1:19) et û ne dépend pas de p si Y (q) ne

s�annule pas.

Preuve. On a hp; Y (q) >=< p; [X; Y ](q) >� 0, dans le cas singulier et donc, puisque p 6= 0

en tout instant, Y (q) et [X; Y ](q) sont colinéaires. Le contrôle singulier est dé�ni par (1:19) et

p peut être éliminé en utilisant hp; Y (q)i � 0.
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Proposition 1.28 Soit v0 tel que X; Y sont indépendants en q0 ainsi que Y; [X;Y ]. Alors dans

un voisinage de q0 toute trajectoire optimale est régulière avec au plus une commutation. Soit

q0 tel que X;Y sont indépendants en q0 et Y; [X; Y ] sont colinéaires en q0. Alors dans le cas

hyperbolique, une trajectoire optimale est de la forme �s�, dans le cas parabolique, de la

forme +�+ ou �+�. Dans le cas elliptique toute trajectoire optimale est bang-bang avec

au plus une commutation.

Preuve. Tous ces résultats viennent de la classi�cation des extrémales excepté dans le cas

elliptique étudié en [H.J.S]:

Le cas n = 3

Lemme 1.29 Notons

D1 = det(Y; [X; Y ]; [Y; [X; Y ]]) (1.21)

D2 = det(Y; [X; Y ]; [X; [X; Y ]])

D3 = det(Y; [X; Y ]; X)

Les extrémales singulières dont les trajectoires q sont contenues dans R3n(D1 = 0) sont les

solutions de

_q = X̂(q) = X(q) + û(q)Y (q) et û(q) = �D2(q)=D1(q) (1.22)

Alors dans le cas hyperbolique (resp. elliptique, exceptionnel), ces extrémales sont les solutions

non réduites à 1 point ou non périodiques de (1:22) contenues dans D3D1 > 0; (rsp:D3D1 <

0; D3 = 0) telles que û 2 ]�1;+1[

Preuve. Les relèvements singuliers (q; p; u) véri�ent

hp; Y (q)i = hp; [X; Y ](q)i = hp; [X; [X; Y ])] (q) + u[Y; [X; Y ]](q) i � 0

En dehors de D1 = 0, le contrôle singulier est donc donné par le feedback û. On véri�e que

ensemble D3 = 0 est un ensemble invariant pour (1:22) dont les solutions sont les extrémales

exceptionnelles. Lorsque û 2] � 1;+1[, cet ensemble représente la séparation entre la zone

hyperbolique D3D1 > 0 et la zone elliptique D3D1 < 0.
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Proposition 1.30 La synthèse temps minimale pour le problème point- point au voisinage de

q0 2 R3 est la suivante.

� Si q0 2 D2D1 > 0; X̂(q0) 6= 0 et û(q0) 2] � 1;+1[ (cas hyperbolique), une trajectoire

optimale est de la forme �s��

� Si q0 2 D3D1 < 0; X̂(q0) 6= 0 et û(q0) 2]�1;+1[ (cas elliptique), toute trajectoire optimale

est bang-bang avec au plus deux commutations.

� Si q0 2 R3nfD1 = 0 o�u X̂ = 0get û(q0) 62 [�1;+1] (cas parabolique) toute trajectoire

optimale est bang-bang, avec au plus deux commutations.

Preuve. Ces résultats proviennent de [H.S].

1.4.4 Principe du Minimum avec contraintes sur l�état

Le problème que l�on étudie est de minimiser J(q(T )) donné par :

8>>>>>>><>>>>>>>:

min
ju(t)j�M

J(u)

_q = X(q) + uY (q); juj � 1

C(q) � 0

q(0) = q0; 	(q(T )) = 0:

(1.23)

où J(u) = �(q(T )) et q; �;	 et C sont supposés des applications lisses et le temps �nal T est

�xé voir [H.M].

Notation 1.31 On note respectivement [X; Y ](q) et Y � C(q), le crochet et la dérivée de Lie

calculés avec la convention : Y � C(q) = @C

@q
(q)Y (q):

Avec ces notations, on peut dé�nir l�ordre de la contrainte par :

Dé�nition 1.32 L�ordre absolu (ou générique) de la contrainte est l�entier m tel que :

Y � C = Y (X � C) = � � � = Y
�
Xm�2 � C

�
= 0 et Y

�
Xm�1 � C

�
6= 0 (1.24)

où les champs de vecteurs X; Y agissent sur C par dérivée de Lie. Autrement dit l�ordre m de

la contrainte pour le système est le plus petit entier non nul tel que, pour tout k = 0; :::;m� 1,

C(k)(q(t); u(t)) ne d´ epend pas explicitement de u.
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Dé�nition 1.33 On appelle arc frontière un arc t 7! b(t) tel que C(b(t)) = 0 et on note ub

le contrôle frontière associé. Si l�ordre absolu de la contrainte est m, un arc frontière est donc

contenu dans :

@k

@kq
C(q) = C(k) = Xk � C + uY

�
Xk�1 � C

�
= 0; 0 � k � m� 1 (1.25)

On note :

ub = �
Xm � C

Y (Xm�1 � C) (1.26)

le feedback associé à un arc frontière.

Remarque 1.34 Le long d�un arc frontière d�ordre m, la condition générique suivante est vé-

ri�ée :
@

@u
(C(m)) (b(t)) 6= 0; 8t 2 [0; T ]

Hypothèses C. Soit t 7! b(t); un arc frontière. On introduit les hypothèses suivantes :

(C1) le long de b; Y (Xm�1 � C) 6= 0 où m est l�ordre de la contrainte.

(C2) jub(t)j �M pour t 2]0; T [, c�est-à-dire que le contrôle frontière est admissible.

(C3) jub(t)j < M pour t 2 [0; T ], c�est-à-dire que le contrôle frontière est non saturant.

Conditions nécessaires d�optimalité

Soit t 7! b(t); t 2 [0; T ] un arc frontière. On suppose que les hypothèses (C1) et (C2)

(1:4:4) sont satisfaites.

Proposition 1.35 Soit t 7! q(t); t 2 [0; T ] une trajectoire optimale, lisse par morceaux. On

introduit le Hamiltonien :

H(q; p; u; �) = hp; X + uY i+ �C

où p 6= 0 est le vecteur adjoint, et � est le multiplicateur de Lagrange de la contrainte. Sous les

hypothèses (C1, C2), satisfaites le long des arcs frontières, alors les conditions nécessaires de

Maurer [H.M] sont les suivantes :
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1: Il existe �(t) � 0 et des réels �0 � 0; � 2 Rn tels que le vecteur adjoint véri�e :

_p = �@H
@q

= �p(@X
@q

+ u
@Y

@q
)� �

@C

@q
p:p: (1.27)

p(T ) = �0
@�

@q
(q(T )) + �

@	

@q
(q(T ))

2: La fonction t! �(t) est continue à l�intérieur de l�arc frontière et véri�e �(t)C(q(t)) = 0,

8t 2 [0; T ]

3: La condition de saut en un temps ti de contact ou de jonction avec la frontière est :

H(t+i ) = H(t�i ); et p(t+i ) = p(t�i )� �i
@C

@q
(q(ti)); �i � 0: (1.28)

4: Le contrôle optimal u(t) minimise presque partout le Hamiltonien :

H(q(t); p(t); u(t); �(t)) = min
jvj�M

H(q(t); p(t); v; �(t)) (1.29)

1.4.5 Problème du temps minimal

Le temps de transfert est ici non �xé. On reparamétrise les trajectoires sur [0; 1] on posant

s =
t

T
et z = T . Le problème est alors

8<: min J(u)
dq

ds
= (X + uY )z;

dt

ds
= z;

dz

ds
= 0

(1.30)

où J(u) = t(1) et le Hamiltonien s�écrit

H = hp; (X (q) + uY (q))zi+ ptz (t) + �C (q) : (1.31)

Le système adjoint se décompose en :

dp

ds
= �@H

@q
= �p(@X

@q
+ u

@Y

@q
)z � �

@C

@q
; (1.32)

dpt
ds

= �@H
@t

= 0 et
dpz
ds

= �@H
@z

= �p(X + uY )� pt

Les conditions de transversalité impliquent pt (1) � 0; pz (0) = 0 et en utilisant de plus
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[A.B.Y.C.H] on a M = max
jvj�M

H = 0 et donc pz = 0.

En paramétrant par t et en remplaçant � par
�

z
et h en

h

z
on obtient les conditions suivantes.

Conditions nécessaires pour le problème du temps minimal

Proposition 1.36

_q = (X + uY )z p:p: (1.33)

_p = �p(@X
@q

+ u
@Y

@q
)z � �

@C

@q
p:p:

hp; X + uY i+ pt = min
jvj�M

hp; X + uY i+ pt = 0; (p; pt) 6= (0; 0) (1.34)

Lors d�un contact ou d�une jonction au temps ti avec la frontière, la condition de saut est :

p(t+i ) = p(t�i )� �i
@C

@q
(q(ti)); �i � 0 (1.35)

De plus pt � 0; � (t) � 0 avec � = 0 si C < 0, et t 7! �(t) est continue le long de la frontière

C = 0.

Dé�nition 1.37 Pour le problème du temps minimal, on appelle extrémale (q; p; �; �i) une

solution des équations précédentes.

1.4.6 Calcul des contrôles extrémaux

Dé�nition 1.38 Une extrémale singulière sur I est dite d�ordre minimal si

hp(t); [Y; [X; Y ]](q(t))i 6= 0; 8t 2 I (1.36)

Proposition 1.39 Si (q; p; u) est une extrémale singulière d�ordre minimal dé�nie sur I, alors :

8t 2 I; us(t) = �
hp(t); [X; [X; Y ]](q(t))i
hp(t); [Y; [X; Y ]](q(t))i : (1.37)

Pour tester l�optimalité d�une extrémale singulière, on utilise la condition nécessaire de Legendre-

Clebsch, qui s�écrit :

hp(t); X(q)ihp(t); [Y; [X; Y ]](q)i � 0; (1.38)
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avec hp(t); Y (q)i = hp(t); [X; Y ](q)i = 0.

1.4.7 Extrémales Frontières

Sous les hypothèses (C1) et (C2) une extrémale frontière véri�e les conditions nécessaires

précédentes, et inclue dans l�ensemble C(q(t)) = 0, en plus le contrôle est donné par :

ub = �
Xm � C

Y (Xm�1 � C) : (1.39)

Elle véri�e également : hp; Y i = 0.

Calcul des paramètres (�; �i)

On va présenter ces calculs sous forme des formules de nature géométrique en utilisant les

crochets de Lie itérés de X; Y agissant sur les contraintes.

Calcul de �(t) : Soit ( i)i � 0 la suite de champs de vecteurs dé�nie par :8<:  0 = Y

 i+1 = [X; i] + u[Y;  i]; 8i > 0:
(1.40)

On peut véri�er par récurrence que ( i)i�0 et la contrainte C (d�ordre m) véri�ent :

 k:

�
@i�(k+1)

@ti�(k+1)
C(q(t))

�
= (�1)k @

@u

�
@i

@ti
C(q(t))

�
; i = 1;m; k = 0; i� 1 (1.41)

D�où :

Lemme 1.40 La suite ( i)i � 0 véri�e :

 i � C =

8<: 0 8i < m� 1

(�1)m�1 @
@u

�
@m

@tm
C(q(t))

�
= (�1)m�1Y � (Xm�1 � C) si i = m� 1:

(1.42)

Corollaire 1.41 Le long d�un arc frontière dé�nie sur [t1; t2], on a :8><>:
@i

@ti
�(t) = hp(t);  ii = 0 8i � m� 1;

@m

@tm
�(t) = hp(t);  mi � (�1)m�1�(t)Y:(Xm�1 � C) = 0:

(1.43)
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De plus on a :

�(t) = (�1)m�1 hp(t);  mi
Y:(Xm�1 � C) 8t 2 [t+1 ; t�2 ] (1.44)

Lemme 1.42 Si C est une contrainte d�ordre m � 2, alors on a :

(�) (adiX(Y )) � C = 0 8i = 0; : : : ; m� 2 (1.45)

(��) (adm�1X(Y )) � C = (�1)m�1Y:(Xm�1 � C)

Remarque 1.43 On peut remarquer que le lemme précédent est valable aussi pour m = 1.

d�après le lemme et le Corollaire précédents, on obtient donc :

Corollaire 1.44 Durant un arc frontière dé�nie sur [t1; t2], on a :

�(t) =
hp(t);  mi

adm�1X(Y )) � C 8t 2 [t+1 ; t�2 ] (1.46)

ub(t) = (�1)m
Xm � C

(adm�1X(Y )) � C 8t 2 [t+1 ; t�2 ] (1.47)

où C est une contrainte d�ordre m.

Calcul de � : Soit t1 un point de jonction ou de contact. D�après les lemmes ( 1:40) et (1:42)

on obtient donc :

Corollaire 1.45 Si t1 est un point de jonction ou de contact, alors le saut � véri�e :

@i

@ti
�(t+1 ) = hp(t�1 );  i(t+1 )i 8i < m� 1; (1.48)

@m�1

@tm�1
�(t+1 ) = hp(t�1 );  m�1(t+1 )i � �(adm�1X(Y )) � C

En particulier si t1 est un point de jonction, le saut � véri�e :

hp(t�1 );  i(t+1 )i = 0 8i < m� 1; (1.49)

� =
hp(t�1 );  m�1(t+1 )i
(�dm�1X(Y )) � C : (1.50)

Maintenant on calcule �(t) et � pour m = 1; m = 2 et m = 3 :
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Le cas m = 1 d�après les calculs précédents on a :

 0 = Y;  1 = [X; Y ]; ub = �
X � C
Y � C ; (1.51)

�(t) =
hp(t); [X; Y ]i

Y � C 8t 2 [t+1 ; t�2 ];

� =
�(t�1 )� �(t+1 )

Y � C :

� Si t1 est un point de jonction entre un arc singulier et un arc frontière, on a :

�(t�1 ) = �(t
+
1 ) = 0 , d�où � = 0.

� Aussi on a :

Lemme 1.46 Supposons que le contrôle est discontinu lors du contact ou de la jonction d�un

arc bang-bang avec la frontière, alors � = 0.

Le cas m = 2 d�après les calculs précédents on a :

 0 = Y;  1 = [X; Y ];  2 = [X; [X; Y ]] + u[Y; [X; Y ]]:

Lemme 1.47 1: Le long de l�arc frontière on a :

ub =
X2 � C
[X; Y ] � C ; hp(t); Y (q(t))i = 0 et hp(t); [X; Y ](q(t))i = 0; (1.52)

�(t) =
hp(t); [X; [X; Y ]]i+ ubhp(t); [Y; [X; Y ]]i

[X; Y ] � C

2: En un point de contact ou de jonction :

�(t�1 ) = �(t
+
1 ); � =

hp(t�1 ); [X; Y ]i � h:p(t+1 ); [X; Y ]i
[X; Y ] � C (1.53)

Donc d�après le lemme précédent :

� Si t1 est un point de jonction entre un arc singulier et un arc frontière, on a :

hp(t�1 ); [X;Y ]i = hp(t+1 ); [X;Y ]i = 0; d où � = 0.

� Si t1 est un point de jonction entre un arc bang-bang et un arc frontière, on a :

hp(t+1 ); [X;Y ]i = 0; d�où

� =
hp(t�1 ); [X; Y ]i
[X;Y ] � C : (1.54)
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Le cas m = 3 d�après les calculs précédents on a :

 0 = Y;  1 = [X; Y ];  2 = [X; [X; Y ]] + u[Y; [X; Y ]];

 3 = [X; [X; [X; Y ]]] + u2[Y; [Y; [X; Y ]]] + 2u[Y; [X; [X; Y ]]] + ((X:u) + u(Y:u))[Y; [X; Y ]]:

Lemme 1.48 1:Le long de l�arc frontière, on a :

ub = � X3 � C
[X; [X;Y ]] � C ; �(t) =

(hp(t);  3iu=ub)
([X; [X; Y ]] � C) : (1.55)

hp(t); Y i = hp(t); [X; Y ]i = hp(t); [X; [X; Y ]]i+ ubhp(t); [Y; [X; Y ]]i = 0;

2: En un point de contact ou de jonction :

�(t�1 ) = �(t+1 ) (1.56)

hp(t�1 ); [X;Y ]i = hp(t+1 ); [X; Y ]i

� =
hp(t�1 );  2(t+1 )i � hp(:t+1 );  2(t+1 )i

[X; [X;Y ]] � C

Donc d�après le lemme précédent :

� Si t1 est un point de jonction entre un arc bang-bang et l�arc frontière, alors

hp(t+1 );  2(t+1 )i = 0; d�où :

� =
hp(t�1 );  2(t+1 )i
[X; [X; Y ]] � C =

hp(t�1 ); [X; [X; Y ]]i+ ub(t
+
1 )hp(t�1 ); [Y; [X; Y ]]i

[X; [X; Y ]] � C : (1.57)

� Si t1 est un point de jonction entre un arc singulier ( d�ordre minimal) et l�arc frontière,

or on sait que us véri�e :

hp(t); [X; [X; Y ]]i+ ushp(t); [Y; [X; Y ]]i = 0; (1.58)

d�où

� =
(ub(t

+
1 )� us(t

�
1 ))hp(t�1 ); [Y; [X; Y ]]i

[X; [X; Y ]] � C : (1.59)
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Chapitre 2

Contrôle optimal sur le modèle

simpli�é I

Dans cette section on résout théoriquement, puis numériquement le problème du contrôle

optimal pour le système simpli�é I. Pour appliquer la méthode de continuation sur la borne

maximale de la contrainte, tout d�abord en ne tenant pas compte des contraintes sur l�état, puis

en les prenant en compte voir [M.J].

2.1 Analyse des extrémales du sous-système I sans contrainte

Le système (1:8) peut s�écrit comme un système de contrôle a¢ ne mono-entrée :

_q = X(q) + uY (q); juj � 1; o�u q = (r; v; ) (2.1)

X = v sin 
@

@r
� (g sin +k�v2)

@

@v
+ cos (�g

v
+
v

r
)
@

@
; Y = k0�v

@

@

et un coût à minimiser de la forme :

J(u) =

Z T

0

'(q)dt avec '(q) = Cq
p
�v3: (2.2)

Supposons '(q) > 0 dans le domaine d�état. On introduit l�équation :

_q0 = '(q); q0(0) = 0 (2.3)
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et ~q = (q; q0) l�espace d�états élargi. Les équations (2:1) et (2:3) dé�nissent donc le système

élargi
�
~q = ~X(q) + u ~Y (q)

On introduit le Hamiltonien H(p; q; u) = hp;X + uY i + p0'(q);où p = (pr; pv; p) est le

vecteur adjoint, et p0 est une constante telle que : (p; p0) 6= (0; 0). On applique un nouveau

paramétrage aux équations en posant ds = '(q(t))dt le système (2:1) devient alors :

_q = �X(q) + u �Y (q); juj � 1

où �X =  X, �Y =  Y et  =
1

'
. Le problème de contrôle optimal est équivalent alors à un

problème de temps minimal.

2.1.1 Existence de trajectoires singulières.

Proposition 2.1 Dans le domaine de vol où cos  6= 0, il n�y a pas d�arc singulier exceptionnel

pour le système (X; Y ).

Preuve. Les extrémales singulières sont contenues dans hp; Y (q)i = 0. En dérivant deux

fois par rapport à t il vient :

hp; [X; Y ](q)i = 0

hp; [X; [X; Y ]](q)i+ uhp; [Y; [X; Y ]](q)i = 0

Calculons les crochets de Lie [X;Y ]. Le concept de trajectoire singulière est invariant par feed-

back et dans nos calculs on peut donc remplacer X; Y par :

X = v sin 
@

@r
� (g sin +k�v2)

@

@v
; Y =

@

@
:

On obtient donc :

[X; Y ] = [v sin 
@

@r
� (g sin +k�v2)

@

@v
;
@

@
]

= [v sin 
@

@r
;
@

@
]� [(g sin +k�v2)

@

@v
;
@

@
]
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or

[v sin 
@

@r
;
@

@
] = v sin [

@

@r
;
@

@
] + v sin (

@

@r
(1))

@

@
� 1( @

@
v sin )

@

@r

= �v cos  @
@r

[(g sin +k�v
2)
@

@v
;
@

@
] = (g sin +k�v

2)[
@

@v
;
@

@
] + (g sin +k�v

2)
@

@v
(1)� ( @

@
(g sin +k�v

2))
@

@v

= �g cos  @
@v

par suite

[X; Y ] = [v sin 
@

@r
;
@

@
]� [(g sin +k�v2)

@

@v
;
@

@
]

alors

[X; Y ] = �v cos  @
@r
+ g cos 

@

@v

Calculons maintenant

[Y; [X; Y ]] = [
@

@
;�v cos  @

@r
] + [

@

@
; g cos 

@

@v
]

or

[
@

@
;�v cos  @

@r
] = �v cos [ @

@
;
@

@r
] +

@

@
(�v cos ) @

@r
+ v cos 

@

@r
(1)

@

@

= v sin 
@

@r

et

[
@

@
; g cos 

@

@v
] = g cos [

@

@
;
@

@r
] +

@

@
(g cos )

@

@v
+ v cos 

@

@v
(1)

@

@

= �g sin  @
@v

donc

[Y; [X; Y ]] = v sin 
@

@r
� g sin 

@

@v
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donc [X; Y ] et [Y; [X;Y ]] sont colinéaires. De plus :

[X; [X;Y ]] = [v sin 
@

@r
� (g sin +k�v2)

@

@v
;�v cos  @

@r
+ g cos 

@

@v
]

= k�v2 cos 
@

@r
+ (�k�v3 cos +2k�gv cos )

@

@v
:

Les extrémales singulières sont situées sur �0 : hp; Y i = hp; [X; Y ]i = 0, c�est-à-dire : p =

pvg � prv = 0.

Lemme 2.2 Si cos  6= 0 alors :

1. X; Y; [X;Y ] sont indépendants et forment un repère.

2. [Y; [X; Y ]] 2 V ectfY; [X; Y ]g.

Preuve. On introduit :

D1 = det(Y; [X; Y ]; [Y; [X; Y ]]);

D2 = det(Y; [X; Y ]; [X; [X; Y ]]);

D3 = det(Y; [X; Y ]; X):

Il résulte de nos calculs que les arcs singuliers sont situés sur : D1 = D2 = 0, et de plus s�ils

sont exceptionnels on doit avoir D3 = 0. Or :

D1 = det(Y; [X; Y ]; [Y; [X;Y ]])

=

���������
0 �v cos  v sin 

0 g cos  �g sin 

1 0 0

���������
= 0 + v cos (g sin ) + v sin (�g cos )

= gv cos  sin �gv sin  cos 

= 0
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D2 = det(Y; [X; Y ]; [X; [X; Y ]])

=

���������
0 �v cos  k�v2 cos k�v2 cos 

0 g cos  (�k�v3 cos +2k�gv cos )

1 0 0

���������
= 0 + v cos (k�v3 cos �2k�gv cos ) + k�v2 cos (�g cos )

= k�v4 cos 2�2k�gv
2 cos 2�k�gv

2 cos

= k�v4 cos 2�3k�gv
2 cos 2

= kv2 cos 2(�0v2 � 3�g)

=
S�v2 cos 2

r2mhS
(
1

2
v2r2hS

@CD
@r

� 1
2
v2r2CD �

1

2
g0hSv

@CD
@v

� 3
2
g0hSCD);

D3 = d�et(Y; [X;Y ]; X):

D3 =

���������
0 �v cos  v sin 

0 g cos  �(g sin +k�v2)

1 0 0

���������
= 0 + v cos (g sin +k�v

2) + v sin (�g cos )

= 0 + vg cos  sin +k�v
3 cos �vg sin  cos 

= k�v3 cos 

Puisque cos  6= 0, la proposition est prouvée.

On a donc montré que le système (1:8) n�admet pas d�extrémales anormales, c�est-à-dire

indépendantes du coût (p0 = 0).

2.1.2 Analyse des extrémales.

Considérons le problème de temps minimal pour le système _q = X(q) + uY (q) avec juj � 1:

On va étudier l�existence d�extrémales singulières et classi�er localement les extrémales.

Lemme 2.3 Posons

X =  (v sin 
@

@r
� (g sin +k�v2)

@

@v
+ cos (�g

v
+
v

r
)
@

@
) (2.4)

Y =  k0�v
@

@
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avec  =
1

'
: Alors on a :

1. [ �X; �Y ] =  2[X; Y ] +  (X: )Y:

2. L�ensemble �0 : hp; Y i = hp; [X; Y ]i = 0 coincide avec : hp; Y i = hp; [X; Y ]i = 0

3. [Y ; [ �X; �Y ]] =  3[Y; [X; Y ]] mod V ectfY; [X; Y ]g, et donc [Y ; [X; Y ]] 2 V ectfY; [X; Y ]g

Preuve. 1. Calculons les crochets de Lie associés à X , Y en utilisant la formule suivante

[f1X; f2Y ] = f1f2[X; Y ] + f1 (X:f2)Y � f2 (Y:f1)X (2.5)

où f1; f2 sont des fonctions lisses et Z:f =
@f

@q
Z(q) est la dérivée de Lie, on posons f1 = f2 =  

dans (2:5) il vient :

[ �X; �Y ] = [ X; Y ] =  2[X; Y ] +  (X: )Y �  (Y: )X:

Puisque Y = k0�v
@

@
et  ne dépend que de � et v, on a Y: = 0. Donc [ �X; �Y ] =  2[X; Y ] +

 (X: )Y:

2. est claire

3.

[Y ; [ �X; �Y ]] = [Y ;  2[X; Y ] +  (X: )Y ] = [Y ;  2[X; Y ]] + [Y ;  (X: )Y ]

= [ Y;  2[X;Y ]] + [ Y;  (X: )Y ]

=  3[Y; [X; Y ]] +  ( :Y )[X; Y ]�  2([X; Y ]( ))Y +  2(X: )[X; Y ]

+ Y ( (X: ))Y �  (X: )Y ( )Y

De même  ne dépend que de � et v on a Y: = 0 donc

[Y ; [ �X; �Y ]] =  3[Y; [X; Y ]] =  3[Y; [X; Y ]] modV ectfY; [X; Y ]g

et donc [Y ; [X; Y ] 2 V ectfY; [X; Y ]g:

On obtient donc :
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Lemme 2.4

D4 = det(Y ; [X; Y ]; [Y ; [X; Y ]]) = 0

D5 = det(Y ; [X; Y ]; [X; [X; Y ]) =
kk02� cos 

C4q v
7

D6 = det(Y ; [X; Y ]; X]) = ��
2

kk
03� cos2 

C6q v
11

6= 0

Preuve. 1: Puisque D = 0 alors D4 = det(Y ; [X; Y ]; [Y ; [X; Y ]] = 0

2: Calculons D5 = det(Y ; [ �X; �Y ]; [X; [X; Y ]); alors

D5 =

���������
0 � 2k0�v2 cos   v sin 

0  2gk0�v cos  � (g sin +k�v2)

 k0�v 0  cos (
�g
v
+
v

r
)

���������
= 0 +  2k0�v2 cos ( k0�v)( (g sin +k�v

2)) +  v sin (�( k0�v)( 2gk0�v cos )

= ( 2k0�v2 cos )( k0�v)(k�v2)

= ( 4kk02�3v5 cos ) =
kk02�3v5 cos 

C4q
p
�4v12

=
kk02� cos 

C4q v
7

3: De même on peut montrer que D6 = �
�

2

kk
03� cos2 

C6q v
11

6= 0

D�où :

Remarque 2.5 Si cos  6= 0 alors :

1. Les vecteurs X; Y ; [X; Y ] sont indépendants et forment un repère.

2. [Y ; [X; Y ]] 2 V ectfY ; [X; Y ]g. Donc il existe des fonctions a; b; C telles que :

[X; [X; Y ]] = aX + bY + c[X; Y ]: avec a =
det(X; [X; Y ]; Y ; [X; Y ]])

det(X; Y ; [X; Y ]])
= ��

2

k
0p
�

C2q v
4
cos  < 0

Corollaire 2.6 Si cos  6= 0, il n�existe pas de trajectoires singulières.

2.1.3 Classi�cation des extrémales au voisinage de �.

En utilisant cette analyse et le principe de minimum (1:4:2) on peut résoudre le problème

de synthèse optimale, résumé par le théorème suivant :
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Théorème 2.7 Si cos  6= 0, chaque trajectoire temps minimal est localement de la forme

�+�.

Preuve. D�après le principe du minimum un arc optimal est extrémal et doit véri�er

H = hp;X(q) + uY (q)i+ p0 = 0; p0 � 0:

Donc en z0 2 �0, le vecteur adjoint est orienté avec la convention : hp;X(q)i = �p0 � 0 car

(hp; Y i = 0). Or d�après la remarque (2:5), on a :

[X; [X; Y ]] = aX + bY + c[X; Y ] avec a < 0:

Donc seule une trajectoire extrémale de la forme �+� peut être optimale, (voir F ig:4).

L�assertion est prouvée.

Fig:4 : Solutions extrmales (a < 0)

En changeant le problème de temps minimal en temps maximal, on en déduit :

Corollaire 2.8 Si cos  6= 0, chaque trajectoire temps maximal est localement de la forme

+�+�

Par ailleurs chaque trajectoire optimale pour le sous-système I est bang-bang. De plus, il

existe une borne uniforme N sur le nombre de commutations des trajectoires optimales dans le

domaine de vol.
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2.2 Modèle avec contraintes sur l�état

L�objectif de cette section est d�initialiser l�analyse du problème de contrôle optimal en

prenant en compte les contraintes sur l�état. Notre contribution essentielle est de faire une éva-

luation de l�ensemble des états accessibles en temps petit, en prenant en compte les contraintes

du problème, et en se limitant au sous-système I. Ce travail utilise l�évaluation de l�ensemble

des états accessibles dans le cas non contraint, et on construit une forme normale du système

contraint. Le concept fondamental est le concept d�ordre de la contrainte. On obtient des condi-

tions nécessaires et su¢ santes d�optimalité de l�arc frontière, sous des conditions génériques

adaptées à notre étude, et la loi optimale au voisinage d�un point frontière est calculée en

boucle fermée (synthèse optimale) voir [M.J].

2.2.1 Concept d�ordre et l�évaluation de l�ensembles des états acces-

sibles du système contraint

Dans cette section en utilisant le principe du minimum de Maurer (voir (1:4:4) du chap 1)

on se propose de calculer un contrôle u(t), t 2 [0; T ] scalaire et continu par morceaux qui

minimise le problème (1:23)

Calcul de l�ordre des contraintes sur l�état

Lemme 2.9 Pour le modèle simpli�é I, dans le domaine de vol où cos  6= 0, les contraintes

sur le �ux thermique et l�accélération normale sont d�ordre deux, et l�hypothèse (C1) est

véri�ée le long d�un arc frontière.

Preuve. 1. La contrainte le �ux thermique est :

C1 = Cq
p
�v3 � 'max; où � = �0 exp(

r
T
� r

hS
):

On obtient :

_C1 = X � C1 + uY � C1 = 0
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or Y � C1 = 0 donc _C1 = X � C1 = 0 est une contrainte secondaire, avec

X � C1 = �1
2

Cqv
4p� sin 
hS

+ 3Cq
p
�v2(�g0 sin 

r2
� 1
2

SCD�v
2

m
)

= �1
2

3Cq
p
�v2SCD�v

2

m
+

�
�1
2

Cqv
4p�
hS

� 3Cq
p
�v2

g0
r2

�
sin 

donc _C1 s�écrit sous la forme

_C1 = '1(r; v) + '2(r; v) sin  = 0

De plus :

�C1 = X � (X � C1) + uY � (X � C1) = 0

où

X � (X � C1) = �1
4

Cqv
p
�hS

h2Sr
4m2

(2hSm
2v4r3(cos )2 (2.6)

�v4r4m2(sin )2 � 14v2r2m2hSg0

+12hSm
2v2r2g0(cos )

2

�13v4r4m�hSSCD sin �24v2rm2h2Sg0

+36h2Sm
2g0v

2r(cos )2 + 6v4r4m�h2SS
@CD
@r

sin 

�24h
2
Sg

2
0m

2 + 12h2Sm
2g02(cos )

2

�36�h2Sg0mSCDv2r2 sin �12�2h2SS2C2Dv4r4

�6�h2Sv3Sr2g0m
@CD
@v

sin �3�
2h2Sv

5S2r4CD
@CD
@v

)

et

Y � (X � C1) = �
1

4

Cqv
3�

3
2SCL(v

2r2 + 6g0hS) cos 

hSmr2
(2.7)

Alors

�C1 = '3(r; v; ) + u'4(r; v) cos 

avec

'4 = �
1

4

Cqv
3�

3
2SCL(v

2r2 + 6g0hS)

hSmr2
= �k0Cq�3=2(3gv3 +

�

2
v5) 6= 0
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En�n, on conclut que cos  6= 0 est une condition nécessaire et su¢ sante pour que la contrainte

sur le �ux thermique soit d�ordre deux.

2. La contrainte sur l�accélération normale est :

C2 = Cr�v
2 � maxn ; où Cr =

S

2m
CD

r
1 + (

CL
CD
)2:

On obtient :

_C2 = X � C2 + uY � C2 = 0;

or Y � C2 = 0 donc _C2 = X � C2 = 0 est une contrainte secondaire, avec

X � C2 = �v3 sin (
@Cr
@r

� Cr
hS
) + �v(

@Cr
@v

v + 2Cr)(�
g0 sin()

r2
� 1
2

SCD�v
2

m
)

Donc on pose

_C2 = ��v(@Cr
@v

v + 2Cr)
1

2

SCD�v
2

m
+

�
�v3(

@Cr
@r

� Cr
hS
)� g0

r2
�v(

@Cr
@v

v + 2Cr)

�
sin()

= '5(r; v) + '6(r; v) sin  = 0

est une contrainte secondaire. De plus :

�C2 = X � (X � C2) + uY � (X � C2) = 0;

où

X � (X � C2) = �1
4

�

h2Sr
4m2

(�8Crg20m2h2S + 12h
2
Sm

2g02v
@Cr
@v
(cos )2 (2.8)

�4v4r4m2Cr(sin )
2 � 4h2Sm2v4r3

@Cr
@r
(cos )2 + 4m2v4r3CrhS(cos )

2

�6h2SCrS2C2D�2v4r4 � 6h2Sv5S2C2D�2r4
@Cr
@v

� 8v3r2m2hSg0
@Cr
@v
(sin )2

�8v3rm2g0h
2
S

@Cr
@v

� 16vg02m2h2S
@Cr
@v

+ 2v5r4mS�h2S
@CD
@r

@Cr
@v

sin 

�20v2r2m2hSCrg0 � 4�v3Sh2Sr2Crg0m
@CD
@v

sin ��
2v6S2h2Sr

4CD
@Cr
@v

@CD
@v
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�20v3g0mh2SSCD�r2
@Cr
@v

sin �6v
5r4mhSSCD�

@Cr
@v

sin 

�16Crg0mh2SSCD�v2r2 sin �14v4r4mhSS�CrCD sin 

�2�v4Sh2Sr2g0m
@Cr
@v

@CD
@v

sin +4v
4r4mCrS�h

2
S

@CD
@r

sin 

�2�2v5S2h2Sr4CrCD
@CD
@v

+ 8v3r2m2h2Sg0
@2Cr
@r@v

(sin )2

+24h2Sm
2g0Crv

2r(cos )2 + 12h2Sm
2g0v

3r
@Cr
@v
(cos )2

+24h2Sm
2g0Crv

2r(cos )2 + 12h2Sm
2g0v

3r
@Cr
@v
(cos )2

+24h2Sm
2g0Crv

2r(cos )2 + 12h2Sm
2g0v

3r
@Cr
@v
(cos )2

�16h2Sm2v2r2g0
@Cr
@r
(cos )2 + 8v4r4m2hS

@Cr
@r
(sin )2

�16v2rm2Crg0h
2
S + 20v

2r2m2h2Sg0
@Cr
@r

� 4h2Sv4g0mSCD�r2
@2Cr
@v2

sin 

+4v5r4mh2SSCD�
@2Cr
@r@v

sin �4v
4r4m2h2S

@2Cr
@r2

(sin )2

�h2Sv6S2C2D�2r4
@2Cr
@v2

� 4h2Sv2g02m2@
2Cr
@v2

(sin )2

+10v4r4mh2SSCD�
@Cr
@r

sin +16hSm
2v2r2Crg0(cos )

2)

et

Y �(X�C2) = �
1

2

�2v2SCL(v
2r2Cr � v2r2hS

@Cr
@r
+ hSg0v

@Cr
@v
+ 2hSg0Cr) cos 

hSmr2
= '7(r; v; )+u'8(r; v) cos 

avec

'8(r; v) = �
1

2

�2v2SCL(v
2r2Cr � v2r2hS

@Cr
@r
+ hSg0v

@Cr
@v
+ 2hSg0Cr)

hSmr2
= �k0Cr�2

�
�v4 + 2gv2

�
6= 0

(2.9)

De même, on conclut que cos  6= 0 est une condition nécessaire et su¢ sante pour que la

contrainte sur l�accélération normale soit d�ordre deux.

Dans la suite on suppose que cos  6= 0.

40



Calcul des paramètres ub; � et �

On calcule maintenant les paramètres ub; � et � :On rappelle alors le ( 1:47 du Chap 1),

qui traite le cas d�une contrainte d�ordre deux.

L�application du lemme donne les résultats suivants :

Flux thermique. � Le long de l�arc frontière on a :

ub =
X2 � C1
[X; Y ] � C1

=
X:(X � C1)
�Y:(X � C1)

(2.10)

où X � (X � C1) et Y � (X � C1) sont donnés respectivement par les formules (2:6) et (2:7).

hp; Y i = 0 =) p = 0

hp; [X; Y ]i = �1
2

vSCL� cos 

r2m
(vr2pr � g0pv) = 0 =) vr2pr � g0pv = 0 (2.11)

� Le multiplicateur associé à la contrainte sur le �ux thermique est donné par :

�(t) =
hp(t); [X; [X; Y ]]i
[X; Y ] � C1

=
hp(t); [X; [X; Y ]]i
�Y:(X � C1)

(2.12)

= �
Spr

p
�r2

mg0Cq(v2r2 + 6g0hS)
(�3g0hSCD + v2r2

@CD
@r

hS � v2r2CD � vg0hS
@CD
@v

)

Le saut à l�instant de jonction t1 (point d�entrée à la frontière) est donné par :

�1 =
hp(t�1 ); [X; Y ]i
[X; Y ] � C1

= �2(vr
2pr(t

�
1 )� g0pv(t

�
1 ))hS

v2
p
�Cq(v2r2 + 6g0hS)

(2.13)

Remarque 2.10 De la même manière, on calcule le saut �2 à l�instant de jonction t2 (point

de sortie), en remplaçant t�l par t
+
2 dans la formule (2:13).

Accélération normale. � Le long de l�arc frontière on a :

ub =
X2 � C2
[X;Y ] � C2

=
X:(X � C2)
�Y:(X � C2)

(2.14)
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où X:(X � C2) et Y:(X � C2) sont donnés respectivement par les formules (2:8) et (2:9).

hp; Y i = 0 =) p = 0

hp; [X; Y ]i = �1
2

vSCL� cos 

r2m
(vr2pr � g0pv) = 0 =) vr2pr � g0pv = 0

� Le multiplicateur associé à la contrainte sur l�accélération normale est donné par :

�(t) =
hp(t); [X; [X; Y ]]i
[X; Y ] � C2

=
hp(t); [X; [X; Y ]]i
�Y:(X � C2)

(2.15)

= �1
2

vSpr(3g0hSCD � v2r2 @CD
@r
hS + v2r2CD + vg0hS

@CD
@v
)r2

mg0(v2r2
@Cr
@r
hS � v2r2Cr � g0hS

@Cr
@v
v � 2g0hSCr)

Le saut à l�instant de jonction t3 (point d�entrée à la frontière) est donné par :

�3 = �
(vr2pr(t

�
3 )� g0pv(t

�
3 ))hS

(�v2r2hS @Cr@r + v2r2Cr + g0hSv
@Cr
@v
+ 2g0hSCr)�v

(2.16)

Remarque 2.11 De la même manière, on calcule le saut �4 à l�instant de jonction t4(point de

sortie), en remplaçant t�3 par t
+
4 dans la formule (2:16).

2.3 Synthèse locale temps-minimale pour le sous-système

I avec contraintes sur l�état

On va construire la synthèse optimale locale pour le problème de la navette. La première

étape est de construire une forme normale.

2.3.1 Forme normale au voisinage de la contrainte pour le modèle

simpli�é I.

Les champs X; Y et [X; Y ] sont indépendants, et [Y; [X; Y ] 2 V ectfY; [X; Y ]g. La contrainte

est d�ordre deux. On suppose que les hypothèses (C1) et (C3) sont satisfaites le long de l�arc

frontière b, c�est-à-dire que Y � (X �C) 6= 0 et que le contrôle ub est admissible et non saturant.

L�étude est localisée en q0 = 0. On note q = (x; y; z).
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Normalisation 1. Puisque Y (0) 6= 0, on identi�e localement Y à
@

@z
. Les di¤éomorphismes

locaux ' = ('1; '2; '3) préservant 0 et Y véri�ent alors :
@'1
@z

=
@'2
@z

= 0 et
@'3
@z

= 1.Puisque

la contrainte est d�ordre deux, on a Y �C = 0 au voisinage de 0 et donc Y est tangent à toutes

les surfaces C = a; a petit. En particulier :
@C

@z
= 0.

Normalisation 2. Puisque C ne dépend pas de z,en utilisant un di¤éomorphisme local pré-

servant 0 et Y =
@

@z
,on peut identi�er la contrainte à C = x .Le système contraint (2:1) s�écrit

alors :

_x = X1(q); _y = X2(q); _z = X3(q) + u; (2.17)

et x � 0. On suppose que l�arc frontière est un arc � dans x = _x = 0 passant par 0. En gardant

une approximation a¢ ne, su¢ sante pour notre analyse, on obtient le modèle local suivant :

_x = a1x+ a2y + a3Z ; (2.18)

_y = b0 + b1x+ b2y + b3z;

_z = c0 + c1x+ c2y + c3z + u

où lapproximation de � est la droite : x = 0; a2y + a3z = 0.

Normalisation 3. On se restreint au plan x = 0. En utilisant une transformation de la

forme Z = �y+ z, on peut normaliser l�arc frontière à : x = z = 0. En changeant y en �y, l�arc

frontière peut être identi�é à t 7! (0; t; 0). En changeant si nécessaire z en �z et u en �u, ce

qui a pour e¤et de permuter les arcs + et �� On peut de plus supposer a3 > 0. On a donc

montré :

Lemme 2.12 Sous nos hypothèses, le modèle local dans le cas parabolique est :

_x = a1x+ a3Z ;

_y = 1 + b1x+ b3z;

_z = (c0 + u) + c1x+ c2y + c3Z ; juj � 1;

où a3 > 0 et la contrainte est x � 0: L�arc frontière @ est identi�é à � : t 7! (0; t; 0). On
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obtient de plus

[X; Y ] = a3
@

@x
+ b3

@

@y
+ c3

@

@z

[Y; [X; Y ]] = 0;

[X; [X;Y ]] = (a1a3 + a3c3)
@

@x
+ (�3b1 + b3c3)

@

@y
+ (�3c1 + b3c2 + c23)

@

@z

et [X; [X; Y ]] = aX modfY; [X; Y ]g;

avec a = a3b1 � a1b3 6= 0. Puisque l�arc frontière est admissible et non saturant en 0, on a

jcj < 1. De plus a3 = �[X; Y ] � C.

Cette forme normale est utile pour calculer la synthèse optimale locale.

Théorème 2.13 Considérons le problème de temps minimal pour le système _q = X(q) +

uY (q); q 2 R3, avec la contrainte C(q) � 0. Soit q0 2 fC = 0g. Faisons les hypothèses

suivantes :

1: au voisinage de q0 : [Y; [X; Y ]] 2 V ectfY; [X; Y ]g,

2: X; Y; [X; Y ] sont linéairement indépendants en q0, et [X; [X; Y ]](q0) = aX(q0) + bY (q0) +

c[X;Y ](q0);

3: La contrainte est d�ordre deux et les hypothèses (C1) et (C3) sont satisfaites en q0.

Alors l�arc frontière passant par q0 est localement temps minimal si et seulement si l�arc �

passant par q0 est contenu dans le domaine non admissible C > 0. Dans ce cas la synthèse temps

minimal locale est de la forme �
T
+b

T
+�, où 

T
+ sont des arcs associés à u = 1, tangents à

la frontière.

Preuve. D�après le (2:7), pour le problème non contraint, tout point accessible à partir de

q0 en temps petit l�est par un arc +�+ et un arc �+�, et pour le problème non contraint

une politique �+� est temps-minimale et une politique +�+ est temps-maximale.

Considérons le modèle normalisé construit précédemment au lemme (2:12) où q0 = 0 et l�arc

frontière b est identi�é à t 7! (0; t; 0). Soit B = b(t); t > 0 petit. Pour une trajectoire issue

de (0; y0; 0); y0 > 0 et associée a u = +1 ou �1, on a les

approximations :

x(t) =
a3
2
(c0 + y0 + u)t2 + o(t2)

z(t) = (c0 + y0 + u)t+ o(t):
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et les projections dans le plan (x; z) des arcs �+� et +�+ joignant 0 à B sont des boucles

notées ~�~+~� et ~+~�~+� Puisque a3 > 0, les boucles ~�~+~� et ~+~�~+ sont respectivement

contenues dans x � 0 et x � 0, (voir F ig:5).

Fig:5 : projections dans le plan (x; z) des arcs joignant 0 �a B

Dans les coordonnées initiales, si l�arc �+� joignant 0 à B est contenu dans C � 0, alors

il est temps-minimal et l�arc frontière n�est pas optimal. S�il est contenu dans C � 0, on peut

joindre 0 a B par un arc +�+ contenu dans C � 0, temps-maximal. Dans ce cas clairement

l�arc frontière b est temps-minimal.

La synthèse optimale est alors la suivante. On peut utiliser le modèle local.

Soient B1 = (0; y1; 0) < 0 < B2 = (0; y2; 0) deux points de la frontière. Considérons les arcs

�+ arrivant en B1 et les arcs +� partant de B2 , (voir F ig:6). En faisant varier B1 et B2

on décrit entièrement l�ensemble des trajectoires optimales.

Fig: 6 : Synth�ese optimale
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Remarque 2.14 On peut aisément calculer la politique optimale joignant P à Q en utilisant

le modèle : _x = a3z; _y = 1 + b1x; _z = c0 + u+ c2y.

Lien avec le principe du minimum. D�après le calcul de � dans la section précédente, on

a :

� =
hp; [X; [X; Y ]]i
[X; Y ]C

et [X; [X; Y ]] = aX + bY + c[X;Y ], avec hp; Y i = hp; [X; Y ]i = 0, le long de la frontière.

Donc � =
ahp;Xi
[X; Y ] � C : D�après le principe du minimum on a : hp; Xi < 0 et dans le modèle

normalisé : [X; Y ] � C = �a3 < 0. La condition nécessaire � � 0 impose a � 0. Dans ce cas

+�+ est la politique optimale du problème non contraint, et les boucles correspondantes de

la (Fig:5) sont contenues dans le domaine x � 0. La condition nécessaire d�optimalité � � 0

imposé par le principe de minimum, est violée si et seulement si a < 0 et c�est le cas où l�arc

frontière est non optimal.

Considérons la politique optimale pour joindre P à Q, représentée sur la (Fig:6). Les sauts

�1 et �2 du vecteur adjoint au point d�entrée B1 et au point de sortie B2 avec la frontière sont

donnés par les arcs extrémaux du problème non contraint joignant respectivement P à B1 et B2

à Q. Sur ces arcs le vecteur adjoint est entièrement déterminé par la condition de commutation

en B1 , P 0 et B2, Q0 (voir F ig:6).

En un point de contact avec la frontière, l�arc �+� est une solution optimale du problème

non contraint et véri�e le principe du minimum avec �1 = 0, mais aussi pour une famille a un

paramètre �1 2 [0; ��], [L.C].

En�n pour le modèle simpli�é I, en utilisant le modèle normalisé mentionné dans la remarque (2:14),

on a : a = a3b1, où a3 et b1 sont positifs, ce qui donne a � 0 donc l�arc frontière est optimal.

2.4 Résultats numériques

Dans cette section on simule les extrémales solutions du principe du minimum de Maurer

[H.M] pour le modèle simpli�é I.

Système d�état adjoint
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dpr
dt

= �pv(2
g0 sin 

r3
� 1
2

S�v2 @CD
@r

m
+
1

2

S�v2CD
mhS

)� p cos (2
g0
r3v

� v

r2
)

�1
2
p
S�v @CL

@r

m
u+

1

2
p
S�vCL
mhS

u+
1

2
p0
Cqv

3p�
hS

� �
@Ci
@r
;

dpv
dt

= �pr sin  � pv(�
1

2

S�v2 @CD
@v

m
� S�vCD

m
)� p cos (

g0
r2v2

+
1

r
)

�1
2
p
S�v @CL

@v

m
u� 1

2
p
S�CL
m

u� 3p0Cq
p
�v2 � �

@Ci
@v
;

dp
dt

= �prv cos  + pv
g0 cos 

r2
+ p sin (�

g0
r2v

+
v

r
);

où Ci représente respectivement pour i = 1 et 2 la contrainte sur le �ux thermique et

sur l�accélération normale. La fonction � dé�nit le multiplicateur associé aux contraintes

et est nulle sur le domaine intérieur, donnée respectivement sur le �ux thermique et sur

l�accélération normale par les formules (1:23) et (1:24). p0 représente le multiplicateur associé

au coût, pour normaliser le système on a choisi p0 = 1 dans nos calculs numériques, de plus

d�après l�analyse géométrique traitée précédemment on déduit :

Proposition 2.15 La trajectoire optimale satisfaisant les conditions �nales requises, est de la

forme �+flux+acc+�. C�est-à-dire qu�elle est constituée de sept arcs consécutifs : un

arc régulier associé à u = �1, un arc régulier associé à u = 1, un arc frontière associé à

u =
X � (X � C1)
[X; Y ] � C1

correspondant au �ux thermique, un arc régulier associé à u = 1, un arc

frontière associé à u =
X � (X � C2)
[X; Y ] � C2

correspondant à l�accélération normale, un arc régulier

associé à u = 1, puis un arc régulier associé à u = �1, voir (fig: 7) :

De plus aux points de jonctions t2; t3; t4 et t5, les conditions de saut suivantes sont véri�ées :

p(t+2 ) = p(t�2 )� �1
@C1
@q

p(t+3 ) = p(t�3 ) + �2
@C1
@q

p(t+4 ) = p(t�4 )� �3
@C2
@q

p(t+5 ) = p(t�5 ) + �4
@C2
@q

où les �i sont données par les formules (2:13) et (2:16):
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Pour les conditions limites, on a choisi les valeurs suivantes :

r(0) = 6497960 r(T ) = 6; 4115489e+ 006

v(0) = 7404; 95 v(T ) = 1; 80834e+ 003

(0) = �0; 032 rad (T ) = �1; 478e� 001 rad

'max = 1208e+ 003 maxn = 29; 34 et Pmax = 25000

de plus l�application du principe du minimum impose les conditions suivantes :

C1(t2) = 'max C2(t4) = maxn p(t1) = 0 p(t4) = 0

(X � C1)(t2) = 0 (X � C2)(t4) = 0 p(t2) = 0 p(t6) = 0

Fig:7 : Trajectoire optimale du mod�ele Simplifi�e I

Les extrémales du système sont donc paramétrées par le vecteur adjoint initial

p(0) = (pr(0); pv(0); p(0)), par les temps de commutation du contrôle (t1; t2; t3; t4; t5; t6 et

T ) et par les sauts aux points de sorties des deux contraintes (�2 et �4):

L�algorithme suivant permet d�obtenir ces paramètres pour lesquels la trajectoire extrémale

véri�e les conditions limites, les conditions imposées par le principe du minimum et la condition

sur le Hamiltonien puisque le temps �nal est libre.

Résultats numériques. On utilisant l�algorithme de tir multiple directement, on cherche à

trouver une bonne estimation pour les inconnus pr(0); pv(0); p(0); t1; t2,t3; t4; t5; t6; T; �2 et �4,

qui produise une solution qui véri�e les conditions terminales et les conditions imposées par le

principe du minimum.

Algorithme : En e¤et, notre algorithme consiste alors à résoudre le système état/état
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adjoint en deux étapes :

Étape 1 : Déterminations les instants de commutation du contrôle i.e trouver Z = (t1; t2; t3; t4; t5; t6; T )

qui véri�e la fonction de tir F (Z) = 0, où

F (Z) =

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

C1(t2)� 'max

(X � C1)(t2)

C2(t4)� maxn

(X � C2)(t4)

r(T )� 6; 4115489e+ 006

v(T )� 1; 80834e+ 003

(T ) + 1; 478e� 001

9>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>;
Les résultats sont tracés sur les �gures (Fig:8).

Fig:8 : Coordonn�ees d0�etat et contraintes sur l0�etat pour le mod�ele simplifi�e I

Etape 2 : On cherche Z = (pr(0); pv(0); p(0); �2; �4), qui véri�e la fonction de tir F (Z) = 0,
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où

F (Z) =

26666666664

p(t1)

p(t2)

hp(t); X(q(t2)) + uY (q(t2))i+ 1

p(t4)

p(t6)

37777777775
Les résultats obtenus sont tracés sur les �gures (Fig:9) et (Fig:10). Le Z et F (Z) trouvés sont

Z =

26666666664

1; 852548586224013e+ 002

1; 250976523316097e+ 005

8; 251019847212254e+ 007

1; 303082249555811e+ 002

1; 342809020295197e+ 007

37777777775
; F (Z) =

26666666664

8; 789356797933579e� 009

�1; 406297087669373e� 007

1; 110223024625157e� 016

1; 452281139791012e� 008

1; 281499862670898e� 006

37777777775
ainsi les sauts aux points d�entrés sont donnés par :

�1 = 4; 209164006513169e+ 001 , �3 = 1; 506974540319433e+ 006:

F ig:9 : pr et pv sur diff�erentes phases du domaine du vol
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Commentaire

Les vecteurs adjoints pr et pv sont discontinus aux points d�entrée (ou de sortie) dans les

deux contraintes (actives) sur l�état. Par contre, comme les contraintes sur l�état ne dépendent

pas de , le vecteur adjoint p reste continu. Le multiplicateur � est positif sur les contraintes

sur l�état. De plus le vecteur adjoint p, qui a le même signe que la fonction de commutation,

est positif (resp. négatif) sur une extrémale bang � (resp. +) et est nul sur la frontière. Ces

résultats con�rment les conditions nécessaires d�optimalité de Maurer.

Fig:10 : p et � Sur diff�erentes phases du domaine du vol
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Chapitre 3

Contrôle optimal sur le modèle

simpli�é II

Dans ce chapitre on donne le lien entre les champs de vecteurs (en dimension quatre) associés

au modèle simpli�é II et ceux (en dimension trois) associés au modèle simpli�é I, a�n d�ap-

pliquer les résultats obtenus dans la chapitre précédent pour résoudre ensuite théoriquement

puis numériquement le problème du contrôle optimal pour le système simpli�é II. En�n pour

appliquer la méthode de continuation sur la borne maximale de la contrainte, tout d�abord en

ne tenant pas compte des contraintes sur l�état, puis en les prenant en compte voir [M.J]; [B.B3]

Le modèle simpli�é II, dé�ni par le système (1:9), peut s�écrit comme un système de contrôle

optimal a¢ ne mono-entrée en dimension quatre

�
~q = ~X(~q) + u ~Y (~q); juj �M;

où ~q = (q; �) est l�état augmenté en dimension quatre de l�état q = (r; v; ); ~X et ~Y sont les

champs de vecteurs donnés par :

~X = X + cos�Y; ~Y =
@

@�
;

avec X et Y sont les champs de vecteurs associés au modèle simpli�é I . Le coût à minimiser

est :

J(u) =

Z T

0

~'(~q)dt; avec ~'(~q) = '(q) = Cq
p
�v3:
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ainsi ~q véri�e les contraintes d�états (1:2) et(1:3) et les conditions limites : q(0) et q(T ) sont

données, �(0) et �(T ) sont libres dans [��; �].

3.1 Analyse des extrémales du sous-système II sans contrainte

3.1.1 Existence de trajectoires singulières.

On introduit l�équation _q0 = '(q) et q0(0) = 0 avec q = (~q; q0) = (q; �; q0) donc le système

élargi est donnée par :

�
~q = ~X(~q) + u ~Y (~q); _q0 = '(q): (3.1)

On introduit le Hamiltonien :

H(~q; ~p; u) = h~p; ~X(~q) + u ~Y (~q)i+ p0'(q) = hp; X(q) + cos�Y (q)i+ p�u+ p0'(q);

où ~p = (p; p�) = (pr; pv; p; p�) est le vecteur adjoint, et p0 est une constante positive telle

que : (~p; p0) 6= (0; 0).

Dé�nition 3.1 On appelle extrémale un triplet (~q; ~p; u) solution du principe du minimum :8>>>>>>><>>>>>>>:

�
~q = @H

@~p
= ~X(~q) + u ~Y (~q);

_p = �@H
@~q
= �p(@X

@q
+ cos(�)

@Y

@q
)� p0

@'(q)

@q
;

_p� = sin(�)hp; Y (q)i;

H(~q; ~p; u) = minw2[�M;M ]H(~q; ~p; w);

(3.2)

en particulier :

u(t) =

8<: M si p�(t) < 0

�M si p�(t) > 0
(3.3)

On calcule les crochets de Lie associés aux champs de vecteurs ~X; ~Y (en dimension quatre)
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en fonction de ceux associés à X; Y (en dimension trois) :

[ ~X; ~Y ] =

0@ sin(�)Y

0

1A ; [ ~Y ; [ ~X; ~Y ]] =

0@ cos(�)Y

0

1A ;

[ ~X; [ ~X; ~Y ]] =

0@ sin(�)[X; Y ]

0

1A :

Les extrémales singulières du système ( ~X; ~Y ) sont contenues dans � : �(t) = h~p; ~Y (~q)i = 0, i.e.

p� = 0. En dérivant par rapport à t, il vient :

_�(t) = h~p; [ ~X; ~Y ](~q)i = 0) sin�hp; Y i = 0:

Proposition 3.2 Dans le domaine de vol où cos() 6= 0, les extrémales singulières du système

( ~X; ~Y ) sont données par u = 0; sin� = 0 et hp; Y i 6= 0.

Preuve. Une extrémale singulière doit véri�er � = p� = 0 et _� = sin(�)hp; Y i = 0, ce qui

donne 3 cas à distinguer :

1. sin� = 0 et hp; Y i = 0.

Dans ce cas, � est constante et p� est nul, or hp; Y i est la fonction de commutation du

système (X; Y );d�où ce dernier accepte u = cos(�) = +1 ou �1 comme extrémale singulière, ce

qui est incompatible avec la proposition (2:1).

2. sin� 6= 0 et hp; Y i = 0.

En dérivant �(t) = h~p; ~Y (~q)i deux fois, il vient :

��(t) = sin(�)hp; [X; Y ]i+ u cos(�)hp; Y i = 0;

ce qui implique hp; [X; Y ]i = 0; d�où hp; [Y; [X; Y ]]i = 0. De plus :

...
� = u cos�hp; [X; Y ]i � sin�hp; [X; [X;Y ]]i+ cos� sin�hp; [Y; [X; Y ]]i = 0;

donc hp; [X; [X;Y ]]i = 0. Ce qui implique d�après le lemme (2:2) que hp;Xi = 0. OrX; Y; [X;Y ]

sont indépendants et forment un repère, donc ~p = 0, ce qui est impossible.

En�n on conclut que le cas possible est, celui qui, durant une extrémale singulière, véri�e
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sin(�) = 0; hp; Y i 6= 0 et u = 0.

3.1.2 Analyse des extrémales singulières..

On applique un nouveau paramétrage aux équations en posant ds = '(q(t))dt. Le système

(3:1) devient ~q = X(~q) + uY (~q); juj � M où X =  ~X; Y =  ~Y et  = 1
'
: Le problème de

contrôle optimal est équivalent alors à un problème de temps minimal. On utilisant le même

calcule que lemme (1:47) on montre que [X; Y ] =  2[ ~X; ~Y ]+ ( ~X: ) ~Y :et puisque [ ~X; ~Y ]: = 0,

on obtient :

Lemme 3.3 On a les propriétés suivantes :

1: L�ensemble �0 : h~p; Y i = hp; [X; Y ]i = 0 coincide avec : h~p; ~Y i = hp; [X; Y ]i = 0,

2:[Y ; [X; Y ] ] =  3[ ~Y ; [[ ~X; ~Y ]] modf[ ~Y ; [ ~X; ~Y ]]g,

3:[X; [X; Y ]] =  3[X; [X; Y ]] +  2([ ~X; ~Y ]: ) ~X =  3[X; [X; Y ]] modf[ ~Y ; [ ~X; ~Y ]]g:

Pour tester l�optimalité d�une extrémale singulière pour le problème de temps minimal, on

utilise la condition nécessaire de Legendre Clebsch, qui s�écrit :

h~p;Xih~p; [Y ; [X; Y ]]i � 0 et h~p; Y i = h~p; [X; Y ]i = 0 (3.4)

Or d�après le principe du minimum on a h~p;Xi < 0; d�où h~p; [Y ; [X; Y ]]i � 0, donc d�après le

lemme précédent, on trouve :

Proposition 3.4 Durant une extrémale singulière solution du (X; Y ) on a : cos(�) = �signe(hp; Y i) i:e.

� =

8<: 0 si hp; Y i < 0

�� si hp; Y i > 0
(3.5)

Remarque 3.5 Puisque cos(�) est une fonction paire, alors � et�� donnent la même tra-

jectoire pour ( ~X; ~Y ). Il su¢ t donc de prendre � 2 [0; �] et alors on obtient deux genres de

trajectoires singulières � = 0 et � = �.

On utilise les résultats de la dé�nition (1:17) et (1:20) du chapitre 1pour classi�er les extré-

males au voisinage d�un point

z0 = z(t0) = (~q0; ~p0) de la surface de commutation.

55



3.1.3 Classi�cation des trajectoires au voisinage de �.

1. Points ordinaires : Soit z02� . Supposons � lisse et de codimension 1 en z0. Alors z0
est un point de commutation ordinaire et alors chaque courbe extrémale dans un voisinage de

z0 est de la forme +� ou �+. (voir F ig:11)

2. Points plis : Soit z0 appartenant à �0 : h~p; Y i = h~p; [X; Y ]i = 0 i.e. (p�(t0) = 0; sin(�0) =

0)

Fig:11 : Point de commutation ordinaire

Supposons �; �0 lisses et de codimensions respectives 1 et 2 en z0. Dans ce cas on dit que

z0 est un point de commutation pli. Or

��(t0) = h~p; [X; [X; Y ]] + uh~p; [Y ; [X; Y ]]i =  3 sin(�0)hp0; [X; Y ](q0)i+ u 3 cos(�0)hp0; Y (q0)i

d�après le lemme (3:3). Soient :

�+� =  3 sin(�0)hp0; [X; Y ](q0)i �M 3 cos(�0)hp0; Y (q0)i

et puisque :

sin(�0) = 0 et cos(�0) = �signehp0; Y (q0)i

d�après la proposition (3:4), donc �+ < 0 et �� > 0. En utilisant la classi�cation de [9; 28 chap1]

le point z0 est un point hyperbolique, et chaque courbe extrémale dans un voisinage de z0 est
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de la forme : �0+ ou +��, (voir F ig:12).

Fig:12 : Points hyperboliques

3.2 Modèle avec contraintes sur l�état

On tient maintenant compte des contraintes sur l�état. Pour calculer l�ordre des contraintes

et les indéterminés ub; � et � on commence par le calcul des crochets et des dérivées de Lie

associés à ~X et ~Y en dimension quatre, en fonction de ceux associés à X et Y en dimension

trois.

3.2.1 Calcul de l�ordre des contraintes sur l�état.

D�après les calculs précédents, on a :

[ ~X; ~Y ] =

0@ sin(�)Y

0

1A ; [ ~Y ; [ ~X; ~Y ]] =

0@ cos(�)Y

0

1A ; (3.6)

[ ~X; [ ~X; ~Y ]] =

0@ sin(�)[X; Y ]

0

1A :

Donc si on note par C (qui ne dépend que de r et de v) la contrainte sur le �ux thermique

ou sur l�accélération normale, on a :
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~X � C = X � C + cos�Y � C (3.7)

[ ~X; ~Y ] � C = sin� Y � C

[X; [X; Y ]] � C = sin�[X; Y ] � C

[ ~Y ; [ ~X; ~Y ]] � C = cos� Y � C = 0

De plus, si on impose l�hypothèse suivante : Supposons que le long de l�arc frontière sin� 6= 0.

Alors on a le résultat suivant :

Lemme 3.6 Pour le modèle simpli�é II, dans le domaine de vol où cos  6= 0, les contraintes

sur le �ux thermique et l�accélération normale sont d�ordre trois, et l�hypothèse (C1) est

véri�ée le long d�un arc frontière.

3.2.2 Calcul de ub; � et de �.

On note par C la contrainte sur le �ux thermique ou l�accélération normale. L�appli-

cation du (1:48 du chap1) qui traite le cas d�une contrainte d�ordre trois au système ( ~X; ~Y )

donne.

Lemme 3.7 1. Le long de l�arc frontière on a :

~Y � C = [ ~X; ~Y ] � C = 0; (3.8)

ub = �
~X3 � C

[ ~X; [ ~X; ~Y ]] � C
;

h~p(t); ~Y i = h~p(t); [ ~X; ~Y ]i = h~p(t); [X; [X; Y ]]i+ ubh~p(t); [ ~Y ; [ ~X; ~Y ]]i = 0;

�(t) =
(h~p(t);  3iu=ub)
([ ~X; [ ~X; ~Y ]] � C)

:

2. En un point de contact ou de jonction on a :

h~p(t�1 ); ~Y i = h~p(t+1 ); ~Y i; (3.9)

h~p(t�1 ); [ ~X; ~Y ]i = h~p(t+1 ); [ ~X; ~Y ]i;

� =
h~p(t�1 );  2(t+1 )i � h~p(t+1 );  2(t+1 )i

[ ~X; [ ~X; ~Y ]] � C
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On en déduit les résultats suivants :

Corollaire 3.8 Le long de l�arc frontière on a :

X � C = 0; (3.10)

cos� =
X2 � C
[X;Y ]

C 0

ub = �X
3 � C � cos�[X; [X; Y ]] � C

sin�[X; Y ] � C
p�(t) = hp(t); Y i = hp(t); [X; Y ]i = 0

�(t) =
hp(t); [X; [X;Y ]]i

[X;Y ] � C :

Remarque 3.9 On sait que durant l�arc frontière on a sin� 6= 0. On a supposé que �(t) est

continue, ainsi on arrive et on quitte l�arc frontière par un régulier +ou �. Puisque l�arc

frontière est optimal, on ne rencontre que des points de jonction avec les frontières.

Corollaire 3.10 En un point de jonction t1 entre un bang-bang et l�arc frontière on a :

p�(t
�
1 ) = p�(t

+
1 ) (3.11)

hp(t�1 ); Y i = hp(t+1 ); Y i

� =
hp(t�1 ); [X; Y ](q(t1))i
([X;Y ] � C)(q(t1))

3.3 Synthèse temps minimal au voisinage de la contrainte

On considère un système a¢ ne, mono-entrée _q = X(q) + uY (q); juj � M et C(q) � 0 où

q 2 R4 et C est une contrainte d�ordre trois.

Notre objectif est de présenter par calcul direct la synthèse temps minimal, au voisinage

de la contrainte pour le modèle simpli�é II: La première étape est de construire une forme

normale.

3.3.1 Forme normale au voisinage de la contrainte pour le modèle

simpli�é II

Lemme 3.11 Au voisinage de la frontière on a : ~X; ~Y ; [ ~X; ~Y ] sont indépendants et [ ~Y ; [ ~X; ~Y ]] 2

V ectf ~Y ; [ ~X; ~Y ]g
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Normalisation. Puisque le modèle simpli�é II n�est qu�une extension du modèle simpli�é

I, en ajoutant l�équation _� = u, qui est déjà normalisée, donc pour normaliser le système

simpli�é II, on peut prendre le modèle normal

_x = �z

_y = 1 + bx

_z = c+ cos�

déjà construit pour le modèle simpli�é I, en ajoutant l�équation _� = u, de plus on identi�e la

contrainte à C = x et on localise notre étude au point q0 = (0; 0; 0; �0), ce qui donne le modèle

local suivant : 8>>>>>><>>>>>>:

_x = �z;

_y = 1 + bx

_z = c+ cos�

_� = u; x � 0

et puisque la contrainte est d�ordre trois donc :

� �x = 0, ce qui implique c+ cos� = 0, donc sur la frontière c = � cos�,

� _x = 0, or sin� 6= 0, donc ub = 0, ce qui implique � = �0 sur la frontière.

On conclut alors :

Lemme 3.12 Sous nos hypothèses, le modèle local est :8>>>>>><>>>>>>:

_x = �z

_y = 1 + bx

_z = cos�� cos�0 juj �M

_� = u; x � 0

où : a = � [
~X; [ ~X; ~Y ]] � C
sin�

= �[X; Y ] �C > 0, la contrainte est x � 0: L�arc frontière est identi�é

à  : t 7! (0; t; 0; �0).

Cette forme normale est utile pour calculer la synthèse optimale locale.

Remarque 3.13 Dans la normalisation précédente, on a utilisé le changement de variable de

y par �y; z par �z , � par � � � et u par �u.
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3.3.2 Synthèse locale temps minimal

Comparaison de b avec les autres arcs possibles pour rejoindre deux points voisins

de la frontière.

On note T () le temps nécessaire pour rejoindre deux points voisins A = (0; 0; 0; �0) et

B = (0; t; 0; �0) de la frontière par un arc , en prenant le modèle local du lemme précédent.

On intègre le modèle normalisé, on trouve alors le résultat suivant :

Lemme 3.14 On a 2 cas :

1) si ab > 0 alors :

i) si �0 2]0; �[ on a : T (�+) < T (b) < T (+�) et T (�0+) < T (b) < T (+��)

ii) si �0 2] � �; 0[ on a : T (+�) < T (b) < T (�+) et T (+0�) < T (b) <

T (���+)

2) si ab < 0 alors :

i) si �0 2]0; �[ on a :T (+�) < T (b) < T (�+) et T (+��) < T (b) < T (�0+)

ii) si �0 2]��; 0[ on a :T (�+) < T (b) < T (+�) et T (���+) < T (b) < T (+0�)

Synthèse locale temps minimal :

D�après le lemme précédent, la synthèse locale optimale dépend de a et b, et on peut distin-

guer les cas suivants :

1er cas : a > 0; b > 0 :

1:i) �0 2]0; �[ :

Avant A : _x > 0! z > 0! _z < 0! cos� < cos�0 ! � 2 [�0; �] ou � 2 [��;��0].

si � 2 [�0; �]! on rejoint A par �, ou bien � 2 [��;��0]! non accessible.

Après A : _x < 0! z < 0! _z < 0! cos� < cos�0 ! � 2 [�0; �] ou � 2 [��;��0].

si � 2 [�0; �]! on quitte A par +, ou bien � 2 [��;��0]! non accessible.

Donc pour rejoindre A et B, l�arc �+ est non admissible. Or d�après le lemme précédent

on a : T (�+) < T (b) < T (+�) et T (�0+) < T (b) < T (+��). Alors l�arc frontière

b est optimal, et la synthèse optimale au voisinage de la frontière est �b+, (voir F ig:13)
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Fig:13 : Synth�ese optimale au voisinage de la fronti�ere est �b+

1:ii) �0 2]� �; 0[ :

Avant A : _x > 0! z > 0! _z < 0! cos� < cos�0 ! � 2 [��0; �] ou � 2 [��; �0].

si � 2 [��; �0]! on rejoint A par +; ou bien � 2 [��0; �]! non accessible.

Après A : _x < 0! z < 0! _z < 0! cos� < cos�0 ! � 2 [�0; �] ou � 2 [��;��0].

si � 2 [��; �0]! on quitte A par �; ou bien � 2 [��0; �]! non accessible.

Donc pour rejoindre A et B; +� est non admissible. Or d�après le lemme précédent on

a : T (+�) < T (b) < T (�+) et T (+0�) < T (b) < T (���+). Alors l�arc frontière

b est optimal, et la synthèse optimale au voisinage de la frontière est +b�, (voir F ig:14)

Fig:14 : Synth�ese optimale au voisinage de la fronti�ere est +b�

2�eme cas : a > 0; b < 0 :

2:i) �0 2]0; �[:

Avant A : _x > 0! z > 0! _z < 0! cos� < cos�0 ! � 2 [�0; �] ou � 2 [��;��0].
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si � 2 [�0; �]! on rejoint A par �, ou bien � 2 [��;��0]! non accessible.

Après A : _x < 0! z < 0! _z < 0! cos� < cos�0 ! � 2 [�0; �] ou � 2 [��;��0].

si � 2 [�0; �]! on quitte A par +, ou bien � 2 [��;��0]! non accessible.

Donc pour rejoindre A et B; �+ est non admissible. Or d�après le lemme précédent on a :

T (+�) < T (b) < T (�+) et T (+��) < T (b) < T (�0+). Alors l�arc frontière b est

non optimal, et la synthèse optimale au voisinage de la frontière est �+�+ ou �+��+,

(voir F ig:15)

Fig:15 : Synth�ese optimale au voisinage de la fronti�ere est �+�+ ou �+��+

2:ii) �0 2]� �; 0[:

Avant A : _x > 0! z > 0! _z < 0! cos� < cos�0 ! � 2 [��0; �] ou � 2 [��; �0].

si � 2 [��; �0]! on rejoint A par + ou bien � 2 [��0; �]! non accessible.

Après A

_x < 0! z < 0! _z < 0! cos� < cos�0 ! � 2 [�0; �] ou � 2 [��;��0].

si � 2 [��; �0]! on quitte A par �,ou bien � 2 [��0; �]! non accessible.

Donc pour rejoindre A et B; +� est non admissible. Or d�après le lemme précédent on

a : T (�+) < T (b) < T (+�) et T (���+) < T (b) < T (+0�): Alors l�arc frontière

b est non optimal, et la synthèse optimale au voisinage de la frontière est +�+� ou

+���+�, (voir F ig:16).
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Fig:16 : Synth�ese optimale au voisinage de la fronti�ere est +�+�ou +���+�:

3�eme cas : a < 0; b > 0 :

3:i) �0 2]0; �[:

Avant A : _x > 0 ! z < 0 ! _z > 0 ! cos� > cos�0 ! � 2 [��0; �0] ! on rejoint A par

+.

Après A : _x < 0! z > 0! _z > 0! cos� > cos�0 ! � 2 [��0; �0]! on quitte A par �.

Donc pour rejoindre A et B; +� est non admissible. Or d�après le lemme précédent on

a : T (+�) < T (b) < T (�+) et T (+��) < T (b) < T (�0+). Alors l�arc frontière b

est optimal, et la synthèse optimale au voisinage de la frontière est +b�, (voir F ig:17).

Fig:17 : Synth�ese optimale au voisinage de la fronti�ere est +b�

3:ii) �0 2]� �; 0[:

Avant A : _x > 0 ! z < 0 ! _z > 0 ! cos� > cos�0 ! � 2 [�0;��0] ! on rejoint A par

�.
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Après A : _x < 0 ! z > 0 ! _z > 0 ! cos� > cos�0 ! � 2 [�0;��0] ! on quitte A par

+.

Donc pour rejoindre A et B; �+ est non admissible. Or d�après le lemme précédent on

a :T (�+) < T (b) < T (+�) et T (���+) < T (b) < T (+0�):Alors l�arc frontière b

est optimal, et la synthèse optimale au voisinage de la frontière est �b+, (voir F ig:18).

Fig:18 : Synth�ese optimale au voisinage de la fronti�ere est �b+

4�eme cas : a < 0; b < 0 :

4:i) �0 2]0; �[:

Avant A : _x > 0 ! z < 0 ! _z > 0 ! cos� > cos�0 ! � 2 [��0; �0] ! on rejoint A par

+.

Après A : _x < 0 ! z > 0 ! _z > 0 ! cos� > cos�0 ! � 2 [��0; �0] ! on quitte A par

�.

Donc pour rejoindre A et B; +� est non admissible. Or d�après le lemme précédent on

a :T (�+) < T (b) < T (+�) et T (�0+) < T (b) < T (+��): Alors l�arc frontière

b est non optimal, et la synthèse optimale au voisinage de la frontière est +�+� ou

+�0+�, (voir F ig:19).

65



Fig:19 :

Synth�ese optimale au voisinage de la fronti�ere est +�+� ou +�0+�:

4. ii) �0 2]� �; 0[ :

Avant A : _x > 0 ! z < 0 ! _z > 0 ! cos� > cos�0 ! � 2 [�0;��0] ! on rejoint A par

�.

Après A : _x < 0 ! z > 0 ! _z > 0 ! cos� > cos�0 ! � 2 [�0;��0] ! on quitte A par

+.

Donc pour rejoindre A et B; �+ est non admissible. Or d�après le lemme précédent on a :

T (+�) < T (b) < T (�+) et T (+0�) < T (b) < T (���+): Alors l�arc frontière b est

non optimal, et la synthèse optimale au voisinage de la frontière est �+�+ ou �+0�+,

(voir F ig:20).

Fig:20 : Synth�ese optimale au voisinage de la fronti�ere est �+�+ ou

�+0�+
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Conclusion Sur le modèle local on a :8>>>>>><>>>>>>:

_x = �z;

_y = 1 + bx; x � 0

_z = cos(�)� cos(�0) juj �M

_� = u

la condition b < 0 viole l�optimalité de larc frontière.

Lien avec le principe de minimum. Pour le modèle simpli�é II, d�après le corollaire (3:8),

on a :

�(t) =
hp(t); [X; [X; Y ]]i
([X; Y ] � C)3

(3.12)

De plus sur le modèle normalisé, sur la frontière on a

([X; Y ] � C)3 = �a et [X; [X;Y ]] =

0BBB@
0

ab

0

1CCCA
d�où

hp(t); [X; [X; Y ]]i = p2ab (3.13)

avec p = (p1; p2; p3), donc �(t) = �p2b. Par ailleurs hp(t); Y i = hp(t); [X; Y ]i = 0; d�ou p1 =

p3 = 0. Or d�après le principe du minimum hp(t); Xi < 0, ce qui implique p2 < 0. Donc si

b < 0, on obtient �(t) < 0. On conclut que b < 0 viole les conditions nécessaires du principe du

minimum [H.M] pour l�optimalité de l�arc frontière. En�n pour le modèle simpli�é II, le calcul

donne b positif, ce qui implique que l�arc frontière est optimal.

3.4 Résultats numériques

Dans cette section on va s�intéresser à simuler le système d�état pour le système simpli�é

II, surtout pour di¤érentes valeurs de la borne maximale M et en particulier pour un M assez

grand. D�après l�analyse géométrique traitée précédemment, on déduit le problème aux valeurs

limites dé�nit de la manière suivante :
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Proposition 3.15 La trajectoire optimale satisfaisant les conditions �nales requises est de

la forme ��0+flux�0+acc�0+�: C�est-à-dire qu�elle est constituée de treize arcs

consécutifs :

� un arc singulier associé à u = 0 et � = �, un arc régulier associé à u = �M ,

� un arc singulier associé à u = 0 et � = 0, un arc régulier associé à u =M ,

� un arc frontière associé à u = �X
3 � C1 � cos�[X; [X; Y ]] � C1

sin�[X; Y ] � C1
correspondant au �ux

thermique

� un arc régulier associé à u = �M ,

� un arc singulier associé à u = 0 et � = 0,

� un arc régulier associé à u =M ,

� un arc frontière associé à u = �X
3 � C2 � cos�[X; [X; Y ]] � C2

sin�[X;Y ] � C2
correspondant à l�accélération

normale,

� un arc régulier associé à u = �M ,

� un arc singulier associé à u = 0 et � = 0,

� un arc régulier associé à u = M , puis un arc singulier associé à u = 0 et � = �, voir

Figure 3:20:

F ig:21

: Trajectoire optimale du mod�ele Simplifi�e II

Pour les conditions limites, on a choisi les même valeurs que pour le système simpli�é I. De

plus l�application du principe du minimum impose les conditions suivantes :
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C1(t4) = 'max cos(�(t4)) =
X2�C1
[X;Y ]�C1 C2(t8) = maxn cos(�(t8)) =

X2�C2
[X;Y ]�C �(t10) = 0

(X � C1)(t4) = 0 �(t2) = 0 (X � C2)(t8) = 0 �(t6) = 0 �(t12) = �

Puisque �(t) est donnée par une fonction a¢ ne sur les extrémales régulières (u = �M), on

a alors le résultat suivant :

t2 = t1 +
�
M

t6 = t5 +
�(t5)
M

t10 = t9 +
�(t9)
M

t12 = t11 +
�
M

Les extrémales du système sont donc paramétrées par les temps de commutation du contrôle

t1; t3; t4; t5; t7; t8; t9; t11 et le temps �nal T: L�algorithme suivant permet d�obtenir ces paramètres

pour lesquels la trajectoire extrémale véri�e les conditions limites et les conditions imposées par

le principe du minimum.

Remarque 3.16 Dans la trajectoire optimale du modèle simpli�é II, en fonction de M on

peut trouver des arcs vides et on va constater numériquement qu�il existe un ~M tel que le pont

entre les deux frontières se réduit à �+ pour tout M inférieur à ~M et en particulier pour

M = �
30
(r�d=S).

Algorithme

Étape 1 : Résoudre le modèle simpli�é II avec M = �
30
(r�d=S)et à déterminer les instants

de commutation du contrôle i.e trouver Z = (t1; t3; t4; t5; t7; t8; t9; t11; T ) qui véri�e la fonction

de tir F (Z) = 0, où

F (Z) =

26666666666666666666664

C1(t4)� 'max

(X � C1)(t4)

cos(�(t4))� X2�C1
[X;Y ]�C1;maxn

C2(t8)� maxn

(X � C2)(t8)

cos(�(t8)� X2�C2
[X;Y ]C2

r(T )� 6; 41155489e+ 006

�(T )� 1; 80834e+ 003

 (T ) + 1:478e� 001

37777777777777777777775
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(voir F ig:22; 23)

Fig:22 :Coordonnes d�tat et contraintes sur l�tat pour M = �
30
(r�d=S)

Fig:23 : Coordonnes d�tat et contraintes sur l�tat pour M = �
8
(r�d=S)

Les coût obtenus pour chaque modèle sont donnés dans le tableau TAB. 2.
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Modèle Coût associé

Modèle simpli�é I 2; 696725223086439e+ 008

M = �(r�d=S) 2; 708435475756367e+ 008

M = �(r�d=S)� 2; 697682207536621e+ 008

M ' 15(r�d=S) 2; 696723098307244e+ 008

TAB:2� Coûts obtenus

F ig:24 : Coordonnes d�tat et contraintessur l�tat pour M ' 15(r�d=S)

Commentaire

PourM = �
30
(r�d=S), le pont entre les deux contraintes se décompose seulement en � et en

+ ; dans ce cas, on ne suit pas l�extrémale singulière 0. Par ailleurs, pour M = �
8
(r�d=S), on

commence à toucher 0 et on le suit brièvement pour M ' 15(r�d=S). On constate que, pour

une petite dérivée de l�angle de gite (' �
30
(r�d=S)), on perd l�opti-malité du coût par rapport

au modèle simpli�é I. Par contre, pour une grande dérivée de l�angle de gite (' 15(r�d=S)),

on remarque que le coût se rapproche de celui obtenu dans le modèle simpli�é I.
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Chapitre 4

Contrôle optimal du problème complet

Dans ce chapitre on e¤ectue le contrôle optimal de l�arc atmosphérique du système complet

(1:1), en dimension six, soumis aux trois contraintes sur l�état (1:2); (1:3) et (1:4), et véri�e les

conditions limites.

4.1 Extrémales du problème non contraint

Remarquons que le système (1:1) décrivant l�arc atmosphérique est de la forme

_q = X(q) + u1Y1(q) + u2Y2(q) (4.1)

avec u1 = cos�; u2 = sin� et q = (r; v; ; L; l; �). On introduit le Hamiltonien

H(q; p; u) = hp;X(q)i+ u1hp; Y1(q)i+ u2hp; Y2(q)i+ p0'

où u = (u1; u2) et p = (pr; pv; p; pL; pl; p�) est le vecteur adjoint.

En paramétrisant les trajectoires par ds = '(q)dt, on se ramène à un problème de temps

minimal, les contrôles véri�ant la contrainte non convexe u21 + u22 = 1.

Dé�nition 4.1 On appelle problème optimal convexi�é le problème où la contrainte u21+u
2
2 = 1

est remplacée par la contrainte convexe u21 + u22 � 1.
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4.1.1 Calcul des extrémales régulières.

d�après le principe du minimum, les contrôles extrémaux sont donnés, en dehors de la surface

� (i:e hp; Y1i = hp; Y2i 6= 0), par :

u1 = cos� = � hp; Y1ip
hp; Y1i2 + hp; Y2i2

= � cos pp
cos 2p2 + p�2

; (4.2)

u2 = sin� = � hp; Y2ip
hp; Y1i2 + hp; Y2i2

= � p�p
cos 2p2 + p�2

:

Les extrémales correspondantes sont dites régulières, et celles qui sont contenues dans la

surfaces � sont dites singulières.

4.1.2 Analyse des extrémales singulières.

On utilise les résultats des calculs e¤ectués dans [B.B3]. Les extrémales singulières sont

celles du système _q = �X(q)+ u1Y1(q)+ u2Y2(q) avec X =  X;  =
1

'
. Elles sont par dé�nition

contenues dans la surface � de commutation (i:e hp; Y1i = hp; Y2i = 0), soit : p = p� = 0:

En dérivant par rapport à t on obtient , avec [Y1; Y2] = 0 les contraintes : hp; [X; Y1]i =

hp; [X; Y2]i = 0;qui dé�nissent la surface �0. Or :

[X; Y1] = �v cos  @
@r
+ g cos 

@

@v
+
v

r
sin  cos�

@

@L
;

[X; Y2] =
v

r
cos  sin�

@

@L

ce qui nous conduit à dé�nir �0 par les équations :

8<: �v cos pr + g cos pv +
v
r
sin  cos�pL = 0

pL
v

r
cos  sin� = 0:

(4.3)

d�où on obtien :

(a) si pL = 0 et � 6= k�

(b) si pL 6= 0 et � = k�

D�où le lemme suivant :

Lemme 4.2 Les trajectoires singulières du système _q = �X(q) + u1Y1(q) + u2Y2(q) véri�ent

� = k�; k 2 Z.
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Les simulations numériques montrent que cette situation n�arrive jamais. En fait on verra

que �(t) 2]0; �
2
] dans le domaine de vol.

Soit le système extrémal suivant.

dr

dt
= v sin 

dv

dt
= �g0 sin 

r2
� 1
2
�
SCD
m

v2 + 
2r cosL(sin  cosL� cos  sinL cos�)
d

dt
= (� g0

r2v
+
v

r
) cos +

1

2
�
SCL
m

v cos�+ 2
 cosL sin�

+
2
v

r
cosL(cos  cosL+ sin  sinL cos�)

dL

dt
=

v

r
cos  cos�

dl

dt
=

v

r

cos  sin�

cosL
d�

dt
=

v

r
cos  tanL sin�+

1

2
�
SCL
m

v

cos 
sin�

+2
(sinL� tan  cosL cos�) + 
2v
r

sinL cosL sin�

cos 

dpr
dt

= �Pv(2g0 sin 
r3

+
1

2

S�v2

m
(
CD
hS

� @CD
@r

) + 
2 cosL(sin  cosL� cos  sinL cos�))

�p(cos (2
g0
r3v

� v

r2
) +


2 cosL(cos  cosL+ sin  sinL cos�)

v
) + pL

v cos  cos�

r2

+pl
v cos  sin�

r2 cosL
� p�(�

v cos  tanL sin�

r2
+

2 sinL cosL sin�

v cos 
)

1

2
p
�vS

m
(
CL
hS
� @CL

@r
) cos�+

1

2
p�

�vS

m cos 
(
CL
hS
� @CL

@r
) sin�+

1

2
p0
Cqv

3p�
hS

;

dpv
dt

= �pr sin �pv(�
1

2

S�v2 @CD
@v

m
� S�vCD

m
)� p(cos (

g0
r2v2

+
1

r
)

�

2r cosL(cos  cosL+ sin  sinL cos�)

v2
)� pL

cos  cos�

r
� pl

cos  sin�

r cosL

�p�(
cos  tanL sin�

r
� 


2r sinL cosL sin�

v2 cos 
)� 1

2
p
�vS

m
(
CL
v
+
@CL
@v

) cos�

�1
2
p�

�vS

m cos 
(
CL
v
+
@CL
@v

) sin�� 3p0Cq
p
�v2
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dp
dt

= �prv cos �pv(�
g0 cos 

r2
+ 
2r cosL(cos  cosL+ sin  sinL cos�))� p(� sin (�

g0
r2v

+
v

r
)

+

2r cosL(� sin  cosL+ cos  sinL cos�)

v
) + pL

v sin  cos�

r
+ pl

v sin  sin�

r cosL

�1
2
p�
S�v sin CL
m(cos )2

sin(�)� p�(�
v sin  tanL sin�

r
� 2
(1 + (tan )2) cosL cos�

+

2r sinL cosL sin� sin 

v(cos )2
);

dpL
dt

= �pv(�2
2r sinL sin  cosL� 
2r cos 2L cos  cos�)� p(�2
 sinL sin�

�2

2r sinL cos  cosL� 
2r cos 2L sin  cos�

v
)� pl

v cos  sin� sinL

r(cosL)2

�p�(
v cos (1 + (tanL)2) sin�

r
+ 2
(cosL+ tan  sinL cos�) +


2r cos 2L sin�

v cos 
)

dpl
dt

= 0

dp�
dt

= �pv
2r cosL cos  sinL sin�� p(2
 cosL cos��

2r cosL sin  sinL sin�

v
)

+pL
v cos  sin�

r
� pl

v cos  cos�

r cosL
� p�(

v cos  tanL cos�

r
+ 2
 tan  cosL sin�

+

2r sinL cosL cos�

v cos 
)

Remarque 4.3 Les remarques préliminaires citées dans [[B.B3] ]montrent qu�au cours du vol ,

on peut considérer, avec une bonne approximation, que la trajectoire se projette sur la trajectoire

optimale du système simpli�é I en dimension trois, étudié précédemment.

On est alors amené à choisir sin� = 0 en dehors des arcs frontières. Dans la suite on note

respectivement par � et +, un arc associé à cos� = �1 et un arc associé à cos� = 1.

4.2 Le problème de contrôle optimal avec contraintes sur

l�état

On prend maintenant en compte les contraintes sur l�état. Les simulations numériques et la

stratégie de Harpold/Graves montrent que si la trajectoire contient des arcs frontières, cela doit

être dans l�ordre suivant : �ux thermique, accélération normale, pression dynamique.

On véri�e numériquement que les deux contraintes sur le�ux thermique et sur l�accélération
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normale sont actives, mais si on cherche à saturer la contrainte sur la pression dynamique

alors le point �nal désiré n�est plus accessible. Ainsi, les conditions aux limites impliquent que

la contrainte sur la pression dynamique n�est pas active au cours du vol et alors on ne tiendra

pas compte de cette contrainte dans la suite de cette section [E.T]; [B.B2] et [M.J]

4.2.1 Calcul des contrôles frontières.

Flux thermique.

La contrainte est :

C1 = Cq
p
�v3 � 'max; où � = �0 exp(

rT � r

hS
):

On obtient :

_C1 = X � C1 + cos�(Y1 � C1) + sin�(Y2 � C1) = 0 (4.4)

or Y1 � C1 = 0 et Y2 � C1 = 0 donc _C1 = X � C1 = 0 est une contrainte secondaire, avec

X�C1 = �
1

2

Cqv
4p� sin 
hS

+3Cq
p
�v2(�g0 sin 

r2
�1
2

SCD�v
2

m
+
2r cosL(sin  cosL�cos  sinL cos�))

(4.5)

De plus :

�C1 = X: (X � C1) + cos�(Y1:(X � C1)) + sin�(Y2:(X � C1)) = 0

où

Y1: (X � C1) =
1

4

Cqv
3SCL�

3
2

hSr2m
(�v2 cos r2 � 6hSg0 cos  + 6hS
2r3(cosL)2 cos  (4.6)

+6hS

2r3 cosL sin  sinL cos�)

Y2: (X � C1) =
3

2

Cq�
3
2SCLv

3
2r cosL sinL sin�

m
(4.7)
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et

X:(X � C1) = �1
4

Cqv
p
�

h2Sr
4m2

(�v4r4m2 � 24h2Sg20m2 � 12
2r4h2Sm2v2(cos )2 (4.8)

�24
3r5 sin�h2Sm2 cosLv cos +48h
2
Sg0m

2
2r3(cosL)2

�12
4r6h2Sm2(cosL)4 � 12v2r4m2h2S

2(cosL)2 + 14v2r5m2hS


2(cosL)2

�12h2S
4r6(cosL)2m2(cos )2(cos�)2 + 12h2S

4r6(cosL)4m2(cos )2(cos�)2

�12
4r6h2Sm2(cosL)2 � 24v2rm2h2Sg0 � 14v2r2m2hSg0 � 12�2h2SS2C2Dv4r4

�3�2h2Sv5S2r4
@CD
@v

CD + v4r4m2(cos )2 + 12h2Sm
2g02(cos )

2 � 13v4 sin r4m�hSSCD

+36�h2SSCDv
2r5
2(cosL)2m sin +24h

2
S


4r6(cosL)3m2 sin  cos  sinL cos�

�6�h2Sv3Sr2
@CD
@v

g0 sin m+ 6�h
2
Sv

3Sr5
@CD
@v


2(cosL)2m sin 

�6�h2Sv3Sr5
@CD
@v


2m cosL cos  sinL cos�� 12v2 sin r5m2hS

2 cosL cos  sinL cos�

+6v4 sin r4m�h2SS
@CD
@r

+ 24h2Sm
2g0 cos 
cosL sin�r

2v

�24h2Sm2g0(cos )
2
2r3(cosL)2 + 12hSm

2v2(cos )2r2g0

+24v2 sin r4m2h2S

2 cosL cos  sinL cos�� 36�h2Sg0 sin mSCDv2r2

�24h2Sg0 sin m2
2r3 cosL cos  sinL cos�

+12h2Sm
2
2r4(cosL)2(cos )2v2 � 36�h2SSCDv2r5
2 cosLm cos  sinL cos�

+12v2
2r4(cos )2(cos�)2h2Sm
2(cosL)2 + 4hSm

2v3 cos r4
cosL sin�

�12hSm2v2(cos )2r5
2(cosL)2 + 2hSm
2v4(cos )2r3 + 36h2Sm

2g0(cos )
2v2r

+12h2Sm
2
4r6(cosL)4(cos )2)

Ces calculs impliquent le résultat suivant :

Lemme 4.4 La contrainte sur le �ux thermique est d�ordre deux et durant l�arc frontière on

a :

� = arcsin
�Y2:(X � C1)p

(Y1(XC1))2 + (Y2(XC1))2
� arccos �X:(X � C1)p

(Y1(XC1))2 + (Y2(XC1))2
(2�) (4.9)

Accélération normale.

La contrainte est :
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C2 = Cr�v
2 � maxn ; où Cr =

S

2m
CD

r
1 + (

CL
CD
)2

On obtient :

_C2 = X � C2 + cos�(Y1 � C2) + sin�(Y2 � C2) = 0;

or Y1 � C2 = 0 et Y2 � C2 = 0 donc _C2 = X � C2 = 0 est une contrainte secondaire, avec

X � C2 = �v3 sin (
@Cr
@r

� Cr
hS
) + �v(

@Cr
@v

v + 2Cr) (4.10)

(�g0 sin()
r2

� 1
2

SCD�v
2

m
+ 
2r cosL(sin  cosL� cos  sinL cos�))

De plus :

�C2 = X: (X � C2) + cos�(Y1:(X � C2)) + sin�(Y2:(X � C2)) = 0 (4.11)

où

X:(X � C2) =
1

4

�

h2Sr
4m2

(8Crg
2
0m

2h2S + 8h
2
Sm

2v3 cos r4
@Cr
@r

cosL sin�

�24@Cr
@v

v
4(cosL)3r6m2h2S sin  cos  sinL cos�

+2�v4Sh2Sr
5@Cr
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@v


2 cosLm cos  sinL cos�
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vg0(cos )
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v
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�16v2 sin r5m2h2s
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et

Y2: (X � C2) =
1

2

�2v2SCL(
@Cr
@v
v + 2Cr)


2r cosL sinL sin�

m

De même on a le résultat suivant :

Lemme 4.5 La contrainte sur l�accélération normale est d�ordre deux et durant l�arc fron-

tière on a :

� = arcsin
�Y2:(X � C2)p

(Y1(XC2))2 + (Y2(XC2))2
� arccos �X:(X � C2)p

(Y1(XC2))2 + (Y2(XC2))2
(2�)

4.2.2 Construction d�une trajectoire optimale.

La remarque (4:3) et la synthèse locale au voisinage de la contrainte pour le modèle simpli�é

I conduisent au résultat suivant :

Lemme 4.6 La synthèse locale pour le modèle complet avec contraintes sur l�état, en approximation,

est de la forme �+flux+acc+�, où �; + sont des arcs réguliers et flux; acc sont des

arcs frontières.

À ce point de l�étude, il faut distinguer deux problèmes selon la longitude, car dans les

conditions aux limites la longitude initiale peut être �xée ou non.

Problème 4.7 longitude initiale libre. Dans ce cas pl = 0 durant le vol, la longitude l n�apparaissant

pas dans le système, on se ramène à un système de dimension cinq. L�angle �nal (T ) étant

libre, on en déduit p(T ) = 0, et la politique optimale dans ce cas, en approximation, est de

la forme �+flux+acc+, où +(resp:+) est un arc associé au contrôle cos� = 1(resp.

cos� = �1), et flux (resp. acc) est un arc frontière pour la contrainte sur le �ux thermique

(resp. pour l�accélération normale).

Problème 4.8 longitude initiale �xée. Numériquement on constate, dans ce cas, que la contrainte

sur l�accélération normale n�est plus active. On en déduit que la politique optimale est donnée,

en approximation, par �+flux+�.
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4.3 Stabilisation de la navette autour de la trajectoire

nominale

4.3.1 Trajectoire équilibrée

C�est un concept important dans la littérature spatiale que l�on peut traduire ainsi. Consi-

dérons l�équation d�́ evolution de la pente, où le terme en 
 est négligé,

d

dt
= cos (�g

v
+
v

r
) +

1

2
�
SCL
m

v cos�:

Le domaine de vol équilibré est l�ensemble des conditions initiales tel que 0 2
�
_u1=�1 ; _u1=+1

�
avec u1 = cos� . Avec cos  � 1 et en négligeant le terme en

v

r
on obtient la condition

(voir F ig:25).
1

2
�
SCL
m

>
g

v2

Fig:25 : Domaine de vol �equilibr�e est l0ensemble des conditions initiales:

Cette condition n�est pas toujours réalisée, en particulier en début de trajectoire, car il faut

que la vitesse soit assez petite pour que la trajectoire soit elliptique : E =
1

2
mv2 � g

r0
< 0:Par

ailleurs le domaine de vol équilibrz dépend de la densité de l�atmosphère (faible en début de

trajectoire) et inversement proportionnelle à la masse. C�est une condition de contrôlabilité

cruciale quisigni�e que la portance peut équilibrer le terme de gravité.
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On peut observer que pour � = k� la portance est contenue dans le plan de l�ellipse oscu-

latrice et le mouvement est plan.

4.3.2 Stabilisation

On se propose maintenant de stabiliser le système simpli�é I autour de la trajectoire équi-

librée, de façon à prendre en compte d�éventuelles perturbations, dues aux erreurs de modèles,

aux perturbations atmosphériques, etc. Pour cela, on utilise la théorie linéaire-quadratique

voir [E.T], qui permet d�exprimer le contrôle sous forme de boucle fermée, au voisinage de la

trajectoire nominale, de façon à la rendre stable pour plus de détail voir [B.B3] .

Pour tenir compte de la contrainte sur le contrôle, il faut d�abord modi�er la trajectoire

nominale xe(�) obtenue précédemment de façon à ce qu�elle respecte la nouvelle contrainte sur

le contrôle juej � 1�", où " est un petit paramètre. On choisit par exemple " = 0:05. On trouve

alors de nouveaux temps de commutation, qui sont t1 = 143:59; t2 = 272:05; t3 = 613:37.

Dans le programme suivant, on implimente l�équation de Riccati. Celle-ci est intégrée en

temps inverse puisqu�on se donne une condition �nale. Il faut donc ensuite rétablir le cours

normal du temps en symétrisant la matrice de disrétisation obtenue. En�n, le contrôle bouclé

obtenu est réinjecté dans le système initial. Les simulations sont e¤ectuées en prenant des

conditions initiales proches, mais di¤érents (voir programme annexe function stabdim 3).

Les simulations sont e¤ectuées en prenant des conditions initiales proches, mais di¤érentes,

de celles tableau suivant ;

Le choix des poids est important. On obtient des poids adaptés par tâtonnements, et en

tenant compte de l�ordre respectif des variables du système. Ici on a pris
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W =

26664
10�6 0 0

0 10�2 0

0 0 10

37775 ; Q =

26664
10�6 0 0

0 0 0

0 0 0

37775 et U = 1010

Bien entendu d�autres choix sont possibles. Ici notre choix de Q force l�altitude �nale à être

proche de l�altitude souhaitée. En revanche on laisse plus de liberté a la vitesse �nale et à l�angle

de vol �nal.

La trajectoire x(�) part d�un point x(0) di¤érent de xe(0). On a pris les données numériques

suivantes :

� écart sur l�altitude initiale : 1500 m,

� écart sur la vitesse initiale : 40m=S,

� écart sur l�angle de vol initial : 0:004 rad, soit 0:2292 deg.

Les résultats numériques obtenus sont assez satisfaisants : l�altitude �nale obtenue est

15359km, et la vitesse �nale est 458m=S: L�écart par rapport aux données souhaitées (alti-

tude 15km, vitesse 440m=S) est donc assez faible.

Notons que l�écart sur l�angle de vol initial que nous avons pris ici est assez important.

Cette pente initiale est en e¤et un param̀tre trés sensible dans les équations : si à l�entrée de la

phase atmosphérique l�angle de vol est trop faible, alors la navette va rebondir sur l�atmosphère

(phénomène bien connu, dit de rebond), et si au contraire il est trop important il sera impossible

de redresser l�engin, qui va s�écraser au sol.

Les �gures suivantes sont le résultat des simulations numériques. La (Fig:26) représente

l�écart entre l�état nominal et l�état réel, et la (Fig:27) l�écart entre le contrôle nominal et

le controle réel (contrôle bouclé, ou contrôle feedback). La (Fig:28) représente l�état, et la

(Fig:29) le �ux thermique. On constate que la contrainte sur le �ux thermique est à peu

prés respectée. On peut conclure que la procédure de stabilisation ainsi réalisée est satisfaisante.
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Fig 26 : Ecart entre l0�etat nominalet l0�etatr�eel

F ig:27 : Contrôle boucl�e; et correction par rapport au contrôle nominal:
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Fig:28 : Etat avec le contrôle feedback

F ig:29 : Flux thermique avec le contrôle feedback
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Première partie

annexe
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%function [t,x]=simudim3

%% Fonction permettant le calcul du temps de commutation tc

%% et le trac\U{e9} de la solution, pour le cas sans contrainte

%% sur l�\U{e9}tat.

clc ;

clear

global g0 hs rt Cq Omega;

Omega =7.292115853608596e-005 ; g0=39800047e7 ; hs=7143 ;

rt=6378139 ; Cq =1.705e-4 ;

range=[0;inf];

% D\U{e9}but de la trajectoire (altitude 120 km) :

r0= 0.64979590000 + 07 ; v0=0.74049501953E+04 ;

gam0=-0.32114058733-01 ; flux0 =0 ;

%% Dichotomie pour trouver le temps de commutation de sorte

%% que vf =445 ( "events") et hf =15000 .

global tc ; tc =-5 ; hf=0 ;

while hf < 10 %15000

global tc ; tc=tc+5

xinit = [r0; v0 ;gam0 ;flux0 ];

options = odeset (�events�, @events) ;

[t,x]=ode113(@systdim3, range, xinit, options );

hf = x (length(t),1) - rt ;

end

a=tc-10 ; b=tc ; hfm=hf;

while abs(hfm-15000)>1

global tc ; tc=a ;

xinit =[r0;v0;gam0;flux0];

options = odeset (� events�, @events, �RelTol�, le-6);

[t, x]= ode113 (@systdim3, range, xinit, options) ;

hfa=x(length (t), 1 ) - rt;

global tc ; tc=b ;
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xinit =[r0;v0;gam0 ; flux0];

options = odeset (�events�, @events, �RelTol�, le-6);

[t, x]= ode113 (@systdim3,range,xinit,options) ;

hfb =x(length (t), 1)-rt;

global tc ; tc=(a+b)/2 ;

xinit=[r0;v0;gam0;flux0] ;

options = odeset (�events�, @events, �RelTol�, le-6);

[t, x]=ode113 (@systdim3, range, xinit,options) ;

hfm =x(length (t), 1)-rt ;

if (hfa-15000)*(hfm-15000)<=0

b=(a+b)/2

else a=(a+b)/2

end

end

%%%%%%%%%%%% Resultats %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%tc pour le probleme sans contrainte: tc=242 %

% (i.e.passage de -1 a 1 %

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

global tc ; tc =242 ;

xinit =[r0;v0;gam0;flux0 ] ;

options = odeset (�events�, @events, �RelTol�, le-6);

[t,x]=ode113(@systdim3, range, xinit, options) ;

disp([�altitude finale :� num2str(x(length(t),1)- rt) �m�])

disp ( [�vitesse finale :� num2str(x(length (t),2)) �m/s�])

disp ( [�gamma final : � num2str(x( length (t), 3)/pi*180) �deg�])

disp ([ �flux total : � num2str(x( length (t), 4)) � UI�] )

for i=1;length(t)

gee =g(x(i,l)) ; densite(i) =rho(x( i, l)) ;

ck(i)=coef_k(x(i,2)) ;

cd(i)=CDsimple(x(i, 2)) ; cl(i)=CLsimple(x(i, 2)) ;

end
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flux_thermique = Cq.*sqrt(densite(:)).*(x (:, 2)).^3 ;

plot (t,flux_thermique)

hold on; plot ( t,717300, �red� )

title(�Flux thermique�)

figure

subplot(311); plot(t,x(:, 1)-rt) ; title(�Altitude�);

subplot(312); plot(t, x(:, 2)) ; title(�Vitesse�);

subplot(313) ; plot(t, x(:, 3)) ; title(�Angle de vol�) ;

%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -

function [value,isterminal,direction]=events(t,x)

global g0 hs Omega rt Cq;

%% Arret a vitesse 445 ou altitude 10000 (en cas d�accident. . . ) :

value =(x(2)-445)\abs(x(1)-rt-10000) ;

isterminal =1 ;

direction =0 ;

end

%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -

function dXdt= systdim3(t,X,events)

% Systeme simplifie de la navette en r,v gamo (\dim 3+flux)

global Omega g0 hs rt Cq ;

r=X(1) ; v=X(2) ; gam=X(3) ;

dXdt=[v*sin(gam)

-g(r)*sin(gam)-coef_k(v)*rho(r)*(v)^2

cos(gam)*(-g(r)/v+v/r)+2*Omega+coef_kp(v)*rho(r)*v*u(t,r,v,gam)

Cq*sqrt(rho(r))*v^3];

end

%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -

function controle=u(t,r,v,gam)

% Contr\Uf4}le pour le probl\Ue8}me sans contrainte : -1 puis +1 .
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global tc ;

if t<tc

controle =-1 ;

else controle =1 ;

end

end

%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -

function locdensite = rho(r)

global hs rt ;

locdensite =1.225*exp(-1/hs.* (r-rt)) ;

end

%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -

function ge=g(r)

global g0 ;

ge =g0./r.^2 ;

end

%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -

function k=coef_k(v)

v

k=0.5*15.05*CDsimple(v)/7169.602 ;

end

%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -

function kp=coef_kp (v)

kp=0.5 *15.05*CLsimple(v)/7169.602 ;

end

%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -

function cd=CDsimple(v)

if v>3000

cd=0.585 ;

elseif v>1000
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cd =0.075 + 1.7e-4*v ;

else cd=0.245 ;

end

end

%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -

function cl=CLsimple(v)

if v>3000

cl=0.55 ;

else cl =0.1732+1.256e-4* v ;

end

end

%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - -
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