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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse au probléme de contrbéle optimal d’une navette spatiale
en phase de rentrée atmosphérique, ol le controle est 'angle de gite, et le cott est le flux
thermique total (facteur d’usure de la navette). Le moteur est par ailleurs soumis a des
contraintes d’état sur le flux thermique, ’accélération normale et la pression dynamique.

Le probleme précis a I’étude est le suivant. Nous appelons phase atmosphérique la période
de temps ou l'altitude du moteur se situe entre 20 et 120 kilometres. C’est en effet dans cette
phase que, en ’absence de poussée motrice, les forces aérodynamiques (frottement avec 1’at-
mospheére) peuvent étre utilisées pour piloter adéquatement la navette spatiale afin de la diriger
vers un point final souhaité et de satisfaire les contraintes d’état. En particulier sur le flux ther-
mique. Ainsi, durant cette phase, la navette peut étre considérée comme un planeur, soumis
uniquement & la force de gravité et aux forces aérodynamiques.

Le controle est I’angle de gite cinématique qui représente ’angle entre les ailes et un plan
perpendiculaire a la vitesse, alors les forces aérodynamiques sont controlées par l'attitude du
navette. Pour un navette de rentrée, le mouvement est contrélé par les forces de trainée et de
portance. L’angle d’attaque module 'amplitude de la force tandis que ’angle d’inclinaison
n’agit que dans la direction de 1’élévation.

L’objectif est de déterminer une trajectoire optimale jusqu’a une cible donnée. Une tra-
jectoire optimale étant ainsi déterminée, il faut ensuite stabiliser la navette autour de cette
trajectoire, de fagon & prendre en compte de possibles perturbations en tenant compte du fait
que 'engin est de plus soumis & des contraintes sur 1’état. Nous nous intéressons au probléme
de transfert en temps minimal. Ce probléme a été défini et résolu dans une série d’articles
[J.B.C], [J.B.N], [J.M.C.L1] et [J.M.C.L2] en tenant compte des conditions limites du cahier des
charges du CNES.

Cet mémoire est composé de quatre chapitre :

Dans premier chapitre nous citons brievement le modéle de la navette spatiale et les princi-
pales techniques de la théorie du controle optimal, y compris le principe maximal de Pontryagin,
les conditions d’optimalité de premier ordre et nous présentons un bref apercu du controle géo-
métrique optimal, y compris 'utilisation du crochet de Lie avec des conditions d’optimalité
d’ordre supérieur.

L’objectif de chapitre deux est d’analyser les trajectoires extrémales pour le systéme avec et



sans contraint. La structure des equations permet de distinguer un sous-systéme /I, en dimension
3, qui représente le mouvement longitudinal de la navette c’est a dire qui correspond au probleme
de controle sans conditions limites sur la latitude et ’azimut .

Dans le chapitre trois le sous-systéme /1 qui représente le mouvement latéral fait 'objet de
la méme étude que le sous systéme I.

Enfin dans le quatriéme chapitre nous traitons le modéle complet de la navette. On calcule
les extrémales singuliéres et les extremales réguliére pour le probléme ot le domaine de controle
est convexifie. Nous résolvons numériquement ce probléme de controle optimal, on détermine
ainsi une trajectoire nominale (trajectoire de référence) pour la navette ainsi nous étudions la

stabilité de la navette autour de la trajectoire nominale déterminée.



Chapitre 1

Controle optimal géométrique et
applications au probléme de réentrée

atmosphérique

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de fixer la terminologie pour étudier notre probléme et présenter
le principe du maximum.

Nous nous concentrons sur le probléme de la rentrée atmosphérique d’une navette spatiale
controlée par son angle d’inclinaison, et ou le cout de minimisation est le flux thermique
total (Ici le moteur est soumis a des contraintes d’état sur le flux thermique, 'accélération

normale et la pression dynamique) [J.E.M].

1.2 Probléme de la rentrée atmosphérique

Le probleme précis a I’étude est le suivant. Nous appelons phase atmosphérique la période de
temps ou altitude du moteur se situe entre 20 et 120 kilomeétres. C’est en effet dans cette phase
que, en ’absence de poussée motrice, les forces aérodynamiques (frottement avec ’atmosphére)
peuvent étre employées pour controler adéquatement la navette spatiale afin de la diriger vers un
point final souhaité et de satisfaire les contraintes d’état particulier sur le flux thermique. Le

controle est I’angle d’inclinaison et le critére de minimisation considéré est le flux thermique



total. Le modele du systéme de controle est standard (voir par exemple [AM][CNES]) et s’écrit

dr

5 = vsin -y (1.1)
d 1 sC
d_if} = —gsin7—§p DUQ—f-QQTCOSL(Sin’YCOSL—COS’)/SiIlLCOSX)
m
d 1 SC
o Cosq/(—gjtg)%——p Ly cos pu + 2Q cos Lsin x
dt v 2" m
r
+02— cos L(cosy cos L + sin~ysin L cos x)
v
dL U o5 co
— = —C0SYCos
dt r TEOEX
dil wcosvysinx
dt 1 cosL
d 1 sC
X _ C,ozr Y sin,qugcoswtaaninX
dt 2" m cosy r

—I—QQT sin L cos Lsin x

+2Q(sin L — tan~y cos L cos x)
v cos 7y

ou

e  désigne la distance du centre de gravité de la navette au centre de la Terre.

e v est le module de sa vitesse relative.

e 7 est ’angle de vol (ou l'inclinaison du trajet, c’est-a-dire ’angle du vecteur par rapport
a un plan horizontal).

e [ est la latitude.

e [ est la longitude

e x est 'azimut (angle entre la projection du vecteur de vitesse sur le plan horizontal local

mesuré par rapport a I’axe Sud-Nord de la planéte).

1.2.1 Le modéle pour les forces

Pour I'arc atmosphérique on fait les hypothéses suivantes :

Hypotheése 1 : la navette est un planeur, c’est-a-dire que la poussée de la navette est nulle.

Hypothése 2 : on suppose que la vitesse de 'atmosphere est la vitesse de la Terre. La
vitesse relative de la navette par rapport a la Terre est donc la vitesse relative v.

Les forces agissant sur la navette sont de deux types :

e force de gravité : La force gravitationnelle apparait avec un modéle habituel g = ‘@, ol

T2
go est la constante gravitationnelle.



e force aérodynamique : La force fluide due a ’atmospheére est décomposé en :

- une composante dite de trainée dont le module est D = (% pSCpv?) est opposé au vecteur
de vitesse,

- et de la force de portance, dont le module est L = %pSOLUZ qui est perpendiculaire au
vecteur vitesse v.1ls sont dessinés sur la (Fig.1).

Ici, p = p(r) = pye " est la densité de ’atmosphére, S est un coefficient positif (zone de
référence) représentant le moteur, et C'p, Cf, sont respectivement les coefficients de trainée
et de portance; ils dépendent de I'angle d’attaque et du nombre de Mach de la navette.

Le controle est 'angle de la banque y ; il agit sur l'orientation de la force de portance
et donc son effet peut étre de faire tourner la navette a gauche ou a droite mais aussi d’agir
sur l'altitude. C’est un controle scalaire supposé prendre des valeurs dans [0, 77|. Notons que la
masse m du moteur est constante le long de cette phase atmosphérique car on suppose qu’il n’y
a pas de poussée.

Enfin, Q) est la vitesse de rotation angulaire de la planéte. Dans le modeéle ci-dessus les termes
linéaires en ) représentent la force de Coriolis, et les termes proportionnels 4 Q2 sont dus a
la force centripéte.

Le probléme de controéle optimal & ’étude est de conduire le véhicule des conditions initiales
aux conditions finales indiquées dans le tableau 1, en temps final libre, et de plus, le systéme
est soumis a trois contraintes d’état ou pu € [—m, 7| et ¢; vérifie les contraintes d’état :

e Contrainte sur le flux thermique :

© = Cyy/pv° < ™ (1.2)

e Contrainte sur ’accélération normale :

Vi = Vg (@) pv° < A (1.3)

e Contrainte sur la pression dynamique :

1
P = 5,01)2 < pme (1.4)

max

ol Oy Prnazs Vng> Y et P sont des constantes positives. Dans le domaine du vol, en



SCp
m

termes de trainée d = 3 pv? et de v.

=|

=}
<l

=i

0

Figl : Variables d’tat et de contrle.

Le critére de minimisation est le flut thermique total long du vol.

() = /O N (15)

i normal acceleration
dynamic

B5g
pe i Nmrmal flux
I |
|

Fig.2 : Contraintes et stratgie Harpold-Graves

Notons que, si nous approximons v ~ —d, alors J(u) = K f;;f \”/—zadv (avec K > 0), et donc

pour ce critére approché la stratégie optimale est de maximiser la trainée d tout le long du vol.



Cette stratégie, décrite dans [J.C] et habituellement utilisée, réduit le probléme au probléme
de trouver une trajectoire tragant la limite du domaine autorisé dans 'ordre suivant : flux
thermique - accélération normale - pression dynamique, comme indiqué sur la (Fig.2).
L’avantage de cette méthode est que, le long des arcs de limite, le controle peut étre facilement
exprimé en boucle fermée (feedback), ce qui est trés pratique pour les problémes de stabilisation
et pour la mise en ceuvre embarquée en temps réel. Quoi qu’il en soit, cette stratégie n’est pas
optimale pour le critére de minimisation (1.5), et ¢’était le but de [B.B2], [B.B4], [B.B3] et [E.T]

de résoudre ce probléme de controle optimal avec des considérations géométriques.

1.3 Réduction du probléme et modéles simplifiés et controéle

optimal géométrique

1.3.1 Réduction du probléme et modéles simplifiés

Le systéme (1.1) décrivant 1’arc atmosphérique est de la forme
¢ = X(q) +u1Yi(q) + u2Ya(q), (1.6)

avec uy = cos i, uy = sinp et ¢ = (r,v,7, L, 1, x). Posons ¢; = (r,v,7) et go = (L, 1, x)-

Pour le controle optimal de I'arc atmosphérique, le probléme majeur au cours du vol est
de respecter les contraintes. De plus ces derniéres ne dépendent que de ¢; et ceci requiert
une analyse fine du mouvement longitudinal de I’engin. D’autres part les conditions limites ne
portent que sur une partie des variables. Ces remarques nous aménent a construire un modele
simplifié¢ en dimension trois du probléme de rentrée atmosphérique. En effet en négligeant la
vitesse de rotation €2 de la planete et le terme de Coriolis en (2, le systéme (1.1) se décompose

en

(h = fl(qb ul)) + O(Q>> Q2 = f2(Q7 Ug) + O (Q) :



Plus précisément, dans les coordonnées ¢; = (r, v, 7) ce modele simplifié s’écrit :

dr

i vsin 7y (1.7)
d

d_: = —gsiny_kpv?

d v

d_;fy = (—% + ;)cos%rk'pv COS i

ou p € [—m,m| et ¢y vérifie les contraintes d’état (1.2). Une seule des contraintes (1.3), (1.4)
est a prendre en compte car Cp, C, sont constants.

Deux cas ce présente :

e Si u = u; = cos pu comme controle de la pente 7, ce qui donne le nouveau sous-systéme
appelé modele simplifié I (en dimension trois) qui représente le mouvement longitudinal de la

navette, s’écrit :

d

d—z —  vsing (1.8)
d

d_: = —gsiny_kpv?

dry g v

i (—; + ;) cosy k' pvu

e Si on prend la dérivée de langle de gite comme controle (noté us) de la 'azimut x , ce
qui ajoute en plus une autre équation dans le modeéle simplifié, ce nouveau sous-systéme sera

appelé modele simplifié /1 (en dimension quatre) qui représente le mouvement latéral :

dr
dt
dv
dt
&y
dt
du
dt

= wvsin 1.9
gl (

= —gsiny_kpv?

= (—% + ;) cosy, k' pv cos

ou le controle u vérifie la contrainte |u| < M, avec M représentant la vitesse maximale de

15C 15C
rotation de la navette et k = §—D, K= -2k
m

2 m
Remarque 1.1 Le contrdle est soit p soit ji. Dans le premier cas on peut imposer les bornes

€=, %] oup € [—m,7]
o 59 ou 4 ™, .

10



- Le controle uy peut étre négatives, i.e. u; € [—1,+1]

- Le signe de uy autorise le planeur a tourner a droite ou a gauche.

Remarque 1.2 Dans le modéle simplifié 11, en controlant la dérivée 1, on exige la continuité

et la dérwabilité de l’angle de gite p par rapport au temps.

Remarque 1.3 L’introduction du modéle simplifié 11 est justifiée par deux raisons :

1. Raison théorique : Durant le vol de la navette, dans le modéle simplifié I, on trouve
des trajectoires bang-bang et des trajectoires sur le bord. Les contraintes sont d’ordre deux. Par
ailleurs dans le systéme 11, on ajoute en plus des trajectoires, qui consistent a incliner la navette
sur son bord. Les contraintes sont d’ordre trois plus élevé.

2. Raison numérique : Dans le modéle simplifié I, on utilise la méthode de continuation
[J.E.M) sur la borne mazimale de la contrainte en partant de la solution pour le probléme sans
contrainte. Par ailleurs, dans le modéle simplifié 11, on utilise en plus la continuation sur la

borne maximale du contréle, partant d’un M plus petit pour atteindre un M assez grand.

1.4 Controéle optimal géométrique

1.4.1 Principe du maximum de Pontryagin

Nous présentons dans cette section, le Principe du Maximum de Pontryagin. Ce principe
nous donne une condition nécessaire du premier ordre, d’optimalité locale, que doit vérifiée toute
solution potentielle d’'un probléme de controle optimal. Considérons tout d’abord un systéme

de controle autonome s’écrivant en coordonnées locales :

q(t) = X(q(t)) +u(®)Y (q(t)) = f(q(t),u(t)) (1.10)

ol f:RxR"x R™ — R" est de classe C'. Les controles u(.) sont des fonctions mesurables
bornées, a valeur dans un domaine quelconque U C R™. Soient M, et M; deux sous variétés
différentiables de R™ définissant les conditions aux deux bouts. Enfin on définit le cotit d’un

controle u sur [0, 7] par :
C(T,) = [ olau(0)ute))dt + o(T,0.(7)

11



ol fo :RxR"xR™ — R"et g: R xR" — R toutes deux C*, et ¢,() la trajectoire solution
de (1.10) associée au controle u(-).
On considére le probléme de controle optimal suivant : déterminer une trajectoire reliant

My a M; et minimisant le cotit. Le temps final T peut étre fixé ou non.

Théoréme 1.4 (principe du mazximum de Pontryagin) [B.B2] Si le controle uw € U est optimal
sur [0,T], alors il existe une application p : [0, T] — R"™ absolument continue et une constante

po < 0 avec (p(-),po) # (0,0), telles que pour presque tout t € [0,T]

0 = GO0 0), (111)
50 = =T (0,070), o, ()

presque partout sur [0,T], ot H(q,p, po,u) =< p, f(q,u) > +pofo(q,u) est le pseudo-Hamiltonien

du systéeme.

H(q"(t),p"(t), po, u*(t)) = maxH (q(t), p(t), po, v) (1.12)

veEU

presque partout sur [0,T]. Si le temps final pour joindre la cible My est libre et si u est continu

en T, on a la condition au temps final T

mascH (T, 4(T), p(T), 7o, ) = —p'o0 (T, a(T)). (1.13)

Enfin le vecteur adjoint p peut étre choisi d’aprés les conditions de transversalité aux extrémités
suivantes.

dg
p(0) LTy Mo, p(T) — po—q(T, (1)) LTy(r) M, (1.14)

0

Puisque le probléeme de controle est autonome, i.e.f et fo ne dépendent pas de t, le pseudo-

Hamiltonien H ne dépend pas de t et on a
vt €[0,T], H(x(t),pt),po,ut)) =C* pp

Définition 1.5 Une extrémale du probléme de controle optimal est un quadruplet (x(-), p(-), po,u(-))

solution des équations (1.12).

Remarque 1.6 Sipy < 0 alors l’extremal est dit normal. St py = 0 alors [’extremal est dit anor-

mal. On peut également noter qu’en l’absence de contraintes de controle, les extrémes anormauz

12



projettent exactement sur des trajectoires singuliéres

Définissons le systéme augmenté

q(t) = flq(t),u(t)),  do(t) = fo(a(t), u(t))

et notons 7 := (qo, q) 'état et fi= (fo, f) le systéme, augmentés. Supposons g = 0, le probléme
de controle optimal revient alors & trouver une trajectoire reliant My & M; et minimisant
qo(T') avec qp(0) = 0. Le PMP est fondé sur la remarque géométrique que nécessairement
§(T) € 0A(Go,T), ot A(Go, T) = {G(t,do,u), u admissible sur [0,t]} est Pensemble accessible
depuis Gy, en temps ¢, par les controles admissibles sur [0, ¢].

On peut de plus définir un véritable systéme hamiltonien ainsi que son gradient symplectique

(ou champ de vecteurs hamiltonien) sous certaines conditions, d’apres le corollaire suivant.

Corollaire 1.7 Si H(q,p) := mafH(x, D, Po, u) est défini et lisse sur un voisinage de ’extrémale
ue

z:=(q,p): [0,T] — R™ x R", alors pour presque tout t € [0, T

H(1) = H(=(1) = (%—f(z(t», —%—f(za»)

et H(q,p) est le Hamiltonien vrai (il ne dépend plus de u).

Définition 1.8 Une extrémale (q(-), p(-), po, u(+)) solution de (1.12) est dite anormale sipy = 0
et normale dans le cas contraire. Une extrémale est dite singuliére si 0,H = 0. Dans ce cas, la

condition définie ci-aprés est nécessaire pour que lextrémale soit optimale sur [0,T].

Proposition 1.9 Si la trajectoire q(-) associée au controle u(.), non contraint, est optimale
sur [0, T| pour la topologie L™, alors la condition de Legendre est vérifiée le long de ’extrémale

(x(+),p(+), po, u(+)), c’est a dire %zTg(q(t),po,p(t),u(t)).(v,v) <0, Yo eR™ Vtel0,T].

Définition 1.10 On appelle systéme de controle affine tout systéme de la forme
§(t) = Fo(x() + Y _ui(t)Fi(q(t).
i=1
Le champ de vecteurs Fy est appelé dérive et D = {Fy,---, F,,} est appelée la distribution contro-

lée.
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La proposition précédente n’est pas significative dans le cas affine, ou 'on a d,,H = 0. On

introduit donc la définition suivante.

Définition 1.11 Une extrémale (x(-), p(+), po, u(-)) est dite totalement singuliére si

0*’H
ou?

(Q(t)7p07p(t)7 u<t)) = 07 vt € [OaT] (115)
On dit que l’on se trouve dans un cas régulier si l’équation (1.15) est stricte le long de l’extrémale.

Dans le cas totalement singulier, pour un sytéme affine par exemple, on a alors la condition

nécessaire d’optimalité suivante.

Proposition 1.12 Si la trajectoire q(-) associée au controle u(-), non contraint, est optimale
sur [0,T] pour la topologie L™, et si l’extrémale associée est totalement singuliére, alors la

condition de Goh est vérifiée le long de l’extrémale, c’est a dire

OH OH
) = 10

le long de lextrémale, ou {.,.} est le crochet de Poisson sur T*X, défini ci-aprés. De plus, la

condition de Legendre généralisée est vérifiée le long de l’extrémale, c’est o dire

d 0? OH
ou Ot Ou (Q(t)aPOap(t)vu(t)) (U7U> - 07 Vo € 7Vt S [Oa ] (1 17)

Définition 1.13 On dit que s € [0,T] est un temps de commutation si s appartient & la

fermeture de Uensemble dest ot v n'est pas C*. Alors q(s) est appelée un point de commautation.

Définition 1.14 Si (q.p,u) est un relévement extrémal défini sur [0,T], la fonction
p it —(t) =<p(t),Y(q(t) > (1.18)

s’appelle la fonction de commutation ; alors le contréle extrémal u est dit bang si u(t) = +1, et il
est dit bang- bang si u est constante par morceauz sur [0,T] et & valeurs dans {—1,+1} ; enfin ce
controle extrémal u est dit régulier si u(t) = signe(p(t)) presque partout (p(t) # 0, Vt € [0,T]),
et il est dit (totalement) singulier si ¥Vt € [0,T], ¢(t) = 0.
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Définition 1.15 On note v (resp v_) un arc correspondant & u = +1(resp. u = —1) et vg un
arc correspondant a un controle singulier. On note vy, y_ un arc vy, Suivi par un arc y_, v, 7
un arc vy, suwwt par un arc vy, et ainsi de suite pour toute concaténation d’arcs v, y_ ou ,,
certains de ces arcs pouvant étre vides. Le relévement extrémal (q,p,u) est dit exceptionnel si

H|(gpu) = 0 presque partout.
Soit (¢, u) un extrémale définie sur [T, 0], T < 0.

Définition 1.16 Le cut point le long de q est le premier point ot q cesse d’étre optimale c’est-
a-dire le point q(t) out est le temps de [T, 0] tel que q soit optimale sur |t,0] et n’est pas optimale
sur [t', 0], Vt' < t.

1.4.2 Classification des extrémales au voisinage de ..

Dans cette partie on va présenter brievement les résultats de Kupka concemant la classifi-

cation des relévements extrémaux [[.K]|. Soit z = (¢, p), on pose

Y = {(gp): »Y(@) =0} X ={(¢;p);(p,Y(q) = (p,[X,Y](q)) = 0}
S = {(gp) eX; (p[Y,[X,Y]](q)) =0}

0Z o0z
ou le crochet de Lie est calculé avec la convention [Z7, Zs] = —2Z1 - —122 . Soit (z,u) un

ov ov

relevement extrémal défini sur [0, 7], supposé lisse. En dérivant la fonction de commutation

p:t—(t)=(pt),Y(q(t)))

il vient :

p(t) = (p@), [X,Y](q(t))) et
p(t) = (o), [X, [X, Y]] q(t) —u(®) [V, [X, Y]] q(t)).

Points de commutations normaux

Définition 1.17 1. Point ordinaire : Soit zg € %, supposons % et de codimension 1 en zg
alors si (p(t),[X,Y](q(t))) # 0 en zy on dit que zy et un point de commutation ordinaire et

chaque courbe extrimale dans un voisinage de z est de la forme v v_ ou y_v,
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2. Point normal : Soit zg € X et supposons que Y (qo) # 0 et zg € X\X'. Le point z, est

dit normal.

Le comportement des bitrajectoires extrémales z = (g, p) au voisinage de z, est donné par

le lemme suivant :

Lemme 1.18 Notons zt (resp. 2z~ ) la bitrajectoire extrémale correspondant o u = +1 (resp. —
1). Si l'on note o (resp. ¢~ ) la fonction de commutation évaluée le long de z* (resp. 2~ ) et

to le temps de commutation avec z*(tg) = 27 (to) = 20 = (qo, po) on a :

@*(to) = ¢~ (to) = (po, [X, Y](q0))

(loi de refflexion). De plus si z = (q, p) est une bitrajectoire extrémale passant par zy on a :
(i) si ( po, [X,Y](q)) <0 alors g =, v_
(1) si ( po, [ X,Y](q)) >0 alors ¢ = v_v,

Le cas du pli

Définition 1.19 Soit 2y = (qo,po) € ¥ et supposons que Y (qo) est non nul et que \* et A~

sont non nuls ot \* (resp. A7)

A= <p0a[X7[X7YHQO_[Y7[X7YHQO>
AT = <pOa[Xa[X7Y]]QO+[Y7[X7Y]]QO>

Un tel point s’appelle un pli.

Remarque 1.20 Le comportement des bitrajectoires extrémales réguliéres z = (q,p) au voisi-
nage de z est donné par les trois allures indiquées en (Figl) (le role de z+ et 2~ est permutable
en (it) ), qui correspondent a :

(i) cas hyperbolique : Xt >0 et A~ < 0,
(ii) cas parabolique : \*A\™ > 0,
(

ii1) cas elliptique : \* < 0 et A\~ > 0.
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En particulier toutes les extrémales réguliéres sont bang-bang bien que le nombre de commu-

tations ne soit pas uniformément borné dans le cas elliptique.

(i) (i) (iii)

Fig.3 : Comportement des bitrajectoires extrmales rqulires

Dans ces figures Y’ se projette en zg.

1.4.3 Quelques propriétés des extrémales singuliéres

L’objet de ce paragraphe est de montrer que les extrémales singuliéres sont, au moins gé-
nériquement, solutions d’une équation différentielle analytique sur ¥’ et de rappeler leur statut
d’optimalité pour le probléme point-point, c’est-a-dire lorsque la variété terminale est réduite a

un point, ceci sous des conditions de codimension zéro ou un pour le systéme (X,Y).

Définition 1.21 Les relévements extrémauzx singuliers vérifient ¢ (t) = 0, Vt € [0,T] c’est-a-

dire que les bitrajectoires extrémales singuliéres z(t) = (q(t), p(t)) sont contenues dans X..

Lemme 1.22 Les relévements extrémaux singuliers (q,p,u) sont tels que (q,p) est contenu
dans X' et ceuzx qui sont tels que (q,p) est contenu dans X'\S sont les solutions de ’équation

différentielle hamiltonienne sur X'\S o le controle singulier est donné pour (q(t),p(t)) € 3'\S

par u(t) = u(q(t), p(t)) avec :

(1.19)

et H(q,p) = { p, X(q) + (g, p)Y (q) )

Preuve. En dérivant I’équation de contrainte ( p,Y (q) ) = 0 le long de (q(t), p(t), u(t)) il

vient :
(0, [X,Y](q) = (p, [X, [X,Y])] (¢) —u[Y,[X,Y]](¢)) =0
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et le controle singulier est bien 4. Par ailleurs

OH 0H  0H 0H

=% o~ g (1:20)

sur = 0, d’ou 'assertion. m
On peut observer que (1.20) définit bien un champ de vecteurs hamiltonien sur ¥'\S pour

la structure induite par la structure symplectique canonique de R?".

Définitions et notations

Soit (g, p,u) un relévement singulier défini sur [0, 7] et tel que (g, p) est contenu dans X'\ S.

Définition 1.23 On dit que u est admissible si Vt € [0,T], u(t) = u(q(t),p(t)) € [-1,+1]. Un

tel controle est dit saturant si u(0) ou u(T) = £1.

Supposons que application ¢ — ¢(t) soit injective. On peut alors en utilisant un difféo-
morphisme local identifier a : ¢ — (¢,0, ...,0). Par ailleurs en utilisant un feedback, on peut
identifier (en changeant X en X = X + 4Y) le controle singulier au controle nul. Avec ces

normalisations introduisons alors ’esemble
K(t) = {ad"X(Y)(q(t)); k=0, ..., 400}e.

s’appelle le premier cone de Pontriaguine.

Définition 1.24 [H.H] On dit que (q,u) est une extrémale singuliére ssi ¥t € 0,T], K(t) est

de codimension au moins égale a un.

Faisons les hypotheses suivantes :

(H3) Vvt €]0,T], K(t) est de codimension 1 et de plus pour tout t € [0,7] les (n — 1)
vecteurs {ad" X (Y)(q(t));k =0, ..., n— 2} sont indépendants.

(H4) Vt € [0,T], X(v(t)) ¢ {ad*X(Y)(w(t));k =0, ..., n — 3}ep.

sin>3etsin=2 X(q(t)) et Y(q(t)) sont indépendants.

En dérivant ¢ (¢) pour tout ¢ € [0, T] on en déduit que Vk € N,Vt € [0,T], {p(t), ad* X (Y)(q(t))} =

0 et le vecteur adjoint est donc orthogonal o K (t) en tout instant ¢ ; par ailleurs si h est la valeur
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du hamiltonien H = (p, X(¢)) le long du relévement extrémal, p est orienté selon la convention
h > 0 (voir (1.4) condition (1.13)) et est défini de fagon unique a un facteur prés sous les

hypothéeses (H3) et (H4).

Définition 1.25 On dira que le relévement extrémal singulier est exceptionnel si h = 0 et

hyperbolique (resp. elliptique) si h > 0 et Vt € [0,T], { p(t), [Y, [X,Y” (q(t))) <0 (>0).

Proposition 1.26 Soit (q,u) une extrémale singuliére admissible définie sur [0,T] et verifiant
(H3) et (HY). Alors si T est assez petit, la trajectoire q est temps minimale (resp. mazximale)

pour le probléme point-point ssi on est dans le cas hyperbolique ou exceptionnel (resp.elliptique).

Preuve. Ces résultats proviennent de [B.B1]. =

Des résultats (1.4.2) et (1.4.3) on déduit les propriétés suivantes.

Propriétés

Soit (q,u) une extrémale singuliere définie sur [0, 7] vérifiant (H3) et (H4). Alors dans le
cas hyperbolique ou elliptique u € |—1, 1], et (¢, u) admet un seul relévement extrémal (g, p, u)
ou p € P! (espace projectif).

Le point 2o = (¢(0), p(0)) est un pli et les relevements extrémaux sont donnés par la (Fig.3)

(7) si (q,p,u) est hyperbolique et (iii) si (¢, p,u) est elliptique. Dans le cas exceptionnel,
u € |—1,1] et (¢, u) admet deux relévements extrémaux (g, p,u) avec p € S~ !, I'un tel que zy =
(¢ (0),p(0)) soit un point pli hyperbolique (Fig.3(i)) et I'autre tel que zo = (¢(0), —p(0)) soit
un point pli elliptique (Fig.3(iii)). Le cas parabolique correspond & la situation ou u ¢ [—1, 1],

1.e. n’est pas admissible.

Le casn=2

Lemme 1.27 Les relévements extrémaux singuliers (q,p,u) sont tels que les trajectoires q sont
contenues dans le lieu des points ot 'Y et [X,Y] sont colinéaires. Si [Y,[X,Y]] (q) n'est jamais
colinéaire a Y (q), le controle singulier est donné par (1.19) et 4 ne dépend pas de p si Y (q) ne

s’annule pas.

Preuve. On a (p,Y (¢) >=<p,[X,Y](¢) >= 0, dans le cas singulier et donc, puisque p # 0
en tout instant, Y (q) et [X,Y](q) sont colinéaires. Le controle singulier est défini par (1.19) et
p peut étre éliminé en utilisant (p,Y(¢)) =0. =

19



Proposition 1.28 Soit vy tel que X,Y sont indépendants en qq ainsi que Y, [X,Y]. Alors dans
un voisinage de qqg toute trajectoire optimale est réguliére avec au plus une commutation. Soit
qo tel que X,Y sont indépendants en qo et Y,[X,Y] sont colinéaires en qq. Alors dans le cas
hyperbolique, une trajectoire optimale est de la forme vy, v,v., dans le cas parabolique, de la
forme vy y_v,_ ouy_v,v_. Dans le cas elliptique toute trajectoire optimale est bang-bang avec

au plus une commutation.

Preuve. Tous ces résultats viennent de la classification des extrémales excepté dans le cas

elliptique étudié en [H.J.S]. m

Lecasn=3

Lemme 1.29 Notons

Dy = det(Y,[X,Y],[Y,[X,Y]) (1.21)
D2 = det(K[XaY]v[Xv[XvYH)
D; = det(Y,[X,Y], X)

Les extrémales singuliéres dont les trajectoires q sont contenues dans R3\(D; = 0) sont les

solutions de

q=X(q) = X(q) + &)Y (q) et i(q) = —D2(q)/Dr(q) (1.22)

Alors dans le cas hyperbolique (resp. elliptique, exceptionnel), ces extrémales sont les solutions
non réduites a 1 point ou non périodiques de (1.22) contenues dans D3Dy > 0, (rsp.D3D; <

0, D3 = 0) telles que 4 € |—1,+1]

Preuve. Les relévements singuliers (g, p, u) vérifient

(0, Y(q)) =, [X,Y](q)) = (p, [X, [X, Y]] (¢) +u[Y,[X,Y]](q) ) =0

En dehors de D; = 0, le contréle singulier est donc donné par le feedback 4. On vérifie que
ensemble D3 = 0 est un ensemble invariant pour (1.22) dont les solutions sont les extrémales
exceptionnelles. Lorsque @ €] — 1,+1], cet ensemble représente la séparation entre la zone

hyperbolique D3D; > 0 et la zone elliptique D3D; < 0. m
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Proposition 1.30 La synthése temps minimale pour le probléme point- point au voisinage de

go € R? est la suivante.

. Si gy € DyDy > 0, X(qo) # 0 et 6(qo) €] — 1,+1[ (cas hyperbolique), une trajectoire

optimale est de la forme vy v v,

- Siqy € D3Dy <0, X(qo) # 0 et u(qo) €] —1,+1][ (cas elliptique), toute trajectoire optimale

est bang-bang avec au plus deur commutations.
- Sigy € R3\{D; = 0 ot X = O}et i(qo) & [~1,+1] (cas parabolique) toute trajectoire

optimale est bang-bang, avec au plus deux commutations.

Preuve. Ces résultats proviennent de [H.S]. =

1.4.4 Principe du Minimum avec contraintes sur I’état

Le probléme que 'on étudie est de minimiser J(¢(7")) donné par :

;

ain, ()
q=X(q) +uY(q), [ul <1 (123)
C(q) <0
q(0) = qo, ¥(q(T)) =0.

ou J(u) = ®(q(T)) et g, @,V et C sont supposés des applications lisses et le temps final T est
fixé voir [H.M].

Notation 1.31 On note respectivement [X,Y|(q) et Y - C(q), le crochet et la dérivée de Lie
oC
calculés avec la convention : Y - C(q) = 8—(q)Y(q).
q

Avec ces notations, on peut définir ’ordre de la contrainte par :

Définition 1.32 L’ordre absolu (ou générique) de la contrainte est l’entier m tel que :
V- C=Y(X-C)=--=Y(X"?C)=0etY (X" "-C)#0 (1.24)

ot les champs de vecteurs X, Y agissent sur C par dérivée de Lie. Autrement dit ’'ordre m de
la contrainte pour le systéme est le plus petit entier non nul tel que, pour tout k =0,....m — 1,

C®(q(t),u(t)) ne d epend pas explicitement de u.
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Définition 1.33 On appelle arc frontiére un arc t — 7,(t) tel que C(~,(t)) = 0 et on note wy,
le controle frontiére associé. Si l'ordre absolu de la contrainte est m, un arc frontiére est donc

contenu dans :

k
%C(q):C(’“):X’“-CJqu(X’“1~C’):0, 0<k<m-—1 (1.25)
q
On note :
xXm.C

le feedback associé a un arc frontiére.

Remarque 1.34 Le long d’un arc frontiére d’ordre m, la condition générique suivante est vé-

riice -(C1) (34(1)) # 0, Vi € [0, )

Hypothéses C. Soit ¢ +— v,(f), un arc frontiére. On introduit les hypothéses suivantes :
(Cy) le long de v, Y (X™ 1. C) % 0 ou m est Pordre de la contrainte.
(C2) |up(t)] < M pour t €]0, T, c’est-a-dire que le controle frontiere est admissible.

(C3) |up(t)| < M pour t € [0, T, c’est-a-dire que le controle frontiére est non saturant.

Conditions nécessaires d’optimalité

Soit t — v,(t), t € [0, T] un arc frontiere. On suppose que les hypotheses (C;) et (Cs)
(1.4.4) sont satisfaites.

Proposition 1.35 Soit t — q(t), t € [0, T] une trajectoire optimale, lisse par morceauz. On

introdutt le Hamiltonien :
H(q,p, u, n) = (p, X +uY)+nC

ou p # 0 est le vecteur adjoint, et n est le multiplicateur de Lagrange de la contrainte. Sous les
hypothéses (Cy, C,), satisfaites le long des arcs frontiéres, alors les conditions nécessaires de

Maurer [H.M)] sont les suivantes :
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1. 1l existe n(t) > 0 et des réels n, > 0, o € R" tels que le vecteur adjoint vérifie :

COH 90X 9y, aC

p = 34 —P(a—q + Ua—q) - Ua—q p-D- (1.27)
p(T) = noi—fw» n o%—fw»

2. La fonctiont — n(t) est continue & Uintérieur de l'arc frontiére et vérifie n(t)C(q(t)) = 0,
Vt € [0, T]

3. La condition de saut en un temps t; de contact ou de jonction avec la frontiére est :

oC

H() = H(t), et plt) =p(t7) —vigg

(q(ts)), vi > 0. (1.28)
4. Le controle optimal u(t) minimise presque partout le Hamiltonien :

H{(q(t), p(t), u(t), n(t)) = min H(q(t),p(t), v, n(t)) (1.29)

o] <M

1.4.5 Probléme du temps minimal

Le temps de transfert est ici non fixé. On reparamétrise les trajectoires sur [0, 1] on posant

t
s = T et z = T. Le probléme est alors

min J(u) (1.30)
dq dt dz 1.30
ds (X +ul)z, ds 7 ds 0
ou J(u) = t(1) et le Hamiltonien s’écrit
H = (p,(X (q) +uY (9)z) + pez (t) + nC (q) - (1.31)
Le systéme adjoint se décompose en :
dp 0OH 0X oY oC
o e el Ny —np— 1.32
dp, OH _ dp,  0H
2 T M i L R
Les conditions de transversalité impliquent p; (1) > 0, p.(0) = 0 et en utilisant de plus
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[AB.Y.CH]ona M = lrr‘la]\);H =0 et donc p, = 0.
v|<

. n h : " :
En paramétrant par ¢ et en remplacant 7 par — et h en — on obtient les conditions suivantes.
z z

Conditions nécessaires pour le probléme du temps minimal

Proposition 1.36

i = (X+uY)z pp. (1.33)
(p, X+uY)+p = ‘g'r%(p, X +uY)+p =0, (p,p)# (0,0) (1.34)

Lors d’un contact ou d’une jonction au temps t; avec la frontiére, la condition de saut est :

p(t) = pt;) —vim—(q(t;)), vi > 0 (1.35)

De plus py > 0, n(t) >0 avecn =0 si C < 0, et t — n(t) est continue le long de la frontiére
C=0.

Définition 1.37 Pour le probléme du temps minimal, on appelle extrémale (q,p,n,v;) une

solution des équations précédentes.

1.4.6 Calcul des controles extrémaux

Définition 1.38 Une extrémale singuliére sur I est dite d’ordre minimal si

(p(0), [V, [X, Y]l(a(t))) #0, Vt e I (1.36)

Proposition 1.39 Si (¢, p,u) est une extrémale singuliére d’ordre minimal définie sur I, alors :

_ (t)
VEL ot =~ o (1.37)

Pour tester l’optimalité d’une extrémale singuliére, on utilise la condition nécessaire de Legendre-
Clebsch, qui s’écrit :

{p(t), X(2)){p(1), [V, [X, Y]I(q)) = 0, (1.38)
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avee (p(t),Y (q)) = (p(t), [X,Y](q)) = 0.

1.4.7 Extrémales Frontiéres

Sous les hypotheéses (C;) et (Cs) une extrémale frontiére vérifie les conditions nécessaires

précédentes, et inclue dans I'ensemble C'(¢(t)) = 0, en plus le controle est donné par :

Xm.C

Elle vérifie également : (p,Y) = 0.

Calcul des paramétres (7, v;)

On va présenter ces calculs sous forme des formules de nature géométrique en utilisant les

crochets de Lie itérés de X, Y agissant sur les contraintes.

Calcul de 7(t) : Soit (¢/;); > 0 la suite de champs de vecteurs définie par :

=Y
Yo (1.40)
%H = [X7 ¢’L:| + U[Yv ’lvbz]a Vi > 0.
On peut vérifier par récurrence que (¢;);>o et la contrainte C' (d’ordre m) vérifient :
Hi—(k+1) ) o o . .
bn (g Cla)) = CVF o (GrCa@) =T £ =07=1 (L)
D’ou :
Lemme 1.40 La suite (¢;); > 0 vérifie :
0 Vi<m-—1
Y- C = o . (1.42)
(—1)m*1% (Z-C(q(t)) = (-1)™ Y - (X™1-C) sii=m—1.
Corollaire 1.41 Le long d’un arc frontiére définie sur [t1, ts], on a :
a—ifb(t)—@(t) ) =0Vi<m-—1
%g; T - ’ (1.43)
g 2(8) = ((t), ) — (1" In(O)Y.(X™TH-C) = 0.
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De plus on a :

(p(t), ¥r)

n(t) = (—1)m_1m Vt € [t],t5]

Lemme 1.42 Si C' est une contrainte d’ordre m > 2, alors on a :

(%) (ad'X(Y))-C = 0 Vi=0, ..., m—2
() (@™ IX(Y)-C = (—)" V(X C)

(1.44)

(1.45)

Remarque 1.43 On peut remarquer que le lemme précédent est valable aussi pour m = 1.

d’apres le lemme et le Corollaire précédents, on obtient donc :

Corollaire 1.44 Durant un arc frontiére définie sur [ty,ts], on a :

(p(t), V)
) = X)) C

Vt € [t t5]

Xm.C

up(t) =

ot C' est une contrainte d’ordre m.

Calcul de v :  Soit ¢; un point de jonction ou de contact. D’aprés les lemmes ( 1.40) et

on obtient donc :

Corollaire 1.45 Sit; est un point de jonction ou de contact, alors le saut v vérifie :

o' _ .

SB() = () et)) Vi< m— 1,
am—l B .
Gt 2U) = (), ¥ (1)) — v(ad 'X(Y))-C
En particulier si ty est un point de jonction, le saut v vérifie :

(p(ty). () =0 Vi<m—1,

(p(t1), Y (t))
(ad™1X(Y))-C"

Maintenant on calcule n(t) et v pour m =1, m=2et m =3 :
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Le cas m =1 d’aprés les calculs précédents on a :

X-C
Yo = Y, ¥ = [X Y] “v.o'
(p(t), [X,Y]) L
n(t) = —v.c vt € [t],t5],
O(ty) — (t7)
1% YC .

e Si t; est un point de jonction entre un arc singulier et un arc frontiére, on a :
O(t;)=@(tf)=0,douv = 0.

e Aussion a :

(1.51)

Lemme 1.46 Supposons que le controle est discontinu lors du contact ou de la jonction d’un

arc bang-bang avec la frontiére, alors v = 0.

Le cas m =2 d’apres les calculs précédents on a :
Yo=Y, ¥y =[X,Y], ¢, = [X, [X, Y]]+ [V, [X,V]].

Lemme 1.47 1. Le long de l’arc frontiére on a :

v — % (p(1), Y (a(1))) = 0 et (p(t), [X, Y](a(r))) =0,
+

{p(1), [X, [X, YT)) ub< (1), [Y; [X, Y]])

n(t) = XY]-C

2. En un point de contact ou de jonction :

_ ty), (X, Y]) — (p(t), [X, Y])
[0} = + — <p< 1/ ) 1/ )
<t1> <t1)7 v [X’Y]'C

Donc d’apres le lemme précédent :

e Si t; est un point de jonction entre un arc singulier et un arc frontiére, on a :

(p(ty), [X,Y]) = (p(t), [X,Y]) = 0, d ot v = 0.

e Si t; est un point de jonction entre un arc bang-bang et un arc frontiére, on a :

<p(tf)v [Xa Y]> =0, d’ou

(1.52)

(1.53)

(1.54)



Le cas m =3 d’apreés les calculs précédents on a :

¢0 =Y, ¢1 = [X7Y]a ¢2 = [X7 [X7Y]] +u[§/a [X,Y]],
by = (XX XY+ @2V [Y (X V)] 2u]Y (X (X Y]]+ (K) + u(Ya) [V (X Y]

Lemme 1.48 1.Le long de l’arc frontiére, on a :

X3 . C ((p(t)a¢3>u:ub)

“ T e T xyoy (159
<p<t), Y> = <p(t), [X7 Y]> = <p(t), [X7 [Xv YH> + ub<p(t)7 [Ya [Xa Y”) =0,
2. En un point de contact ou de jonction :
Oty) = @(t) (1.56)
(p(ty), [X.Y]) = (p(t), [X.Y])
L (), (7)) — (), Ya(t))
X, [X,Y]]-C
Donc d’apres le lemme précédent :
e Si t; est un point de jonction entre un arc bang-bang et ’arc frontiére, alors
(p(t]), y(t)) =0, d'oir :
L (), a(t))  (p(t), [X (X YD) + wn () (p(t), [Y5 [X YT (157)

e Si t; est un point de jonction entre un arc singulier ( d’ordre minimal) et I’arc frontiere,

or on sait que u, vérifie :

(p(), [X, [X,Y]]) + us(p(t), [V, [ X, Y]]) = 0, (1.58)

d’ou

(1.59)
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Chapitre 2

Controéle optimal sur le modéle

simplifié [

Dans cette section on résout théoriquement, puis numériquement le probléme du controle
optimal pour le systéme simplifié I. Pour appliquer la méthode de continuation sur la borne
maximale de la contrainte, tout d’abord en ne tenant pas compte des contraintes sur 1’état, puis

en les prenant en compte voir [M.J].

2.1 Analyse des extrémales du sous-systéme [ sans contrainte

Le systeme (1.8) peut s’écrit comme un systéme de controle affine mono-entrée :

q¢=X(q)+uY(q), [ul<1, ot ¢q=(rv,7) (2.1)
. 0 . N g v, 0 o 9
X—vsmya (gsiny, kpv )%—l—cosv( 5—1—;)8—7, Y—k:pva7

et un colit & minimiser de la forme :

I = [ et avee pla) = Cp/i 2.2

Supposons ¢(g) > 0 dans le domaine d’état. On introduit I’équation :

do = ¢(q), q(0) =0 (2.3)
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et § = (q,q0) lespace d’états élargi. Les équations (2.1) et (2.3) définissent donc le systéme
elargi § = X(q) +uY(q)

On introduit le Hamiltonien H(p,q,u) = (p, X + uY) + pop(q),0tt p = (pr, Py, D) est le
vecteur adjoint, et py est une constante telle que : (p,po) # (0,0). On applique un nouveau

paramétrage aux équations en posant ds = ¢(q(t))dt le systéme (2.1) devient alors :
i=X(q) +uY(q), [u<1

_ _ 1
ou X =9X,Y =Y et ¢y = —. Le probléme de controle optimal est équivalent alors & un
¥

probléme de temps minimal.

2.1.1 Existence de trajectoires singuliéres.

Proposition 2.1 Dans le domaine de vol ot cosy # 0, il n’y a pas d’arc singulier exceptionnel

pour le systéeme (X,Y).

Preuve. Les extrémales singuliéres sont contenues dans (p,Y(q)) = 0. En dérivant deux

fois par rapport a t il vient :

(p,[X,Y](q)) = 0
(0, [X,[X,Y]](q)) +ulp, [Y.[X,Y]](q)) = 0

Calculons les crochets de Lie [X,Y]. Le concept de trajectoire singuliére est invariant par feed-

back et dans nos calculs on peut donc remplacer X, Y par :

.0 . 0 0
X:vsmfya—(gsm%rkpzﬂ)% : Y:a—v.

On obtient donc :

.0 ) o 0

(X, Y] = [USlH’YE—(gSIH’MkPUZ)%,a—v]
9 0 | N
= [USIH’Y§, a—,y] — [(gsiny, kpv )%7a]
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or

0 0 0 0 88 g . |0

sing g, o) = wsinglat, o]+ vsing (o (1)) 5 — L sing)
= —UCOS’}/%

(gsin ko) gt 5] = (gsing kpe?) (30 5]+ (osing hpn?) (1) = (3 (gsin ko) 51
= —gcosq/(%

par suite

99 , , 0 0
[X7 Y] - [USln’YEv 8_’7] - [(981n7+kpv )%’ a_’}/]

alors

0 0
(X,Y] = —vCos Y5 +gcos,7%

Calculons maintenant

9) 9] 0
Y X Y] =[50, —veosyg T+ 50, geosg |
or
[ﬁ —v Cos 2] = —vcos [2 2]—i—g(—vcos )g—l—vcos 2(1)3
oy’ Tor T 787’87“ oy " or Tor oy
= vsin*y%
et
[g cos g] = gcos [(9 (9] a( cos )g—i-vcos 8(1)2
oy 960V, T 98G5t 5y 9eosT gy Tov By
.0
= —gsinyg-
donc

.0 .0
Y, [ X, Y]] = vsiny - —gsinyo-
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donc [X,Y] et [V, [X, Y]] sont colinéaires. De plus :

.0 . 9 0 0 0
(X, [X,Y]] = [vsmva—(gsm%rkpv )%,—vcosvg—i—gcosva]

0 0
= kpv®cos tew + (—kpv® cos v, 2kpgv cos 7)%

Les extrémales singulieéres sont situées sur ¥’ : (p,Y) = (p,[X,Y]) = 0, c’est-a-dire : p, =

Pvg — Pr¥ = 0. m

Lemme 2.2 §i cosy # 0 alors :
1. X, Y, [X,Y] sont indépendants et forment un repére.
2.1V, [X,Y]] € Vect{Y,[X,Y]}.

Preuve. On introduit :

Dy = det(Y,[X,Y],[Y,[X,Y]),
Dy = det(Y,[X,Y],[X,[X, Y]],
D; = det(Y,[X,Y],X).

Il résulte de nos calculs que les arcs singuliers sont situés sur : Dy = Dy = 0, et de plus s’ils

sont exceptionnels on doit avoir D3 = 0. Or :

D, = det(Y,[X,Y], [Y,[X,Y]])
0 —wcosy wsinvy
= |0 gcosy —gsiny
1 0 0
= 0+ wvcosy(gsiny) + vsiny(—gcosv)

= gvcosysiny_guvsinycosy

= 0
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Dy = det(Y,[X,Y], [X,[X,Y]])
0 —wvcosvy kpv? cos vk pv? cos y
= |0 gcosy (—kpv?cosy,2kpgvcosy)
1 0 0
= 0+ wvcosy(kpv® cosy_2kpgv cosy) + kpv* cosy(—gcos)

= kpv* cos?y_2kpgv® cos*y_kpgv? cos
= kpv* cos?y_3kpgv® cos 2y

= kv?cos*y(p'v® — 3pg)

Spv?cosy? 1 4 5, OCp 1 4, 1 oCp 3
_ 2PUTCOSTT 222y, OUD e Lo — 2 gohsC
r2mhg (2U PsT TRt T D T g gonstTe T 5 d0s p),
Dy = dét(Y, [X, Y], X).
0 —wvcosvy v sin 7y
Dy = 10 gceosy —(gsiny, kpv?)
1 0 0

= 0+ wvcosy(gsiny, kpv?) + vsiny(—gcos~)
= 0+Ugcosvsin%rk:pv?’cosy_vgsinvcosy

= kpv®cosy

Puisque cos~y # 0, la proposition est prouvée. m
On a donc montré que le systéme (1.8) n’admet pas d’extrémales anormales, c’est-a-dire

indépendantes du cott (py = 0).

2.1.2 Analyse des extrémales.

Considérons le probléme de temps minimal pour le systéme ¢ = X (q) +uY (q) avec |u| < 1.

On va étudier l'existence d’extrémales singuliéres et classifier localement les extrémales.

Lemme 2.3 Posons

- .0 , 5 O g v, 0
X = Y siny o (gsinvy kpv )81) + cos y( » + r)a'y) (2.4)
_ )
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avec ) = l Alors on a :
_ P
1 [X,V]) = 02X, Y] + p(X.0)Y.
2. L'ensemble X' : (p,Y) = (p,[X,Y]) = 0 coincide avec : {p,Y) = (p,[X,Y]) =0

8. [Y,[X, Y]] =Y, [X,Y]]mod Vect{Y,[X,Y]}, et donc [Y,[X,Y]] € Vect{Y,[X,Y]}

Preuve. 1. Calculons les crochets de Lie associés & X , Y en utilisant la formule suivante

HX, Y] = HAX Y]+ A (X.L)Y - fi (V.i)X (2.5)
. N of . :
ou f1, fo sont des fonctions lisses et Z.f = a_qZ (q) est la dérivée de Lie, on posons f; = fo =1

dans (2.5) il vient :
(X, V] = [0X, oY | = 9 [X, Y] + 9 (X9)Y — (V) X.

Puisque Y = k’pva2 et ¢ ne dépend que de p et v, on a Y.ip = 0. Donc [X,Y] = ¢*[X, Y] +
Y
V(X )Y

2. est claire

V,[X,Y]] = V0’ [X, Y]+ p(X)Y] = [V, (X, Y]] + [V, 9 (X4)Y]
= WYX, Y]] + WY, (X)Y]
= PV X Y]+ @)X, Y] = (X, Y]()Y +9*(X.9)[X,Y]
+PY ((X40))Y — (XY ()Y
De méme v ne dépend que de p et v on a Y.9» = 0 donc

Y, (X, Y]] = ¢y, [X, Y]] = ¢*[Y, [X, Y]] modVect{Y,[X Y]}

et donc [Y,[X,Y] € Vect{Y,[X,Y]}. =

On obtient donc :
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Lemme 2.4

Dy = (¥, [X.V)IV,[X.V]) -
— = — kk"pcosy
D5 = det(Y, [Xa ]7[X7[X7Y]) = C4y7
q
- B kk"®pcos? ~
D6 = det(Y, [X, ],X]) = —5 CGUH 7£ 0

Preuve. 1. Puisque D = 0 alors D, = det(Y, [ X, Y], [V, [X,Y]] =0
2. Calculons D5 = det(Y,[X,Y ], [X, [X,Y]), alors

0  —¥?K pv?cosy Yo sin y
Dy = 0 Yigk'pvcosy  —i(gsiny, kpv?)
Dk pv 0 beosy (=L + Yy
vooor

= 0+ VK pv* cos Y (YK pv) (v (g siny, kpv?)) + v sin y(—(Yk pv) (1* gk’ pv cos )

— (WK o o) (ko) (ko?)
kk"p3v5cosy  kk"™pcosy
= (Y*kE?pP0° cosy) = Ci /7 = iy
q pv q

é kk'3pcos® v

2 (611 7& 0 m
q

3. De méme on peut montrer que Dg = —

D’ou :

Remarque 2.5 §i cosy # 0 alors :

1. Les vecteurs X,Y,[X,Y] sont indépendants et forment un repére.

2. [Y,[X,Y]] € Vect{Y,[X,Y]}. Donc il existe des fonctions a,b,C telles que :

— TN T T | AT T Cdet(X, XYY, XY BE D
(X, [X,Y]] =aX +bY +[X,Y]. aveca = 1et(X.Y. X7 = T3 cosy < 0

Corollaire 2.6 Si cosy # 0, il n’existe pas de trajectoires singuliéres.

2.1.3 Classification des extrémales au voisinage de .

En utilisant cette analyse et le principe de minimum (1.4.2) on peut résoudre le probléme

de synthése optimale, résumé par le théoréme suivant :
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Théoréme 2.7 Si cosy # 0, chaque trajectoire temps minimal est localement de la forme

) g (i
Preuve. D’apreés le principe du minimum un arc optimal est extrémal et doit vérifier

H=(p,X(q) +uY(q)) +po=0, py>0.

Donc en zy € ¥/, le vecteur adjoint est orienté avec la convention : (p, X(q)) = —po < 0 car

((p,Y) =0). Or d’apres la remarque (2.5), on a :

[(X,[X,Y]] =aX +bY +¢c[X,Y] avec a <O.

Donc seule une trajectoire extrémale de la forme y_v,vy_ peut étre optimale, (voir Fig.4).

L’assertion est prouvée.

[+

ar << ()

Fig.4 : Solutions extrmales (a < 0)

En changeant le probléme de temps minimal en temps maximal, on en déduit :

Corollaire 2.8 Si cosy # 0, chaque trajectoire temps maximal est localement de la forme

[Ne (g

Par ailleurs chaque trajectoire optimale pour le sous-systéme [ est bang-bang. De plus, il
existe une borne uniforme N sur le nombre de commutations des trajectoires optimales dans le

domaine de vol.
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2.2 Modéle avec contraintes sur 1’état

L’objectif de cette section est d’initialiser ’analyse du probléme de controle optimal en
prenant en compte les contraintes sur I’état. Notre contribution essentielle est de faire une éva-
luation de I’ensemble des états accessibles en temps petit, en prenant en compte les contraintes
du probléme, et en se limitant au sous-systéme . Ce travail utilise I’évaluation de 1’ensemble
des états accessibles dans le cas non contraint, et on construit une forme normale du systéme
contraint. Le concept fondamental est le concept d’ordre de la contrainte. On obtient des condi-
tions nécessaires et suffisantes d’optimalité de 'arc frontiére, sous des conditions génériques
adaptées a notre étude, et la loi optimale au voisinage d’un point frontiére est calculée en

boucle fermée (synthése optimale) voir [M.J].

2.2.1 Concept d’ordre et I’évaluation de ’ensembles des états acces-
sibles du systéme contraint
Dans cette section en utilisant le principe du minimum de Maurer (voir (1.4.4) du chap 1)

on se propose de calculer un controle wu(t), ¢ € [0,7] scalaire et continu par morceaux qui

minimise le probléeme (1.23)

Calcul de l'ordre des contraintes sur 1’état

Lemme 2.9 Pour le modéle simplifié I, dans le domaine de vol ot cosy # 0, les contraintes
sur le flux thermique et l’accélération normale sont d’ordre deux, et ’hypothése (C}) est

vérifiée le long d’un arc frontiére.

Preuve. 1. La contrainte le flux thermique est :

r.—T
C1 = Cgy/pv® < ™™, 01t p = py exp( )

On obtient :
012X01+UY01:O
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orY -Cqy =0donc C’l = X - (1 = 0 est une contrainte secondaire, avec

1 Cvt /psiny 9% sm'y 15Cppv?
X . — __q—
1 SCq\/_v SCppv? 1 qu‘l\/_ 500\ .
= —5 - + —§h—s—30q\/ﬁ’l} 7"_2 s 7y

donc O s’écrit sous la forme
C1 = @,(r;v) + @y(riv) siny = 0

De plus :
Ci=X-(X-C)4uY (X -C)) =

ou

1 CqU\/ﬁhS
4 h%r*m?

v47’4m (siny)? — 14v*r*m?hsgo

(2hgm?v*r3(cos v)?

+12hsgm*v?*r?gy(cos )?

—13v*r*mphgSCp siny_24v*rm*h%go

aC
+36hzm?gov*r(cosv)? + 6vtrtmph%S 5 D sin~y
r
_24h%gem?® + 12hgm?*gg2 (cos y)?
—36ph%gomSCpv*r?siny_12p°h%S?C%v*r?

oC
—6phzv>Srigem GUD siny_3p*hzv° S*r'Cp

oCp
ov

)

et
Y . (X . Cl) _ _ECqU?’p%SCL(UQTQ + GQOhS) coS 7y
4 hsmr?

Alors
C1 = @3(r;v;7) + upy(r;v) cosy
avec

. _lcqup%SCL(UQTQ + 690}1,5) -
L hgmr? N

—k'C,p*2 (390 + §v5) #0
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Enfin, on conclut que cos~y # 0 est une condition nécessaire et suffisante pour que la contrainte
sur le flux thermique soit d’ordre deux.

2. La contrainte sur ’accélération normale est :

Cy = Cppv? < 4™ ou C, —iCDUI—I—(OL)
Cp

OQZX'02+UY'02:07

On obtient :

orY -Cy =0 donc Og = X - C5 = 0 est une contrainte secondaire, avec

oc,. C, oC, sin 1 .SCppv?
XCy = pitsina(GE = 70+ pu( G 20, (- 2250 25000

)

Donc on pose

Cy = —pv(

80 a0, )1 SCppv? N
ov m
= p5(r;v) + pg(r;v)siny =0

est une contrainte secondaire. De plus :

ou
L p 2,272 2,2 9C; 2
X - (X . Cg) = —ZW(—8CTQOTTL hS + 12h5m go2v 9 (COS’}/) (28)
—4v*r*m?C, (siny)? — 4hZm2v*r® 8@0 (cos)? + 4m*v*r*C hg(cos v)?
r

—6h%C,.S*Chp*v*r* — 6hZv° S2CF p? 4880 81)3T2m2h5'go—880r (sin v)?

v v

aC, oCp oC,. .

—8vPrm?goh’% 0 16vgogm2h?9% mSph% 07’D 5 sin y
—200%r*m2hsC,gy — 4pv38h%r20rg0macb siny_p v652h G, 9Cp

ov ov  Ov
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—2OU3gomh§SCDpr2% sin 7_6v5r4thSCDp% sin y
v v

—16C,.gomh3SCppv*r? siny_14v*r*mhgSpC,Cp siny

d9C, 9Cp oCp .

o4 4 2

2pv* Shir?gom D0 90 siny, 4v°r *mC,.Sph?% o sin 7y
dCp 02C,

—2p2v582h§r4CrCDW + 8v°r hsgoa 50 ~(siny)?

aC,
+24hZm?goC,v°r (cosy)? + 12hgm? gov® ra—(cos v)?
v

aC,

+24h2m?goC,vr(cosv)? + 12h§m2901)3ra—(cos v)?
v
aC,

+24hZm?goC,v°r (cosv)* + 12h§m2gov3ra—(cos 7)?

—16h%m*v*r 9080

oC,
2
B (cos¥)* + Svtrtm?hg—— o " (sin)?

2

—160*rm?C,.goh% + 200°r*m*hig 2 5 - siny
v
2 2
+4v°rimh? SC’Dp% siny_4v*r*m?2h3 862 (siny)?
, 0°C, ,02C

—hzv®S2C% p*r 507 — 4h%v? gem? ay;(sinfy)Z

aC, |
+10v4r4mh%SCDpW sin . 16hsm®v?r?C.go(cos v)?)

et
1 p*v2SCL(v*r2C, — 2hgacr + hsgo vaC* + 2hggoC,.) cosy
X. _Z - .
(xXCo) =~ o = r(rivi7) Fugy(ri v) cos
avec
1 2 280 2 2Cr 2h 8CT —I—h oC, —|—2h Or
oy(rv) = — 2SO $or ooV’ TAOC) _ i 2 (3t 4 2ge?) £0

2 hsmr2
(2.9)

De méme, on conclut que cosy # 0 est une condition nécessaire et suffisante pour que la
contrainte sur ’accélération normale soit d’ordre deux. m

Dans la suite on suppose que cos~y # 0.
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Calcul des parameétres u;, n et v

On calcule maintenant les parameétres uy, 1 et v .On rappelle alors le ( 1.47 du Chap 1),
qui traite le cas d’'une contrainte d’ordre deux.

L’application du lemme donne les résultats suivants :

Flux thermique. e Le long de ’arc frontiére on a :

X0 X(X-Oy)
PTIXY] G V(X Gy (2.10

ou X - (X-Cy)etY - (X-Cp)sont donnés respectivement par les formules (2.6) et (2.7).

P,Y)=0=p,=0

~ 1uSCrpcosy

(p,[X,Y]) = (vr2pr — gopy) = 0 = vr?p, — gopy = 0 (2.11)

2 ?m

e Le multiplicateur associé a la contrainte sur le flux thermique est donné par :

(p(0), (X, XY (p(1), [X, [X, Y]])

= — 2.12
() X,Y] C “Y.(X-CY) (2.12)
Spr\/ﬁTQ 9 200D 92 9 80[)
= — —3g0hsC ——hg — Cp — vgohs——
mgoCy(v?r? + 6goh5>( GohsCp + VT gr 5T VT ED T STy, )
Le saut a 'instant de jonction ¢; (point d’entrée a la frontiére) est donné par :
1), [X,Y 2(vr?p,(t7) — n
o BELXYD 20t ~ gopult Dhs o

[(X,Y]-Cy v2,/pCq(v?1r? + 6gohs)
Remarque 2.10 De la méme maniére, on calcule le saut vy & l'instant de jonction ty (point
de sortie), en remplagant t; par t3 dans la formule (2.13).

Accélération normale. e Le long de I'arc frontiere on a :

X2.Cy XX ()
X.Y]- Oy —V.(X Cs)
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ou X.(X - (Cy) et Y.(X - Cy) sont donnés respectivement par les formules (2.8) et (2.9).

P,Y)=0=p,=0

~ 1uSCrpcosy

<p7 [X7 Y]> = (’UTQpr - gopv) =0= UTQPT — gopy =0

2 72m,

e Le multiplicateur associé & la contrainte sur I’accélération normale est donné par :

@), [X, (X, Y] {p(0), [X, [X, Y]])

= = 2.15
_ 105p:(3g0hsCp — V2% hg + v*r2Cp + vgohs %2 )r?
2 mgo(v?*r28hs — v2r2C, — gohs v — 2g0hsC,)

Le saut a l'instant de jonction ¢35 (point d’entrée a la frontiére) est donné par :

(vr®pe(t3) — gopu(t3))hs
(—02r2hg 3(% +v2r2C, + gohsvaacr + 2g0hsC.) pv

(Y

Vg = — (2.16)

Remarque 2.11 De la méme maniére, on calcule le saut vy a l'instant de jonction ty(point de

sortie), en remplacant t; par tf dans la formule (2.16).

2.3 Synthése locale temps-minimale pour le sous-systéme
I avec contraintes sur ’état

On va construire la synthése optimale locale pour le probléeme de la navette. La premiére

étape est de construire une forme normale.

2.3.1 Forme normale au voisinage de la contrainte pour le modéle
simplifié I.

Les champs X,Y et [X, Y] sont indépendants, et [Y, [X,Y] € Vect{Y,[X,Y]}. La contrainte

est d’ordre deux. On suppose que les hypothéses (C;) et (Cs) sont satisfaites le long de I’arc

frontiére v,, c’est-a-dire que Y - (X - C') # 0 et que le controle w;, est admissible et non saturant.

L’étude est localisée en gy = 0. On note g = (z,y, 2).
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o)
Normalisation 1. Puisque Y (0) # 0, on identifie localement Y & —. Les difféomorphismes

<
0 0 0
% — % =0 et % = 1.Puisque

la contrainte est d’ordre deux, on a Y - C' = 0 au voisinage de 0 et donc Y est tangent & toutes

locaux ¢ = (y, @y, p3) préservant 0 et Y vérifient alors :

les surfaces C' = a, a petit. En particulier : e 0.

Normalisation 2. Puisque C' ne dépend pas de z,en utilisant un difféomorphisme local pré-
servant O et Y = %,on peut identifier la contrainte & C' = z .Le systéme contraint (2.1) s’écrit
alors :

i =Xi(q), §=2X2(q), Z=2Xs(q)+u, (2.17)

et < 0. On suppose que 'arc frontiére est un arc o dans x = & = 0 passant par 0. En gardant

une approximation affine, suffisante pour notre analyse, on obtient le modéle local suivant :

T = ar+ ay+ agz, (2.18)
y = bo+bix+ byy+ b3z,
z = ct+car+cytcztu

ou lapproximation de o est la droite : x = 0, asy + azz = 0.

Normalisation 3. On se restreint au plan z = 0. En utilisant une transformation de la
forme Z = By + z, on peut normaliser I’arc frontiére a : x = z = 0. En changeant y en Ay, 'arc
frontiére peut étre identifié & ¢ — (0,¢,0). En changeant si nécessaire z en —z et u en —u, ce
qui a pour effet de permuter les arcs v, et y_- On peut de plus supposer az > 0. On a donc

montré :

Lemme 2.12 Sous nos hypothéses, le modéle local dans le cas parabolique est :

T = amx+ asz,
y = 1+b1$+b32,
2 = (co+u)+ar+cy+ ez, lu| <1,

ot az > 0 et la contrainte est x < 0. L’arc frontiére O est identifié a o : t — (0, t, 0). On

43



obtient de plus

[X,Y] = a3%+b3§y+63%
[Y7 [X7 Y]] = 0,
(X, [X,)Y]] = (a1a3+ a303)£ + (asby + bgCg)g + (a3 + bzcg + c%)2
T Ox oy 0z
et [X,[X,Y]] = aXmod{Y,[X, Y]},

avec a = agby — a1bz # 0. Puisque [’arc frontiére est admissible et non saturant en 0, on a

lc| < 1. De plus a3 = —[X,Y] - C.
Cette forme normale est utile pour calculer la synthése optimale locale.

Théoréme 2.13 Considérons le probléme de temps minimal pour le systéme ¢ = X(q) +
uY(q), ¢ € R3, avec la contrainte C(q) < 0. Soit qo € {C = 0}. Faisons les hypothéses
suivantes :

1. au voisinage de qo : [Y,[X,Y]] € Vect{Y,[X,Y]},

2. X,Y,[X,Y] sont linéairement indépendants en qo, et [X,[X,Y]](q) = aX(q) + bY (q0) +
c[X, Y](q),

3. La contrainte est d’ordre deux et les hypothéses (Cy) et (Cs) sont satisfaites en qo.

Alors Uarc frontiére passant par qo est localement temps minimal si et seulement si l’arc v_
passant par qo est contenu dans le domaine non admissible C' > 0. Dans ce cas la synthése temps
minimal locale est de la forme v_~vX~y,vEv_, ou L sont des arcs associés a u = 1, tangents &

la frontiére.

Preuve. D’aprés le (2.7), pour le probléme non contraint, tout point accessible a partir de
o en temps petit I'est par un arc v, y_7, et un arc y_v,v_, et pour le probléme non contraint
une politique y_~y_ v_ est temps-minimale et une politique v, v_7, est temps-maximale. ®

Considérons le modeéle normalisé construit précédemment au lemme (2.12) ou ¢g = 0 et larc
frontiere v, est identifi¢ & ¢ — (0,¢,0). Soit B = 7,(t), t > 0 petit. Pour une trajectoire issue
de (0,40,0), yo > 0 et associée a u = +1 ou —1, on a les

approximations :

o(t) = %(CO +yo + u)t? + o(#?)
2(t) = (co+yo+u)t+o(t).
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et les projections dans le plan (z, ) des arcs y_vy,v_ et v, y_7, joignant 0 & B sont des boucles
notées y_7y,y_ et ¥, v_7,- Puisque az > 0, les boucles y_7,7_ et ¥, ¥_7, sont respectivement

contenues dans z < 0 et x > 0, (voir Fig.5).

a = [

Fig.5: projections dans le plan (z, z) des arcs joignant 0 a B

Dans les coordonnées initiales, si I’arc v_v,y_ joignant 0 & B est contenu dans C' < 0, alors
il est temps-minimal et I’arc frontiére n’est pas optimal. S’il est contenu dans C' > 0, on peut
joindre 0 a B par un arc v, v_7, contenu dans C' < 0, temps-maximal. Dans ce cas clairement
I’arc frontiére 7, est temps-minimal.

La syntheése optimale est alors la suivante. On peut utiliser le modéle local.

Soient By = (0,1,0) < 0 < By = (0, y,0) deux points de la frontiere. Considérons les arcs
vy_7v, arrivant en B; et les arcs v, y_ partant de By , (voir Fig.6). En faisant varier B; et B

on décrit entierement ’ensemble des trajectoires optimales.

Fig. 6 : Synthése optimale
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Remarque 2.14 On peut aisément calculer la politique optimale joignant P a Q) en utilisant

le modéle : © = azz, y=1+byx, z=co+ u+ coy.

Lien avec le principe du minimum. D’aprés le calcul de n dans la section précédente, on

| (p, [X, [X,Y])
[X,Y]C

’r]:

et [X,[X,Y]] =aX +bY + ¢[X,Y], avec (p,Y) = (p,[X,Y]) =0, le long de la frontiére.

X
Donc n = %. D’apres le principe du minimum on a : (p, X) < 0 et dans le modéle
normalisé : [X,Y]-C = —az < 0. La condition nécessaire n > 0 impose a > 0. Dans ce cas

v4v_7, est la politique optimale du probléme non contraint, et les boucles correspondantes de
la (Fig.5) sont contenues dans le domaine z < 0. La condition nécessaire d’optimalité n > 0
imposé par le principe de minimum, est violée si et seulement si a < 0 et c’est le cas ou l'arc
frontiére est non optimal.

Considérons la politique optimale pour joindre P & @, représentée sur la (Fig.6). Les sauts
v1 et vy du vecteur adjoint au point d’entrée B; et au point de sortie By avec la frontiére sont
donnés par les arcs extrémaux du probléme non contraint joignant respectivement P & By et By
a (). Sur ces arcs le vecteur adjoint est entierement déterminé par la condition de commutation
en By , P’ et By, Q' (voir Fig.6).

En un point de contact avec la frontiere, I’arc y_~y_y_ est une solution optimale du probleme
non contraint et vérifie le principe du minimum avec vy = 0, mais aussi pour une famille a un
paramétre v; € [0; 7], [L.C].

Enfin pour le modéle simplifié I, en utilisant le modéle normalisé mentionné dans la remarque (2.14),

on a : a = agby, ol ag et by sont positifs, ce qui donne a > 0 donc 'arc frontiére est optimal.

2.4 Reésultats numériques

Dans cette section on simule les extrémales solutions du principe du minimum de Maurer
[H.M] pour le modéle simplifié 1.
Systéme d’état adjoint
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dp, = — (290 siny — ESpUMBLTD 15pU2CD) — D., COS (2& _ i)

dt P r3 2 m 2 mhg Py €057 rv 12
277 m 27 mhg 270 g Tor

dp, . 1 Spu* S5 SpuCp g 1

n —Pr81n7—pu(—§ ma T )—pWCOSV(WJF;)
1 Spv% 1 SpCy 9 oC;

TP T b, w3y g
dp, go COS7Y . o |V
i = TPreosy dpy T pysing (=g 4 )

ou C; représente respectivement pour ¢ = 1 et 2 la contrainte sur le flux thermique et
sur I'accélération normale. La fonction 7 définit le multiplicateur associé aux contraintes
et est nulle sur le domaine intérieur, donnée respectivement sur le flux thermique et sur
I'accélération normale par les formules (1.23) et (1.24). po représente le multiplicateur associé
au cofit, pour normaliser le systéme on a choisi py = 1 dans nos calculs numériques, de plus

d’aprés ’analyse géométrique traitée précédemment on déduit :

Proposition 2.15 La trajectoire optimale satisfaisant les conditions finales requises, est de la
Jorme v_7Vi7 fuax V4 Vacc V1Y~ Clest-a-dire qu’elle est constituée de sept arcs consécutifs : un
arc régulier associé a uw = —1, un arc régulier associé & u = 1, un arc frontiére associé a
X (X -Cy) . . o

= W correspondant au flux thermique, un arc réqulier associé & u = 1, un arc

) V1
X (X-Cy)
[(X,Y]-Cs

associé o u = 1, puis un arc régulier associé o u = —1, voir (fig. 7).

frontiére associé a u = correspondant a l’accélération normale, un arc régulier

De plus aux points de jonctions ta, ts, ty et ts, les conditions de saut suivantes sont vérifiées :

- _ oC
p(t3) = p(t;) —ni%t  p(t5) = plty) + Uz?
_ _ 0
p(ty) = plty) - U388_0q2 p(ty) = p(ts) + U48_q2

ou les v; sont données par les formules (2.13) et (2.16).
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Pour les conditions limites, on a choisi les valeurs suivantes :

r(0) = 6497960 r(T) = 6,4115489¢ + 006

v(0) = 7404, 95 o(T) = 1,80834¢ + 003
v(0) = —0,032 rad  y(T) = —1,478¢ — 001 rad
M = 1208e + 003 2 = 29,34 et P™* = 25000

de plus I'application du principe du minimum impose les conditions suivantes :

Ci(t2) = ™ Co(ts) =75 py(t) =0 p,(ta)
(X-Ci)(t2) =0 (X -Co)(ta) =0 p,y(t2) =0 p,(te)

0
0

‘pression -0 - - aceélération normale. - -
SRR R N TR i |- &
L = 1 JL{ s L

! * thiermidgue
o

dynamique ° . -

Fig.7 : Trajectoire optimale du modele Simpli fié 1

Les extrémales du systeme sont donc paramétrées par le vecteur adjoint initial

p(0) = (pr(0),p,(0),p4(0)), par les temps de commutation du controle (1, %2, t3,t4,t5,t6 €t

T) et par les sauts aux points de sorties des deux contraintes (v5 et vy).

L’algorithme suivant permet d’obtenir ces parameétres pour lesquels la trajectoire extrémale

vérifie les conditions limites, les conditions imposées par le principe du minimum et la condition

sur le Hamiltonien puisque le temps final est libre.

Reésultats numériques. On utilisant ’algorithme de tir multiple directement, on cherche a

trouver une bonne estimation pour les inconnus p,(0), p,(0), p,(0), t1, t2,ts, ta, t5, t6, T, v2 €t vy,

qui produise une solution qui vérifie les conditions terminales et les conditions imposées par le

principe du minimum.

Algorithme : En effet, notre algorithme consiste alors a résoudre le systéme état/état
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adjoint en deux étapes :

Etape 1 : Déterminations les instants de commutation du controle i.e trouver Z = (t1,t2,t3,ta, t5,t6, 1)

qui vérifie la fonction de tir F'(Z) = 0, ou

3
Cl(tz) _ SOmax
(X - C1)(t2)
Ca(ta) — 7™
F(Z) = (X - Cy)(ta)
r(T) — 6, 4115489 + 006
(T — 1,80834¢ + 003
+(T) + 1,478¢ — 001
Les résultats sont tracés sur les figures (F'ig.8).
v Lialtituds ) Li ol B ik . A
|4. B La flax | hae i ged 5 L scckldratian nolmal @ ‘.I_ |‘|.| L grddfcan A¥Nam i

Fig.8 : Coordonnées d'état et contraintes sur l'état pour le modéle simplifié [

Etape 2 : On cherche Z = (p,(0), p,(0), p,(0), v2, v4), qui vérifie la fonction de tir F(Z) = 0,
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ou

Les résultats obtenus sont tracés sur les figures (Fig.9) et (Fig.10). Le Z et F(Z) trouvés sont

1,250976523316097e + 005
8,251019847212254e + 007
1,303082249555811e + 002
I 1, 342809020295197¢ + 007

1, 852548586224013e 4 002

Py (t1)
Py (t2)

(p(t), X(q(t2)) +uY(q(t2))) +1
pv(t4)

Py (t6)

[ 8,789356797933579¢ — 009 |
—1, 4062970876693 73e — 007
1,110223024625157e — 016
1, 452281139791012¢ — 008

1,281499862670898¢e — 006

ainsi les sauts aux points d’entrés sont donnés par :

v = 4,209164006513169¢ + 001 , v = 1,506974540319433¢ + 006.

HO LT 150 LI LT e 180 T ST ETE ad =] Sk 40l 5] 400 48d
Targa

SO0 50 L1 (E14
Tarmps

2r 130 kL] EEL] 154 R0 “'iia 2k ] EET] J4 ETE] ELT 400 " 40D 4584 SoE 250 FI3] §5L
Temgs Tangs TEmns

Fig9: p, et p, sur dif férentes phases du domaine du vol
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Commentaire

Les vecteurs adjoints p, et p, sont discontinus aux points d’entrée (ou de sortie) dans les
deux contraintes (actives) sur I’état. Par contre, comme les contraintes sur I’état ne dépendent
pas de 7, le vecteur adjoint p, reste continu. Le multiplicateur 1 est positif sur les contraintes
sur ’état. De plus le vecteur adjoint p,, qui a le méme signe que la fonction de commutation,
est positif (resp. négatif) sur une extrémale bang v_ (resp. v, ) et est nul sur la frontiére. Ces

résultats confirment les conditions nécessaires d’optimalité de Maurer.

p omprdn | mezdl grmiian rarrmia

S0 'L r'll:l FI FETY) LT 4 T 3ok 1z0 140 Ma 1] +0I ¥ia 400 45 r!:ll:l S5E L] k19
..... CL T ECCT

[T LT L ET T
nar secdl irmlian Aormml e

-n,]
FETY F ] a0 e ¥ 1an 181 180 ang
Torgs Tarps

Fig.10 : p, et n Sur dif férentes phases du domaine du vol
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Chapitre 3

Controéle optimal sur le modéle

simplifié 1]

Dans ce chapitre on donne le lien entre les champs de vecteurs (en dimension quatre) associés
au modele simplifié 11 et ceux (en dimension trois) associés au modele simplifié I, afin d’ap-
pliquer les résultats obtenus dans la chapitre précédent pour résoudre ensuite théoriquement
puis numériquement le probléme du contréle optimal pour le systéme simplifié /7. Enfin pour
appliquer la méthode de continuation sur la borne maximale de la contrainte, tout d’abord en
ne tenant pas compte des contraintes sur 1’état, puis en les prenant en compte voir [M.J], [B.B3]

Le modeéle simplifié /7, défini par le systeme (1.9), peut s’écrit comme un systéme de controle

optimal affine mono-entrée en dimension quatre
§=X@+uY (@),  |ul <M,

ot § = (g, ) est Pétat augmenté en dimension quatre de 'état ¢ = (r, v, 7), X et Y sont les

champs de vecteurs donnés par :

> ~ 0
X=X+cospY, Y=—,
o

avec X et Y sont les champs de vecteurs associés au modéle simplifié 1 . Le cotit & minimiser

est :

I = [ e, avee 3(@) = ¢la) = Coi’.
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ainsi ¢ vérifie les contraintes d’états (1.2) et(1.3) et les conditions limites : ¢(0) et ¢(T") sont

données, 1(0) et p(7T) sont libres dans [—m, 7.

3.1 Analyse des extrémales du sous-systéme 11 sans contrainte

3.1.1 Existence de trajectoires singuliéres.

On introduit I'équation gy = ¢(q) et qo(0) = 0 avec ¢ = (¢, qo) = (q, 1, qo) donc le systéme

¢largi est donnée par :

i =X(@)+uV(@, do=¢la). (3.1)

On introduit le Hamiltonien :

H(q,p, u) = (p, X(q) +uY(q)) +por(q) = (p, X(q) + cospuY (q)) + puu+ pop(q),

ou p = (p,pu) = (Pr, Pvs Dy, Pu) st le vecteur adjoint, et py est une constante positive telle

que : (p, po) 7 (0,0).

Définition 3.1 On appelle extrémale un triplet (G, p,u) solution du principe du minimum :

. B 0X )% d¢(q)
p= oq p( aq +COS<M> aq) Po 8q )

Pu = sin(p)(p, Y(q)),
L H((jaﬁa U) = minwe[—M,M] H((jaﬁv w)7

en particulier :

ult) = M si. pu(t) <0 (3.3)
—M si p,(t)>0

On calcule les crochets de Lie associés aux champs de vecteurs X,Y (en dimension quatre)
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en fonction de ceux associés & X, Y (en dimension trois) :

[X,f/] _ sin(p)Y | [Y/, [X,f/]] _ cos(p)Y |
0 0
[X [X Y/H _ sin(u) [ X, Y]
0

Les extrémales singulieres du systéme (X,Y) sont contenues dans ¥ : ¢(t) = (5, Y (§)) =0, i.e.

pu = 0. En dérivant par rapport a ¢, il vient :
o(t) = (5, [X,Y](9)) = 0= sinp(p,Y) = 0.

Proposition 3.2 Dans le domaine de vol ow cos(y) # 0, les extrémales singuliéres du systéme

(X,Y) sont données paru =0, sinp =0 et (p,Y) #0.

Preuve. Une extrémale singuliére doit vérifier ¢ = p, = 0 et b = sin(u)(p,Y) = 0, ce qui
donne 3 cas a distinguer :

L.sing=0et (p,Y)=0.

Dans ce cas, p est constante et p, est nul, or (p,Y) est la fonction de commutation du
systéme (X, Y'),d’ou ce dernier accepte u = cos(p1) = +1 ou —1 comme extrémale singuliére, ce
qui est incompatible avec la proposition (2.1).

2.sinp#0et (p,Y)=0.

En dérivant ¢(t) = (p, Y (q)) deux fois, il vient :

o(t) = sin(u)(p, [X, Y]) +ucos(u){p,Y) =0,
ce qui implique (p, [X,Y]) =0, d’ou (p,[Y, [X,Y]]) = 0. De plus :

¢ = wcos pu(p, [X,Y]) —sinp(p, [X, [X, Y]]) + cos psin u(p, [Y, [X, Y]]) = 0,

donc (p, [ X, [X,Y]]) = 0. Ce qui implique d’apres le lemme (2.2) que (p, X) =0.Or X, Y, [X,Y]
sont indépendants et forment un repére, donc p = 0, ce qui est impossible.

Enfin on conclut que le cas possible est, celui qui, durant une extrémale singuliére, vérifie
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sin(u) =0, (p,Y)#0etu=0. m

3.1.2 Analyse des extrémales singuliéres..

On applique un nouveau paramétrage aux équations en posant ds = p(q(t))dt. Le systéme

(3.1) devient § = X(§) + uY (§), |u| < M ou X =X, Y =¢Y et ¢y = L. Le probleme de

1
N
controle optimal est équivalent alors a un probléme de temps minimal. On utilisant le méme
calcule que lemme (1.47) on montre que [X,Y] = ¢*[X, Y]+ (X 4)Y et puisque [X,Y].¢) = 0,

on obtient :

Lemme 3.3 On a les propriétés suivantes :

1. Lensemble X' : (p,Y) = (p, [X,Y]) = 0 coincide avec : (p,Y) = (p,[X,Y]) =0,

2'[_7 [7’ ?] ] = ¢3[}7’ HX7 Y/H mOd{D}v [Xa Y/H};

3.[X, [X, Y]] = ¥°[X, [X, Y]] + *([X, Y]9) X = ¢*[X, [X, Y]] mod{[Y, [X, Y]]}.

Pour tester 'optimalité d’une extrémale singuliére pour le probléeme de temps minimal, on

utilise la condition nécessaire de Legendre Clebsch, qui s’écrit :

(B, X)(p. [V, [X,Y]]) 20 et (p,Y)= (5, [X.Y])=0 (3-4)

Or d’aprés le principe du minimum on a (p, X) < 0, d’ou (p, [Y,[X,Y]]) <0, donc d’aprés le

lemme précédent, on trouve :

Proposition 3.4 Durant une extrémale singuliére solution du (X,Y) ona : cos(u) = —signe((p,Y)) i.e.

0 si (p,Y) <0
o= , (3.5)
+r si (p,Y) >0
Remarque 3.5 Puisque cos(u) est une fonction paire, alors p et—p donnent la méme tra-

jectoire pour (X,Y). Il suffit donc de prendre i € [0, ©] et alors on obtient deuz genres de

trajectoires singuliéres 1 =0 et p = .

On utilise les résultats de la définition (1.17) et (1.20) du chapitre 1pour classifier les extré-
males au voisinage d’un point

20 = z(to) = (Go, Po) de la surface de commutation.
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3.1.3 Classification des trajectoires au voisinage de ..

1. Points ordinaires : Soit zp€Y . Supposons ¥ lisse et de codimension 1 en zy. Alors zg
est un point de commutation ordinaire et alors chaque courbe extrémale dans un voisinage de

2o est de la forme v, y_ ouy_v,. (voir Fig.11)

2. Points plis : Soit 2y appartenant 4 ' : (5, Y) = (p, [X,Y]) = 0i.e. (pu(to) = 0, sin(pg) =

- \ Py =0 \ P = 0
' / Py < 0 / by < 0
I+ T

sin o (po, Y(ge)) < 0 sin (o, Yign)) =0

0)

Fig.11 : Point de commutation ordinaire

Supposons X, Y/ lisses et de codimensions respectives 1 et 2 en zy. Dans ce cas on dit que

2o est un point de commutation pli. Or

o(to) = (7, [X, [X, Y]] + u(p, [Y,[X,Y]]) = ¢ sin(uo) (po, [X. Y](q0)) + uty® cos(p1o) (po, ¥ (q0))

d’apres le lemme (3.3). Soient :

AT = 9% sin(po) (po, [X, Y](q0)) £ MY® cos(pp) (po, Y (a0))

et puisque :

sin(pg) =0 et cos(pg) = —signe(po, Y (q))

d’apres la proposition (3.4), donc AT < 0 et A~ > 0. En utilisant la classification de [9, 28 chapl]

le point zy est un point hyperbolique, et chaque courbe extrémale dans un voisinage de 2 est
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de la forme : y_~yyy, ou v, v, v_, (voir Fig.12).

Fig.12 : Points hyperboliques

3.2 Modéle avec contraintes sur 1’état

On tient maintenant compte des contraintes sur 1’état. Pour calculer I'ordre des contraintes
et les indéterminés up, 7 et v on commence par le calcul des crochets et des dérivées de Lie
associés a X et Y en dimension quatre, en fonction de ceux associés & X et Y en dimension

trois.

3.2.1 Calcul de 'ordre des contraintes sur ’état.

D’apreés les calculs précédents, on a :

X,7] = Zin(“ Y vy = ;OS(“ AN (3.6)
Sy o [ Y
0

Donc si on note par C' (qui ne dépend que de r et de v) la contrainte sur le lux thermique

ou sur ’accélération normale, on a :
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X -C = X-C+cospY -C (3.7)
[X,Y]-C = sinpY-C
[X,[X,Y]]-C = sinp[X,Y]-C
Y, [X,Y]]-C = cospY-C=0

De plus, si on impose I’hypotheése suivante : Supposons que le long de ’arc frontiére sin p # 0.

Alors on a le résultat suivant :

Lemme 3.6 Pour le modéle simplifié 11, dans le domaine de vol ow cosy # 0, les contraintes
sur le flux thermique et ’accélération normale sont d’ordre trois, et l’hypothése (C;) est

vérifiée le long d’un arc frontiére.

3.2.2 Calcul de u, 1 et de v.

On note par C' la contrainte sur le flux thermique ou 'accélération normale. L’appli-
cation du (1.48 du chapl) qui traite le cas d’une contrainte d’ordre trois au systéme (X,Y)

donne.

Lemme 3.7 1. Le long de l'arc frontiére on a :

Y.-C = [X,Y]-C=0, (3.8)
T X*-C
" (X [X.¥]-C
B(1),Y) = (B),[X,Y]) = @), [X, [X, Y]) +u(B(t), [V, [X,V]]) =0,
(




On en déduit les résultats suivants :

Corollaire 3.8 Le long de l’arc frontiére on a :

X-C = o, (3.10)
xX2.c
cosp = XY
b CXP O —cosplX,[X,Y]]-C
b sinu[X,Y]-C

pu(t) = (p(1),Y) = (p(t),[X,Y]) =0
(p(), [X, [X, Y])
(X, Y]

Remarque 3.9 On sait que durant l’arc frontiére on a sinp # 0. On a supposé que p(t) est
continue, ainsi on arrive et on quitte l'arc frontiére par un régulier v, ou vy_. Puisque l’arc

frontiére est optimal, on ne rencontre que des points de jonction avec les frontiéres.

Corollaire 3.10 En un point de jonction t; entre un bang-bang et l’arc frontiére on a :

pu(ty) = pult]) (3.11)
(p(ty), Y) = (p(t]), Y)
o = W), [X,Y](g(t)))
(X, Y]

3.3 Synthése temps minimal au voisinage de la contrainte

On considére un systéme affine, mono-entrée ¢ = X (q) + uY (q), |u|] < M et C(q) < 0 ou
q € R* et C est une contrainte d’ordre trois.

Notre objectif est de présenter par calcul direct la synthése temps minimal, au voisinage
de la contrainte pour le modeéle simplifié /1. La premiére étape est de construire une forme

normale.

3.3.1 Forme normale au voisinage de la contrainte pour le modéle

simplifié 77

Lemme 3.11 Au voisinage de la frontiére on a : X,Y, [X,Y] sont indépendants et [Y,[X,Y]] €

Vect{Y,[X,Y]}
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Normalisation. Puisque le modéle simplifié 1 n’est qu’une extension du modele simplifié
I, en ajoutant ’équation 1 = wu, qui est déja normalisée, donc pour normaliser le systéme

simplifié¢ 11, on peut prendre le modéle normal

T = az
y = 1+bx
Z = cHcosp

déja construit pour le modele simplifié I, en ajoutant 1’équation ji = u, de plus on identifie la
contrainte & C' = x et on localise notre étude au point ¢y = (0,0, 0, ), ce qui donne le modele

local suivant : )

T =z,
y=1+bx

Z=cHcospu

\ p=u, z<0
et puisque la contrainte est d’ordre trois donc :
e © = 0, ce qui implique ¢ + cos u = 0, donc sur la frontiére ¢ = — cos p,
e & =0, or sin p # 0, donc u, = 0, ce qui implique i = p sur la frontiére.

On conclut alors :

Lemme 3.12 Sous nos hypothéses, le modéle local est :

(
T = oz

y=1+0bx
Z=cospu—cosp, |ul <M

p=u, <0

\

sin p
avy:tr(0,t,0, ).

ot :a=— = —[X,Y]-C >0, la contrainte est x < 0. L’arc frontiére est identifié

Cette forme normale est utile pour calculer la synthése optimale locale.

Remarque 3.13 Dans la normalisation précédente, on a utilisé le changement de variable de

Yy par \y, Z par —z , [L par T — [t et u par —u.
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3.3.2 Synthése locale temps minimal

Comparaison de v, avec les autres arcs possibles pour rejoindre deux points voisins

de la frontiére.

On note T'(v) le temps nécessaire pour rejoindre deux points voisins A = (0,0,0, 1) et
B = (0,t,0, y) de la frontiére par un arc -y, en prenant le modele local du lemme précédent.

On intégre le modéle normalisé, on trouve alors le résultat suivant :

Lemme 3.14 On a 2 cas :
1) si ab > 0 alors :
i) sipig €]0, w[on a :T(y_vy) <T(y) <T(vpv-) et T(v_v074) <T(v) <T(v47:7-)
i) sipg €] —m, O0[ on a:T(yyo) < T(v) < T(v-vs) et T(vivor-) < T(y) <
T(y-v_r74)
2) siab < 0 alors :
i) sipio €0, w[ on a T(y,v_) <T(v) <T(v-v4) et T(vv.7-) <T(v) <T(v-Y074)
i) sipg €]—m, O[ona T (y_vy) <T(v) <T(vivo) et T(v_v_zve) < T(v) < T(v1v07-)

Synthése locale temps minimal :

D’apres le lemme précédent, la synthése locale optimale dépend de a et b, et on peut distin-
guer les cas suivants :

1"cas:a>0,0>0:

1.7) pg €]0, 7| :

Avant A: 5 >0—2>0— 2 <0 — cosu < cosfiy — i E [fg, T] ou p € [—m, — ).

si p € [pg, ™| — on rejoint A par y_, ou bien u € [—7, —p,] — non accessible.

Aprés A: 1 <0—2<0—2<0—cosp <cospy— pE [y, ou pu € [—m, —p).

si p € [pg, ™| — on quitte A par v, ou bien u € [—m, —py] — non accessible.

Donc pour rejoindre A et B, I’arc y_7, est non admissible. Or d’aprés le lemme précédent
ona:T(y_v,) <T(v) <T(viv-) et T(v_vov4) < T(v) < T(v,7,7_). Alors I'arc frontiére

7, est optimal, et la synthése optimale au voisinage de la frontiere est v_v,v,, (voir Fig.13)
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a

£40

o 0

— o

ensemble non accessible

Fig.13 : Syntheése optimale au voisinage de la frontiere est y_vy,v,

1.i3) g €] — 0] :

Avant A: ©>0—2>0— 2<0— cosp < cospyy — b € [—fig, T ou p € [—7, ).

sip € [—m, pg) — on rejoint A par ., ou bien p € [—p,, 7] — non accessible.

Aprés A: i <0—2<0— 2<0—cosp < cospy— peE [y, oup € [—m, —py).

si p € [—m, ) — on quitte A par y_, ou bien u € [—pu,, 7] — non accessible.

Donc pour rejoindre A et B, v, v_ est non admissible. Or d’aprées le lemme précédent on

T(yiv-) <T(v) <T(v-v4) et T(vivo0v-) < T(v) < T(y_v—_z74)- Alors I'arc frontiére

7, est optimal, et la synthése optimale au voisinage de la frontiere est v, v,v_, (voir Fig.14)

r=z=10, = up

a =0 A =T T4 ::-'J — i

x =< 0

= Y+

e 0

oz =0 { Jon
ensemble non accessible

Fig.14 : Synthese optimale au voisinage de la frontiere est vy v,7_

2¢me cas :a >0, b<0:
2.1) po €0, [

Avant A: ©>0—2>0— 2<0 — cosp < cos iy — [t € [y, 7] ou p € [—m, — ).
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si p € [pg, ™| — on rejoint A par v_, ou bien pu € [—7, —p,] — non accessible.

Aprés A: ©<0—2<0— 2<0—cosp <cospy— ft€ [y, ™ oup € [—m, —py.

si v € [pg, m] — on quitte A par 7., ou bien p € [—7, —py] — non accessible.

Donc pour rejoindre A et B, v_7, est non admissible. Or d’aprés le lemme précédent on a :

T(yiv_) <T(v) <T(y_rvy) et T(vivy—) <T(v) < T(v_7v97Y4) Alors Iarc frontiere v, est

non optimal, et la synthese optimale au voisinage de la frontiere est y_~vy, v_v, ouy_v, v-7_ V4,

(voir Fig.15)

a

x =0 AT TE T
it Sy

r=z=10, = pup

— 0

m 0

Ho

ensemble non accessible

Fig.15 : Syntheése optimale au voisinage de la frontiere est y_y y_y, ouy_v V.Y_V+

Avant A: 2 >0—2>0—2<0— cosp < cos g — pE [—py, T ou u € [—m, ).

sip € [—m, py) — on rejoint A par vy, ou bien p € [—p, 7] — non accessible.

Apres A

T<0—2<0—2<0—cosp < cospy — € [y, oup € [—m,—pp.
si p € [—m, ug] — on quitte A par vy_,ou bien p € [—uq, 7] — non accessible.

Donc pour rejoindre A et B, v, v_ est non admissible. Or d’aprés le lemme précédent on

T(v_vy) < T(v) <T(yvpyvo) et T(v_v_ovy) < T(v) < T(v4797—)- Alors larc frontiere

7, est non optimal, et la synthese optimale au voisinage de la frontiére est v v_v,v_ ou

V4 V-V —rV47— (voir Fig.16).
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0, = pp

— 0

| 3

0

Ho

ensemble non accessible

Fig.16 : Synthése optimale au voisinage de la frontiere est y y_y y_ouy vy _Y_ Y4V

3¢ cas:a <0, b>0:

3.1) po €0, =[:

Avant A: >0—2<0— 2>0— cosu > cosp, — p € [—pg, fy) — on rejoint A par

V-

Aprés A: 2 <0 —2>0— 2> 0 — cosp > cospy — fi € [—fig, o) — on quitte A par y_.

Donc pour rejoindre A et B, v, v_ est non admissible. Or d’aprés le lemme précédent on

a:T(yyv-) <T(v) <T(yv-vy) et T(vpvay-) < T(v) < T(y-7974)- Alors I'arc frontiére -,

est optimal, et la synthése optimale au voisinage de la frontiere est v _v,vy_, (voir Fig.17).

e |,-'I'

Fig. 17

3.19) py €] —m, 0f:

Fi [E)

#Ha

e beles pposn o rssj balaes

Synthese optimale au voisinage de la frontiere est vy v,7_

Avant A: ©>0—2<0— 2>0— cosp > cos g — p € [y, —fo] — on rejoint A par

v_.
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Aprés A: 2 <0—2>0—2>0— cosp > cospy — i € [y, —fg] — on quitte A par
V-
Donc pour rejoindre A et B, vy_v, est non admissible. Or d’aprés le lemme précédent on

aT(v_vy) <T(yy) <T(yvev-) et T(v_v_v4) < T(v) < T(v4v97-) Alors 'arc frontiere 7,

est optimal, et la synthése optimale au voisinage de la frontiére est y_v,7v., (voir Fig.18).

N
Vs
oy

1

z o II-ZI'-_

[Ei]

enssmble non aceessilsle

Fig.18 : Synthese optimale au voisinage de la frontiére est v_v,7v,

4¢m¢ cas :a <0, b<0:

4.3) py €]0, 7[:

Avant A: ©>0—2<0— 2>0— cosp > cos g — p € [—p, o] — on rejoint A par
V-

Aprés A: <0 —2>0—2>0— cosp > cospy — i € [—pg, ftg] — on quitte A par
v_.

Donc pour rejoindre A et B, v, v_ est non admissible. Or d’aprées le lemme précédent on
a T(y_vy) < T(v) < T(yivo) et T(v_vovy) < T(v) < T(v4v.7—)- Alors l'arc frontiere

7, est non optimal, et la synthése optimale au voisinage de la frontiére est v v_~v,v_ ou

YoV _YoV4 7V, (voir Fig.19).
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z =W, g = fen PN

— KL
enseinble non accessilale
Fig.19:

Synthese optimale au voisinage de la frontiere est vy y_y, v_ ou Y, Y_YoY+ V-

4.i1) py €] —m, 0[ :

Avant A: 3 >0—2<0— 2> 0 — cosu > cosjy — b € [fg, —Ho) — on rejoint A par
v_.

Aprés A: i <0—2>0— 2>0— cosp > cospy, — i € [y, —fig] — on quitte A par
V-

Donc pour rejoindre A et B, _v, est non admissible. Or d’apres le lemme précédent on a, :
T(yyo) <T(v) <T(y_vy) et T(vivov—) < T(vy) < T(y_v_r7v4)- Alors arc frontiére -, est
non optimal, et la synthése optimale au voisinage de la frontiére est y_v_ v_v,_ ouy_v,voV_V4,

(voir Fig.20).

=z = o= g e

SRRt |

[Ri]

ensean ble mon accessilhle
Fig.20 : Synthese optimale au voisinage de la frontiere est y_y, y_v . ou

YTV V =T+
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Conclusion Sur le modéle local on a :

(
T =z,

y=1+bzx, <0
Z = cos(p) — cos(pg) |ul < M

fr=mu

\

la condition b < 0 viole 'optimalité de larc frontiére.

Lien avec le principe de minimum. Pour le modele simplifié 17, d’apres le corollaire (3.8),

on a :

{p(1), [X, [X, YT])

t)= 3.12
M= X O (3.12)
De plus sur le modeéle normalisé, sur la frontiére on a
0
(X, Y]-Cls=—a et [X,[X,)Y]]=] ab
0
d’ou
(p(t), [X, [X, Y]]) = paab (3.13)

avec p = (p1,p2,p3), donc n(t) = —pab. Par ailleurs (p(t),Y) = (p(t), [X,Y]) = 0, d'ou p; =
ps = 0. Or d’aprés le principe du minimum (p(t), X) < 0, ce qui implique p; < 0. Donc si
b < 0, on obtient n(t) < 0. On conclut que b < 0 viole les conditions nécessaires du principe du
minimum [H.M] pour l'optimalité de 'arc frontiére. Enfin pour le modéle simplifié¢ 17, le calcul

donne b positif, ce qui implique que I'arc frontiére est optimal.

3.4 Reésultats numériques

Dans cette section on va s’intéresser a simuler le systéme d’état pour le systéme simplifié
11, surtout pour différentes valeurs de la borne maximale M et en particulier pour un M assez
grand. D’aprés 'analyse géométrique traitée précédemment, on déduit le probleme aux valeurs

limites définit de la maniére suivante :
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Proposition 3.15 La trajectoire optimale satisfaisant les conditions finales requises est de
la forme V.7 _YoV 1 fruxY Y0V + Vace V-V V+ V- C'est-a-dire qu’elle est constituée de treize arcs

consécutifs :

- un arc singulier associé a u =0 et p = m, un arc régulier associé a v = —M,

et p =0, un arc régulier associé a u = M,
N PPN X3'CI_COSM[X7[X7Y]]'CI
- un arc frontiére associé 4 u = — -
sinpu[X, Y] - Cy

0
- un arc singulier associé a u =0
correspondant au flux

thermique
- un arc réqulier associé a u = —M,
- un arc singulier associé a u =10 et p =0,
- un arc régulier associé a u = M,

CXP Oy —cos X, [X, Y]] - Gy

- un arc frontiére associé au = - correspondant a l’accélération
sin p[X, Y] - Cy

normale,
- un arc régulier associé a u = —M,
- un arc singulier associé a u =0 et u =0,

- un arc régqulier associé a uw = M, puis un arc singulier associé a u = 0 et p = m, voir

Figure 3.20.

coor e ackéldration o
- normale - -- o

L I
Yace' ¥
hermigue
Fig.21

: Trajectoire optimale du modeéle Simplifié I1

Pour les conditions limites, on a choisi les méme valeurs que pour le systéme simplifié 1. De

plus I'application du principe du minimum impose les conditions suivantes :
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Ci(ts) = g™ cos(u(ts)) = By Calts) =70 cos(ults)) = 55 lto) =0
(X - C1)(ta) =0 p(tz) =0 (X - Cy)(ts) =0 p(te) =0 piltiz) = m

Puisque p(t) est donnée par une fonction affine sur les extrémales régulieres (u = £M), on

a alors le résultat suivant :

to =t + 37 t6:t5+% t10:t9+%t9) tiz =t + 3

Les extrémales du systéeme sont donc paramétrées par les temps de commutation du controle
t1,t3,t4, 15,17, ts, tg, t11 €t le temps final T. L’algorithme suivant permet d’obtenir ces parameétres
pour lesquels la trajectoire extrémale vérifie les conditions limites et les conditions imposées par

le principe du minimum.

Remarque 3.16 Dans la trajectoire optimale du modéle simplifié 11, en fonction de M on
peut trouwver des arcs vides et on va constater numériquement qu’il existe un M tel que le pont

entre les deux frontiéres se réduit a y_vy, pour tout M inférieur a M et en particulier pour

M = & (rad/s).

Algorithme
Etape 1 : Résoudre le modéle simplifié 11 avec M = X (rad/S)et a déterminer les instants

de commutation du controle i.e trouver Z = (t1,ts,t4, 5, t7,ts, to, t11, 1) qui vérifie la fonction

de tir F(Z) =0, ou

01<t4) _ sDmax
(X - C1)(ts)
con{ult2) — el
Co(ts) — v
F(Z) = (X - Co)(ts)
cos(yfts) — 2%
r(T) — 6,41155489¢ + 006
U(T) — 1,80834¢e + 003

~(T) + 1.478¢ — 001
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(voir Fig.22,23)
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Fig.22 :Coordonnes d’tat et contraintes sur I'tat pour M = 35 (rad/S)
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Fig.23 : Coordonnes d’tat et contraintes sur I'tat pour M = % (rad/S)

Les cotit obtenus pour chaque modéle sont donnés dans le tableau TAB. 2.
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Modele Cotit associé

Modele simplifié I | 2,696725223086439¢ + 008
M = n(rad/S) 2,708435475756367¢e + 008
M = —(rad/S)r | 2,697682207536621e + 008
M ~ 15(rad/S) 2,696723098307244e + 008

TAB.2 — Cotits obtenus

\_ j‘

Fig.24 : Coordonnes d’tat et contraintessur I'tat pour M ~ 15(rad/S)

Commentaire

Pour M = F(rad/S), le pont entre les deux contraintes se décompose seulement en y_ et en
7, ; dans ce cas, on ne suit pas I'extrémale singuliére ,. Par ailleurs, pour M = Z(rad/S), on
commence & toucher v, et on le suit brievement pour M ~ 15(rad/S). On constate que, pour
une petite dérivée de I'angle de gite (~ 35(rad/S)), on perd I'opti-malité du cotit par rapport

au modele simplifié 1. Par contre, pour une grande dérivée de 'angle de gite (~ 15(rad/S)),

on remarque que le cotit se rapproche de celui obtenu dans le modéle simplifié .
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Chapitre 4

Controéle optimal du probléme complet

Dans ce chapitre on effectue le controle optimal de ’arc atmosphérique du systéme complet
(1.1), en dimension six, soumis aux trois contraintes sur 1'état (1.2),(1.3) et (1.4), et vérifie les

conditions limites.

4.1 Extrémales du probléme non contraint

Remarquons que le systéme (1.1) décrivant arc atmosphérique est de la forme
¢ = X(q) +u1Y1(q) +u2Ya(q) (4.1)
avec u; = cos i, uy = sinp et ¢ = (r,v,7, L, 1, x). On introduit le Hamiltonien

H(q,p,u) = (p, X(q)) +u1{p, Y1(q)) + uz(p, Y2(q)) + por

ot u = (uy,uz) €t p = (Pr, Pv, Py, DL, P1, Py) €St le vecteur adjoint.
En paramétrisant les trajectoires par ds = ¢(q)dt, on se raméne & un probléme de temps

minimal, les controles vérifiant la contrainte non convexe u? + u3 = 1.

Définition 4.1 On appelle probléme optimal convezifié le probléme ot la contrainte u? +u3 = 1

est remplacée par la contrainte convexe u? + u3 < 1.
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4.1.1 Calcul des extrémales réguliéres.

d’apres le principe du minimum, les controles extrémaux sont donnés, en dehors de la surface

DY (7:’6 <p71/1> = <p7§/2> # 0)7 par:

(p, Y1) __ cosTpy

V(P Y1)? + (p, Y2)? V/cosy2p.e 4 pya
<p7§/2> —— pX

V(p, Y1)2 + (p, Y2)? \V/€08Y%p2 + Py

Uy = COSp= —

(4.2)

Uy = sSinpy = —

Les extrémales correspondantes sont dites réguliéres, et celles qui sont contenues dans la

surfaces Y sont dites singulieres.

4.1.2 Analyse des extrémales singuliéres.

On utilise les résultats des calculs effectués dans [B.B3|. Les extrémales singulieres sont
celles du systéme ¢ = X (¢q) +u1Y1(q) + uaYa(q) avec X = X, ¢ = l Elles sont par définition
contenues dans la surface ¥ de commutation (i.e (p, Y1) = (p, Y2) :%), soit : p, = py = 0.

En dérivant par rapport a t on obtient , avec [Y;,Y2] = 0 les contraintes : (p, [X,Y;]) =
(p, [X,Y5]) = 0,qui définissent la surface >'. Or :

0 0 0

(X, Y1] = —UCOS’}/E+gCOS’7%+;SiH’}/COSX8—L,
v 0
X, Y = — iny—
(X, Y5 —cosysinx g

ce qui nous conduit & définir ¥’ par les équations :

—V COS YPr + g COSYP, + 1 sinycos xpr =0

¢ | (4.3)

pr,— cosysiny = 0.
r

d’ou on obtien :
(a) sipp,=0et x #km
(b) sip, #0et x = km

D’ot le lemme suivant :

Lemme 4.2 Les trajectoires singuliéres du systéme ¢ = X(q) + u1Y1(q) + u2Y2(q) vérifient
X =km, ke Z.
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Les simulations numériques montrent que cette situation n’arrive jamais. En fait on verra
s
que x(t) €]0, 5] dans le domaine de vol.

Soit le systéme extrémal suivant.

dr i
— = wsin
dt K
d i 1 SO
oo R D v* 4 Q2r cos L(sin y cos L — cosysin L cos x)
dt r2 2w
d 1 SC
d_z - (—TgTOﬁLU)cos%rap vacos,u—l—2QcosLsinX
1022 cos L(cos~ycos L + sin~y sin L cos )
r
dL v
— = —C0S7cCos
dt r TEOEX
dl wcosysiny
dt  r cosL
dx v 1 SCp v
= = —cosvtaanmx—i- p— sin p
dt 2" m cosy
0 T cos L si
+2Q(sin L — tan~y cos L cos x) + (2L COSLAINX
r COS 7y
dp, i 1S;m? C oC
C’Z = _PU(290i1;17+§ S;} <h_§_ aTD)—|—Q2COSL(sinycosL—cosysinLcosX))
90 v 02 cos L(cos~y cos L + sin ysin L cos ¥ COS 7Y COS X
“pyfeosy(2 B - 1y ¢ el )) 4 p, LT COX
rdv 7 v r
v Ccos 7y sin x ( vcos*ytaaninX+Q2sinLcosLsinX)
r2cos L Px r? v COS 7Y
1 pvS C, 0Cy 1 oS O, 0CL. . 1 C*\/p
2P (hg 87’)COSM+2pXmCOS’y(hS ar)smu—l—2po hg
dp, ( 1Spv2acD Sva'D) ( (gg +1)
= s siny_py(—= — py(cosy(=— + —
dt P R - m Py M2z 75
0?r cos L(cosy cos L + sin~ysin L cos X)) COS 7y COS X cos 7y sin y
v? r rcos L
(cosytaaninX QQT‘SinLCOSLSinx) 1 va(C’L 8C'L)
— - — —py—(— cos
Px r v2 cosy 2P v a
1 p’US CL 8CL
——py———(— 3poC,
2pxmcosv( v * v o ) s 3p0C/pv”

74



d
% = —p,VCOS y_pv(—go (:;S’y + Q%7 cos L(cos y cos L + sinysin L cos x)) — p,(— sin 7(—72—2 + %)
O%r cos L(—sin~y cos L + cos ysin L cos v sin 7y cos v sin 7y sin
N (—siny gl X))+pL ycosx . vsinysiny
v r rcos L
1 SpvsinyCp | vsinytan L sin y
_ipXW sin(p) — py(— . —2Q(1 + (tan)?) cos L cos x
QZTSinLCOSLSinXSin’)/).
v(cosy)? ’
d
% = —p,(—20%rsin Lsin~ycos L — Q°r cos 2L cosy cos x) — p,(—2sin Lsin x
2027 sin L cos vy cos L — Q2r cos 2L sin 7y cos Y v cosysin x sin L
- ) — P 5
v r(cos L)
1+ (tan L)?)si 02 2L si
—pX(UCOSV( * (tan L)) sin x + 2Q(cos L + tanysin L cos y) + [OOSR AT
r v COS 7y
dpi
2L
dt
d 02 Lsi in L si
% = —p,2%rcos Lcosvysin Lsin xy — p., (202 cos L cos y — et e smx)
v
+vacosvsinX B lvcosvczsx _px(vcosvtanLcosX 420 tany cos L sin
r T COS

%rsin L cos L cos y

)

v COS 7Y

Remarque 4.3 Les remarques préliminaires citées dans [[B.BS] Jmontrent qu’au cours du wvol ,
on peut considérer, avec une bonne approximation, que la trajectoire se projette sur la trajectoire

optimale du systeme simplifié I en dimension trois, étudié précédemment.

On est alors amené & choisir sin ¢ = 0 en dehors des arcs frontiéres. Dans la suite on note

respectivement par y_ et 7, un arc associé a cos yp = —1 et un arc associé a cos j = 1.

4.2 Le probléme de contréle optimal avec contraintes sur
Pétat

On prend maintenant en compte les contraintes sur I’état. Les simulations numériques et la
stratégie de Harpold/Graves montrent que si la trajectoire contient des arcs frontiéres, cela doit
étre dans l'ordre suivant : flux thermique, accélération normale, pression dynamique.

On vérifie numériquement que les deux contraintes sur le flux thermique et sur 'accélération
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normale sont actives, mais si on cherche a saturer la contrainte sur la pression dynamique
alors le point final désiré n’est plus accessible. Ainsi, les conditions aux limites impliquent que
la contrainte sur la pression dynamique n’est pas active au cours du vol et alors on ne tiendra

pas compte de cette contrainte dans la suite de cette section [E.T], [B.B2] et [M.J]

4.2.1 Calcul des controles frontiéres.
Flux thermique.

La contrainte est :

T —T

hs )

Cy = Cy/pv”® < o™, ot p = py exp(

On obtient :
Cy=X -0y +cosp(Yy-Cy) +sinp(Yy-Cy) =0 (4.4)
orY;-C; =0et Yy -Cy =0donc C; = X -C; =0 est une contrainte secondaire, avec

_Equ“\/,Bsin’y _gosiny  1SCppv?

X-C, = 5 he +3C,/pv*( = 5 +0%r cos L(sin y cos L—cos 7y sin L cos x))
(4.5)
De plus
Ci=X. (X-0)+cosu(Yi.(X - C1)) +sin u(Ya.(X - C1)) =0
ou
1C3SChp3
Yi.(X-Cy) = —M(—v2 cos Y12 — 6hggo cosy + 6hsQ*r3(cos L)* cosy  (4.6)
4  hgrim
+6hsQr® cos L sin vy sin L cos x)
Yy (X - Cy) = §qu%SCLU3QQT cos L sin L sin y (4.7)

2 m
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et

1C
X(X-Cy) = —Z%(—v4r4m2 — 24h%gam? — 12Q%r* him*v®(cos v)? (4.8)
s

—240°r° sin yhim? cos Lv cos v, 48h%gom>Q°r® (cos L)?

—12Q%%h2m?(cos L)* — 120%r*m?h%Q%(cos L)? + 14v*r*m?hgQ?(cos L)?
—12h%Q* % (cos L)*m?(cos v)*(cos x)? + 12h%Q*%(cos L)*m?(cos v)?(cos x)?
—12Q%°hEm?(cos L)? — 24v*rm*hz gy — 14v*r*m*hggo — 12p*°h5S*CHv*r?
—3p2h%U5S2r4%CD +vtrtm?(cosv)? + 12h3m? g2 (cos v)? — 13v* sin yr*mphsSCp
+36ph%SCpv*r®Q?(cos L)*m sin v, 24h%Q*r% (cos L)>m? sin +y cos 7y sin L cos x

aC
—6ph2v®Sr—2
P SU r av

acC
gosinym + 6ph§v35r5a—DQQ(cos L)*msiny
v

oC
—6ph§v35T5a—DQ2m cos L cos vy sin L cos y — 120% sin yrm?hg§? cos L cos v sin L cos x
v
4 4 2 ¢9Cp 2,2 : 2
+6v" sinyr mphssg— + 24hgm”gg cos y€2 cos L sin xr-v
r
—24h%m?go(cos v)* Q%3 (cos L)? + 12hgm*v?(cos v)*r?go
+24v? sin yr*m*hzQ? cos L cos ysin L cos x — 36ph%go sin ymSCpv*r?
—24h%go sin ym?*Q%r* cos L cos v sin L cos x
+12hEm*Q*r*(cos L)?(cos v)*v? — 36ph%SCpv*r’Q? cos Lm cos vy sin L cos x
+12020%r*(cos v)?(cos x ) 2h2m?2(cos L)? + 4hgm?v® cos vr*Q cos L sin
Y X) s g X
—12hgm?®v?(cos v)*r°Q?(cos L)? + 2hgm?v*(cos ) + 36hEm>go(cos vy)*v°r

+12h2m*Q*%(cos L)*(cos7)?)

Ces calculs impliquent le résultat suivant :

Lemme 4.4 La contrainte sur le flux thermique est d’ordre deux et durant l’arc frontiére on

a !

e (X G + arccos — XX -G
VII(XC))? + (Yo(XC))? V(X)) + (Y(XC))

(2r)  (4.9)

[ = arcsin

Accélération normale.

La contrainte est :
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Cy = Crpv? < 4™ ou O, = iC’D (OL
Cp

2m )

On obtient :
Cy = X - Cy+cos p(Yy - Cy) +sin (Y- Cy) =0

orY;-Cy=0c¢et Yy -Cy=0donc C’g = X - (' = 0 est une contrainte secondaire, avec

X-Cy, = po? smy(aacr - %) + pv(aac’vr ) (4.10)
1 2
(— OSH;( ) 5Cnpy + Q2r cos L(sin y cos L — cosysin L cos x))
r 2 m
De plus :
Cy = X. (X -Cy) + cos pu(Yr.(X - Co)) + sin u(Ya.(X - C3)) =0 (4.11)
ou
1
X.(X-Cy) = Zw@C m>h% + 8him?v® cosyr %QcosLsz
9C, 3.6, 272 -
(cos L)°r®m=h siny cos vy sin L cos x
+20v* Shr’ 9C: 9C 02 cos L'm cos ysin L cos y
ov Ov
+24h%m2%vgo(cos 7)?Q%*(cos L)? — 12h§m2%v94r6(cos L)*(cosv)?
v

—4pv* ShEr°C, aaLQQ(cos L)*msin~y_16h%m?v (COS’}/)2T5?Q2(COS L)?
r

5 0C,
—8hZm? 8—1} go cos Y2 cos Lsin x1? — 16hzm>C,.go cos Y52 cos L sin xr°v
v

—8hgm?v® cos yr*C,Q cos L sin y 4 16hgm*v?(cos )*r°C,.Q? (cos L)?
oC,
—4hZm? a—v?’Q??A (cos L)?(cos)? — 8hzim>C,r*(cos L)?(cos v)*v?
v
+14v* sin 'yr4thC’TSC’Dp + 160% sin yr®m2hgC,Q? cos L cos v sin L cos

—160? sin yr*m?*C,.Q* cos Lhz cos 7y sin L cos x

78



—160* sin yr®m?h?

oC., (’96’ oC.,
D — 8v® sinyr*m? -0 cos Lh? cos ysin L cos x
dv " or v
oC.,
+248_ng sin ym?h2Q%r3 cos L cos ysin L cos
v
+8v3 sin yr®m? hSa—TQ2 cos L cos ysin L cos x
v
0C,. oC .
—8v*Q%r*(cos y)?(cos x)2h2m>C,(cos L)* + 2pv*sh2r? 50 9 2 go sinym
v v
oC oC
—4v* sin fyr4mCTsa—Dph§ + 4pv®sh*r®C, 7 D go sinym

oC, aC,
Q035,02 r o2
SUrmhsﬁv(Z( L)+208

5 0C,
—16h;m*v*(cos ¥)*r*C,.go — 12h2m? a—vgoz(cos 7)?
v

v° go sin ymh2sCppr?

Cy
Wgo — 24h§mQCTg0(cos 7)21)27“

aC,
+80%r* W2 m2Cv? (cos v)? — 12h2m? a—v3go (cosv)*r
v

+16h2m*v?(cos v)*r?

—8uirim? gy s r?m?hy 5 " g0 Q4r6h§m2%v(cosl/)2
+16v*rm2C,.goh? — 20v*r*m?h? 880 go + 8virm aaﬁgoh2
8 2h2Q0%r?(cos L)* + 12880 v§2*(cos L)*r®m?h2 (cos v)?(cos x)?
v

—200*r°m*h,C, % (cos L)? — 4v*r*m?C,.(cosv)? + 8v'rim %ih (cosy)?
T

+16%vgozm2h§ + 200%r°m?h?2 880 Q*(cos L)* — 8U3r2m2hs%go(cos 7)?
v v

oC,
+200°r*m?h,C,go — 128—1}94(008 L)*r%m?h?(cos v)?(cos x)?
v

aC.,
+4v3r4m28—§22(cos L)?h? — 16C,.gom>h>Q%*r(cos L)*
v

+8U3T5m2h5%92(008 L)*(cosv)* + 1294T6h§m2%0(005 L)*
N v

, 0C, oC,
+4Q0%r* h2m 5 —v3(cosy)? + 20n2—" 5 v3sCppr30? cos Lim cosysin L cos
v

+16h2C,.sCppv*r°Q? cos Lm cos ysin L cos x

oC
+4pv35h§7’50ra—DQ2 cos Lim cos 7y sin L cos x + 16€2%r° sin Yh2m?C,. cos Lv cos v
v

2?7)2 cos L cos v, 80*r*m*C,Q*(cos L)*h?
v

0C,. 0Cp
v v

+8Q37° sin yh2m
—2pvtsh2r® —=0%(cos L)*msin y_16h2C,sCppv*r°Q*(cos L)*m siny
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dC,
—20h? 5 v*sCppr®Q*(cos L)*m sin vy, 6h2C,s*Chp*v'r
v

%SCDP + 2p*0° 2 h2r*C, %CD
Jv ov

—40*Q%r*(cos )% (cos x )2 h2m?

+6v° sin yrt*mh,

ﬁ(cos L)? —

v
+16C.gg sin ymhgsCDpUer? + 4ot m aac h2 —|—4h§ 832

0*C
—8h2——"?
s 82;2

+8h§0862’ v gom*Q%r® (cos L)?(cos y)? + 4h? 086; V% goam?

9*C 0*C,
_ m2h2 r 2 2
8vir®m?h? 8r6vQ (cos L)?(cos~y)? + 4h? 502

—8v3 sin yr®m?2h? CTQ 2 cos L cos v sin L cos 40° sin yrimh? 20°C;
7 S 9rov Y X — Y S 9rdv
0*C

"2 0% (cos L)*m?(cos v)?(cos x)? +4h§6662’7” 2Q*%(cos L)*m?
0*C, 0*C,
+8vr 2h§a 50 " go(cosy)? + 4h2——" 502 v?Q*r%(cos L)*m?(cos v)?(cos x)?

v*sCppr®Q?(cos L)*msin v, 802 h2m>C,(cos L)?

S

vt go sin ’)/mSCDp’I"Q

v?Q*%(cos L)*m? sin y cos v sin L cos y

“vtsCppr®Q? cos Lm cosysin L cos y

~sCpp

2
A

2

—4h28 C,

5 Ov?

+8v3r 2h§ grg; QQ( L) 1 h? %C; 02 2,4
, 2
Sf)aC; V2045 (cos L) m?(cos 7)? — 80°72 thg gr —AptAm? aagr h2(cosy)?

2 2
—4h? aa Cr v?gem?(cosy)? — 8h?2 882 v? gom*Q*r®(cos L)?
2

0°C,
+8h§82

+4h2m2v*(cos v)?r 3880 + p*v8s?h2rt

v? go sin ym?Q2r3 cos L cos ysin L cos x + 6k ——0v°s*C% p*r?

00, 0Cp
v v

S ov
—=Cp — 4hym*v*(cosv)*r*C,

+4vtrtm? C)

1 p*v2SC 5, 0C, oC, oC,
V1. (X -Cy) = §'Ohsr—2L(v cos T (th -C,) — hSWUgO cos*erthvQ%?’(cos L) cosy
aC,
v

+2hsC,Q%r® cos Lsinysin L cos )

r° cos Lsin~ysin L cos x — 2hgC).go cos 7+2hSC’err3(cos L)? cosy
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et

1 p?0%SCL(%zy + 2C,)Q%r cos Lsin L sin
Y. (X-Og):§ (% ni

De méme on a le résultat suivant :

Lemme 4.5 La contrainte sur l’accélération normale est d’ordre deux et durant l’arc fron-

tiere on a :

1o (X ) + arccos — XX C)
VY1(XC2))? + (Ya(X (o)) V(X C2))? + (Ya(X (o))

[ = arcsin

_(2r)

4.2.2 Construction d’une trajectoire optimale.

La remarque (4.3) et la synthése locale au voisinage de la contrainte pour le modéle simplifié

I conduisent au résultat suivant :

Lemme 4.6 La synthése locale pour le modéle complet avec contraintes sur l’état, en approrimation,
est de la forme y_ v, 7 pruaV+ Vace Y+ Y~ OUY_, V4 sont des arcs réquliers el Y ., Vaee SONL des

arcs frontiéres.

A ce point de Iétude, il faut distinguer deux problémes selon la longitude, car dans les

conditions aux limites la longitude initiale peut étre fixée ou non.

Probléme 4.7 longitude initiale libre. Dans ce cas p; = 0 durant le vol, la longitude | n’apparaissant
pas dans le systéme, on se rameéne & un systéme de dimension cing. L’angle final v(T) étant
libre, on en déduit p,(T) = 0, et la politique optimale dans ce cas, en approximation, est de
la forme VY4 fruz Y+ Vace V5 OU V4 (resp.7+) est un arc associé au controle cosp = 1(resp.
cos i = —1), et Y1y (T€SP. Voee) €8t un arc frontiére pour la contrainte sur le flux thermique

(resp. pour ’accélération normale).

Probléme 4.8 longitude initiale fizée. Numériquement on constate, dans ce cas, que la contrainte

sur l’accélération normale n’est plus active. On en déduit que la politique optimale est donnée,

en approrimation, par yY_YiY Y+ —-
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4.3 Stabilisation de la navette autour de la trajectoire

nominale

4.3.1 Trajectoire équilibrée

C’est un concept important dans la littérature spatiale que I’on peut traduire ainsi. Consi-
dérons I’équation d’“evolution de la pente, ot le terme en ) est négligé,
g 1

dy v S
a =y T,

L
v COS L.

Le domaine de vol équilibré est ’ensemble des conditions initiales tel que 0 € hul:_l s Vg +J

v
avec u; = cosp . Avec cosy ~ 1 et en négligeant le terme en — on obtient la condition
r
(voir Fig.25).
1 SC
2" m v?

contrainte sur la pression dynamigque

‘!l

[ doyuilibre
474000 |

___________ contrainte sur le
fux thermigue

1000

Fig.25 : Domaine de vol équilibré est l'ensemble des conditions initiales.

Cette condition n’est pas toujours réalisée, en particulier en début de trajectoire, car il faut

1
que la vitesse soit assez petite pour que la trajectoire soit elliptique : E = §m112 _ 9 < 0.Par
To
ailleurs le domaine de vol équilibrz dépend de la densité de 'atmosphére (faible en début de
trajectoire) et inversement proportionnelle a la masse. C’est une condition de controlabilité

cruciale quisignifie que la portance peut équilibrer le terme de gravité.
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On peut observer que pour p = k7 la portance est contenue dans le plan de ’ellipse oscu-

latrice et le mouvement est plan.

4.3.2 Stabilisation

On se propose maintenant de stabiliser le systéme simplifié I autour de la trajectoire équi-
librée, de facon a prendre en compte d’éventuelles perturbations, dues aux erreurs de modéles,
aux perturbations atmosphériques, etc. Pour cela, on utilise la théorie linéaire-quadratique
voir [E.T], qui permet d’exprimer le controle sous forme de boucle fermée, au voisinage de la
trajectoire nominale, de facon a la rendre stable pour plus de détail voir [B.B3] .

Pour tenir compte de la contrainte sur le controle, il faut d’abord modifier la trajectoire
nominale x.(-) obtenue précédemment de fagon & ce qu’elle respecte la nouvelle contrainte sur
le controle |u.| < 1—e, ol € est un petit parameétre. On choisit par exemple € = 0.05. On trouve
alors de nouveaux temps de commutation, qui sont ¢; = 143.59, t5 = 272.05, t3 = 613.37.

Dans le programme suivant, on implimente 1’équation de Riccati. Celle-ci est intégrée en
temps inverse puisqu’on se donne une condition finale. Il faut donc ensuite rétablir le cours
normal du temps en symétrisant la matrice de disrétisation obtenue. Enfin, le contréle bouclé
obtenu est réinjecté dans le systéme initial. Les simulations sont effectuées en prenant des
conditions initiales proches, mais différents (voir programme annexe function stabdim 3).

Les simulations sont effectuées en prenant des conditions initiales proches, mais différentes,

de celles tableau suivant ;

Conditions imitiales Conditions finales
altitude (h) 119,52 km 15 km

vitesse (i) 404,95 mys 445 m/s

angle de vol (4] —1.84 deg libre

latitude (L) 0 10,949 dep
longitude {{) libre ou hixée a 116.59 deg|166.48 deg

azimut (y) libre libre

Le choix des poids est important. On obtient des poids adaptés par tatonnements, et en

tenant compte de I'ordre respectif des variables du systéme. Ici on a pris
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0% 0 0 10° 0 0
W=10 102 0|, @=|0 0 0] et U=10"
0 0 10 0 0 0

Bien entendu d’autres choix sont possibles. Ici notre choix de () force l'altitude finale a étre
proche de I'altitude souhaitée. En revanche on laisse plus de liberté a la vitesse finale et & 'angle
de vol final.

La trajectoire x(-) part d’'un point x(0) différent de x.(0). On a pris les données numériques
suivantes :

e écart sur l'altitude initiale : 1500 m,

e écart sur la vitesse initiale : 40m/S,

e écart sur I'angle de vol initial : 0.004 rad, soit 0.2292 deg.

Les résultats numériques obtenus sont assez satisfaisants : D'altitude finale obtenue est
15359km, et la vitesse finale est 458m/S. L’écart par rapport aux données souhaitées (alti-
tude 15km, vitesse 440m/S) est donc assez faible.

Notons que I’écart sur I’angle de vol initial que nous avons pris ici est assez important.
Cette pente initiale est en effet un paramtre trés sensible dans les équations : si a ’entrée de la
phase atmosphérique ’angle de vol est trop faible, alors la navette va rebondir sur I’atmospheére
(phénomeéne bien connu, dit de rebond), et si au contraire il est trop important il sera impossible
de redresser ’engin, qui va s’écraser au sol.

Les figures suivantes sont le résultat des simulations numériques. La (F'ig.26) représente
I'écart entre 1'état nominal et 'état réel, et la (Fig.27) lécart entre le controle nominal et
le controle réel (controle bouclé, ou controle feedback). La (F'ig.28) représente ’état, et la
(Fig.29) le flux thermique. On constate que la contrainte sur le flux thermique est a peu

prés respectée. On peut conclure que la procédure de stabilisation ainsi réalisée est satisfaisante.
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Fig.27 : Controle bouclé, et correction par rapport au controle nominal.
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Fig.29 : Flux thermique avec le controle feedback
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%function [t,x]=simudim3
%% Fonction permettant le calcul du temps de commutation tc
%% et le trac\U{e9} de la solution, pour le cas sans contrainte
%% sur 1°\U{e9}tat.
clc ;
clear
global g0 hs rt Cq Omega;
Omega =7.292115853608596e-005 ; g0=39800047e7 ; hs=7143 ;
rt=6378139 ; Cq =1.705e-4 ;
range=[0;inf];
% D\U{e9}tbut de la trajectoire (altitude 120 km)
rO0= 0.64979590000 + 07 ; v0=0.74049501953E+04 ;
gam0=-0.32114058733-01 ; flux0O =0 ;
%% Dichotomie pour trouver le temps de commutation de sorte
%% que vf =445 ( "events") et hf =15000 .
global tc ; tc =-5 ; hf=0 ;
while hf < 10 %15000
global tc ; tc=tc+b
xinit = [r0; vO ;gam0 ;flux0 ];
options = odeset (’events’, Qevents) ;
[t,x]=0del113(@systdim3, range, xinit, options );
hf = x (length(t),1) - rt ;
end
a=tc-10 ; b=tc ; hfm=hf;
while abs(hfm-15000)>1
global tc ; tc=a ;
xinit =[r0;v0;gam0;flux0] ;
options = odeset (’ events’, Qevents, ’RelTol’, le-6);
[t, x]= odel13 (@systdim3, range, xinit, options) ;
hfa=x(length (t), 1 ) - rt;

global tc ; tc=b ;

88



xinit =[r0;v0;gam0 ; fluxO];

options = odeset (’events’, Qevents, ’RelTol’, le-6);
[t, x]= odel13 (@systdim3,range,xinit,options) ;

hfb =x(length (t), 1)-rt;

global tc ; tc=(atb)/2 ;

xinit=[r0;v0;gam0;flux0] ;

options = odeset (’events’, Qevents, ’RelTol’, le-6);
[t, x]=0del113 (@systdim3, range, xinit,options) ;
hfm =x(length (t), 1)-rt ;

if (hfa-15000)* (hfm-15000)<=0

b=(a+b) /2

else a=(a+b)/2

end
end
Tololotololototolotohole Resultats %oshletssolorstololstslolotslolodstololstotolorstolors o lods oo o oo lorsole
Jitc pour le probleme sans contrainte: tc=242 YA
% (i.e.passage de -1 a 1 A

oo oo o oo o To o o ToTo oo o o o To o o To o o o To o o Jo o o Jo o o o To o o Jo o o ToTo o o To 1o o To o o Jo o o o To 1o o Jo o o o
global tc ; tc =242 ;

xinit =[r0;v0;gam0;flux0 ] ;

options = odeset (’events’, Qevents, ’RelTol’, le-6);
[t,x]=0del113(@systdim3, range, xinit, options) ;
disp([’altitude finale :’ num2str(x(length(t),1)- rt) ’m’])
disp ( [’vitesse finale :’ num2str(x(length (t),2)) ’m/s’])
disp ( [’gamma final : ’ num2str(x( length (t), 3)/pi*180) ’deg’])
disp ([ ’flux total : ’ num2str(x( length (t), 4)) ’ UI’] )
for i=1;length(t)

gee =g(x(i,1)) ; densite(i) =rho(x( i, 1)) ;
ck(i)=coef_k(x(i,2)) ;

cd(i)=CDsimple(x(i, 2)) ; cl(i)=CLsimple(x(i, 2)) ;

end
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flux_thermique = Cq.*sqrt(densite(:)).*x(x (:, 2)).73 ;
plot (t,flux_thermique)
hold on; plot ( t,717300, ’red’ )
title(’Flux thermique’)

figure

subplot(311); plot(t,x(:, 1)-rt) ; title(’Altitude’);
subplot(312); plot(t, x(:, 2)) ; title(’Vitesse’);
subplot(313) ; plot(t, x(:, 3)) ; title(’Angle de vol’) ;

function [value,isterminal,direction]=events(t,x)
global g0 hs Omega rt Cq;
%% Arret a vitesse 445 ou altitude 10000 (en cas d’accident. . . )
value =(x(2)-445)\abs(x(1)-rt-10000) ;
isterminal =1 ;
direction =0 ;

end

function dXdt= systdim3(t,X,events)
% Systeme simplifie de la navette en r,v gamo (\dim 3+flux)
global Omega g0 hs rt Cq ;
r=X(1) ; v=XK(2) ; gam=X(3) ;
dXdt=[v*sin(gam)
-g(r)*sin(gam)-coef_k(v)*rho(r)*(v) "2
cos (gam) * (-g(r) /v+v/r)+2*0mega+coef _kp (v) *rho (r) *v*u(t,r,v,gam)

Cg*sqrt (rho(r))*v~3];

end

function controle=u(t,r,v,gam)

% Contr\Uf4}le pour le probl\Ue8}me sans contrainte : -1 puis +1

90



global tc ;

if t<tc

controle =-1 ;
else controle =1 ;
end

end

function locdensite = rho(r)

global hs rt ;
locdensite =1.225%exp(-1/hs.* (r-rt)) ;

end

function ge=g(r)
global g0 ;
ge =g0./r.”2 ;

end

function k=coef_k(v)
v
k=0.5*15.05*CDSimp1e(V)/7169.602 ;

end

function kp=coef_kp (v)
kp=0.5 *15.05%CLsimple(v)/7169.602 ;

end

function cd=CDsimple(v)
if v>3000
cd=0.585 ;

elseif v>1000
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cd =0.075 + 1.7e-4%v ;
else c¢d=0.245 ;
end

end

function c1=CLsimple(v)
if v>3000
cl=0.55 ;
else cl =0.1732+1.256e-4% v ;
end

end
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