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Introduction générale

Pour bien comprendre le risque de crédit, peut-être est-il nécessaire de revenir
dans un premier temps à la source de ce risque, à savoir l’entreprise qui a emprunté
des capitaux, soit par le biais d’un crédit bancaire classique, soit en émettant des
obligations sur le marché. Le défaut survient lorsque l’entreprise ne peut plus faire
face à ses engagements vis à vis de ses créanciers. Lorsqu’un tel évènement survient
deux éventualités sont envisageables : soit l’entreprise a la possibilité de renégocier
avec ses créanciers les termes de ses engagements (ré-échelonnement des versements,
diminution du taux... ), soit elle ne le peut pas et l’entreprise est déclarée en faillite,
le juridique prenant alors le relais. Cette situation de faillite implique un transfert du
pouvoir de gestion des actionnaires vers les ayants droits : l’ensemble des créanciers,

au premier rang desquels l’État et les salariés. À ce sujet on signalera à titre d’exemple
que les récentes tractations engagées par Renault pour la reprise de certains actifs de
Samsung Motor se sont faites avec les créanciers du groupe coréen et non avec ses
actionnaires. De plus il existe un ordre de priorité entre les ayants droits. En France,

l’État et les salariés sont prioritaires sur les autres créanciers. En ce qui concerne
les dettes issues du crédit, on peut distinguer la dette senior de la dette subordonnée
(appelée également dette junior). Une telle distinction implique que le créancier senior
dispose d’un droit prioritaire sur le créancier junior sur les actifs de la firme en cas
de défaut. La prise en compte de ces règles de priorité est essentielle dans toute
modélisation du risque de crédit fondée sur la structure financière de l’entreprise.

Une fois la faillite déclarée, deux évolutions sont à nouveau possibles : le redresse-
ment judiciaire ou la liquidation judiciaire. Le principe du redressement est de tenter
de faire survivre l’entreprise tout en épurant son passif et en ré-échelonnant la dette
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avec l’accord des créanciers. Le redressement n’est d’une part pas toujours possible et
peut d’autre part échouer. L’autre éventualité est la liquidation judiciaire : un liquida-
teur est nommé et il a pour mission de réaliser les actifs de la société pour rembourser
si possible les créanciers selon leur ordre de priorité. Notons qu’étant donné le carac-
tère il-liquide de certains actifs, la tâche peut s’avérer ardue : il faut arbitrer entre une
liquidation rapide durant laquelle les actifs risques d’être bradés, et une liquidation
plus longue qui se ferait au détriment des créanciers. En matière de redressement et
de liquidation, les procédures divergent fortement d’un pays à l’autre. Or celles-ci ont
un impact significatif sur le coût des faillites, les droits des créanciers, leur rang et
la date à laquelle ils seront remboursés. Ainsi dans la réglementation américaine les
procédures sont longues, coûteuses et conduisent à modifier le rang des créances et
donc à ne pas respecter les termes originaux des contrats d’emprunts. Au Royaume-
Uni au contraire, la procédure du règlement judiciaire est généralement rapide. Les
créanciers y disposent d’un fort pouvoir de gestion de l’entreprise, leur assurant un
meilleur respect des termes contractuels concernant les dettes, au risque toutefois de
liquidations prématurées ou inefficaces.

Ceci étant précisé, retournons la problématique et plaçons nous du point de vue du
créancier, en particulier la banque. Le risque de crédit auquel elle est soumise repose
sur deux incertitudes : l’éventualité d’un défaut du débiteur et le montant qu’il lui sera
possible de recouvrir en cas de défaut. La modélisation du risque de crédit consiste
en général à spécifier ces deux composantes.

En transformant les disponibilités de court terme de l’économie en crédits à moyen
et long terme, les banques sont les premières concernées par le risque de défaut :
la défaillance d’un débiteur peut affecter de façon importante leur rentabilité, mais
surtout ce défaut peut mettre à mal leur solvabilité. En tant que débitrices de leurs
déposants, elles risquent à leur tour de se retrouver en situation de défaut. Le risque
de crédit auquel sont soumises les banques est donc de nature systémique. Cet aspect
systémique se retrouve aussi au niveau de la gestion d’actifs : si une obligation fait
défaut, cela peut se répercuter sur l’épargne d’un grand nombre d’individus par le
biais des FCP.

Étant donné que le risque de crédit met en danger la solvabilité des banques, la
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réglementation s’est penchée sur le problème. L’accord de Bâle de 1988 définit une
procédure standard visant à calculer le capital minimal à allouer pour couvrir le risque
d’investissement des établissements financiers : le ratio Cooke. Les contreparties étant
classés selon leur nature (état, banque ou corporate), on associe une pondération à
chaque classe de risque, ce qui permet de calculer une exposition pondérée au risque
de crédit. Le ratio capital/exposition pondérée ne doit pas être inférieur à 8 %. Ce
ratio Cooke représente donc une première tentative de prise en compte du risque de
crédit. Cependant il faut remarquer que les différentes classes de risque sont définies
de façon grossière : aucune distinction n’est faite entre un gros corporate français et
une entreprise exportatrice brésilienne soumise aux aléas du real.

Une telle réglementation a suscite de nombreuses critiques : la plus évidente est
qu’elle laisse la porte ouverte à des phénomènes d’antisélection. Pour un capital pru-
dentiel fixé, les banques risquent de s’engager sur les contreparties les plus risquées
pour améliorer leur retour sur fonds propres. En fait, il semble communément ad-
mis que le respect des normes minimales ne préserve pas ipso facto la solvabilité des
banques. Un autre point important qui n’est pas pris en compte par cette réglemen-
tation est le lien qui existe entre le risque de crédit et le risque de marché. Comme
nous allons le voir plus en détails dans la suite de ce mémoire, ces deux risques ne
sont absolument pas séparables. On voit bien notamment que si la valeur de marché
des actifs d’une firme baisse, ce qui génère du risque de marché, cela va induire une
augmentation la probabilité de défaut, et donc du risque de crédit. Réciproquement,
une hausse inattendu de la probabilité de défaut va se répercuter par une baisse de la
valeur de marché des actifs de la firme. L’absence de séparabilité entre les risques de
marché et de crédit affecte la détermination de la valeur du capital prudentiel dont
la banque doit disposer pour couvrir ses positions. La banque qui ne prend pas en
compte ce lien s’expose soit à une diminution de sa rentabilité en cas de capital trop
élevé, soit à une diminution de sa solvabilité en cas de capital insuffisant.

Au cours de la dernière décennie, quelques-unes des plus grandes banques mondiales
ont développé des modèles internes dont l’ambition est d’évaluer le risque de crédit
auquel leur activité les expose tout en tenant compte de l’intrication de ce risque

avec le risque de marché. Évaluer le risque de crédit d’une créance revient à établir
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le prix de cette dette, c’est à dire le supplément de rémunération que l’emprunteur
doit payer par rapport au taux sans risque en fonction du risque qui lui est attaché :
il s’agit du spread de taux.

Les applications d’une telle évaluation sont nombreuses : le contrôle des risques
en premier lieu, avec la détermination du capital prudentiel ou de limites de trading,
mais également les différentes mesures de performances ajustée du risque, ou encore la
tarification de produits dérivés dont les sous-jacents sont soumis au risque de crédit,
les dérivés de crédit. Dans un rapport datant de 1999, un groupe de travail du comité
de Bâle s’est penché sur la question de ces modèles internes. L’enjeu de tels modèles
est énorme : si la réglementation laissait la possibilité (comme cela est déjà le cas
pour le risque de marché) aux banques d’utiliser des modélisations internes pour
procéder aux allocations prudentielles, les rentabilités de certaines activités pourraient
se retrouver sensiblement améliorées. Le rapport conclut à la forte potentialité, dans
une optique réglementaire, de l’ensemble de ces démarches. Cependant, il souligne
également l’existence de quelques obstacles à l’acceptation de ce type de modélisations
en tant qu’aide interne à la détermination du niveau de capital prudentiel adéquat
pour la couverture du risque de crédit. Les régulateurs veulent avoir la certitude que
ces modèles sont valides tant d’un point de vue conceptuel qu’empirique et d’autre
part, qu’ils peuvent fournir des résultats comparables pour l’ensemble des banques.
Le rapport de Bâle insiste sur le fait qu’à l’heure actuelle, la rareté des données
empiriques limite l’utilisation de ces modèles. En effet, le défaut étant un évènement
rare, les données ne permettent pas de valider les modèles comme cela est possible
pour des modèles de risque de marché. Le rapport conclut ainsi : Du fait de la rareté
du défaut, il faudrait des données sur de nombreuses années. Ces données n’existant
pas, nous n’autorisons pas l’utilisation de modèles de risque de crédit pour le contrôle
des risques. Cette vision peut sembler étroite. En effet, de nombreux modèles de
risque de crédit sont fondés sur la structure par terme des spreads de crédit. Il semble
donc possible de tester ces modèles sur des marchés où l’on dispose de suffisamment
données pour construire cette structure.

La problématique de ce mémoire s’insère dans le cadre du risque de crédit au-
quel sont soumises les dettes négociables, à savoir principalement les obligations. Du
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point de vue de l’évènement défaut, une obligation diffère peu d’un crédit bancaire
classique. Par contre ces titres possèdent un avantage significatif du fait de leur négo-
ciabilité : étant cotés par le marché, on peut raisonnablement penser que l’évolution
l’évolution de leurs prix doit traduire, outre les évolutions de l’offre et la demande
sur les produits de taux, les anticipations du marché concernant le risque de défaut
de l’émetteur. Quand une entreprise emprunte par le biais d’un crédit bancaire, sa
solvabilité anticipée n’est évaluée qu’une fois, lors de la détermination du taux de prêt
qui peut être plus ou moins élevé en comparaison avec le taux sans risque vu comme

le taux auquel peuvent se refinancer des contreparties jugées sûres, tels que les États
du G7 ou encore les grandes institutions financières internationales. Dans le cas d’une
émission obligataire, l’emprunteur n’aura beau être confronté à sa solvabilité anticipée
qu’une fois (lors de la détermination du taux de coupon), le marché aura quant à lui la
possibilité de réévaluer constamment la qualité de la signature de l’emprunteur par le
biais du prix auquel sera négociée l’obligation. Si le crédit de l’émetteur se détériore,
le prix auquel sera négociée sa dette va baisser. Conceptuellement, cela se traduire
par une hausse du taux actuariel rattaché au titre en question. On comprend donc
qu’à maturités égales, la comparaison des taux actuariels de différentes obligations
doit permettre de comparer les anticipations du marché sur le risque de solvabilité
des différents émetteurs. La comparaison historique du taux actuariel d’une obliga-
tion cotée avec le taux sans risque de même maturité permet donc d’observer ex-post
l’évolution du risque de crédit rattaché à la signature concernée au cours du temps.

La décennie qui s’achève a été particulièrement florissante en matière de risque de
crédit tant d’un point de vue industriel que conceptuel. Le développement des dérivés
de crédit a pris son essor sous l’impulsion des problématiques de rentabilité et de

contraintes prudentielles. Les premières transactions sont apparues aux États-Unis
au début de la décennie. La crise asiatique a rappeler que la qualité d’une signature
pouvait se détériorer subitement et qu’il y avait donc matière à couverture dans certain
cas. Enfin, les perspectives de l’Union Monétaire Européenne laissaient entrevoir le
développement d’un très grand marché de capitaux sans risque de change dans lequel
les besoins de couverture contre le risque de crédit ne tarderaient pas à se faire sentir.

Parallèlement, le sujet a suscité un intérêt très vif de la part des chercheurs en
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finance. Les premiers modèles ont été développés dans les années 70 et 80 en tant
qu’application de la théorie des options à la suite de l’article fondateur de Merton
(1974). Il s’agit des modèles dits à approche structurelle car ils reposent sur une
modélisation de la structure financière de la firme. Malheureusement, la mise œuvre
de ces modèles pose un certain nombre de difficultés pratiques liées à l’impossibilité
d’observer la valeur de marché des actifs de la firme. Pour contourner cette diffi-
culté, une nouvelle voie de recherche est apparue durant les années 90 et toute une
classe de modèles dits à intensité a été proposée. Dans cette approche, le défaut est
modélisé comme le premier saut d’un processus de Poisson, encore appelé processus
de Cox. L’intensité du processus représente la probabilité de défaut instantané et
peut dépendre d’un certain nombre de variables d’états. Ces modèles contournent
la difficulté d’obtenir la valeur de marché des actifs en s’appuyant uniquement sur
l’observation du spread de taux comme traduction du risque de crédit.
Si d’un point de vue académique on distingue donc deux écoles, l’une utilisant une

approche optionnelle (également appelée approche structurelle) et l’autre utilisant
une approche intensité (ou encore forme réduite), la plupart des modèles utilisés
aujourd’hui par les banques reposent sur l’approche structurelle. C’est notamment le
cas des modèles célèbres Credit Metrics et KMV.
L’objectif de ce mémoire est de présenter de manière théorique l’idée commune

aux modèles à intensité et d’étudier en détail l’approche proposé par Madan et Unal
(1998) dont on verra qu’elle se veut être un pont reliant les modèles à intensité et
l’approche structurelle. Le mémoire s’articule de la façon suivante : le premier chapitre
présente et discute les concepts théoriques, le deuxième est consacré à l’étude de la
modélisation du taux de recouvrement dans le modèle de Madan et Unal.



Chapitre 1

Modélisation du risque de défaut

Avant de présenter en détail les modèles à intensité, il est indispensable de rappeler
brièvement sur quelles idées reposent les modèles structurels en présentant le modèle
fondateur de Merton (1974). Signalons que la démarche première de l’ensemble des
modèles est la suivante : comment peut-on modéliser le prix d’un zéro-coupon compte-
tenu du risque de crédit qui y est rattaché ?

1.1 Modèle de Merton

On fait souvent référence à la théorie de la firme pour parler des modèles structurels de
risque de défaut. En effet, ces modèles reposent sur une représentation de la structure
financière de la firme, et plus particulièrement de sa dette. Merton (1974) propose une
représentation simplifiée du passif de l’entreprise, composé d’une dette uniquement
obligataire et des fonds propres.
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Structure financière de la firme de Merton (1974)

1.1.1 L’idée de base du modèle

Merton suppose que la dette obligataire est composée d’un unique un zéro-coupon

d’échéance T et de nominal B. À toute date t, les actifs de la firme valent A(t) et
les fonds propres E(t). Il convient de remarquer qu’il s’agit ici non pas des valeurs
comptables des actifs et des fonds propres mais de leur valeur de marché.

On peut envisager deux évolutions possibles à la date T . Soit A(T ) ≥ B et dans ce
cas la dette est remboursée et les actionnaires récupèrent A(T )− B. Soit A(T ) ≤ B

et dans ce cas l’entreprise est en défaut, les obligataires reçoivent A(T ) et deviennent

propriétaires de la firme. À la date T les actionnaires reçoivent max(A(T )−B, 0) et
les obligataires reçoivent min(A(T )−B, 0).

Remarquons que le pay-off final des obligataires peut se réécrire :

min(A(T ), B) = B −max(B − A(T ), 0) (1.1)

La détention d’une dette risquée peut donc s’interpréter comme une stratégie où l’on
aurait acheté un zéro-coupon sans risque dont on aurait financé une partie du coût
par la vente d’un put de sous-jacent A, de maturité T et de prix d’exercice B.

Tout l’originalité des modèles utilisant cette approche repose sur la spécification du
processus A. Elle imposera alors le prix du put précité et la prime de risque puis le
spread par rapport au taux sans risque.
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1.1.2 Les spécifications de Merton (1974)

Merton propose alors de stipuler une dynamique de type Black-Scholes (mouvement
brownien géométrique) pour la valeur de la firme :

dAt
At

= αdt+ σdWt (1.2)

D’autre part il fait l’hypothèse que le taux sans risque r est constant. En supposant
l’absence d’opportunité d’arbitrage on calcule le prix théorique de la dette risquée à
l’aide de la formule de Black-Scholes de valorisation des options :

B(At, t) = B exp−r(T−t)−
(
B exp−r(T−t) N(−d2)− AtN(−d1)

)
(1.3)

où N est la fonction de répartition de la loi normal centrée réduite et

d1 =
1
2
σ2T − log(Ber(T−t)/At)

σ
√
T

et d2 = d1 − σ
√
T .

Cette équation se réécrit de la manière suivante :

B(A, t) = exp−r(T−t)BN(d2) + At(1−N(d1)) (1.4)

On peut tirer quelques implications importantes de ces deux formules. Premièrement,
on remarque que si l’option est très en dehors de la monnaie (A(t)� B), la dette se

comporte comme un bond sans risque. À l’inverse, quand l’option est dans la monnaie,
la valeur de la dette est très sensible à la volatilité de l’actif. Deuxièmement, on voit
qu’à mesure que la maturité du bond tend vers 0, le spread de taux tend aussi vers
0. Enfin, ce modèle permet de bien mettre en évidence la relation entre le risque de
marché et le risque de crédit à travers la relation comptable qui existe entre la valeur
de l’actif, celle de la dette et celle de l’action : la baisse de la valeur des actifs implique
une hausse de la probabilité de défaut, et donc du risque de crédit.
Il existe un certain nombre de limites pratiques dans l’implémentation du modèle de
Merton :
• Le processus du sous-jacent A est difficilement observable. Or il est nécessaire de
connaître non seulement la valeur des actifs de la firme mais il faut aussi en estimer
la volatilité.
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• La modélisation de la structure financière peut sembler simpliste. On peut par

exemple remarquer qu’en cas de défaut, les ayants droits prioritaires que sont l’État
et les salariés doivent être pris en compte. Dans un modèle structurel où l’on tient
compte des différents niveaux de seniorité, il convient de déterminer simultanément
la valeur de toutes les créances, ce qui peut poser des problèmes de calcul.
• La vision du défaut proposée est très mécanique : le défaut a lieu lorsque la valeur
des actifs franchit une barrière explicite qui est le nominal de la dette. Dans les faits,
le défaut peut survenir soit avant, soit après le franchissement de cette barrière.
• Le défaut ne peut survenir qu’à l’échéance. En pratique, le défaut peut être
déclenché avant l’échéance par l’exigibilité d’autres créances comme par exemple le
paiement de fournisseurs.
• Le taux d’intérêt sans risque est supposé déterministe. Si cette hypothèse est
tenable pour des échéances courtes (inférieures à un an), elle ne l’est plus au delà.

Les nouveaux développements de modèles structurels ont donc consisté à répondre à
ces critiques en étoffant les hypothèses concernant la structure financière de la firme,
le processus de taux sans risque et à permettre le défaut avant l’échéance. Cela a
résulté dans une complexification de l’équation de valorisation qui ne permet plus
en général d’avoir une formule fermée. Par ailleurs, l’augmentation du nombre de
paramètres induit des difficultés d’estimation. Enfin, la principale limite qui repose
sur l’impossibilité d’observer la valeur de marché des actifs demeure quelque soit
l’extension du modèle.

Les modèles à intensité que nous allons présenter à présent répondent à ces limites
dans la mesure où ils ne s’intéressent plus à la survenance du défaut lui-même mais
à sa probabilité instantanée, l’intensité.

1.2 Généralités sur les modèles à intensité

Ces modèles reposent sur l’idée que le défaut est modélisé par le premier saut d’un
processus de Poisson. L’instant du défaut correspond à l’instant du premier saut,
tandis que l’ampleur du défaut est modélisée par l’importance du saut. L’intensité du
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processus de Poisson correspond à l’intensité de défaut, c’est-à-dire à la probabilité
instantanée de défaut. Les paramètres de l’intensité sont estimés grâce aux séries de
spreads de taux. L’intérêt principal de cette approche est de ne reposer que sur des
données de marché observables. Cet avantage est aussi la faiblesse de ces modèle : en
s’affranchissant de la modélisation de la structure financière de l’entreprise, il semble
que l’on perd le fondement économique de l’explication du défaut. Le risque serait
donc d’ignorer dans le modèle certains facteurs économiques du défaut. Nous allons
voir que cette faiblesse peut être en partie corrigée en faisant dépendre l’intensité de
variables économiques.

La première partie de cette section propose une formulation générale des modèles
à intensité à partir de laquelle il est possible de dériver les principaux modèles de
cette famille en tenant compte des hypothèses particulières à chaque auteur. Cela
nous permettra dans un second temps de présenter les deux modèles à intensité les
plus célèbres, le premier historiquement proposé par Jarrow et Turnbull (1995) et le
modèle de Duffie et Singleton (1998).
Enfin, le modèle de Madan et Unal (1998) est présenté plus en détails. L’originalité
de l’article de Madan et Unal est de prendre en considération des dettes junior et
senior, ce qui va permettre d’estimer la loi du taux de recouvrement et de pouvoir se
passer de spécifier le processus suivi par le taux sans risque.

1.2.1 Cadre et hypothèses de travail en temps continu

On se place dans un espace probabilisé (Ω,G,P∗) où P∗ est une probabilité risque
neutre, c’est à dire une probabilité pour laquelle les prix des actifs financiers actualisés
sont des martingales. Cela implique que ces prix actualisés sont égaux aux espérances
des pay-off futurs actualisés. On fait donc implicitement l’hypothèse d’absence d’op-
portunité d’arbitrage, hypothèse qui nous assure l’existence mais non l’unicité de P∗.
La plupart des modèles procèdent en plus à l’hypothèse de complétude des marchés. Il
en était de même pour les modèles structurels. Cette hypothèse assure l’unicité de la
probabilité martingale ce qui implique l’unicité du prix. Il convient de rester prudent
vis à de cette hypothèse qui est très forte, voire contestable. En effet celle-ci équivaut
à la réplicabilité de tout actif par d’autres actifs à l’aide de stratégies autofinancées.
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Intuitivement on imagine mal qu’il soit possible de répliquer parfaitement un actif
pouvant faire défaut à tout moment. On peut par exemple imaginer se couvrir en
étant court sur l’action. Mais si une telle stratégie couvre bien le premier aléa, lié
à la survenance du défaut, elle ne prend pas en compte l’incertitude liée au taux de
recouvrement en cas de défaut qui est aussi aléatoire. Nous ferons néanmoins cette
hypothèse dans la suite de notre travail.

On introduit une première filtration F = (Ft)t≥0 comme étant la filtration engendrée
par les prix des actifs financiers. On modélise l’instant de défaut par une variable
aléatoire τ positive définie sur (Ω,G,P∗), cette variable aléatoire n’a a priori aucune
raison d’être un F-temps d’arrêt. On introduit le processus Ht = 1{τ≤t}, auquel on se
référera quand on parlera du processus de défaut : il vaut 1 si le défaut est survenu
et 0 sinon. On définit alors la filtration engendrée par ce processus : H = (Ht)t≥0

où Ht = σ(Hu, u ≤ t). Dans cette filtration, l’instant de défaut est un temps d’arrêt
par construction. Soit alors la filtration G = H ∨ F c’est à dire que pour tout t on
a Gt = σ(Hu,Fu, u ≤ t). D’un point de vue pratique, on vient d’enrichir la filtration
des prix du minimum d’information nécessaire pour rendre le processus de défaut
mesurable. C’est comme si on venait "d’installer dans la salle des marchés un réveil
qui sonnera à l’instant précis du défaut". On fera l’hypothèse que l’ensemble des
informations relatives au défaut est inclue dans Gt pour tout t.
Il convient maintenant de noter que le processus Ht est une G-sous-martingale, pour
cela il suffit de remarquer que pour t ≤ s :

1{τ≤s} = 1{τ≤t} + 1{t<τ≤s}

En prenant l’espérance conditionnelle des deux termes de cette égalité, et en utilisant
la G-mesurabilité de H :

E∗(Hs|Gt) = Ht + E∗(1{t<τ≤s}|Gt) ≥ Ht

Cette relation assure la propriété de sous-martingalité. L’intuition générale des mo-
dèles à intensité est alors motivée par la propriété de Doob-Meyer, qui assure l’exis-
tence d’une unique décomposition du processus de défaut de la forme Ht = Mt+At où
Mt est une martingale et At est un processus prévisible et croissant. Cette propriété
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motive l’hypothèse selon laquelle il existe un unique processus positif F-adapté (λt),
auquel on se référera sous le nom de taux instantané de défaut (ou encore intensité
de défaut), tel que le processus Mt défini ci-dessous soit une G-martingale.

Mt = Ht −
∫ t

0

1{u≤τ}λu du (1.5)

Si l’existence de λt repose en toute généralité sur des hypothèses techniques très
fines (Jeanblanc et Rutowski (1999) proposent à ce sujet une étude complète du pro-
blème), on pourra remarquer que dans le cas d’un processus de Poisson de paramètre
λ constant, ce paramètre est exactement l’intensité de défaut du processus tel qu’on
l’a défini en toute généralité. Une conséquence immédiate de cette modélisation est
que la probabilité de faire défaut entre t et t + dt sachant qu’il n’y pas encore eu
défaut en t est peu différente de λ(t)dt.

1.2.2 Valorisation risque neutre d’une dette risquée

Dans les modèles à intensité, les zéro-coupons risqués de nominal 1 et de maturité
T sont introduits par la donnée d’un couple (τ, Z) où τ est l’instant de défaut et où
Z est un processus (F-prévisible) qui désigne le le recouvrement du zéro-coupon si le
défaut survient avant la maturité.
On introduit de façon classique le processus (rt)t≥0 représentant le taux instantané

sans risque, il est F-mesurable. On note également Bt = exp(
∫ t

0
rudu).

L’objectif de ce paragraphe est de fournir plusieurs formes équivalentes de la valori-
sation risque-neutre du zéro-coupon risqué dont on notera Vt le processus des prix.
La démarche la plus générale est d’introduire le processus D des dividendes associé à
(τ, Z). Il est égale soit au recouvrement en cas de défaut, soit au nominal si la dette
est remboursée. Ceci se traduit par :

Dt =

∫ t

0

ZudHu + (1−HT )1{t=T}

D’après la théorie de l’arbitrage, le prix du titre risqué actualisé s’écrit comme l’espé-
rance sous la probabilité risque neutre du pay-off actualisé. En utilisant le processus
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des dividendes, ce prix s’écrit :

Vt = Bt E∗
(∫ T

t

B−1
u dDu|Gt

)
Compte-tenu de la forme de Dt, on peut réécrire de façon équivalente :

Vt = BtE∗
(∫ T

t

B−1
u ZudHu +B−1

T 1{T<τ}|Gt
)

(1.6)

Vt = Bt E∗
(
B−1
τ Zτ1{t<τ≤T} +B−1

T 1{T<τ}|Gt
)

(1.7)

En utilisant la définition de l’intensité 1.5 on peut encoure réécrire 1.6 :

Vt = Bt E∗
(∫ T

t

B−1
u Zu(dMu + 1{u≤τ}λudu) +B−1

T 1{T<τ}|Gt
)

On utilise alors le fait que M est une G-martingale pour conclure que :

Vt = Bt E∗
(∫ T

t

B−1
u Zu1{u≤τ}λu du+B−1

T 1{T<τ}|Gt
)

(1.8)

1.2.3 Théorème de représentation du prix de la dette risquée

L’objectif de paragraphe, assez technique, est principalement de montrer la formule
de valorisation 1.10 qui est une autre représentation du prix de la dette risquée,
valable sous une hypothèse de continuité que nous préciserons. Cette formulation
générale permettra de dériver les modèles classiques du risque de défaut en faisant les
hypothèses adéquates. On commence par introduire de nouveaux processus :

Λt = exp

(∫ t

0

λudu

)

B̃t = Bt Λt = exp

(∫ t

0

(λu + ru) du

)

St = B̃t E∗
(∫ T

t

B̃−1
t Zu λu du+ B̃−1

T |Gt
)
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Proposition 1.2.1. On a :

Ut = 1{t<τ}St = Bt E∗
(∫ T

t

B−1
u (Zu + ∆Su) dHu +B−1

T 1{T<τ}|Gt
)

(1.9)

Démonstration. On rappelle que ∆Xt = Xt − Xt− par définition pour un processus
càdlàgue 1. On peut écrire

St = B̃t

(
Nt −

∫ t

0

B−1
u Zu λu du

)
où

Nt = E∗
(∫ T

0

B̃−1
u Zu λu du+ B̃−1

T |Gt
)

Nt qui s’écrit comme une espérance conditionnelle, est une G-martingale. En appli-
quant la formule d’Itô on obtient :

dSt = (rt + λt)St− dt− Zt λt dt+ B̃t dNt

D’autre part on remarque que Ut = St − HtSt. En appliquant à nouveau la formule
d’Itô on trouve :

dUt = dSt − St−dHt −Ht − dSt −∆St∆Ht

En utilisant 1.5 on a : dHt = dMt+(1−Ht−)λtdt, et en combinant les deux expressions
précédentes on trouve que :

dUt = rtUt−dt− ZtdHt + ZtdMt + (1−Ht−)B̃tdNt − St−dMt −∆St∆Ht

Il suffit alors de remarquer que H est à variations finies et de poser :

dÑt = (Zt − St−)dNt + (1−Ht−)B̃tdMt

Pour obtenir :
dUt = rtUt−dt− (Zt + ∆St)dHt + dÑt

On utilise le fait que Ñ est une G-martingale et que UT = 1{T<τ} pour intégrer
l’expression précédente et aboutir à 1.9.

1. continu à droite et limité à gauche
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Corollaire 1.2.1. On remarque que l’on peut réécrire :

Ut = Bt E∗(B−1
τ

(
Zτ + ∆Sτ )1{t<τ≤T} +B−1

T 1{T<τ}|Gt
)

Sous l’hypothèse de continuité ∆Sτ = 0, on a Ut = Vt ce qui permet alors de conclure :

Vt = 1{t<τ}B̃t E∗
(∫ T

t

B̃−1
u Zu λu du+ B̃−1

T |Gt
)

(1.10)

Ce qui donne une dernière expression de la valorisation d’un zéro coupon risqué, à
partir de laquelle on pourra dériver plusieurs modèles à intensité classiques. On signa-
lera que l’hypothèse de continuité introduite ici est fondamentale dans le cas générale
qui est le notre. Au sujet de cette hypothèse, pas toujours énoncée de façon explicite
dans tous les articles, on pourra se référer à Jeanblanc et Rutowski (1999) pour une
présentation technique de ses enjeux. On se contentera de signaler qu’elle revient à
imposer certaines conditions sur la nature du processus λ après l’instant τ . Il est vrai
qu’alors on sort du domaine strictement financier, dans la mesure où l’on voit mal
le marché se préoccuper de la nature de l’intensité de défaut une fois que celui-ci a
eu lieu. C’est là probablement une des limites de toutes ces tentatives de modélisa-
tion qui, se voulant très pointues, aboutissent nécessairement à des conjectures qui
semblent sortir du domaine financier.

1.2.4 Commentaires et premières conséquences

On remarque tout d’abord que 1.10 implique que la valeur de la dette est nulle après
l’instant de défaut dans ce modèle, ce qui se conçoit aisément dans la mesure où l’on
a supposé que le porteur du zéro-coupon est indemnisé (à hauteur de Z) à l’instant
exact du défaut. Nous avions déjà remarqué dans l’introduction que l’aspect aléatoire
du recouvrement permettait de capturer l’effet de capitalisation des intérêts lié à un
recouvrement retardé.
Une première conséquence intéressante de 1.10 est le cas où le recouvrement en cas
de défaut est nul. Dans ce cas la valeur du titre peut se réécrire (puisque Zt=0 pour
tout t) :

V Z=0
t = 1{t<τ}E∗

(
exp−

∫ T
t (ru+λu)du |Gt

)
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Cette formule s’interprète par analogie à la valorisation d’un zéro coupon. Le prix se
comporte comme si le titre était un zéro-coupon dont le taux spot vaudrait (rt + λt).
Ce cas particulier donne tout son sens à l’appellation de taux instantané de défaut
que l’on donne au processus λ. On voit que quand λ diverge vers l’infini, Vt tend vers
0, ce qui annonce que le marché anticipe un défaut imminent de l’émetteur.
Plaçons nous dans le cas où r = 0 et Z = 0. On a alors :

Vt = E∗
(
1{T<τ}|Gt

)
= P∗(T < τ |Gt)

Le prix de la dette s’identifie alors à ce que l’on peut appeler la probabilité de non
défaut avant maturité (ou encore la probabilité de survie). En utilisant 1.10 on obtient
alors une relation entre la probabilité de servie et le processus λ :

P∗(T < τ |Gt) = 1{t<τ}E∗
(

exp−
∫ T
t λudu |Gt

)
Le cas où le taux de recouvrement est égal à une constante δ>0 donne des résultats
moins intuitifs :

V Z=δ
t = 1{t<τ}δ B̃t E∗

(∫ T

t

B̃−1
u λudu|Gt

)
+ V Z=0

t

On peut comparer cette expression avec celle que l’on dériverait de 1.7 :

V Z=δ
t = δ Bt E∗

(
B−1
τ 1{t<τ≤T}|Gt

)
+ V Z=0

t

En identifiant ces deux égalités il vient :

1{t<τ}E∗
(∫ T

t

δe−
∫ u
t rsds

∂Πt
u

∂u
du|Gt

)
= 1{t<τ}E∗

(
δe−

∫ τ
t rsds1{τ≤T}|Gt

)
où l’on a posé

Πt
u = 1− e−

∫ u
t λsds

Ce processus, qui part de l’instant t, peut s’interpréter comme une intensité de survie
sachant qu’il n’y a pas eu défaut en t. Selon que λ reste faible et stable ou bien qu’il
soit élevé et croissant, le processus restera proche de 1 (faible probabilité de défaut) ou
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bien tendra vers 0 (survie de plus en plus compromise). Remarquons que sur chacune
de ses trajectoires, ce processus est décroissant.

Si on se place à un temps t où le défaut n’a pas eu lieu (donc 1{t<τ} = 1) alors
le deuxième terme de l’égalité précédente s’interprète comme le prix d’un titre qui
payera δ à une date τ aléatoire si cette date survient avant T . D’après cette égalité,
ce prix peut s’interpréter comme l’espérance d’une somme de paiements (les termes

δ.e−
∫ u
t λsds) pondérée par une "mortalité instantanée" (représentée par le terme ∂Πtu

∂u
t).

On remarquera que si on avait choisit un λ constant, le risque de crédit aurait été
complètement évalué par la donnée de ce λ qui fixerait la forme de Πt

u et de V Z=0
t , le

seul aspect aléatoire résiderait alors dans le processus du taux spot (on a déjà fixé le
recouvrement comme étant constant).

Ces quelques remarques nous montrent que le degré de complexité des modélisation
envisageables sera intimement lié aux spécifications formulées sur le couple de pro-
cessus (Zt, λt) ainsi qu’à son lien avec le processus du taux sans risque instantané (en
terme de dépendance conditionnelle).

1.2.5 Hypothèse H

Les modèles à intensité ont la particularité d’imposer des résultats conditionnellement
à une information modélisée par une filtration (G) qui n’est pas la filtration usuelle
de prix utilisée en général en finance, Cela peut poser problème lorsque l’on cherche
à inclure la théorie du risque de crédit dans une théorie plus générale. Ainsi, si les
résultats tels que la formule 1.10 semblent particulièrement intéressants, ils soulèvent
le problème de la modélisation de rt ou de toutes autres variables usuelles comme
par exemple le processus de prix d’une action. Les modèles de taux ou le modèles
de Black-Scholes ont tous été spécifiés dans la filtration brownienne des prix, c’est à
dire ici la filtration F. Or ici rien ne nous assure à priori que les diffusions employées
pour ces modèles aient encore la même loi dans la filtration G. C’est pourquoi il
peut sembler naturel, avant toute spécification des processus (Zt, λt), de chercher à
obtenir des résultats pour lesquels les espérances conditionnelles utilisées pour les
valorisations soient relatives à F.
Pour cela, il suffit d’introduire une hypothèse, appelée hypothèse H, qui implique
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que toute F−martingale est une G−martingale. Cette hypothèse peut se formuler de
différentes manières, toutes équivalentes dont celle-ci peut sembler la plus intéressante
du point de vue du risque de crédit :

P∗(τ ≤ u | Ft) = P∗(τ ≤ u | F∞), pour tout 0 < u ≤ t (1.11)

Cette hypothèse semble pouvoir s’interpréter de la manière suivante : si à une date t
on s’intéresse à l’évènement "le défaut est survenu il y a quelques jours", alors l’obser-
vation des prix ne nous en apprendra pas plus "demain" qu’elle ne nous en apprend
aujourd’hui. On fait appel de façon implicite à la notion d’efficience des marchés.
D’après 1.11, si le défaut a déjà eu lieu les prix reflètent déjà toute l’information
disponible sur (τ ≤ u) et ne s’enrichiront plus d’informations nouvelles à ce sujet à
l’avenir. Cette hypothèse assure notamment que tout mouvement brownien dans la
filtration F est aussi un mouvement brownien dans la filtration G. Ainsi, il devient
possible de travailler de façon équivalente dans la filtration brownienne usuelle des
prix F sans perte de généralité.
Cette hypothèse ne se retrouve pas de manière explicite dans tous les articles de risque
de défaut. Dans certains cas, la simplicité des modèles permet de ne pas passer par
1.10 et de faire l’économie de 1.11, cependant cette hypothèse est obligatoire dans le
cadre de deux des modèles que nous allons présenter : le Duffie et Singleton (1994)
et le Madan et Unal (1998). Sous H, le théorème précédent peut se réécrire avec le
processus St :

St = B̃t E∗
(∫ T

t

B̃−1
u Zu λu du+ B̃−1

T |Ft
)

Comme les processus de prix sont définis dans la filtration brownienne, St ne saute
pas (par continuité du mouvement brownien) et l’hypothèse de continuité faite pré-
cédemment, ∆St = 0, est nécessairement vérifiée. Ce processus est une F-martingale
mais égale une G-martingale d’après 1.11. Tous les développements précédents restent
donc valides si ce n’est que le corollaire s’écrit conditionnellement à Ft :

Vt = 1{t<τ}B̃tE∗
(∫ T

t

B̃−1
u Zu λu du+ B̃−1

T |Ft
)

(1.12)

On a de même avec r = 0 :
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P∗(T < τ |Ft) = 1{t<τ}E∗
(
e−

∫ T
t λudu|Ft

)
On se propose à présent de présenter les hypothèses et les résultats des modèles de
Jarrow et Turnbull (1995) et de Duffie et Singleton (1998), ce qui nous permettra
d’avoir des champs de comparaison avec le modèle de Madan et Unal (1998) que nous
avons étudié plus en détails. Ces modèles pourront être dérivés de la forme générale
1.12.

1.2.6 Modèle de Jarrow et Turnbull (1995)

Il s’agit du premier modèle à intensité à avoir été publié. Dans ce modèle, le processus
de défaut correspond à un simple saut Poissonnien au sens classique du terme. Cela
revient donc à supposer que le taux instantané de défaut est constant dans le temps et
égal à λ. La probabilité de survie à 1 an est donc constante. Ce type de modélisation
est à rapprocher du rating émis par les agences de notation : à un rating donné
correspond une probabilité annuelle de faire défaut, cette probabilité reste constante
tant que le rating reste constant. Mathématiquement cette hypothèse s’écrit :

B̃t = Bte
λt

On remarque que l’on a en particulier :

1{t<τ}P
∗(T < τ |Ft) = e−λ(T−t)

La probabilité de survie (c’est à dire de non défaut d’ici à l’échéance) prend une
forme extrêmement simple. D’autre part, le modèle suppose l’indépendance entre
le processus des taux spot et le processus de défaut. Nous reviendrons lors de la
présentation du modèle Madan et Unal sur les conséquences de cette hypothèse.
En ce qui concerne la modélisation du taux de recouvrement, les deux auteurs sup-
posent que quelque soit l’instant de défaut, le recouvrement capitalisé au taux sans
risque vaudra à la date T une fraction déterministe δ du paiement promis (1 ici). On
peut réécrire cette hypothèse sous la forme suivante :

δ = Zue
∫ T
u rsds = ZuBTB

−1
u
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Étant donné l’ensemble des hypothèses formulées, 1.12 devient :

Vt = 1{t<τ}E∗
[
BtB

−1
T

(
δ

∫ T

t

exp(−λ(u− t))λdu+ exp(−λ(T − t))
)
|Ft
]

d’où, en posant B(t < T ) = E∗(BtB
−1
T |Ft) le prix en t d’un zéro coupon sans risque

d’échéance T :

Vt = 1{t<τ}B(t, T )
(
δ(1− e−λ(T−t)) + e−λ(T−t)) (1.13)

Le modèle de Jarrow et Turnbull (1995) aboutit à une formule très intuitive selon
laquelle le prix d’un zéro-coupon risqué se déduit du prix d’un zéro-coupon sans
risque en le multipliant par l’espérance sous la probabilité risque neutre du pay-
off à la maturité. On remarquera d’autre part que l’avantage de ce modèle réside
dans la simplicité de l’équation de tarification ainsi que dans le nombre restreint
de paramètres introduits. Cette formule permet notamment d’aboutir à une formule
fermée pour le prix d’un call européen sur le zéro-coupon risqué.

1.2.7 Modèle de Duffie et Singleton (1998)

L’originalité de la modélisation proposée par Duffie et Singleton repose sur la spéci-
fication du processus de recouvrement. On remarquera que dans le modèle de Jarrow
et Turnbull, le taux de recouvrement est exogène et indépendant du processus de
défaut. Duffie et Singleton proposent de spécifier un taux de recouvrement endogène,
c’est à dire dépendant en partie du processus de prix. Pour cela, ils supposent que
la perte en capital lors du défaut est une fraction Lt (éventuellement aléatoire) du
processus St. Cette hypothèse s’écrit :

Zt = (1− Lt)St

En introduisant cette hypothèse dans la démonstration de 1.10, par des calculs simi-
laires et en supposant 1.11 vérifiée on arrive alors au résultat suivant :

Vt = 1{t<τ}E∗
[
exp

(
−
∫ T

t

(ru + Luλu)du|Ft
)]

(1.14)
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Cette valorisation s’assimile à celle d’un zéro-coupon sans risque dont on aurait rem-
placé le taux spot par (ru+Luλu). Ce modèle donne en particulier une interprétation
explicite du spread de crédit : le processus (Ltλt). D’autre part l’équation de valori-
sation ci-dessus laisse encore beaucoup de liberté quand à la modélisation de λ, de L
et de r. Le taux instantané de défaut et le recouvrement peuvent très bien s’envisager
tous les deux stochastiques et corrélés au taux sans risque.

L’idée forte de ce modèle est de montrer que dans une démarche à intensité, le spread
est tout autant dépendant de la modélisation de l’intensité λ que de celle du recou-
vrement Z et qu’il semble donc illusoire d’estimer les deux en toute généralité avec
un seul spread, le marché agrégeant les deux.

D’un point de vue pratique ce modèle peut s’implémenter en posant Lt = L et en
spécifiant une diffusion Markovienne (de type CIR par exemple) pour le processus λ.
On peut aussi imaginer comme nous le verrons dans la section 3 faire dépendre le
processus λt d’un certain nombre de variables d’états vraisemblablement corrélées au
risque du crédit.

1.2.8 Modèle de Madan et Unal (1998)

Ce modèle, que l’on étudiera d’un point de vue de l’implémentation dans la prochaine
partie, présente des similitudes avec les deux modèles précédents.

H1. Comme dans le modèle de Jarrow et Turnbull, le processus de défaut est supposé
indépendant du processus de taux spot. Si on raisonne d’un point de vue heuristique,
il peut paraître surprenant de procéder à une telle hypothèse. Supposons qu’une
entreprise soit confrontée à un problème passager de liquidité l’empêchant à priori de
payer les intérêts de sa dette. Dans un contexte de taux bas, on peut très bien envisager
un refinancement à court-terme permettant d’obtenir les liquidités nécessaires au
paiement de ses intérêts. Par contre, dans l’hypothèse où les taux sont trop élevés, il
pourrait être impossible pour l’entreprise de rouler sa dette. Un autre cas particulier
et très important est celui des établissements financiers comme les banques ou les
assurances. Si on considère l’exemple d’une compagnie d’assurance vie qui a garanti
un rendement minimum à ses assurés, le taux auquel sont placés ses actifs conditionne
fortement sa capacité à honorer ses engagements et joue sur sa probabilité de défaut.
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D’une manière générale, il ne paraît donc pas impossible que les taux courts influent
sur le processus de défaut. Le modèle peut néanmoins être réécrit sans cette hypothèse
comme cela est proposé dans la suite de ce mémoire.
H2. En ce qui concerne le recouvrement en cas de défaut, Madan et Unal supposent
que le processus :

Yu = Zu exp

(∫ T

u

rsds

)
= ZuBT B

−1
u

est indépendant du temps, ce qui en fait une variable aléatoire que nous noterons Y .
Cette hypothèse signifie que le recouvrement en cas de défaut "vu à la date T", c’est
à dire capitalisé au taux sans risque, est indépendant du temps sous la probabilité
risque neutre. Le marché fait donc comme s’il ne s’intéressait au recouvrement en
cas de défaut qu’en terme de numéraire de la date T . Cette hypothèse généralise la
modélisation de Jarrow et Turnbull dans le sens où δ devient ici une variable aléatoire
Y , ce qui est plus réaliste.
H3. D’autre part cette variable aléatoire Y est supposée indépendante du processus
(rt)t≥0. Cette hypothèse semble à notre sens tout aussi discutable que l’hypothèse
d’indépendance de λ et de r. En effet, en cas de défaut, la valeur des actifs d’une
entreprise mise en liquidation judiciaire peut être affectée par les conditions du mar-
ché de l’emprunt. On peut très bien envisager que le niveau des taux influe sur la
vigueur du marché immobilier et par la même occasion sur la valeur liquidative des
actifs corporels de l’entreprise. Ceci est bien sûr d’autant plus vrai en ce concerne les
établissements financiers dont actifs et passifs sont largement dépendants du niveau
des taux d’intérêt. La aussi, comme pour H1, nous montrons qu’il est possible de
réécrire un modèle présentant les mêmes avantages sans formuler cette hypothèse.
L’hypothèse H2 permet de récrire l’équation de valorisation 1.12 sous la forme sui-
vante :

Vt = 1{t<τ}E∗
(∫ T

t

Y (BtB
−1
T )(Λ−1

u Λt)λu du+ (BtB
−1
T )(Λ−1

T Λt)|Ft
)

(1.15)

d’où, compte-tenu des hypothèses d’indépendance :

Vt = 1{t<τ}E∗(BtB
−1
T |Ft)

[
E∗(Y )E∗

(∫ T

t

(Λ−1
u Λt)λu du|Ft

)
+ E∗

(
(ΛtΛ

−1
T )|Ft

)]
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Il reste alors à constater que E∗(BtB
−1
T |Ft) est le prix d’un zéro-coupon sans risque

de maturité T et que d’autre part, l’intégrale se calcule explicitement et vaut

(1− ΛtΛ
−1
T ) = 1− exp(−

∫ T
t
λudu). On a donc :

Vt = 1{t<τ}B(t, T )
[
E∗
(
e(−

∫ T
t λudu)|Ft

)
+
(

1− E∗
(
e(−

∫ T
t λudu)|Ft

))
E∗(Y )

]
Si on se place à un temps t antérieur au défaut, on définit alors :

F (t, T ) = P∗(T < τ |Ft) = E∗
(
e(−

∫ T
t λudu)|Ft

)
(1.16)

la probabilité de survie pour une dette d’échéance T à la date t. On obtient alors une
expression du prix de la datte en fonction de la probabilité de survie et de l’espérance
de recouvrement sous P∗ :

V (t, T ) = B(t, T ) [F (t, T ) + (1− F (t, T ))E∗(Y )] (1.17)

Cette formule de valorisation est très proche dans l’esprit de celle obtenue par Jarrow
et Turnbull. Elle la généralise néanmoins avec un recouvrement et une probabilité de
défaut tous deux aléatoires. Pour bien mettre en évidence les paramètres propres au
défaut, les auteurs proposent de travailler avec la variable :

W (t, T ) =
V (t, T )

B(t, T )

Par absence d’opportunité d’arbitrage, W (t, T ) peut s’assimiler au prix d’un contrat
forward d’échéance T sur la dette risquée de même échéance. Notons cependant que
l’analogie n’est pas primordiale et qu’il est surtout important de remarquer que l’on
obtient une relation entre une variable observable et des paramètres que l’on cherche
à estimer :

W (t, T ) = F (t, T ) + (1− F (t, T ))E∗(Y ) (1.18)

Les hypothèses faites ont donc permis de séparer dans la formule de valorisation
les deux composantes aléatoires du risque de crédit : le risque de survenance pur du
défaut, contenu dans la probabilité de survie F (t, T ), et les termes du recouvrement Y .
Néanmoins, comme la formule 1.14 du modèle de Duffie et Singleton (1998) le montre
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bien, une simple série de spreads ne permet pas de distinguer et donc d’estimer ces
deux composantes du risque de crédit.

L’originalité de la démarche de Madan et Unal repose alors sur l’idée que si deux
dettes de même échéance présentent à toute date la même probabilité de survie mais
des espérances de recouvrement différentes, il est alors possible d’estimer séparément
les termes de défaut pur (F (t, T )) et les termes de recouvrement Y . C’est en particu-
lier le cas quand une entreprise émet pour une même échéance deux types de dettes :
l’une senior et l’autre junior. Ces dettes se distinguent par le fait que si l’émetteur
fait défaut, les obligataires senior ont priorité absolue (en théorie) sur les détenteurs
de dette junior pour le remboursement. Si la liquidation de l’entreprise ne permet
pas un remboursement intégral de la dette senior, les obligataires junior ne récupére-
ront rien. On se retrouve alors exactement dans le cas de deux titres ayant la même
probabilité de défaut mais des espérances de recouvrement différentes. Un résultat
identique pourrait être obtenu en regardant un bond risqueé avec un dérivé de crédit
ayant comme sous-jacent ce bond. Néanmoins, les prix de ces dérivés ne sont pas à
l’heure actuelle suffisamment fiables pour pouvoir être utilisés en toute confiance. Les
transactions sur ces nouveaux produits concernent encore des montants faibles et sont
relativement rares.

Si on note Y le taux de recouvrement global de la dette de la firme en cas de défaut
et q la densité de la loi de Y sous P∗, il existe alors deux fonctions déterministes S
et J exprimant les taux de recouvrement respectifs des deux dettes en cas de défaut
telles que 1.18 puisse s’écrire :

WS(t, T ) = F (t, T ) + (1− F (t, T ))

∫ 1

0

S(y)q(y)dy (1.19)

WJ(t, T ) = F (t, T ) + (1− F (t, T ))

∫ 1

0

J(y)q(y)dy (1.20)

À l’aide de ces deux équations on peut éliminer F (t, T ) et écrire :

WS(t, T )−WJ(t, T )

1−WJ(t, T )
=

∫ 1

0
[S(y)− J(y)]q(y)dy∫ 1

0
[1− J(y)]q(y)dy

(1.21)
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Cette équation doit permettre d’estimer l’ampleur de défaut "risque neutre", c’est à
dire la distribution de Y sous P∗. Une fois l’ampleur de défaut estimée, on en déduit
les probabilités de survie induites à l’aide de 1.19 ou de 1.20. On se référera souvent
au terme de gauche de l’égalité 1.21 sous le terme de spread relatif. En effet, cette
grandeur traduit l’ampleur du spread junior-senior par rapport au spread senior-sans
risque.

On peut alors rentrer dans une deuxième étape liée à la modélisation de l’intensité
λ et à son estimation. En ce qui concerne la modélisation du taux instantané de
défaut, Madan et Unal se rapprochent de Duffie et Singleton dans la mesure où le
processus λ est stochastique. Ce caractère stochastique est introduit par une relation
fonctionnelle reliant λ à un vecteur de variables d’état spécifique (st)t≥0 traduisant la
solidité financière de l’émetteur :

λt = φ(t, st)

F (t, T ) = E∗
(
e(−

∫ T
t φ(u,su)du)|Ft

)
dst = µ(t, st)dt+ σ(t, st)

′ dWt

Le caractère stochastique de λt est lié au fait que st suit une diffusion markovienne.
Parce qu’il cherche à relier la probabilité de défaut à une information spécifique à la
solidité financière de l’entreprise, le modèle de Madan et Unal semble donc vouloir
réconcilier l’approche de Merton et les approches à intensité.

1.2.9 Réécriture du modèle de Madan et Unal (1998) à l’aide

de la probabilité forward neutre

Les hypothèses H1 et H3 formulées par Madan et Unal permettent de séparer les deux
composantes du risque sous la probabilité risque neutre et donc en prenant deux dettes
de deux séniorités différentes d’estimer séparément ces deux composantes. Néanmoins,
nous avons vu que ces hypothèses sont fortes et sont des limites importantes du
modèle. Nous montrons ici que ces deux hypothèses peuvent pourtant être évitées en
effectuant un changement de numéraire, technique suggérée par Geman, El Karoui
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et Rochet (1995) pour se débarrasser des problèmes de corrélation avec le processus
de taux sans risque dans les formules de valorisation. Au lieu de prendre comme

numéraire Bt = exp(−
∫ t

0
rsds) comme sous la probabilité risque neutre, on prend le

prix d’un zéro-coupon sans risque B(t, T ).

La probabilité forward neutre relative à T notée QT est définie comme la probabilité

qui rend martingale le processus
(
B(t, T )

Bt

)
. On a ainsi pour un flux aléatoire Xs

Fs-mesurable :

EQm(Xs|Ft) = E∗
(
Xs

B(s,m)

Bs

Bt

B(t,m)

)
On reprend l’équation 1.15 de valorisation où seule l’hypothèse H2 a été utilisée :

Vt = 1{t<τ}E∗
[
(BtB

−1
T )

(∫ T

t

Y (Λ−1
u Λt)λu du+ (Λ−1

T Λt)

)
|Ft
]

On introduisant la probabilité forward neutre QT , on obtient :

Vt = 1{t<τ}EQ
T

[
B(t, T )

B(T, T )

(∫ T

t

Y (Λ−1
u Λt)λu du+ (Λ−1

T Λt)

)
|Ft
]

Or comme B(t, T ) est Ft-mesurable et B(T, T ) = 1 , on a :

Vt = 1{t<τ}B(t, T )

[
EQT

(
Y

∫ T

t

(Λ−1
u Λt)λu du|Ft

)
+ EQT

(
(Λ−1

T Λt)|Ft
)]

est équivalente à

Vt = 1{t<τ}B(t, T )
(
FQT (t, T ) + (1− FQT (t, T )

)
EQT (Y |Ft) (1.22)

où

FQT (t, T ) = PQT (T < τ |Ft) = EQT (e(−
∫ T
t λudu)|Ft) (1.23)

est la probabilité de survie sous la probabilité forward neutre et non plus sous la
probabilité risque neutre. W (t, T ) s’écrit en définitive :

W (t, T ) = FQT (t, T ) + (1− FQT (t, T )).EQT (Y |Ft)) (1.24)
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La formule de valorisation 1.24 est équivalente à celle proposée par Madan et Unal
(1998) mais avec la probabilité de survie et le taux de recouvrement exprimés sous la
probabilité forward neutre. Elle sépare bien les deux composantes du risque de défaut
et permet de cette façon l’utilisation de la même méthode pour les estimer à partir
du spread relatif.



Chapitre 2

Modélisation de l’ampleur de défaut

2.1 Modèle proposé par Madan et Unal

Pour plus de clarté, nous considérerons que les hypothèses H1 et H2 sont vérifiées et
que nous estimons les paramètres du taux de recouvrement et les probabilités de survie
sous la probabilité risque neutre. La méthodologie et les résultats seraient absolument
identiques si on retenait la formule de valorisation 1.24 utilisant la probabilité forward
neutre. Il faudrait dans ce cas interpréter la loi du taux de recouvrement comme étant
spécifiée sous cette probabilité et considérer des probabilités de survie forward neutre.

2.1.1 Spécification des fonctions de recouvrement

L’estimation de l’ampleur de défaut repose sur l’équation 1.21 qui ne dépend plus de
la probabilité de défaut mais uniquement du taux de recouvrement.

Ce taux est modélisé par la variable aléatoire Y , de densité risque neutre q(y). Elle
représente le montant recouvré en cas de défaut pour un franc de dette contractée. La
valeur prise par Y ne tient donc pas compte de la structure de la dette, et notamment
du niveau de séniorité des différentes créances : il s’agit d’une valeur moyenne de
recouvrement. On suppose maintenant que la dette de l’entreprise se décompose en
deux types de titres, senior et junior. On a donc :

y = pstS(y) + (1− pst)J(y) (2.1)



34 CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE L’AMPLEUR DE DÉFAUT

où S(y) et J(y) sont les fonctions de remboursement des dettes senior et junior en
cas de défaut pour un taux de recouvrement moyen de y et pst la proportion de dette
senior à l’instant t.
Il convient dans un premier temps de spécifier la forme des fonctions de rembourse-
ment. On supposera qu’il faut que la dette senior soit entièrement remboursée avant
que les détenteurs de dette junior puissent commencer à être remboursés. On applique
ainsi la règle de stricte priorité de la dette senior sur la dette junior. Cela se traduit
par :

S(y, pst) = Min

(
y

pst
, 1

)
et

J(y, pst) = Max

(
y − pst
1− pst

, 0

)
Le recouvrement du détenteur dette senior est donc équivalent au pay-off du vendeur
d’un put sur le recouvrement moyen de prix 1 et de cours d’exercice pst. Le recouvre-
ment du détenteur de dette junior est quant à lui équivalent au pay-off d’un acheteur

de call sur le recouvrement moyen de cours d’exercice pst en quantité
1

1− pst
.

Il faut par ailleurs choisir la densité de probabilité q(y) en respectant un certain
nombre de contraintes. Tout d’abord, la variable Y varie entre 0 et 1. De plus, la
moyenne et la variance peuvent être liées de la façon suivante : à mesure que la
moyenne se rapproche de 1 ou de 0, la variance tend vers 0. Cette contrainte traduit
le fait que lorsque le marché anticipe une faillite très grave (recouvrement moyen nul)
ou une faible faillite (recouvrement moyen proche de 1), il le fait de façon consensuelle,
donc la variance de Y est alors très faible.
Madan et Unal proposent d’utiliser la famille de loi Béta qui répond à ces exigences.
Sa densité est donnée par :

q(y, α, β) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
yα−1(1− y)β−1

avec Γ est la fonction Gamma. L’espérance d’une telle variable vaut m = α/(α + β)

et sa variance v = m(1 −m)/(1 + α + β). Il est intéressant de conserver m comme
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paramètre car il représente le niveau moyen de recouvrement attendu sur la dette,
paramètre essentiel. Le second paramètre retenu est λ = α + β.
On peut maintenant réécrire l’équation 1.21 qui lie le spread relatif à l’ampleur de
défaut :

WS(t, T )−WJ(t, T )

1−WJ(t, T )
=

m−
∫ 1

pst
J(y, pst)q(y,mλ, (1−m)λ)dy

ps(1−
∫ 1

pst
J(y, pst)q(y,mλ, (1−m)λ)dy)

L’équation ne dépend que de J , ce qui permet de n’intégrer qu’à partir de pst, cette
fonction étant nulle sinon. En posant ΦU(pst,m, λ) l’espérance de recouvrement d’un
zéro-coupon de type U = J , S en cas de défaut, on obtient :

WS(t, T )−WJ(t, T )

1−WJ(t, T )
=

m− ΦJ(pst,m, λ)

ps(1− ΦJ(pst,m, λ))
(2.2)

Il est intéressant de s’arrêter ici pour étudier les implications de cette équation
sur la valeur du spread relatif en fonction de l’évolution des paramètres. Le spread
relatif étant le rapport entre le spread junior-senior et le spread sans risque-junior,
il sera d’autant plus grand que la dette senior est protégée par rapport à la dette
junior. On peut d’abord regarder comment évoluent conjointement ΦS(pst,m, λ) et
ΦJ(pst,m, λ), les taux de recouvrement des deux dettes, en fonction du niveau de ps.
On a pris pour le graphique suivant m = 0, 4.
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Recouvrement moyen des dettes senior et junior en fonction de ps

Si la dette senior est en faible proportion, elle se trouve protégée. En revanche, si cette
proportion est forte, la dette senior est peu protégée. Dans cette dernière configura-
tion, le détenteur de dette junior peut considérer qu’il ne va rien toucher. Le spread
relatif, qui est la variable observée, sera donc d’autant plus faible qu’il y a de dette
senior.
On s’intéresse maintenant à l’influence des paramètres de la loi du taux de recouvre-
ment sur le spread relatif. Il s’agit de déterminer comment cette donnée évolue en
fonction de la moyenne et de la variance du taux de recouvrement.
On note que pour une structure de dette fixée, le spread relatif est d’autant plus
faible que l’espérance de remboursement m est basse. Ceci est conforme à l’intuition :
si les investisseurs s’attendent en cas de défaut à un faible recouvrement, l’avantage
de détenir des titres senior est moindre.
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Effet de la moyenne de taux de recouvrement sur le spread relatif

L’effet de la variance est plus faible. Pour une même espérance de recouvrement, le
spread est d’autant plus faible que la variance est forte. En effet, quand il y a peu de
dette senior, le détenteur de titres subordonnés est avantagé par une forte variance
qui augmente les chances d’un plus fort taux de recouvrement. Néanmoins, cet effet
est réduit et même négligeable lorsque la proportion de dette senior élevée.

2.1.2 Spécification économétrique et estimation

Pour estimer l’équation 2.2, il est nécessaire de calculer le spread relatif. Le prix
forward du titre WU(t, T ) = J, S, est obtenu en divisant le prix spot du titre par le
prix spot d’un zéro-coupon sans risque de même maturité.
Nous notons le spread relatif observé en t SRt. L’équation de régression correspondant
à l’équation 2.2 s’écrit :

SRt =
m− ΦJ(pSt,m, λ)

pSt (1− (ΦJ(pSt,m, λ))
+ εt (2.3)

où εt  N(0, σ2) et pour tout t 6= t′,COV(εt, εt′) = 0.
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Effet de la variance de taux de recouvrement sur le spread relatif

Nous supposerons que les paramètres m et λ sont constants. Néanmoins, le modèle
peut être estimé en testant un nombre fini de ruptures du modèle. Une telle modéli-
sation est intéressante si on veut tester l’influence sur le niveau de risque de certains
événements particuliers comme par exemple un changement de législation sur les
faillites, ou encore une profonde modification de la structure financière de l’entreprise
(OPA, grands projets d’investissements).

La vraisemblance associée à SRt s’écrit

lt =
exp

(
−1

2
(εt)

2/σ2
)

√
2πσ

On obtient ainsi la vraisemblance du modèle :

l =
∏
t

lt

La maximisation de cette vraisemblance conduit à des estimateurs convergents de m
et de λ.
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La spécification économétrique 2.3 peut sembler naturelle. Toutefois, elle nous invite
à une réflexion théorique. L’équation 2.3 introduit un nouvel aléa : le prix observé du
titre sur le marché est "bruité". Si cette démarche est classique en économétrie, elle
pose un problème en finance quand on applique la théorie de la valorisation par ab-
sence d’opportunité d’arbitrage comme ici. L’introduction d’un nouvel aléa implique
que le marché financier n’est plus complet et la formule de valorisation n’est plus
valable. Cette réflexion semble s’appliquer à la plupart des problèmes d’estimation
de modèles proposant une valorisation fondée sur la théorie de l’arbitrage. Elle nous
suggère une autre méthode d’estimation : les paramètres m et λ étant déterminés de
façon unique pour chaque observation du spread relatif, on peut donc les considérer
comme variables et les estimer pour tout t.

2.2 Estimation des paramètres sur des séries finan-

cières

2.2.1 Choix des données

Madan et Unal n’ajustent pas leur modèle sur des séries de taux d’entreprises mais
recomposent une "firme représentative" à partir de certificats de dépôts américains,

certains étant assurés par l’État Fédéral (les senior), d’autres non (les junior). Il
construisent ainsi une série de spreads relatifs moyens, c’est à dire pondérés par les
montants nominaux.

Cette approche est intéressante pour deux raisons :

– La série ainsi reconstituée est lissée et l’estimation est moins sensible à des variations
ponctuelles et fortes d’un titre particulier,

– Il est plus facile de connaitre la valeur et les variations du paramètre pst. En effet,
il suffit de sommer d’un côté les nominaux assurés et de l’autre ceux non assurés.

Ce choix permet de contourner quelques difficultés essentielles liées à la modélisation
comme nous allons le voir. Toutefois, la question du défaut sur des bonds assurés par

l’État n’est pas évidente : il faudrait pour concevoir une telle situation que l’État renie

son engagement. Or dans la plupart des cas, l’entreprise va faire défaut et l’État va
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apporter sa garantie aux titres assurés : les titres assurés et non assurés ne semblent
ainsi pas faire face au même risque de survenance et l’application du modèle est
douteuse.

Nous nous sommes intéressés à des titres de banques françaises puis américaines. Ces
titres sont parmi les obligations risquées les plus traités par le marché du fait de
leur faible risque de défaut. Ils intéressent donc fortement les professionnels. De plus,
cette relative liquidité nous assure d’avoir des prix les plus justes possibles. Enfin, nous
rappelons que nous devons trouver des dettes senior et junior ayant environ la même
échéance, ce qui est plus facile pour de grandes banques. Par contre, les hypothèses
d’indépendance des paramètres du défaut par rapport au processus de taux spot, H1
et H3, sont plus discutables pour des établissements financiers. Elles sont néanmoins
acceptables si la gestion actif-passif de ces banques permet une bonne immunisation
du bilan par rapport aux variations de taux.

Nous présentons succinctement les cinq séries étudiées :

Entreprise Échéance Échantillon Nombre d’observations

BNP 15/11/05 du 07/09/99 au 17/02/00 115

CIC 15/11/08 du 11/03/99 au 18/02/00 239

Natexis 01/07/04 du 01/01/99 au 12/01/00 262

Citigroup 01/09/05 du 29/01/98 au 24/03/00 582

Mellon Bank 15/05/07 du 01/01/99 au 24/03/00 580

Les taux sans risque ont été calculés à partir des taux de swap d’échéances équiva-
lentes.

2.2.2 Problème d’information et modèle dégénéré

Identifiabilité du modèle en information réduite

Outre les séries de taux de dettes junior et senior d’une même entreprise et d’échéance
équivalente, le modèle prend en entrée la série des pst, c’est à dire les proportions de
dette senior à chaque instant t.
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En dehors de toute variation de pst, le spread relatif n’est pas censé varier, au terme
de bruit prés. Ainsi, si l’information sur la structure de la dette est faible (et si
notamment pst est approximé par une constante ps), on est tout simplement amené à
ajuster ce ratio par une fonction déterministe de deux paramètres, m et λ. Le modèle
n’est dans ce cas plus identifiable.

Or il est en pratique difficile de connaître la proportion de dette senior ou junior dans
l’entreprise et qui plus est de savoir comment celle-ci évolue dans le temps pour des
données quotidiennes. Nous avons donc du approximer cette valeur en nous référant
aux comptes annuels des entreprises, où la dette subordonnée apparaît séparément.
La lecture des comptes ne donne cependant qu’une seule valeur de ps. Il nous a fallu
réécrire le modèle en considérant ce paramètre constant.

Réécriture du modèle

L’impact sur la modélisation de prendre ps constant est de réduire le degré de liberté
sur le choix de la densité risque neutre du taux de recouvrement. Madan et Unal
proposent une loi à 2 paramètres ce qui autorise un degré de liberté dans la relation
entre les deux premiers moments. Il nous a fallu choisir des lois dépendant plus que
d’un seul paramètre, et présentant ainsi une relation déterministe entre les deux
premiers moments.

La littérature supposait en général un taux de recouvrement constant m (Jarrow et
Turnbull (1995), Longstaff et Schwartz (1995)). Si on réécrit notre modèle en l’absence
d’incertitude sur le taux de recouvrement, on a :

Si m ≤ ps,

WS(t, T ) = F (t, T ) + (1− F (t, T )).m et WJ(t, T ) = F (t, T )

alors :

SRt =
m

ps

Si m > ps

WS(t, T ) = 1 et WJ(t, T ) = F (t, T ) + (1− F (t, T ))
m− ps
1− ps



42 CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE L’AMPLEUR DE DÉFAUT

alors :
SRt = 1

On voit que dans le cas où m > ps, le senior devient sans risque et le modèle, même
avec un seul paramètre, n’est plus identifiable. Cependant, le premier cas est le plus
intéressant car en général, la proportion de dette junior est assez faible et la première
condition est vérifiée. Dans ce cas, le junior ne propose aucun remboursement en cas
de défaut. Par rapport à une modélisation plus réaliste avec incertitude, l’espérance de
recouvrement sera sous-estimée de façon systématique : la variance jouant en faveur
du junior et l’espérance en faveur du senior, l’estimation conduit toutes choses égales
par ailleurs à un taux de recouvrement plus faible quand la variance est nulle.
Ainsi, même si nous avons vu que l’effet de la variance reste limité, il nous est apparu
plus pertinent de considérer une densité non triviale pour le taux de recouvrement.
Nous avons tout d’abord pensé à normaliser des lois positives usuelles à un paramètre
sur l’intervalle [0, 1] comme la loi exponentielle ou la loi gamma. Ces densités sont
très plates, ce qui implique une forte variance. La densité exponentielle présente un
mode en 0 ou en 1. Dans le premier cas, il s’agit d’un scénario catastrophe : pour
une banque dont le défaut est peu probable, la situation risque d’être grave et le
recouvrement nul.
Enfin, nous avons repris la loi Béta proposée par les auteurs en fixant le paramètre
β. Cette loi est caractérisée par une variance plus réduite que les deux précé-
dentes avec un mode plus marqué proche de l’espérance de recouvrement. Nous
présentons dans le graphique suivant les densités de recouvrement estimées pour le
CIC. Le taux moyen de recouvrement estimé varie entre 55% et 58% suivant la densité.
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Le choix du paramètre β peut sembler problématique. En fait, on a vu que le modèle
est peu sensible au niveau de la variance. On retiendra que plus β est élevé, plus la
variance est réduite et qu’un écart type correspondant aux observations historiques
de l’ordre de 20% est obtenu pour β ' 5.

L’absence de variation du paramètre ps sur les échantillons oblige donc à choisir de
façon arbitraire la relation entre l’espérance et la variance du taux de recouvrement.
Pour un même échantillon, plus la variance est faible, plus le taux de recouvrement
estimé sera faible. La loi Béta, avec β fixé, semble être un bon compromis. La forme
en cloche de sa densité correspond aux anticipations des professionnels.

2.2.3 Présentation et analyse des résultats

Nous ne présenterons pas ici l’exhaustivité des résultats mais à travers quelques
exemples les faits marquants des estimations que nous avons réalisées. Nous rappe-
lons que cette partie de l’estimation permet non seulement d’estimer une densité pour
l’ampleur du défaut, mais aussi deux séries de probabilités de survie, l’une estimée à
partir du taux junior, l’autre à partir du taux senior. En réintroduisant l’espérance
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du taux de recouvrement estimé R̂U , dans la formule de valorisation 1.17, on trouve
la probabilité de survie correspondante sous la probabilité risque neutre :

F̂U(t, T ) =
WU − R̂U

1− R̂U

pour U = S, J . On remarque que l’on est sensé avoir pour tout t F̂S(t, T ) = F̂J(t, T ).
Ces estimateurs sont convergents.

Qualité des données

Le problème de la qualité des données est essentiel dans la mesure où l’on étudie des
séries d’obligations d’entreprises privées moins traitées que les bonds publics, et ce
même si nous avons retenu des titres de banques qui sont parmi les plus liquides.
Ce problème est d’autant plus important que la démarche implique des titres junior
particulièrement peu liquides. On observe sur le graphique suivant que la série du
taux junior du CIC est en "escalier".

Taux et spread relatif pour le CIC

Chaque portion plane correspond à une période où le titre junior n’a pas été traité, et
donc n’a pas été côté. On voit que l’impact sur le spread relatif, supposé constant en
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l’absence de variation de ps, est assez important. Celui-ci devient même négatif quand
le junior passe au dessous du senior et que l’opportunité d’arbitrage est flagrante. On
notera que la situation se dégrade particulièrement pendant le congé de Noël. De
retour de vacances, le market maker augmente le taux junior de plus de 100 points de
base quand le senior reste constant... Il faut donc demeurer très méfiant sur la qualité
des données sources. Le nombre d’intervenants sur de tels marchés est très réduit ce
qui peut avoir plusieurs conséquences à retenir pour interpréter les résultats :

– L’hypothèse d’AOA n’est pas toujours respectée, les prix des titres privés n’étant
pas en permanence réajustés par rapport au taux sans risque.

– Les données peuvent être tributaires d’un modèle : en effet, si l’opérateur principal
utilise lui-même un modèle pour fixer ses prix, nous risquons simplement d’estimer
son propre modèle.

– Il est vraisemblable que les investisseurs qui s’engagent sur ces titres peu traités
vont faire payer une prime de liquidité : le spread au sans risque ne contient donc
pas seulement du défaut mais aussi sûrement de la liquidité.

Le modèle ne prend donc pas en compte tous les phénomènes présents ce qui risque
de perturber l’estimation. Le problème de la prime de liquidité semble le plus préoc-
cupant pour les séries européennes. L’application du modèle simple de Fons (1994),
où tous les agents sont neutres au risque, fait apparaitre une prime de liquidité sup-
plémentaire par rapport à la prime liée au défaut sur les bonds risqués. Ainsi, on
peut supposer qu’il y a une prime de liquidité non seulement sur le taux junior mais
aussi sur le taux senior, l’ampleur du phénomène étant a priori différente sur cha-
cun des titres. L’impact sur le spread relatif est donc incertain. On remarque que si
la prime de liquidité est la même pour les deux titres, cela va induire une diminu-
tion du spread relatif, et ainsi une sous estimation du taux de recouvrement. En ce
qui concerne les probabilités de survie, celles-ci risquent d’être aussi sous-estimées, le
modèle interprétant cette prime de liquidité comme une prime de défaut.

En plus de la prime de liquidité, il existe aussi vraisemblablement une prime liée à
l’asymétrie d’information portant sur la structure financière de l’entreprise. Les inves-
tisseurs ne disposant pas d’une information financière transparente leur permettant
de bien évaluer leur risque vont demander une surprime. Là aussi, si cet effet est équi-
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valent sur les deux titres, le spread relatif diminuera ce qui conduira à une diminution
du taux de recouvrement estimé.
Afin de résoudre le problème de la liquidité, nous avons étudié des historiques de
prix sur des banques américaines dont les dettes sont nettement plus liquides. Nous
remarquons sur ces séries que la prime de risque pour le junior est très faible voire
nulle. Flannery et Sorescu (1996) proposent une interprétation de ce phénomène en

termes d’anticipations des investisseurs. Ceux-ci ont conscience du fait que l’État
interviendra en cas défaut d’une grande banque afin d’éviter une crise systémique. Il
n’intègrent donc pas tout le risque de défaut dans la prime. Notons qu’un phénomène
identique a été observé en France avec la crise du Crédit Lyonnais, dont la signature
ne s’est que peu dégradée.
L’étude de Flannerry et Sorescu (1996) semble donc indiquer que les modèles de risque
de défaut ne sont pas applicables à de grandes banques. Néanmoins, les historiques
bancaires étant plus liquides que ceux d’entreprises industrielles, nous avons dû nous
en contenter. Nous voyons ici une limite des modèles de risque de crédit, le spread
pouvant traduire d’autres phénomènes financiers que le simple défaut.
Résultats sur l’ampleur de défaut

Comme nous l’avons signalé, le niveau de l’ampleur de défaut dépend de la relation
déterministe existant entre l’espérance du taux de recouvrement et sa variance. Nous
présentons ici les résultats de l’estimation en fonction de la densité choisie :

Série Ampleur constante Loi Béta6 Loi Exponentielle Loi Gamma

BNP m̂=23,3% m̂=23,4% m̂=23,9% m̂=23,3%
σ̂=15% σ̂=26% σ̂=20%

CIC m̂=47% m̂=55% m̂=57,6% m̂=58,4%
σ̂=14% σ̂=25% σ̂=28%

Natexis m̂=61,6% m̂=61,7% m̂=65,9% m̂=64,9%
σ̂=13% σ̂=26,2% σ̂=23,4%

Citigroup m̂=13,5% m̂=13,5% m̂=13,5% m̂=13,3%
σ̂=9,6% σ̂=13,3% σ̂= 21,7%

Mellon m̂=3,9% m̂=3,9% m̂=3,9% m̂=4,2%
σ̂= 2,6% σ̂=3,9% σ̂= 12,8%
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L’interprétation de ces résultats doit tenir compte du fait que la loi du taux de
recouvrement qui a été estimée est une loi sous la probabilité risque neutre (si on
accepte H1 et H3), ou sous la probabilité forward neutre. Si H1 et H3 sont vérifiées, on
peut considérer en première approche que l’ensemble des agents financiers sont neutres
au risque. Dans ce cas, la probabilité risque neutre et la probabilité historique sont les
mêmes et la loi du taux de recouvrement estimée correspond à celle observée, ce qui en
autorise une interprétation. On note que les techniques classiques de l’actuariat font
implicitement cette hypothèse d’un monde risque neutre. Enfin, l’espérance du taux
de recouvrement estimée pour un taux supposé constant est la même quelque soit la
probabilité. La colonne de gauche du tableau précédent présente donc un minorant
fiable du taux de recouvrement moyen.

L’espérance de recouvrement des deux banques mutualistes est plus élevé que celle
des deux autres banques. L’importance des fonds propres de ce type de banques en
France conforte ce résultat. Néanmoins, les taux de recouvrement pour la BNP, le
Citigroup et la Mellon Bank sont relativement faibles par rapport aux taux observés
en cas de faillites, plutôt proches de 55%.

On peut avancer plusieurs explications. Premièrement, l’existence de primes autres
que celle liée au risque de défaut qui toucheraient de façon équivalente les deux titres
induit une sous estimation du taux de recouvrement. Ce peut-être le cas pour les
banques américaines où le junior est aussi liquide que le senior ce qui permet de
supposer qu’il n’y pas de "surprime" de liquidité pour le junior. De plus pour ces

dettes américaines, l’anticipation par les investisseurs d’une intervention de l’État en
cas de défaut peut amener à confondre les titres junior et senior ce qui réduit le spread
relatif. Si un même phénomène se retrouve sur les titres français, il ne faut alors pas
exclure que la prime observée sur le junior pourrait simplement être due à la liquidité.

Enfin, si les investisseurs sont finalement averses au risque, ils auront tendance à
surestimer l’ampleur du défaut risque neutre et donc à sous-estimer le taux de recou-
vrement.
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Résultats sur probabilités de survie

Les probabilités de survie de la BNP à environ 6 ans estimées par le modèle (avec
une densité Béta) sont représentées sur le graphique suivant :

Les séries de probabilités junior et senior obtenues pour le Citigroup sont plus élevées
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mais aussi plus volatiles. Avant tout commentaire, on rappelle qu’il s’agit de proba-
bilités de survie calculées sous la probabilité risque neutre. Elles ne peuvent donc pas
être interprétées directement à moins de considérer que tous les agents sont neutres
au risque, comme cela est communément fait. Comme nous proposons par la suite une
méthodologie pour déduire de ces séries les probabilités de survie historiques, nous
ne faisons à ce niveau qu’un commentaire succinct. La qualité des résultats semble
néanmoins plutôt bonne. Il sont satisfaisants pour le CIC, le Citigroup, la Mellonbank
et Natexis. Les probabilités de survie de la BNP sont un peu faibles en comparaison
avec le bon rating de la banque, même s’il faut voir que les probabilités risque neutre
sont inférieures à celles historiques..
De manière générale, on observe :
– Une faible sensibilité du niveau de la probabilité à la densité du taux recouvrement

retenue. Les probabilités junior ou senior estimées sur des modèles différents se
superposent quasiment,

– Les probabilités junior et senior, qui sont supposées égales, sont du même ordre de
grandeur et évoluent parallèlement,

– Le modèle est très sensible aux incohérences avec la théorie de l’arbitrage : les
probabilités explosent quand le senior passe sous le sans risque,

– Les probabilités observées sont inférieures au rating des entreprises, mais d’un ordre
de grandeur équivalent, et, hors mis pour la BNP, classées dans le même ordre.

Série Echéance moyenne FS moyen FJ moyen Survie à 1 an

BNP 6 ans 87,8% 87,8% 97,8%

CIC 9 ans 91% 92,1% 99,1%

Natexis 5 ans 97,1% 96,1% 99,4%

Citigroup 6,5 ans 97,8% 97,7% 99,7%

Mellon 8,5 ans 97,2% 97,2% 99,7%

Nous reviendrons sur ce point une fois les probabilités historiques calculées. On peut
néanmoins déjà avancer deux explications à cette relative faiblesse des probabilités de
survie. La première, que nous allons corriger dans prochaine partie, tient au fait que
nous nous plaçons sous la probabilité risque neutre. La seconde réside dans l’existence
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de primes autres que celle liée au défaut, telles que la prime de liquidité ou celle
d’information asymétrique, ce qui implique une sous estimation de la probabilité de
survie.

– Les probabilités nous semblent relativement volatiles. Là aussi la liquidité est en
cause. En effet, les prix des dettes privées ne s’ajustant pas rapidement et de façon
précise aux variations du taux sans risque, le spread observé apparaît très volatile,
ce qui se répercute sur les probabilités estimées.

– Les probabilités senior sont plus volatiles que les probabilités junior. Cela s’explique
tout d’abord par la plus grande volatilité des taux senior. De plus, les probabili-
tés senior sont plus sensibles au taux de recouvrement estimé que ne le sont les
probabilités junior. Or, nous avons vu que la donnée du spread relatif, qui nous
permet d’estimer le recouvrement, est sujette à de nombreuses perturbation. Les
probabilité junior, en dépit de la faible liquidité de ces titre, nous semblent ainsi
plus fiables car elles dépendent peu de l’estimation du taux de recouvrement.

2.3 Retour à la probabilité réelle

Faire l’hypothèse d’un monde risque neutre, comme le fait Fons (1994), autorise une
première interprétation des résultats du modèle. Les probabilités de survie risque
neutre peuvent en première approche être considérées comme des minorants des
réelles. De plus, une des principales applications de ces modèles, la tarification de
dérivés de crédit, ne nécessite pas de disposer des probabilités historiques de défaut.
En effet, il suffit pour cela de connaître le processus de variation du prix de la dette
risquée, qui est obtenu grâce à la valorisation risque neutre. C’est ainsi que les articles
ignorent dans leur ensemble ce problème.

Cependant, dans une optique d’utilisation des modèles de risque de crédit pour le
contrôle de risques, il est nécessaire de disposer des probabilités de défaut historiques
de façon non approchée. Il est possible ensuite de comparer ces probabilités réelles
avec les probabilités fournies par les agences de rating comme Standard & Poors ou
comme KMV, qui utilise un modèle structurel pour calculer sa probabilité. Revenons
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sur la formule de F (t, T ), la probabilité risque neutre de survie :

F (t, T ) = P∗(T < τ |Ft) = E∗
(

exp(−
∫ T

t

φ(u, su)du)|Ft
)

De la même façon, dans le cas où H1 et H3 ne sont pas vérifiées, et que l’on utilise la
formule de valorisation sous la probabilité forward neutre, on a :

FQT (t, T ) = PQT (T < τ |Ft) = EQT
(

exp(−
∫ T

t

φ(u, su)du)|Ft
)

La donnée qui intéresse le contrôleur des risque est donc définie par :

P(T < τ |Ft) = E
(

exp(−
∫ T

t

φ(u, su)du)|Ft
)

(2.4)

avec P la probabilité réelle ou historique.
On voit à travers la formule 2.4 qu’il est possible d’obtenir la probabilité historique
de survie à condition de connaître les paramètres de l’intensité φ et le processus sous
la probabilité réelle des variables d’état, (st)t≥0.
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Conclusion

On peut identifier deux grandes catégories d’applications des modèles de risque de
crédit : la gestion des risques et la valorisation de produits complexes.
L’évaluation du risque financier, à la fois de marché et de crédit, attaché à un porte-
feuille est une problématique essentielle de la gestion de risque, une modélisation du
processus de prix des titres d’emprunt risqués ouvre un certain nombre de possibilités.
Notre modèle fait dépendre la valeur du spread du niveau de l’action. Il peut donc
être utilisé directement pour mettre en évidence des phénomènes de corrélation dans
un portefeuille entre des titres obligataires risqués, qu’ils soient junior ou senior, et
des positions sur l’action. On peut par exemple imaginer se couvrir contre du défaut
en se positionnant court sur l’action.
Pour valoriser un portefeuille plus complexe, tout en tenant compte des corrélations
entre des titres correspondant à différentes, on voit qu’il faut estimer une matrice
de corrélation entre les cours des actions. Cette estimation peut néanmoins s’avé-
rer couteuse et incertaine. Si on s’intéresse à un portefeuille composé uniquement
d’obligations, l’utilisation d’un modèle à intensité peut s’avérer particulièrement in-
téressante. Il suffit pour y incorporer de la corrélation de faire dépendre l’intensité de
chaque bond de variables communes.
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