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INTRUDUCTION

D ans ce mémoire, on s’intéresse aux tenseurs de courbure Riemannienne,
de courbure Riemannienne-Christoffel et de Ricci d’une variété Rie-

mannienne produit, et étudier les applications harmoniques et les applica-
tions biharmoniques entre variétés riemanniennes produit muni d’une mé-
trique tordue . Rappelons que le produit tordu M ×f N de deux variétés
Riemannienne (Mm, g) et (Nn, h) est la variété produit M ×N munie de la
métrique g = g + f 2h, où f est une fonction positive sur M , appelée fonc-
tion de distorsion ([18] et [11]) . Il est bien connu que la notion du produit
tordu joue un rôle important dans la géométrie différentielle et celui de la
physique [9], par exemple le meilleur modèle relativiste de l’espace temps de
Schwarzschild et [9], décrivant l’espace de sortie autour d’une étoile massive
ou d’un trou noire est donné comme produit tordu de variétés adaptées [13]
. et Rappelons qu’une application φ : (Mm, gm) 7−→(Nn, gn) de classe C∞ est
dite harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle énergie E(φ)

définie par :

E(φ) =
1

2

∫
M

|dφ|2dυg (1)

c’est à dire si elle est solution de l’équation d’Euler Lagrange associée à
(1)

τ(φ) = Trg∇dφ = 0 (2)
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où τ(φ) est appelé le champ de tension de φ Si (xi)16i6n et (yα)16α6n sont des
coordonnées locales respectivement surM et N , l’équation (2) devient :

τ(φ)α =M υα + gijΓαβγ
∂φβ∂φγ

∂xi∂xj
= 0 i 6 α 6 n (3)

oú M φα = 1√
|g|

∂
∂xi

(
√
|g|gij ∂φα

∂xj
) est le Laplacien sur (M, g) et Γαβγsont les

symboles de Christoffel de (N, h). L’équation (3) montre en particulier que les
applications harmoniques sont les solutions d’un système elliptique non li-
néaire du second ordre. On rencontre les applications harmonique aussi bien
en géométrie qu’en physique où elles sont utilisées comme modèles pour les
cristaux liqudes. Plus généralement, une application φ : (Mm, g)7−→(Nn, h)
de classe C∞ est dite biharmonique si elle est point critique de la fonction-
nelle biénergie E2(φ) définie par,

E2(φ) =
1

2

∫
M

|τ(φ)|2dυg (4)

c’est dire si elle est solution de l’équation d’Euler-Lagrange associée à (4)

τ2(φ) = −Trg(∇φ)2τ(φ)− TrgRN(τ(φ), dφ)dφ = 0, (5)

Il est clair que toute application harmonique est biharmonique. L’équa-
tion (5) montre que les applications biharmoniques sont solutions d’un
système elliptique non linéaire d’ordre quatre.
Le mémoire présenté se compose de trois chapitres.
Dans Le première chapitre nous introduisons la notion d’applications harmoniques

et applications biharmoniques sur les variétés riemannienne avec quelque
exemples Le deuxième chapitre d’écrit le cadre général où on définit quelques
outils fondamentaux de la variété produit tordu , ces outils seront utiles
pour la suite de ce travail.
Le troisième chapitre c’est construire quelque type des exemples sur l′harmonicit

et biharmonicit de produit tordu
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J Notation I

M = (Mm, g) Une variété riemannienne de dimension m avec métrique g.
N = (Nn, h) Une variété riemannienne de dimension n avec métrique h.
M ×f N Une produit tordu de deux variétés riemannienne M avec mé-

trique g et N avec métrique h et f ∈ C∞(M) une fonction
strictement positive

ϕ : M → N Une application de classe C∞.
Gf Métrique d’une variété produit tordu M ×f N

(M ×f N,Gf ) Variété Riemannienne produit tordu et f s’appelle la fonction
de distorsion du produit tordu

∇M Une connexion sur la variété riemanienne M.

∇N Une connexion sur la variété riemanienne N.
∇ϕ la connexion de Pull-back sur le fibré tangent inverse ϕ−1TN

∇ϕ : Γ(TM)× Γ(ϕ−1TN) → Γ(ϕ−1TN)

∇ϕ
XV = ∇N

X Ṽ .

RN la courbure sur ∇N qui est la connexion sur la variété rieman-
nienne N ,

RN(X, Y ) = ∇N
X∇N

Y −∇N
Y ∇N

X −∇N
[X,Y ].

MΓkij, NΓkij Les symboles de christoffel sur les variétésM respectivement N.
Trg La trace de la métrique g.
grad L’opérateur gradient not grad est défini par :

grad : C∞(M) −→ Γ(TM)

f 7−→ gradf = ](df)

Où df est la différentielle de la fonction f
div l’opérateur divergence défini par :

div : Γ(TM) −→ C∞(M)

X 7−→ trace(∇X)
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Laplacien ∆ l’opérateur Laplacien sur M est défini par :

∆ : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ ∆(f) = div(gradf)



CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS SUR LES APPLICATIONS
HARMONIQUES ET BIHARMONIQUE

Le but de ce chapitre est d’introduire les notions d’applications harmo-
niques et biharmoniques entre variétés riemanniennes.

1.1 Applications harmoniques

Définition 1.1.1. (L’énergie d’une application [13] et [12]).
Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞ entre deux variétés
Riemanniennes de dimension m et n respectivement. On appelle densité de
ϕ l’application

e(ϕ) : M −→ R+

définie par

e(ϕ)(x) =
1

2
| dxϕ |2

où | dxϕ | est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dxϕ de ϕ au
point x.
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Si {ei}16i6m est une base orthonormée de TxM , on a

| dxϕ |2 = trgϕ
∗h

=
m∑
i=1

h(dxϕ(ei), dxϕ(ei))

Si {xi}16i6m et {yα}16i6n sont les coordonnées locales autour de x ∈ M et
ϕ(x) ∈ N respectivement, alors

| dxϕ |2= gijx
∂ϕα

∂xi
|x .

∂ϕβ

∂xj
|x hαβ(ϕ(x))

L’énergie de l’application ϕ sur un domaine compact D dans M est définie
par

E(ϕ,D) =

∫
D

e(ϕ)υg =
1

2

∫
D

‖ dxϕ ‖2 υg

Une variation de l’application ϕ est une application de classe C∞,

φ : M × (−ε, ε) −→ N , ε > 0

(x, t) 7−→ ϕt(x)

telle que (ϕt) est une famille des application de classe C∞ sur M , et ϕ0 = ϕ.
Soit υ ∈ Γ(ϕ−1TN) définie par

υ(x) =
∂

∂t
ϕt(x) |t=0

= φ(0,
d

dt
)(x,0) ∈ Tϕ(x)N

Définition 1.1.2. (Application harmonique.)

Une application ϕ : (M, g) −→ (N, h) de classe C∞ est dit harmonique si

d

dt
E(ϕt, D) |t=0= 0

pour toute domaine compact D dans M et tout variation (ϕt) à support inclu
dans D.
Définition 1.1.3. (champ de tension d’une application).
Le champ de tension τ(ϕ) d’une application ϕ est défini par :

τ(ϕ) = Trg∇dϕ (1.1)
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Si (xi)16i6n et (yα)16α6n sont des coordonnées locales respectivement sur M
et N , l’équation (1.1) devient :

τ(ϕ)α =M ϕα + gijΓαβγ
∂ϕβ∂ϕγ

∂xi∂xj
i 6 α 6 n (1.2)

oú M ϕα = 1√
|g|

∂
∂xi

(
√
|g|gij ∂ϕα

∂xj
) est le Laplacien sur (M, g) et Γαβγsont les

symboles de Christoffel de (N, h).
Proposition 1.1.1. (Première variation d’énergie).
Soient ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application différentiable et (ϕt) une varia-
tion de ϕ à supports inclu dans D. Alors

d

dt
E(ϕt, D) |t=0= −

∫
D

h(υ, τ(ϕ))υg.

où υ(x) = ∂
∂t
ϕt(x) |t=0 et τ(ϕ) = trg∇dϕ est le champ de tension de l’appli-

cation ϕ.

Preuve : Soit {ei} une base orthonormée surM et { d
dt
} base sur (−ε, ε), alors

{(ei, 0), (0, d
dt

)} est une base locale orthonormée pour la métrique diagonale
sur la variété produitM×(−ε, ε), et on a le crochet de Lie [(ei, 0), (0, d

dt
)] = 0,

pour tout i = 1, ...,m on a dφ(ei, 0) = dϕ(ei) et dφ(0, d
dt

) = υ.
En effet, remarquons que

dφ(ei, 0) : M × (−ε, ε) −→ TN

dφ(ei, 0)(x,0) = dxφ0(ei|x) + d0φx(0) formule de Leibnis

= dxφ0(ei|x)
= dxϕ(ei|x)

et

dφ(0,
d

dt
)(x,0) = dxφ0(0|x) + d0φx(

d

dt
|t=0)

= dφx(
d

dt
)|t=0

= υ(x)
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avec φ0(x) = φ(x, 0) et φx(t) = φ(x, t). Donc,

d

dt
E(ϕt, D) |t=0 =

1

2

d

dt

∫
D

h(dϕt(ei), ϕt(ei))υg |t=0

=
1

2

d

dt

∫
D

h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))υg |t=0

=
1

2

∫
D

d

dt
h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)) |t=0 υg

=

∫
D

h(∇φ

(0, d
dt
)
dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)) |t=0 υg

=

∫
D

h(∇φ
(ei,0)

dφ(0,
d

dt
), dφ(ei, 0)) |t=0 υg

=

∫
D

h(∇N
dϕ(ei)

υ, dϕ(ei))υg

=

∫
D

h(∇ϕ
ei
υ, dϕ(ei))υg

soit ω(∗) = h(υ, dϕ(∗)), 1-forme sur M , alors

divω = (∇eiω)(ei)

= ei(ω(ei))− ω(∇eiei)

= ei(h(υ, dϕ(ei)))− h(υ, dϕ(∇eiei))

= h(∇ϕ
ei
υ, dϕ(ei)) + h(υ, τ(ϕ))

et comme
∫
D
divωυg = 0, on obtient

d

dt
E(ϕt, D) |t=0= −

∫
D

h(υ, τ(ϕ))υg

2

Théorème 1.1.1. L’application ϕ : (M, g) −→ (N, h) est harmonique si et
seulement si

τ(ϕ) = 0.

L’équation (1.2) montre en particulier que les applications harmoniques sont
les solutions d’un système elliptique non linéaire du second ordre, la non
linéarité dépend de Γαβγ autrement dit de la courbure de N .
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1.2 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 1.2.1. Tout application constante ϕ : (M, g) −→ (N, h) est har-
monique
Exemple 1.2.2. Le seconde forme fondamentale de l’application identité
IdM : (M, g) −→ (M, g) est nulle, car IdM est totalement géodésique, donc
IdM est harmonique.
Exemple 1.2.3. Soit (Mn, g) une variété riemannienne. Pour tout fonction
f : M −→ R, on a

τ(f) = trg∇df
= ∇df(ei, ei)

= ∇f
ei
df(ei)− df(∇M

ei
ei)

= ei(ei(f))− (∇M
ei
ei)(f)

= g(∇eigradf, ei)

= div(gradf)

= ∆(f).

Ou (ei) est une base ortthonormée sur M
Exemple 1.2.4. Soit M = (a, b) un intervalle sur R. Alors le courbe γ :

(a, b) −→ (N, h) est harmonique si

d2γα

dt2
+h Γαβδ

dγβ

dt

dγδ

dt
= 0

donc, γ est harmonique si et seulement si c’est une géodésique.
Exemple 1.2.5. Soit l’application de Hopf

φ : S3 −→ S2

(s, a, d) 7−→ (α(s), ψ(a, b))

où ψ(a, b) = ka+ lb et α : [0, π
2
] −→ [0, π] telle que α(0) = 0 et α(π

2
) = π.

Soient,
gS3 = ds2 + cos2 sda2 + sin2 sdb2

la métrique Riemannienne sur S3 et

hs2 = dα2 + sin2 αdψ2
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une métrique Riemannienne sur S2. On a

{e1 = ∂
∂s
, e2 = 1

cos s
∂
∂a
, e3 = 1

sin
∂
∂b
} est une basee orthonormée sur S3.

{f1 = ∂
∂α
, f2 = 1

sinα
∂
∂ψ
} est une basee orthonormée sur S2.

dφ(e1) = α′
∂

∂α
.

dφ(e2) =
k

cos s

∂

∂ψ
.

dφ(e3) =
l

sin s

∂

∂ψ
.

Et on a :
∇e1e1 = 0.

∇e2e2 = tan s
∂

∂s
.

∇e3e3 = − cot s
∂

∂s
.

Avec,

∇ ∂
∂α

∂

∂α
= 0.

∇ ∂
∂ψ

∂

∂ψ
= − sinα cosα

∂

∂α
.

Et,

∇φ
e1
dφ(e1) = α′′

∂

∂α
.

∇φ
e3
dφ(e3) = −k

2 sinα cosα

cos2 s

∂

∂α
.

∇φ
e3
dφ(e3) = − l

2 sinα cosα

cos2 s

∂

∂α
.
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où α′ = dα
ds
. En remplacent dans l’expression

τ(φ) =
3∑
i=1

{∇φ
ei
dφ(ei)− dφ(∇eiei)}

on obtient

τ(φ) =

(
α′′(s) + α′(s)(cot s− tan s)− sinα cosα(

k2

cos2 s
+

l2

sin2 s
)

)
∂

∂α

Alors φ est une application harmonique si τ(φ) = 0 c-à-d solution d’une
équation différentielle du second ordre depend de α
Exemple 1.2.6. Soit la application,

ϕ : (R, dx2) −→ (R2, dx2 + dy2)

x 7−→ (x, 0)

on a,

τ(ϕ) = (
∂2x

dx2
,
∂20

dx2
)

= 0

Alors φ est harmonique .Comme exemple on considère l’application suivant,

ψ : (Rn, dx2 + dy2) −→ (R, dZ2)

(x, y) 7−→ x2 − y2

on a,

τ(ψ) = ∆(ψ)

=
∂2ψ

dx2
+
∂2ψ

dy2

= 2− 2 = 0.

Alors les deux application ϕ et ψ sont harmoniques, mais la composée,

ψ ◦ ϕ : (R, dx2) −→ (R, dZ2)

x 7−→ x2

n’est pas harmonique car τ(ψ ◦ ϕ) = 2
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1.3 Applications biharmoniques

Soit M = (Mm, g) et N = (Nn, h) deux variétés Riemanniennes, et soit
ϕ : M −→ N une application différentiable. La bienergie de l’application ϕ
sur un domaine compact D dans M est définie par

E2(ϕ,D) =
1

2

∫
D

| τ(ϕ) |2 υg

où τ(ϕ) est le champ de tension de l’application ϕ et υg est la forme volume
sur M associée à la métrique g.
Définition 1.3.1. (L’application biharmonique).
L’application ϕ : M −→ N est dite biharmonique si

d

dt
E2(ϕt, D)|t=0

pour tout domaine compact D dans M et pour toute variation (ϕt) à support
inclu dans D.
Proposition 1.3.1. (Première variation de la biénergie).
Soit ϕ : M −→ N une application différentiable et {ϕt}t∈I , I =] − ε, ε[, une
variation de ϕ á support inclue dans D. Alors

d

dt
E2(ϕt, D)|t=0 =

∫
D

h(υ, τ2(ϕ))υg

où υ(x) = ∂
∂t
ϕt |t=0 et

τ2(ϕ) = −Trg(∇ϕ)2τ(ϕ)− TrgRN(τ(ϕ), dϕ)dϕ

est le champ de bitension de l’application ϕ. Où, trg(∇ϕ)2τ(ϕ) = ∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)−

∇ϕ
∇Mei ei

τ(ϕ) trgR
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ = RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei) et RN désigne le

tenseur de courbure de la variété N .

Preuve : Soit {ϕt} une variation de ϕ à support inclu dans un domaine
compact D de M , on a

d

dt
E2(ϕt, D)|t=0 =

1

2

d

dt

∫
D

h(τ(ϕt), τ(ϕt))υg

et pour tout (x, t) ∈M×]− ε, ε[, on a

∇dφbig((ei, 0), (ei, 0
)
)(x,t) = τ(ϕt)x
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1
2
∂
∂t
h

(
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
,∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))
|t=0=

h

(
∇φ

(0, d
dt
)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
,∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

))
et

∇φ

(0, d
dt
)
∇dφ

(
(ei, 0), (ei, 0)

)
= ∇φ

(0, d
dt
)
{∇φ

(ei,0)
dφ((ei, 0))− dφ(∇(ei,0)(ei, 0))}

= ∇φ

(0, d
dt
)
∇φ

(ei,0)
dφ(ei, 0)−∇φ

(0, d
dt
)
dφ(∇(ei,0)(ei, 0))

= R((0,
d

dt
), (ei, 0))dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)
∇φ

(0, d
dt
)
dφ(ei, 0)

+∇φ

[(0, d
dt
),(ei,0)]

dφ(ei, 0)−∇φ
∇(ei,0)

(ei,0)
dφ(0,

d

dt
)

comme [(0, d
dt

), (ei, 0)] = 0 et on pose ∇(ei,0)(ei, 0) = (∇M
ei
ei, 0) en (x, 0),

donc

∇φ

(0, d
dt
)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)) = R((0,

d

dt
), (ei, 0))dφ(ei, 0)+∇φ

(ei,0)
∇φ

(ei,0)
dφ(0,

d

dt
)

d’où,

h
(
∇φ

(0, d
dt
)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)

)
, ∇dφ((ei, 0), (ei, 0))) |t=0

= h
(
R(υ, dϕ(ei))dϕ(ei), τ(ϕ)

)
+ h
(
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
υ, τ(ϕ)

)
= h

(
R(dϕ(ei), τ(ϕ))υ, dϕ(ei)) + ei(h(∇ϕ

ei
υ, τ(ϕ))

)
− h(∇ϕ

ei
υ,∇ϕ

ei
τ(ϕ))

= h
(
R(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei), υ) + ei(h(∇ϕ

ei
υ, τ(ϕ))

)
− ei(h(υ,∇ϕ

ei
τ(ϕ))) + h(υ,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

si on pose ω(.) = h(∇ϕ
. υ, τ(ϕ)) et η(.) = h(υ,∇ϕ

. τ(ϕ)) deux 1-formes sur M ,
alors

divω = ei(ω(ei)) = ei(h(∇ϕ
ei
υ, τ(ϕ)))

divη = ei(η(ei)) = ei(h(υ,∇ϕ
ei
τ(ϕ)))
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d’où,

d

dt
E2(ϕt, D)|t=0 =

1

2

∫
D

d

dt
h(τ(ϕt), τ(ϕt)) |t=0 υg

=

∫
D

{h(trgR(τ(ϕ), dϕ)dϕ, υ) + h(trg(∇ϕ)2τ(ϕ), υ)}υg

=

∫
D

h(τ2(ϕ), υ)υg)

2

La première variation de la bi-énergie nous permet de caractériser les appli-
cations biharmoniques.
Théorème 1.3.1. Une application différentiable ϕ : (M, g) −→ (N, h) est
biharmonique si et seulement si

τ2(ϕ) = 0

Remarque 1.3.1. Soit l’application ϕ : (M, g) −→ (N, h) et (U, xi), (V, yα)

deux carte locales en p dans M et en ϕ(p) dans N respectivement. Alors :

τ2(ϕ) = gij
( ∂2τσ

∂xi∂xj
+ 2

∂τατβ

∂xj∂xj

N

Γσαβ +τα
2ϕβ

∂xi∂xj

N

Γσαβ +τα
∂ϕβ∂

N

Γσαβ
∂xi∂xj

+τα
∂τβ∂τ ρ

∂xi∂xj

N

Γυαβ
N

Γσυρ −
M

Γkij (
∂τσ

∂xi
+ τα

∂β

∂xK

N

Γσαβ)− τυ ∂ϕ
α∂ϕβ

∂xi∂xj

N

Rσ
βαυ

) ∂

∂yσ
◦ ϕ,

où

τα = ∆(ϕα) + gij
N

Γαβδ
∂ϕβ∂ϕδ

∂xi∂xj

2) l’application ϕ et biharmonique si et seulement si τ(ϕ) ∈ kerJϕ, où

Jϕ : Γ(ϕ−1(TN)) −→ Γ(ϕ−1(TN))

V 7−→ Jϕ(V ) = trg(∇ϕ)2V + trgR
N(V, dϕ)dϕ

1.4 Exemples d’applications biharmoniques

Exemple 1.4.1. Tout application harmonique est biharmonique.
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Exemple 1.4.2. Considérons l’application différentiable :

ϕ : (M, g) −→ Rn

p 7−→ ϕ(p) = (ϕ1(p), ..., ϕn(p)).

Alors τ2(ϕ) = (τ2(ϕ
1), ..., τ2(ϕ

n)) donc ϕ biharmonique si et seulement si les
applications ϕi, i = 1, ..., n sont biharmoniques.
Exemple 1.4.3. Le simple exemple d’une application biharmonique, les po-
lynômes de degrés 3 et 2 sur R
Exemple 1.4.4. Soit l’application :

ϕ : (M, g) −→ (Sn, h)

ϕ et biharmonique si et seulement si :

trg(∇ϕ)2τ(ϕ) + 2e(ϕ)τ(ϕ)− trhh(τ(ϕ), dϕ)dϕ = 0

En effet, remarque que la sphèe unité Sn à courbure constante égale à 1 d’ou
d’après la formule :

R(X, Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

On a :

trgR
Sn(τ(ϕ), dϕ)dϕ = trg

(
h(dϕ, dϕ)τ(ϕ)− h(τ(ϕ), dϕ)dϕ

)
= | dϕ |2 τ(ϕ)− trgh(τ(ϕ), dϕ)dϕ

= 2e(ϕ)τ(ϕ)− trgh(τ(ϕ), dϕ)dϕ



CHAPITRE 2

PRODUIT TORDU DE VARIÉTÉS
RIEMANNIENNES

Dans ce chapitre, nous rappelons la notion d’une variété Riemannienne
produit tordu avec la métrique associée sur produit tordu. En donnant la
connexion de Levi-Cevita et la courbure dans set métrique.

2.1 Produit Tordu de Variétés Riemanniennes

Définition 2.1.1. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes de
dimension m et n respectivement et f ∈ C∞(M) une fonction strictement
positive. La variété produit tordu M ×f N est définie comme étant la variété
M ×N munie de la métrique Gf telle que

Gf = π∗g + (f ◦ π)2η∗h

où π : M × N −→ M et η : M × N −→ N désignent les projections cano-
niques.

Si X, Y ∈ Γ(TM × TN) on a

19
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Gf

(
X, Y

)
= g
(
dπ(X), dπ(Y )

)
+ (f ◦ π)2h

(
dη(X), dη(Y )

)
Remarque 2.1.1. Relativement à des cartes locales (U, xi) ∈ atl(M) et
(V, yi) ∈ atl(N), la matrice associée à Gf est donnée par(

gij 0

0 f 2 · hlk

)
et la matrice inverse (

gij 0

0 f−2 · hlk

)

Le couple (M ×f N,Gf ) s’appelle variété Riemannienne produit tordu et f
s’appelle la fonction de distorsion du produit tordu.
Exemple 2.1.1. (Le tore) Le tore T 2 est la variété produit S1 × S1 avec

gu =
4

(1 + u2)2
du2 une métrique Riemannienne sur la sphére unité S1 alors,

g̃ = gu + f 2gv,

est une métrique Riemannienne tordu sur le tore T 2, où f une fonction de
classe C∞ sur S1, strictement positive. Le tore T 3 est la variété produit S1×
S1 × S1 alors, on peut définir deux métriques Riemannienne tordu,

g̃1 = gu + f 2
1 (gv + gw) et g̃2 = (gu + gv) + f 2

2 gw,

où f1 une fonction de classe C∞ sur S1 et f2 une fonction de classe C∞ sur
S1 × S1, strictement positives.

La connexion de levi-civita de M ×f2 N peut être maintenant rapprochée à
celle de M et de N comme suit.
Proposition 2.1.1. (Connexion de Levi-Civita de la Variété Produit Tordu)
Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes. Si ∇ désigne la connexion
de Levi-Civita associé à la variété produit (M ×N,G), alors la connexion de
Levi-Civita ∇̃ associée à la variété produit tordu (M ×f2 N,Gf ) est donnée
par

∇̃XY = ∇XY+
1

2f 2
X1(f

2)
(

0, Y2

)
+

1

2f 2
Y1(f

2)
(

0, X2

)
−1

2
h(X2, Y2)

(
grad(f 2), 0

)
(2.1)
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pour tout X1, Y1 ∈ Γ(TM), X2, Y2 ∈ Γ(TN), X = (X1, X2) et Y = (Y1, Y2).

Preuve :
Soient X1, Y1, Z1 ∈ Γ(TM) et X2, Y2, Z2 ∈ Γ(TN), on pose X = (X1, X2),
Y = (Y1, Y2) et Z = (Z1, Z2) des champs de vecteurs sur M ×f2 N . De la
formule de Koszule on obtient

2Gf (∇̃XY, Z) = X(Gf (Y, Z)) + Y (Gf (X,Z))− Z(Gf (X, Y ))

+Gf (Z, [X, Y ]) +Gf (Y, [Z,X])−Gf

(
X, [Y, Z])

= X(g(Y1, Z1) ◦ π + f 2 ◦ π.h(Y2, Z2) ◦ η) +

Y (g(X1, Z1) ◦ π + f 2 ◦ π.h(X2, Z2) ◦ η)−
Z(g(X1, Y1) ◦ π + f 2 ◦ π.h(X2, Y2) ◦ η)

+g(Z1, [X1, Y1]) ◦ π + f 2 ◦ π.h(Z2, [X2, Y2]) ◦ η
+g(Y1, [Z1, X1]) ◦ π + f 2 ◦ π.h(Y2, [Z2, X2]) ◦ η
−g(X1, [Y1, Z1]) ◦ π − f 2 ◦ π.h(X2, [Y2, Z2]) ◦ η

2Gf (∇̃XY, Z) = 2g(∇M
X1
Y1, Z1) ◦ π + 2f 2 ◦ π.h(∇N

X2
Y2, Z2) ◦ η

+X1(f
2) ◦ π.h(Y2, Z2) ◦ η + Y1(f

2) ◦ π.h(X2, Z2) ◦ η
−Z1(f

2) ◦ π.h(X2, Y2) ◦ η
= 2Gf

(
(∇M

X1
Y1,∇N

X2
Y2), Z

)
+ h(X1(f

2) ◦ π.Y2
+Y1(f

2) ◦ π.X2, Z2) ◦ η − g(h(X2, Y2) ◦ η.grad(f 2), Z1) ◦ π

= 2Gf

(
(∇M

X1
Y1,∇N

X2
Y2), Z

)
+Gf (

X1(f
2)

f 2
◦ π.Y2

+
Y1(f

2)

f 2
◦ π.X2, Z)−Gf (h(X2, Y2) ◦ η.grad(f 2), Z)

d’où, pour tout Z ∈ Γ(TM) on déduire que :

2Gf (∇̃XY, Z) = 2Gf

(
(∇M

X1
Y1,∇N

X2
Y2) + (

X1(f
2)

2f 2
◦ π.Y2 +

Y1(f
2)

2f 2
◦ π.X2

−1

2
(h(X2, Y2) ◦ η.grad(f 2), Z

)
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2

Proposition 2.1.2. (Tenseur de Courbure du Produit Tordu)
Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes. Si R et R̃ désignent
les tenseurs de courbures de la variété Riemannienne produit (M ×N,G) et
de la variété Riemannienne produit (M ×f2 N,Gf ) respectivement, alors

R̃
(
X, Y

)
−R

(
X, Y

)
=

1

2f 2

{(
∇M
Y1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1(f

2)gradf 2, 0
)
∧Gf

(
0, X2

)
−
(
∇M
X1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1(f

2)gradf 2, 0
)
∧Gf

(
0, Y2

)
− 1

2f 2
|gradf 2|2

(
0, X2

)
∧Gf

(
0, Y2

)} (2.2)

où (
X ∧Gf Y

)
Z = Gf

(
Z, Y

)
X −Gf

(
Z,X

)
Y

pour tout X1, Y1 ∈ H(M), X2, Y2 ∈ Γ(TN), X = (X1, X2) et Y = (Y1, Y2).

Preuve :
Soient X1, Y1, Z1 ∈ Γ(TM) et X2, Y2, Z2 ∈ Γ(TN), on pose X = (X1, X2),
Y = (Y1, Y2) et Z = (Z1, Z2)

R̃
(
X, Y

)
Z = R̃

(
(X1, X2), (Y1, Y2)

)
Z

= R̃
(
X̃1, Ỹ1

)
Z + R̃

(
X̃1, Ŷ2

)
Z + R̃

(
X̂2, Ỹ1

)
Z + R̃

(
X̂2, Ŷ2

)
Z
(2.3)

Développant chaque terme de la dernière équation
1) R̃

(
X̃1, Ỹ1

)
Z = R̃

(
X̃1, Ỹ1

)
Z̃1 + R̃

(
X̃1, Ỹ1

)
Z̃2

a) R̃
(
X̃1, Ỹ1

)
Z̃1 = ∇̃X̃1

∇̃Ỹ1
Z̃1 − ∇̃Ỹ1

∇̃X̃1
Z̃1 − ∇̃[X̃1,Ỹ1]

Z̃1

= ∇M
X1
∇M
Y1
Z1 −∇M

Y1
∇M
X1
Z1 −∇M

[X1,Y1]
Z1

=
(
RM(X1, Y1)Z1, 0

)
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b) R̃
(
X̃1, Ỹ1

)
Ẑ2 = ∇̃X̃1

∇̃Ỹ1
Ẑ2 − ∇̃Ỹ1

∇̃X̃1
Ẑ2 − ∇̃[X̃1,Ỹ1]

Ẑ2

= ∇̃X̃1

Y1(f
2)

2f 2
Ẑ2 − ∇̃Ỹ1

X1(f
2)

2f 2
Ẑ2 −

[X1, Y1](f
2)

2f 2
Ẑ2

=

[
X1(Y1(f

2)/2f 2) +
Y1(f

2)X1(f
2)

4f 2
− Y1(X1(f

2)/2f 2)

−Y1(f
2)X1(f

2)

4f 2
− [X1, Y1](f

2)

2f 2

]
Ẑ2

= 0

de a) et b) on déduit que :

R̃
(
X̃1, Ỹ1

)
Z =

(
RM(X1, Y1)Z1, 0

)
(2.4)

2) R̃
(
X̃1, Ŷ2

)
Z = R̃

(
X̃1, Ŷ2

)
Z̃1 + R̃

(
X̃1, Ŷ2

)
Ẑ2

a) R̃
(
X̃1, Ŷ2

)
Z̃1 = ∇̃X̃1

∇̃Ŷ2
Z̃1 − ∇̃Ŷ2

∇̃X̃1
Z̃1 − ∇̃[X̃1,Ŷ2]

Z̃1

= ∇̃X̃1

Z1(f
2)

2f 2
Ŷ2 − ∇̃Ŷ2

∇̃M
X1
Z1

= X1(Z1(f
2)/2f 2)Ŷ2 +

Z1(f
2)X1(f

2)

4f 2
Ŷ2 −

1

2f 2
∇M
X1
Z1(f

2)Ŷ2

=
1

2f 2

[
X1(Z1(f

2))−∇M
X̃1
Z̃1(f

2)− Z1(f
2)X1(f

2)

2f 2

]
Ŷ2

=
1

2f 2

[
g
(
∇M
X1
gradf 2, Z1

)
− X1(f

2)

2f 2
g
(
gradf 2, Z1

)]
Ŷ2

= g

(
1

2f 2

[
∇M
X1
gradf 2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, Z1

)
Ŷ2

= Gf

(( 1

2f 2

[
∇M
X1
gradf 2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, 0
)
,
(
Z1, 0

))(
0, Y2

)
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b) R̃
(
X̃1, Ŷ2

)
Ẑ2 = ∇̃X̃1

∇̃Ŷ2
Ẑ2 − ∇̃Ŷ2

∇̃X̃1
Ẑ2 − ∇̃[X̃1,Ŷ2]

Ẑ2

= ∇̃X̃1
(0,∇N

Y2
Z2)−

h(Y2, Z2)

2
(gradf 2, 0)− ∇̃Ŷ2

X1(f
2)

2f 2
Ẑ2

=
X1(f

2)

2f 2
∇N
Y2
Z2 −

h(Y2, Z2)

2
∇M
X1
gradf 2

−X1(f
2)

2f 2

[
∇N
Y2
Z2 −

h(Y2, Z2)

2
gradf 2

]

= −h(Y2, Z2)

2
∇M
X1
gradf 2 +

X1(f
2)

2f 2

h(Y2, Z2)

2
gradf 2

= −h(Y2, Z2)

2

[
∇M
X1
gradf 2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]

= −Gf

(
(0, Y2), (0, Z2)

)( 1

2f 2

[
∇M
X1
gradf 2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, 0

)

de a) et b) on déduit

R̃
(
X̃1, Ŷ2

)
Z = Gf

(( 1

2f 2

[
∇M
X1
gradf 2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, 0
)
,
(
Z1, 0

))(
0, Y2

)
−Gf

(
(0, Y2), (0, Z2)

)(
1

2f 2

[
∇M
X1
gradf 2 − X1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, 0

)

R̃
(
X̃1, Ŷ2

)
Z = − 1

2f 2

(
∇M
X1
gradf 2− 1

2f 2
Y1(f

2)gradf 2, 0

)
∧Gf

(
0, Y2

)
(2.5)
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3) R̃
(
X̂2, Ŷ2

)
Z = R̃

(
X̂2, Ŷ2

)
Z̃1 + R̃

(
X̂2, Ŷ2

)
Ẑ2

a) R̃
(
X̂2, Ŷ2

)
Z̃1 = ∇̃X̂2

∇̃Ŷ2
Z̃1 − ∇̃Ŷ2

∇̃X̂2
Z̃1 − ∇̃[X̂2,Ŷ2]

Z̃1

= ∇̃X̂2

1

2f 2
Z1(f

2)Ŷ2 − ∇̃Ŷ2

1

2f 2
Z1(f

2)X̂2 −
1

2f 2
Z1(f

2)[X2, Y2]

=
1

2f 2
Z1(f

2)

[
(0,∇N

X2
Y2)−

h(Y2, X2))

2
(gradf 2, 0)

]

− 1

2f 2
Z1(f

2)

[(
0,∇N

Y2
X2

)
− h(Y2, X2))

2

(
gradf 2, 0

)]
− 1

2f 2
Z1(f

2)
(

0, [X2, Y2]
)

=
1

2f 2
Z1(f

2)

(
0, (∇N

X2
Y2)−∇N

Y2
X2)− [X2, Y2])

)
= 0

b) R̃
(
X̂2, Ŷ2

)
Ẑ2 = ∇̃X̂2

∇̃Ŷ2
Ẑ2 − ∇̃Ŷ2

∇̃X̂2
Ẑ2 − ∇̃[X̂2,Ŷ2]

Ẑ2

=
(

0, RN(X2, Y2)Z2

)
−|gradf

2|2

4f 4

[
Gf

(
(0, Y2), (0, Z2)

)
(0, X2)−

Gf

(
(0, X2), (0, Z2)

)
(0, Y2)

]
=

(
0, RN(X2, Y2)Z2

)
− 1

4f 4
|gradf 2|2

(
0, X2

)
∧Gf

(
0, Y2

)

∇̃X̂2
∇̃Ŷ2

Ẑ2 = ∇̃X̂2

(
(0,∇N

Y2
Z2)−

h(Y2, Z2)

2
(gradf 2, 0)

)
=

(
0,∇N

X2
∇N
Y2
Z2

)
−
h(X2,∇N

Y2
Z2)

2

(
gradf 2, 0

)
−h(Y2, Z2)

2
∇̃X̂2

(
gradf 2, 0

)
−X2(h(Y2, Z2))

2

(
gradf 2, 0

)
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∇̃Ŷ2
∇̃X̂2

Ẑ2 = ∇̃Ŷ2

(
(0,∇N

X2
Z2)−

h(X2, Z2)

2
(gradf 2, 0)

)
=

(
0,∇N

Y2
∇N
X2
Z2

)
−
h(Y2,∇N

X2
Z2)

2

(
gradf 2, 0

)
− h(X2, Z2)

2
∇̃Ŷ2

(
gradf 2, 0

)
−Y2(h(X2, Z2))

2

(
gradf 2, 0

)

−∇̃[X̂2,Ŷ2]
Ẑ2 = −

(
0,∇N

[X2,Y2]
Z2

)
+
h([X2, Y2], Z2)

2

(
gradf 2, 0

)

∇̃X̂2

(
gradf 2, 0

)
=

gradf 2(f 2)

2f 2
(0, X2) =

1

2f 2
|gradf 2|2(0, X2)

∇̃Ŷ2

(
gradf 2, 0

)
=

gradf 2(f 2)

2f 2
(0, Y2) =

1

2f 2
|gradf 2|2(0, Y2)

−h(X2,∇N
Y2
Z2)−X2(h(Y2, Z2)) + h(Y2,∇N

X2
Z2) + Y2(h(X2, Z2)) + h([X2, Y2], Z2) = 0

D’où

R̃
(
X̂2, Ŷ2

)
Z =

(
0, RN(X2, Y2)Z2

)
− 1

4f 2
|gradf 2|2

(
0, X2

)
∧Gf

(
0, Y2

)
(2.6)

4) R̃
(
X̂2, Ỹ1

)
Z = R̃

(
X̂2, Ỹ1

)
Z̃1 + R̃

(
X̂2, Ỹ1

)
Ẑ2

a) R̃
(
X̂2, Ỹ1

)
Z̃1 = ∇̃X̂2

∇̃Ỹ1
Z̃1 − ∇̃Ỹ1

∇̃X̂2
Z̃1 − ∇̃[X̂2,Ỹ1]

Z̃1

= ∇̃X̂2
(∇M

Y1
Z1, 0)− ∇̃Ỹ1

Z1(f
2)

2f 2
X̂2

=
∇M
Y1
Z1(f

2)

2f 2
X̂2 − Y1(

Z1(f
2)

2f 2
)X̂2 −

Z1(f
2)

2f 2

Y1(f
2)

2f 2
X̂2

=

[
∇M
Y1
Z1(f

2)

2f 2
+
Y1(f

2)Z1(f
2)

2f 4
− Y1(Z1(f

2))

2f 2
− Y1(f

2)Z1(f
2)

4f 4

]
X̂2

=
1

2f 2

[
∇M
Y1
Z1(f

2)− Y1(Z1(f
2)) +

Y1(f
2)Z1(f

2)

2f 2

]
X̃2

=
1

2f 2

[
− g
(
∇M
Y1
gradf 2, Z1

)
+
Y1(f

2)

2f 2
g
(
gradf 2, Z1

)]
X̂2

= −Gf

(
1

2f 2

[
∇M
Y1
gradf 2 − Y1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, Z1

)(
0, X2

)
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b) R̃
(
X̂2, Ỹ1

)
Ẑ2 = ∇̃X̂2

∇̃Ỹ1
Ẑ2 − ∇̃Ỹ1

∇̃X̂2
Ẑ2 − ∇̃[X̂2,Ỹ1]

Ẑ2

= ∇̃X̂2

Y1(f
2)

2f 2
Ẑ2 − ∇̃Ỹ1

(
(0,∇N

X2
Z2)−

h(X2, Z2)

2
gradf 2, 0)

)
=

Y1(f
2)

2f 2

[
∇N
X2
Z2 −

h(X2, Z2)

2
gradf 2

]

−Y1(f
2)

2f 2
∇N
X2
Z2 +

h(X2, Z2)

2
∇M
Y2
gradf 2

=
h(X2, Z2)

2

[
∇M
Y2
gradf 2 − Y1(f

2)

2f 2
gradf 2

]

= Gf

(
(0, X2), (0, Z2)

)( 1

2f 2

[
∇M
Y1
gradf 2 − Y1(f

2)

2f 2
gradf 2

]
, 0
)

De a) et b) on déduit

R̃
(
X̂2, Ỹ1

)
Z =

1

2f 2

(
∇M
Y1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1(f

2)gradf 2, 0
)
∧Gf

(
0, X2

)
(2.7)

Des formules (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6) on obtient

R̃
(
X, Y

)
−R

(
X, Y

)
=

1

2f 2

{(
∇M
Y1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1(f

2)gradf 2, 0
)
∧Gf

(
0, X2

)
−
(
∇M
X1
gradf 2 − 1

2f 2
Y1(f

2)gradf 2, 0
)
∧Gf

(
0, Y2

)
− 1

2f 2
|gradf 2|2

(
0, X2

)
∧Gf

(
0, Y2

)}

Proposition 2.1.3. (courbure de Ricci)
Soit M ×f N une variété produit tordu et Ricc sa courbure de Ricci. Pour
tout X1, Y1 ∈ Γ(TM) et X2, Y2 ∈ Γ(TN)) on a

1. Ricc((X1, 0), (Y1, 0)) = S1(X1, Y1)− n2

f
g1( ∇X1gradf, Y1)

2. Ricc((X1, 0), (0, Y2)) = 0

3. Ricc((0, X2), (0, Y2)) = Ricci(X2, Y2) − g2(X2, Y2)(f4(f) + (n2 −
1)|gradf |2),

où 4(f) est le Laplacien de la fonction f sur N .



CHAPITRE 3

HARMONICITÉ ET BIHARMONICITÉ SUR
PRODUIT TORDU

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’harmonicité et la biharmo-
nicité de quelques applications définies sur des variétés muni d’un métrique
tordue. Dans un premier lieu, nous allons calculer le champ de tension des
ces applications afin de déterminer la condition d’harmonicité.

3.1 Harmonicité et biharmonicité de l’applica-
tion φ : Mm ×f Nn → P p

Comme premières applications, nous allons traiter le cas où la variété de
départ munie d’une métrique tordue[21].

Soit l’application

φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) → (P p, k) ,

(x, y) −→ φ̃(x, y) = φ(x)

ou, Gf = g + f 2h est la métrique tordu de la variété produit M × N et

28
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φ : (Mm, g) → (pp, k). Nous étudierons harmonicité et biharmoniqueity de
φ̃.En calculer le champ de tension de l’application φ̃ nous obtenons le résultat
suivant :
Proposition 3.1.1. [14] Soit l’application φ : (Mm, g) → (P p, k) de classe
C∞.Le champ de tension de l’application φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) → (P p, k)

défini par :
τ(φ̃) = τ(φ) + ndφ(grad ln f) (3.1)

Preuve :
Soit {e1, ...em)} (resp {f1....fn} ) une base locale ortonormale sur M ( resp
N). On pose

hk =

ẽi = (ei, 0), si i = 1, ...,m

1
f
f̃j = 1

f
(0, fj), si j = 1, ..., n

alors {(h1, ..., hm+n} est une base locale ortonormale sur la variété produit
tordue M ×f N ,on pose dφ̃(X, Y ) = (dφ(X), 0) pour tout X ∈ Γ(TM) et
Y ∈ Γ(TN).Alors par la définition de champ de la tension on à :

τ(φ̃) = TrGf∇dφ̃

= ∇φ̃
(ei,0)

dφ̃(ei,0) +
1

f 2
∇φ̃

(0,fj)
dφ̃(0, fj)

− dφ̃
(
∇̃(ei,0)(ei, 0)

)
− 1

f 2
dφ̃
(
∇̃(0,fj)(0, fj

)
.

Alors
∇φ̃

(ei,0)
dφ̃(ei, 0) = ∇φ

ei
dφ(ei)

et
∇φ̃

(0,fj)
dφ̃(0, fj) = 0,

D’après la formule (2.1),on à

∇̃(ei,0)(ei, 0) = (∇eiei, 0)

et
∇̃(0,fj)(0, fj) =

(
0,∇fjfj

)
− nf 2(grad ln f, 0).
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Mm ×f Nn → P p

avec
τ(φ̃) = ∇φ

ei
dφ(ei)− dφ

(
∇M
ei
ei
)

+ ndφ(grad ln f),

alors on obtient :
τ(φ̃) = τ(φ) + ndφ(grad ln f).

Remarque 3.1.1. Si φ : (Mm, g) → (Pm, k)(m ≥ 3) est une application
conforme avec la dualité λ. Alors le champ de tension de φ̃ est donné par :

τ(φ̃) = (2−m)dφgrad lnλ+ ndφ(grad ln f) = dφ(gradln(λ2−mfn)).

Alors φ̃ est harmonique si et seulement si la fonction λ2−mfn est constant.

Comme deuxième résulat et pour déterminé le champ de bitension τ2 de
φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) → (P p, k) on va appliqué le théoréme suivant :
Théorème 3.1.1. Soit l’application φ : (Mm, g)→ (P p, k) de classe C∞.Alors
le champ de bitension de

φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) → (P p, k) ,

(x, y) −→ φ̃(x, y) = φ(x)

est donné par :

τ2(φ̃) = τ2(φ)− n
(
Trg∇2dφ(grad ln f) + TrgR(dφ(grad ln f), dφ)dφ

)
− n∇grad ln fτ(φ)− n2∇grad ln fdφ(grad ln f).

(3.2)

preuve
Par la définition du champ de bitension, nous avons

τ2(φ̃) = −TrGf
(
∇φ̃
)2
τ(φ̃)− TrGfRP (τ(φ̃), dφ̃)dφ̃ (3.3)

Pour le premier terme TrGf
(
∇φ̃
)2
τ(φ̃), Nous avons

TrGf
(
∇φ̃
)2
τ(φ̃) = ∇φ̃

(ei,0)
∇φ̃

(ei,0)
τ(φ̃) +

1

f 2
∇φ̃

(0,fj)
∇φ̃

(0,fj)
τ(φ̃)

−∇φ̃

∇̃(ei,0)
(ei,0)

τ(φ̃)− 1

f 2
∇φ̃

∇̃(0,fj)
(0,fj)

τ(φ̃).

En développant terme à terme cette équation, nous avons :

∇φ̃
(ei,0)
∇φ̃

(ei,0)
τ(φ̃) = ∇φ̃

(ei,0)
∇φ̃

(ei,0)
τ(φ) + n∇φ̃

(ei,0)
∇φ̃

(ei,0)
dφ(grad ln f)

= ∇φ
ei
∇φ
ei
τ(φ) + n∇φ

ei
∇φ
ei
dφ(grad ln f)
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et
∇φ̃

(0,fj)
∇φ̃

(0,fj)
τ(φ̃) = 0.

En utilisant l’équation (2.1) et de même façon on obtient

∇φ̃
(ei,0)

∇φ̃
(ei,0)

τ(φ̃)) = ∇φ
∇Mei ei

τ(φ) + n∇φ
∇Mei ei

dφ(grad ln f)

et

∇φ̃
(0,fj)

∇φ̃
(0,fj)

τ(φ̃) = −nf 2∇φ
grad ln fτ(φ)− n2f 2∇φ

grad ln fdφ(grad ln f).

Il suit que :

TrGf
(
∇φ̃
)2
τ(φ̃) = Trg(∇φ)2τ(φ) + nTrg(∇φ)2dφ(grad ln f)

+ n∇φ
grad ln fτ(φ) + n2∇φ

grad ln fdφ(grad ln f).
(3.4)

Pour terminer la preuve, en développant terme à terme cette équation, TrGfRP (τ(φ̃), dφ̃)dφ̃,
Nous avons

TrGfR
P (τ(φ̃), dφ̃)dφ̃ = RP (τ(φ̃), dφ̃(ei, 0))dφ̃(ei, 0)

+
1

f 2
RP (τ(φ̃), dφ̃(0, fi))dφ̃(0, fi)

= RP (τ(φ̃), dφ̃(ei, 0))dφ̃(ei, 0)

= RP (τ(φ), dφ(ei))dφ(ei)

+ nRP (dφ(grad ln f), dφ(ei))dφ(ei).

alors

TrGfR
P (τ(φ̃), dφ̃)dφ̃ = TrgR

P (τ(φ), dφ)dφ+ nTrgR
P (dφ(grad ln f), dφ)dφ.

(3.5)
Si nous remplaçons (3.4) et (3.5) dans (3.3), nous obtient

τ2(φ̃) = τ2(φ)− n(Trg∇2dφ(grad ln f) + TrgR
f ′(dφ(grad ln f), dφ)dφ)

− n∇grad ln fτ(φ)− n2∇grad ln fdφ(grad ln f).

La preuve du Théorème (3.1.1) est complète
Remarque 3.1.2. Le théorème (3.1.1) est un résultat particulier du produit
tordu généralisé comme une conséquence, si φ et harmonique, nous avons
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Mm ×f Nn → P p

Corollaire 3.1.1. [14] Soit l’application harmonique φ : (Mm, g)→ (pp, k).
Alors,

φ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) → (P p, k) ,

(x, y) −→ φ̃(x, y) = φ(x).

L’application φ̃ est biharmonique si et seulement si :

Trg∇2dφ(grad ln f)+TrgR
P (dφ(grad ln f), dφ)dφ+n∇gradlnfdφ(grad ln f) = 0.

Si on pose φ = IdM ,La première projection :

P1 : (Mm ×f Nn, Gf ) → (P p, k) ,

(x, y) −→ P1(x, y) = x

P1 est biharmonique si et seulement si :

grad∆lnf +
n

2
grad(|gradlnf |2) + 2RicciM(grad ln f) = 0

.

Dans ce cas devons présenter l’exemple suivant sur application biharmonique
non-harmonique
Exemple 3.1.1. Soit l’application

ϕ̃ : Rm\{0} ×f Nn −→ Rm\{0}
(x, y) 7−→ ϕ̃(x, y) =

x

|x|2
.

Nous supposons que (lnf = α(r)). Alors par le Théorème(3.1.1), nous dédui-
sons que l’application ϕ̃ : Rm\{0} ×f Nn → Rm\{0} est biharmonique si et
seulement si la fonction de α satisfait l’équation différentiable suivante

nα′′′+
n(m− 5)

r
α′′−3n(3m− 7)

r2
α′+n2α′α′′−2n2

r
(α′)2−8(m− 2)(m− 4)

r3
= 0.

Soit β = α′, Cette équation devient

nβ′′+
n(m− 5)

r
β′− 3n(3m− 7)

r2
β + n2ββ′− 2n2

r
β2− 8(m− 2)(m− 4)

r3
= 0.
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En cherchant les solutions particulières de type, β = a
r
(a ∈ R∗), alors ϕ̃ :

Rm\{0} ×f Nn → Rm\{0} est biharmonique si et seulement si

3n2a2 + 2n(5m− 14)a+ 8(m− 2)(m− 4) = 0.

Cette équation admet deux solutions a = 4−2m
n

et a = 4(4−m)
3n

.

1. pour a = 4−2m
n

, nous obtient f(r) = Cr
4−2m
n et dans ce cas ϕ̃ :

Rm\{0} ×f Nn → Rm\ {0} est harmonique alors biharmonique.

2. pour a = 4(4−m)
3n

, nous obtient f(r) = Cr
4(4−m)

3n et dans ce cas ϕ̃ :

Rm\{0} ×f Nn → Rm\{0} est biharmonique non-harmonique.

Maintenant nous considérons l’application ψ : (Nn, g) → (pp, k) Et nous
définissez l’application

ψ̃ : (Mm ×f Nn, Gf ) → (P p, k) ,

(x, y) −→ ψ̃(x, y) = ψ(x).

En étudiant le biharmonicité de l’application ψ̃, nous obtenons le résultat
suivant :
Théorème 3.1.2. Soit ψ : (Nn, h)→ (P p, k) une application différentiable.
Les champs de tension et de bi-tension de l’application

ψ : (Mm ×Nn, G) → (P p, k)

(x, y) 7−→ ψ(y)

sont donnés par

τ(ψ̃) =
1

f 2 ◦ π
τ(ψ) (3.6)

et

τ2(ψ̃) =
1

f 4 ◦ π
τ2(ψ)− 2

f 2 ◦ π
((

∆lnf + (n− 2)|gradlnf |2
)
◦ π
)
τ(ψ). (3.7)

preuve.
Premier-ment, nous calculons le champ de la tension de ψ̃. Par la définition
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Mm ×f Nn → P p

au champ de la tension, nous avons

τ(ψ̃) = TrGf∇dψ̃

= ∇ψ̃
(ei,0)

dψ̃(ei, 0) +
1

f 2 ◦ π
∇ψ̃

(0,fj)
dψ̃(0, fj)

− dψ̃
(
∇̃(ei,0)(ei, 0)

)
− 1

f 2 ◦ π
dψ̃
(
∇̃(0,fj)(0, fj)

)
.

En utilisant l’équation (2.1), nous obtenais

τ(ψ̃) =
1

f 2 ◦ π
∇ψ
fj
dψ(fj)−

1

f 2 ◦ π
dψ(∇fjfj) =

1

f 2 ◦ π
τ(ψ),

alors
τ(ψ̃) =

1

f 2 ◦ π
τ(ψ).

Par cette expression, nous déduisons cela ψ̃ est harmonique est-il si et seule-
ment si ψ est harmonique. Maintenant, nous calculerons le champ de bi-
tension de ψ̃. Par la définition, nous avons

τ2(ψ̃) = −TrGf
(
∇ψ̃
)2
τ(ψ̃)− TrGfRP (τ(ψ̃), dψ̃)dψ̃. (3.8)

pour le premier terme TrGf (∇ψ̃)2τ(ψ̃), on à

TrGf
(
∇ψ̃
)2
τ(ψ̃) = ∇ψ̃

(ei,0)
∇ψ̃

(ei,0)
τ(ψ̃) +

1

f 2 ◦ π
∇ψ̃0

(0,fj)
∇ψ̃0

(0,fj)
τ(ψ̃)

−∇ψ̃

∇̃(ei,0)
(ei,0)

τ(ψ̃)− 1

f 2 ◦ π
∇ψ̃

∇̃(0,fj)
(0,fj)

τ(ψ̃).

alors,

∇ψ̃
(ei,0)
∇ψ̃

(ei,0)
τ(ψ̃) =

2

f 2 ◦ π

((
2|gradlnf |2 − ei(ei(lnf))

)
◦ π
)
τ(ψ)

et
1

f 2 ◦ π
∇ψ̃

(0,fj)
∇ψ̃

(0,fj)
τ(ψ̃) =

1

f 4 ◦ π
∇ψ
fj
∇ψ
fj
τ(ψ).

Finalement avec la formule(2.1), nous obtenais

∇ψ̃
∇(ei,0)

(ei,0)
(ψ̃) =

2

f 2 ◦ π

(
∇eiei((ln f)) ◦ π

)
τ(ψ)
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et

1

f 2 ◦ π
∇ψ̃

∇̃(0,fj)
(0,fj)

τ(ψ̃) =
1

f 4 ◦ π
∇∇fj fjτ(ψ) +

2n

f 2 ◦ π
(
(|gradlnf |2) ◦ π

)
τ(ψ).

Qui nous donnes

TrGf (∇ψ̃)2τ(ψ̃) =
1

f 4 ◦ π
Trh∇2τ(ψ)− 2

f 2 ◦ π
(
(∆lnf+(n−2)|gradlnf |2)◦π

)
τ(ψ)

(3.9)
Finalement TrGfRP (τ(ψ̃), dψ̃)dψ̃, Il est facile de vérifient

TrGfR
P (τ(ψ̃), dψ̃)dψ̃ =

1

f 4 ◦ π
TrhR

P (τ(ψ), dψ)dψ. (3.10)

Si nous remplacé (3.9) et (3.10) dans (3.8), nous obtenir

τ2(ψ̃) =
1

f 4 ◦ π
τ2(ψ)− 2

f 2 ◦ π
((∆lnf + (n− 2)|gradlnf |2) ◦ π)τ(ψ).

La preuve de théorème (3.1.2) est complete. Une conséquence immédiate du
Théorème (3.1.2) est donnée par le corollaire suivant :
Corollaire 3.1.2. Soit ψ : (Nn, h)→ (pp, k) application biharmonique non-
harmonique.l’application ψ̃ : (Mm × Nn, G) → (pt′, k) défini par ψ̃(x, y) =

ψ(y) elle et biharmonique si seulement si la fonction fn−2 est harmonique.
Exemple 3.1.2. Soit l’application,

φ :]0, +∞[×fR −→ R

(x, y) 7−→ y2

où les variétés 0,+∞[ et R sont munies de la métrique standard. En utilisant
la proposition (3.1.1), et remarquons que pour M =] 0,+∞[, N = P = R, et
φ(y) = y2 pour tout y ∈ R, on a

τ(φ) = 4(φ) =
d2φ

dy2
= 2 , τ2(φ) =

d4φ

dy4
= 0,

et,

τ(φ) =
2

f 2
, τ2(φ) =

2

f 2
(4(

1

f 2
)− 2

f 2
|grad ln f |2).
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Remarquons que τ(φ) est strictement positive pour tout fonction f sur ]0,+∞[,donc
cherchons une fonction f telle que φ est bi-harmonique, c’est à dire cherchons
une fonction f différentiable sur ]0,+∞[ vérifiant :

4(
1

f 2
)− 2

f 2
|grad ln f |2 = 0.

On a,

4(
1

f 2
) =

d2

dx2
(

1

f 2
)

= −2(
f ′′

f 3
− 3

(f ′)2

f 4
)

et,

grad ln f =
f ′

f

d

dx
|grad ln f |2 = (

f ′

f
)2, o f ′ =

df

dx
,

d’où,

4(
1

f 2
)− 2

f 2
|grad ln f |2 =− 2(

f ′′

f 3
− 3

(f ′)2

f 4
)− 2

f 2
(
f ′

f
)2

= − 2

f 4
(ff ′′ − 2(f ′)2)

Alors φ est bi-harmonique non harmonique si et seulement si la fonction f

vérifiant :
ff ′′ − 2(f ′)2 = 0, (3.11)

la solution générale de l’équation (3.11) est, f(x) = −1
ax+b

, pour α = −1 et
b = 0, on obtient f(x) = 1

x
, une fonction différentiable strictement positive

sur]0,+∞[.
Exemple 3.1.3. Soit la projection,

π : R×f R −→ R

(x, y) 7−→ x

où la variété R munie de la métrique standard. En utilisant la proposition
4.2.3on obtient,

τ(π) = grad ln f

=
f ′

f

d

dx
, of ′ =

df

dx
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et,

τ2(π) = trg(∇R)2grad ln f +RicciR(grad ln f)

+
1

2
grad(|grad ln f |2)

= ∇Rd
dx
∇Rd

dx
grad ln f +

1

2

d

dx
(
f ′

f
)2
d

dx

=
d2

dx2
(
f ′

f
)
d

dx
+ (

f ′f ′′

f 2
− (f ′)3

f 3
)
d

dx

= (
f ′′′

f
− 3

f ′f ′′

f 2
+ 2

(f ′)3

f 3
+
f ′f ′′

f 2
− (f ′)3

f 3
)
d

dx

=
1

f 3
(f 2f ′′′ − 2ff ′f ′′ + (f ′)3)

d

dx
,

donc la projection π est bi-harmonique non harmonique si et seulement si la
fonction f est non constant sur R et vérifiant,

f 2f ′′′ − 2ff ′f ′′ + (f ′)3 = 0 (3.12)

La solution générale de l’équation (3.12) est,

f(x) = c(e
√
2
a

(x+b) + e−
√
2
a

(x+b) + 2).

En particulier, pour α =
√

2, b = 0 et c = 1 on obtient,

f(x) = ex + e−x + 2,

3.2 Harmonicité et biharmonicité de l’applica-
tion φ : (Mm, g) −→ (Nn ×f P p, Gf)

Soient (M, g), (N, h) et (P, k) trois variétés Riemanniennes Comme deuxième
applications, nous allons traiter le cas où la variété d’arrivée est munie d’une
métrique tordue généralisée.

Soit φ une application définie par

φ : (M, g) −→ (N ×f P,Gf )

x 7−→ (ϕ(x), φ(x))



38
3.2 Harmonicité et biharmonicité de l’application

φ : (Mm, g) −→ (Nn ×f P p, Gf )

avec ϕ : (M, g) −→ (N, h) et φ : (M, g) −→ (P, k) deux applications régu-
lières et Gf = h+f 2k la métrique définie sur N×f P avec f ∈ C∞(N).

Proposition 3.2.1. Le champ de tension de φ est donné par la formule
suivante.

τ(φ) =
(
τ(ϕ), τ(φ)

)
+ 2
(

0, dφ(grad(ln f ◦ φ))
)

− e(φ)
(
gradf 2 ◦ ϕ, 0)

(3.13)

Preuve :
En calculant en ce point et par définition du champ de tension, nous avons

τ(φ) = trg∇dφ
= ∇φ

ei
dφ(ei)

= ∇̃(dϕ(ei),dφ(ei))(dϕ(ei), dφ(ei))

= ∇̃(dϕ(ei),0)(dϕ(ei), 0) + ∇̃(dϕ(ei),0)(0, dφ(ei))

+ ∇̃(0,dφ(ei))(dϕ(ei), 0) + ∇̃(0,dφ(ei))(0, dφ(ei))

= (τ(ϕ), 0) + 2dϕ(ei)(lnf)(0, dφ(ei)) + (0, τ(φ))− 1

2
|dφ|2(gradf 2 ◦ ϕ, 0)

= (τ(ϕ), τ(φ))− e(φ)(gradf 2 ◦ ϕ, 0) + 2(0, dφ(grad(lnf ◦ ϕ))).

2

De la proposition (3.2.1), on déduit la remarque suivante :
Remarque 3.2.1. Si la fonction de la distorsion est constante, alors le
champ de tension de φ est donné par :

τ(φ) =
(
τ(ϕ), τ(φ)

)
donc φ est harmonique (resp biharmonique) si et seulement si ϕ et φ sont
harmoniques (resp biharmoniques).
Proposition 3.2.2. Soit φ une application définie par

φ : (M, g) −→ (M ×f M,Gf )

x 7−→ (ϕ(x), φ(x))

avec ϕ = φ = IdM et Gf = g + f 2g la métrique définie sur M ×f M avec
f ∈ C∞(N).
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Le champ de tension de φ est donné par la formule suivante.

τ(φ) = 2
(

0, (grad(ln f))
)
− nf 2(gradlnf, 0)

Preuve :
Appliquant la proposition (3.2.1) pour ϕ = φ = IdM , on a :

τ(φ) =
(
τ(ϕ), τ(φ)

)
+ 2
(

0, dφ(grad(ln f ◦ φ))
)

− e(φ)(gradf 2 ◦ ϕ, 0)

= 2
(

0, (grad(ln f))
)
− n

2
(f 2gradlnf, 0)

= 2
(

0, (grad(ln f))
)
− nf 2(gradlnf, 0)

Dons le cas où φ est l’inclusion, nous obtenons les résultats suivants.
Proposition 3.2.3. Le champ de tension de l’application φ définie par :

φ : (M, g) −→ (M ×f N,Gf )

x 7−→ (ϕ(x), y0) avec y0 fixe sur N

est donné par :

τ(φ) = (τ(ϕ), 0)

Donc φ est harmonique (resp biharmonique) si et seulement si ϕ est harmo-
nique (resp biharmonique)
Remarque 3.2.2. Si l’application φ est constante, alors le champ de tension
et de bi-tension de l’application φ sont donnée par :

τ(φ) = (τ(ϕ), 0),

τ2(φ) = (τ2(ϕ), 0).

Donc dans ce cas,l’application φ est bi-harmonique non harmonique si et
seulement si l’application ϕ est bi-harmonique non harmonique.
Proposition 3.2.4. Soient y ∈ N et Gf = g+ f 2h la métrique de la variété
produit tordu M ×f N , alors l’application,

iy : (M, g) −→ (M ×f N, G)

x 7−→ (x, y)
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est totalement géodésique, c’est à dire ∇diy = 0.
En effet

∇iy(X, Y ) = ∇iy
Xdiy(Y )− diy(∇M

x Y )

= ∇̃(X,0)(Y, 0)− (∇M
X Y, 0)

= (∇M
X Y, 0)− (∇M

X Y, 0)

= 0.

pour tout X, Y ∈ Γ1(TM).
Proposition 3.2.5. Soient x ∈M et Gf = g+f 2h la métrique de la variété
produit tordu Mm ×f Nn,alors les champs de tension et de bi-tension de
l’inclusion En effet

ix : (N, h) → (M ×f N, G)

y 7−→ (x, y)

sont données par :
τ(ix) = −n

2
(gradf 2, 0) ◦ ix

τ2(ix) =
n2

8
(grad(|gradf 2|2, 0)) ◦ ix

Preuve Appliquant la proposition (3.2.1) pour ϕ = constante = x et φ =

IdN , on a ln f ◦ ϕ = constante , grad(ln f ◦ ϕ) = 0 et e(φ) =
n

2
, d’ou

τ(ix) = −n
2

(gradf 2 ◦ ϕ, 0)

= −n
2

(gradf 2, 0) ◦ ix.

En remarquant que φ et ϕ sont harmoniques, grad(lnf ◦ ϕ) = 0, X = 0 et
ω = 0, on obtient

τ2(ix) =
1

2
(
n

2
)2(grad(|gradf 2|2) ◦ ϕ, 0)

=
n2

8
(grad(|gradf 2|2), 0) ◦ ix
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Corollaire 3.2.1. L’inclusion ix est bi-harmonique non harmonique si et
seulement si

grad(|gradf 2|2)x = 0

et
(gradf 2)x 6= 0

2

Remarque 3.2.3. Si la fonction f est constante sur M , alors pour tout
x ∈M l’inclusion ix est harmonique, donc bi-harmonique.
Exemple 3.2.1. Soit l’inclusion,

it0 : Sm−1 −→ ]0, π[×sin tS
m−1

x 7−→ (t0, x)

Soit f(t) = sin t, est une fonction strictement positive sur l’intervalle ]0, π[.
On a :

(gradf 2)t = 2 sin t cos t
d

dt

et
grad(|gradf 2|2)t = 8 sin t cos t(1− 2 sin2 t)

d

dt
,

d’où

grad(|gradf 2|2)t = 0⇔ cos t = 0 ou sin t =

√
2

2

⇔ t ∈ {π
2
,
π

4
,

3π

4
},

En utilisant le corollaire précédent, on trouve que l’inclusion it0 est bi-harmonique

non harmonique si et seulement si t0 ∈ {
π

4
,

3π

4
}.

Exemple 3.2.2. Soit l’inclusion :

it0 : S1 −→ ]0, 1[×xS1

y 7−→ (t0, y)

ou x = x(t) une fonction différentiable strictement positive sur l’intervalle
]0, 1[. On a

gradx2 = 2xẋ
d

dt
|gradx2|2 = 4x2ẋ2,
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d’où,
grad(|gradx2|2) = 8xẋ(ẋ2 + xẍ),

en utilisant le corollaire précédente on trouve que l’inclusion it0 est bi-harmonique
non harmonique si et seulement si

ẋ2(t0) + x(t0)ẍ(t0) = 0etẋ(t0) 6= 0 (3.14)

L’équation (3.14) admet une solution globale, x(t) = α
√
t+ b, de plus ẋ(t) =

a
2
√
t+b

non nulle pour toutα 6= 0,alors pour tout α > 0 et pour tout t0 ∈]0, 1[

on a it0 est bi-harmonique non harmonique.

Généralement on a :
Corollaire 3.2.2. Soient N = (Nn, h) une variété Riemannienne de dimen-
sion n et f une fonction strictement positive sur l’intervalle ]0,+∞[, alors
l’application

ix : N −→ ]0, +∞[×fN
y 7−→ (x, y)

est bi-harmonique non harmonique si et seulement si il existe α, b ∈ R∗+ telle
que f(x) =

√
αx+ b pout tout x ∈ R∗+.

Preuve.
En utilisant la proposition (3.2.3) on obtient,

τ(ix) = −nff ′( d
dx
, ou f ′ =

df

dx

et,

τ2(ix) = n2ff ′(ff ′′ + (f ′)2)(
d

dx
, 0),

Alors l’application ix est bi-harmonique non harmonique si et seulement si
la fonction f est non constant et vérifie l’équation,

ff ′′ + (f ′)2 = 0,

une solution générale de l’équation précédente est :

f(x) =
√
αx+ b ou α, b ∈ R∗+.

2
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Exemple 3.2.3. Soit l’application,

it0,λ : (S2, g) −→ (R× S2, H)

x 7−→ (t0, x)

ou, t0 ∈ R, λ ∈ C∞(S2) strictement positive, f ∈ C∞(R) strictement positive
et Hf = dt2 + f 2λ2g la métrique tordu sur la variété produit R × S2 avec
R munie de la métrique standard dt2 et la sphère unité’ S2 munie d’une
deuxième métrique g̃ = λ2g(g une métrique sur S2).

Remarquons que l’application,

(S2, g) −→ (S2, g̃)

x 7−→ x

est conforme de dilatation λ,donc on obtient le champ de tension et de bi-
tension de l’application it0,λ par

τ(it0,λ) = −λ2(gradf 2, 0)

= −2λ2fḟ(
d

dt
, 0) , o ḟ =

df

dt

et,

τ2(it0,λ) = −4ḟ 2(0, gradλ2)− 2fḟ4(λ2)(
d

dt
, 0)

+
λ4

2
(8fḟ(ḟ 2 + ff)

d

dt
, 0),

d’où, l’application it0,λ est harmonique si et seulement si ḟ = 0, c’est à dire
la fonction f est constante strictement positive. Et l’application it0,λ est bi-
harmonique si et seulement si :

 −4ḟ 2gradλ2 = 0

−2fḟ4(λ2) + λ4

2

(
8fḟ(ḟ 2 + ff)

)
= 0

⇔

{
ḟ 2gradλ = 0

−ḟ4(λ2) + 2λ4ḟ(ḟ 2 + ff) = 0

Si la fonction f est non constant, alors l’application it0,λ est bi-harmonique
non harmonique si et seulement si la fonction λ est une constant strictement
positive et la fonction f vérifie l’équation,

ḟ 2 + ff = 0,
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l’équation précédente admet une solution globale sur B+ (resp B−), mainte-
nant, nous considérons l’application harmonique φ : (Nn, h) → (Nn, h̃) et
nous étudions le biharmonicité de l’application φ̃ : N → (M ×N, G) défini
par φ(y) = (x0, φ(y)).
Théorème 3.2.1. Soit l’application harmonique φ : (Nn, h) → (P p, k),
alors nous définissez l’application

φ̃ : N −→ (M × P, G)

y 7−→ φ(y) = (x0, φ(y))

φ elle est harmonique si et seulement si :

{
(e(φ))2grad(|gradf 2|2)− 2(4e(φ))gradf 2 = 0,

dφ(grad(e(φ))) = 0.

Preuve
On pose (fj)1≤j≤n une base orthonormé sur N . Alors le chanp tension de
l’application φ̃ défini par :

τ(φ̃) = Trh∇̃dφ̃

= ∇̃φ̃
fj
dφ̃(fj)− dφ̃(∇N

fj
fj)

= ∇̃φ̃
fj

(0, dφ(fj))− (0, dφ(∇N
fj
fj))

= (0,∇φ
fj
dφ(fj))− 2f 2e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃− (0, dφ(∇N

fj
fj))

= (0, τ(φ))− 2f 2e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃.

Et comme φ harmonique, il suit que :

τ(φ̃) = −2f 2e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃.

Alors φ̃ biharmonique si et seulement si :

Trh(∇φ̃)2e(φ)(grad ln f, 0)◦ φ̃+e(φ)TrhR̃
M×fP ((grad ln f, 0)◦ φ̃, dφ̃)dφ̃ = 0.

(3.15)

Pour le premier terme Trh(∇φ̃)2e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃ de (3.15), Nous avons
par définition
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Trh(∇φ̃)2e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃

= ∇̃φ̃
fj
∇̃φ̃
fj
e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃− ∇̃φ̃

∇Nfj fj
e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃.

(3.16)

Calculez le premier ∇̃φ̃
fj
∇̃φ̃
fj
e(φ)(grad ln f, 0)◦ φ̃ de (3.16). D’après l’équation

(2.1), nous obtient

∇φ̃
fj
e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃

= e(φ)∇φ̃
fj

(grad ln f, 0) ◦ φ̃+ fj(e(φ))(grad ln f, 0) ◦ φ̃

= e(φ)|grad ln f |2(0, dφ(fj)) ◦ φ̃+ fj(e(φ))(grad ln f, 0) ◦ φ̃.

Ce que donne,

∇φ̃
fj
∇φ̃
fj
e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃

= ∇φ̃
fj

(e(φ)|grad ln f |2(0, dφ(fj))) ◦ φ̃+∇φ̃
fj

(fj(e(φ))(grad ln f, 0) ◦ φ̃)

= e(φ)|grad ln f |2∇φ̃
fj

(0, dφ(fj)) ◦ φ̃+ |grad ln f |2fj(e(φ))(0, dφ(fj)) ◦ φ̃

+ fj(e(φ))∇φ̃
fj

(grad ln f, 0) ◦ φ̃+ fj(fj(e(φ)))(grad ln f, 0) ◦ φ̃.

On obtient

∇φ̃
fj
∇φ̃
fj
e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃ = |grad ln f |2e(φ)(0,∇φ

fj
dφ(fj)) ◦ φ̃

− 2f 2(e(φ))2|grad ln f |2(grad ln f, 0) ◦ φ̃
+ 2|grad ln f |2(0, dφ(grade(φ))) ◦ φ̃
+ fj(fj(e(φ)))(grad ln f, 0) ◦ φ̃.

(3.17)

Toujours on utilisons l’équation (2.1), et avec simple calcul nous donne
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∇φ̃

∇Nfj fj
e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃

= e(φ)∇φ̃

∇Nfj fj
(grad ln f, 0) ◦ φ̃+ (∇N

fj
fj)(e(φ))(grad ln f, 0) ◦ φ̃

= |grad ln f |2e(φ)(0, dφ(∇N
fj
fj)) ◦ φ̃

+ (∇N
fj
fj)(e(φ))(grad ln f, 0) ◦ φ̃.

(3.18)

En remplaçant (3.18) et (3.17) dans (3.16) et comme phi et harmonique,
Alors

Trh(∇φ̃)2e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃
= −2f 2(e(φ))2|grad ln f |2(grad ln f, 0) ◦ φ̃
+ 2|grad ln f |2(0, dφ(grad(e(φ)))) ◦ φ̃+4e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃.

(3.19)

Au composé le résistant il reste à examiner le terme TrhR̃M×fP ((grad ln f, 0)◦
φ̃, dφ̃)dφ̃, alors on obtient

TrhR̃
M×fP ((grad ln f, 0) ◦ φ̃, dφ̃)dφ̃

= R̃M×fP ((grad ln f, 0), (0, dφ(fj)))(0, dφ(fj)) ◦ φ̃.

Grace a la formule (2.1), on obtien,

R̃M×fP ((grad ln f, 0), (0, dφ(fj))) =− 1

2
(grad(|grad ln f |2), 0) ∧ cf (0, dφ(fj))

− |grad ln f |2(grad ln f, 0) ∧ cf (0, dφ(fj)).

En développant les termes de cette équation, on obtient :

((grad(|grad ln f |2), 0) ∧ cf (0, dφ(fj)))(0, dφ(fj))

= 2f 2e(φ)(grad(|grad ln f |2), 0)

et

((grad ln f, 0) ∧ cf (0, dφ(fj)))(0, dφ(fj)) = 2f 2e(φ)(grad ln f, 0).

alors
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TrhR̃
M×fP ((grad ln f, 0) ◦ φ̃, dφ̃)dφ̃

= −f 2e(φ)(grad(|grad ln f |2), 0) ◦ φ̃
− 2f 2|grad ln f |2e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃.

Finalement, il suit que :

Trh(∇φ̃)2e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃+ e(φ)TrhR̃
M×fP ((grad ln f, 0) ◦ φ̃, dφ̃)dφ̃

= −4f 2(e(φ))2|grad ln f |2(grad ln f, 0) ◦ φ̃+4e(φ)(grad ln f, 0) ◦ φ̃
− f 2(e(φ))2(grad(|grad ln f |2), 0) ◦ φ̃
+ 2|grad ln f |2(0, dφ(grad(e(φ)))) ◦ φ̃.

Nous déduisons que l"application φ̃ est biharmonique si et seulement si
f 2(e(φ))2(4| grad ln f |2 grad ln f + grad(| grad ln f |2)),
−(4e(φ)) grad ln f = 0,

dφ(grad(e(φ))) = 0.

Il est facile de voir cela,

grad(|gradf 2|2) = grad(|2f 2grad ln f |2)
= 4grad(f 4|grad ln f |2)
= 4f 4grad(|grad ln f |2) + 16f 4|grad ln f |2grad ln f

= 4f 4(4|grad ln f |2grad ln f + grad(|grad ln f |2)),

d’où

4|grad ln f |2grad ln f + grad(|grad ln f |2) =
1

4f 4
grad(|gradf 2|2).

alors l’application φ̃ biharmonique si et seulement si

{
(e(φ))2grad(|gradf 2|2)− 2(4e(φ))gradf 2 = 0,

dφ(grad(e(φ))) = 0.
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3.3 Harmonicité de l’application φ : (Mm ×α
Nn, Gα) −→ (Mm ×β Nn, Gβ)

Soit φ une application définie par :

φ : (M ×α N,Gα) −→ (M ×β N,Gβ)

(x, y) 7−→ (x, y)

Comme un premier résultat, nous considérons deux variété Riemannienne
(Mm, g) et (Nn, h) et α, β ∈ C∞(M) le biharmonicité de l’application φ :
(Mm ×α Nn, Gα)→ (Mm ×β Nn, Gβ) défini par φ(x, y) = (x, y) Est cédé
par le théorème suivant
Théorème 3.3.1. Soit φ une application définie par :

φ : (M ×α N,Gα) −→ (M ×β N,Qβ)

(x, y) 7−→ (x, y)

φ est biharmonique si et seulement si

grad4f + 2Ricci(gradf)− 2(4 lnα + (n− 2)|grad lnα|2)gradf

+ (n− 4)(grad∇M
grad lnαgradf)− 2n

β2

α2
df(grad ln β)grad ln β

− nβ
2

α2
(∇M

gradfgrad ln β) = 0,

(3.20)

avec f = α2 − β2 et α, β ∈ C∞(M) deux fonction positive

preuve
Soit {e1, ...em)} (resp {f1....fn} ) une base locale ortonormale sur M ( resp
N). On pose

hk =

ẽi = (ei, 0), si i = 1, ...,m

1
f
f̃j = 1

f
(0, fj), si j = 1, ..., n

alors {(h1, ..., hm+n} est une base locale ortonormale sur la variété produit
tordue M ×f N ,on pose dφ̃(X, Y ) = (dφ(X), 0) pour tout X ∈ Γ(TM) et
Y ∈ Γ(TN).Alors par la définition de champ de la tension on à :
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τ(φ) = TrGα∇̃dφ
= ∇̃φ

(ei,0)
dφ(ei, 0)− dφ(∇̃M×αN

(ei,0)
(ei, 0))

+
1

α2
∇̃φ

(0,fj)
dφ(0, fj)−

1

α2
dφ(∇̃M×αN

(0,fj)
(0, fj)),

D’aprés l’equation (2.2), On à :

∇̃φ
(ei,0)

dφ+ (ei, 0) = ∇̃M×βN
(ei,0)

(ei, 0) = (∇M
ei
ei, 0),

dφ(∇̃M×αN
(ei,0)

(ei, 0)) = dφ(∇M
ei
ei, 0) = (∇M

ei
ei, 0),

∇̃φ
(0,fj)

dφ(0, fj) = ∇̃M×βN
(0,fj)

(0, fj) = (0,∇N
fj
fj)− nβ2grad ln β, 0), et

dφ(∇̃M×αN
(0,fj)

(0, fj)) = dφ((0,∇N
fj
fj)− nα2(grad lnα, 0))

= (0,∇N
fj
fj)− nα2(grad lnα, 0),

alors

τ(φ) = n(grad lnα, 0)− nβ
2

α2
(grad ln β, 0)

=
n

2α2
(grad(α2 − β2), 0).

L’application φ est harmonique si et seulement si la fonction α2 − β2 est
constant. Par définition, l’application φ elle est harmonique si et seulement
si

TrGα∇̃2τ(φ) + TrGαR̃
M×βN(τ(φ), dφ)dφ = 0.

Soit f = α2 − β2, alors φ biharmonique si et seulement si

TrGα∇̃2 1

α2
(gradf, 0) +

1

α2
TrGαR̃

M×βN((gradf, 0), dφ)dφ = 0. (3.21)

Soit TrGα∇̃2 1
α2 (gradf, 0) et d’après L’équation (3.21), on à

TrGα∇̃2 1

α2
(gradf, 0) = ∇̃φ

(ei,0)
∇̃φ

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0)− ∇̃φ

∇̃M×αN (ei0)(ei,0)

1

α2
(gradf, 0)

+
1

α2

(
∇̃φ

(0,fj)
∇̃φ

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0)

− ∇̃φ

∇̃M×αN
(0,fj)

(0, fj)
1

α2
(gradf, 0)

)
.

(3.22)
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En développant les termes de cette équation, on obtient :

∇̃φ
(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) =

1

α2
∇̃φ

(ei,0)
(gradf, 0) + ei(

1

α2
)(gradf, 0)

=
1

α2
∇̃M×βN

(ei,0)
(gradf, 0) + ei(

1

α2
)(gradf, 0)

=
1

α2
(∇M

ei
gradf, 0)− 2

α2
ei(lnα)(gradf, 0).

Alors,

∇̃φ
(ei,0)
∇̃φ

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) = ∇̃φ

(ei,0)

(
1

α2
(∇M

ei
gradf, 0)− 2

α2
ei(lnα)(gradf, 0)

)
= ∇̃φ

(ei,0)

(
1

α2
(∇M

ei
gradf, 0))− 2∇̃φ

(ei,0)
(

1

α2
ei(lnα)(gradf, 0)

)
.

on obtient :

∇̃φ
(ei,0)
∇̃φ

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) = ∇̃φ

(ei,0)

(
1

α2
(∇M

ei
gradf, 0)− 2

α2
ei(lnα)(gradf, 0)

)
= ∇̃φ

(ei,0)

(
1

α2
(∇M

ei
gradf, 0))− 2∇̃φ

(ei,0)
(

1

α2
ei(lnα)(gradf, 0)

)
et

∇̃φ
(ei,0)

( 1

α2
ei(lnα)(gradf, 0)

)
=

1

α2
ei(lnα)(∇M

ei
gradf, 0) + ei(

1

α2
ei(lnα))(gradf, 0)

=
1

α2
(∇M

grad lnαgradf, 0) + (
1

α2
ei(ei(lnα)) + ei(

1

α2
)ei(lnα))(gradf, 0)

=
1

α2
(∇M

grad lnαgradf, 0) +
1

α2
(ei(ei(lnα))− 2ei(lnα)ei(lnα))(gradf, 0)

=
1

α2
(∇M

grad lnαgradf, 0) +
1

α2
(ei(ei(lnα))− 2|grad lnα|2)(gradf, 0).

Finalement, il suit que :

∇̃φ
(ei,0)
∇̃φ

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) =

1

α2

(
(∇M

ei
∇M
ei
gradf, 0)− 4(∇M

grad lnαgradf, 0)

)
− 2

α2
(ei(ei(ln))− 2|grad lnα|2)(gradf, 0).
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pour le terme ∇̃φ

∇̃M×αN
(ei,0)

(ei,0)

1
α2 (gradf, 0) on utilison l’équation (2.3), on ob-

tiens

∇̃φ

∇̃M×αN
(ei,0)

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) = ∇̃φ

(∇Mei ei,0)
1

α2
(gradf, 0)

= ∇̃M×βN
(∇Mei ei,0)

1

α2
(gradf, 0)

=
1

α2
∇̃M×βN

(∇Mei ei,0)
(gradf, 0)

+ (∇M
ei
ei)(

1

α2
)(gradf, 0),

alors

∇̃φ

∇̃M×αN
(ei,0)

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0) =

1

α2
(∇M
∇Mei ei

gradf, 0)− 2

α2
(∇M

ei
ei)(lnα)(gradf, 0).

(3.23)
En développant les termes de équations (3.23), on obtient :

∇̃φ
(ei,0)
∇̃φ

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0)−∇̃φ

∇̃M×αN
(ei,0)

(ei,0)

1

α2
(gradf, 0)

=
1

α2
(∇M
∇Mei ei

gradf, 0)− 2

α2
(∇M

ei
ei)(lnα)(gradf, 0)

=
1

α2
((Trg∇2gradf, 0)− 4(∇M

grad lnαgradf, 0))

− 2

α2
(4 lnα− 2|grad lnα|2)(gradf, 0).

(3.24)

Nous calculerons le terme ∇̃φ
(0,fj)
∇̃φ

(0,fj)
1
α2

(gradf, 0), on obtient

∇̃φ
(0,fj)
∇̃φ

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0) = ∇̃φ

(0,fj)
(

1

α2
∇̃M×βN

(0,fj)
(gradf, 0))

= ∇̃φ
(0,fj)

(
1

α2
df(grad ln β)(0, fj))

=
1

α2
df(grad ln β)∇̃M×βN

(0,fj)
(0, fj)

=
1

α2
df(grad ln β)((0,∇N

fj
fj)− nβ2(grad ln β, 0)).

Alors,

∇̃φ
(0,fj)
∇̃φ

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0) =

1

α2
df(grad ln β)

(
(0,∇N

fj
fj)−nβ2(grad ln β, 0)

)
(3.25)
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Depuis le terme ∇̃φ

∇̃M×αN
(0,fj)

(0,fj)

1
α2 (gradf, 0) on à

∇̃φ

∇̃M×αN
(0,fj)

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0)

= ∇̃φ 1

α2
(0,∇N

fj
fj)(gradf, 0)− nα2∇̃φ

(grad lnα,0)

1

α2
(gradf, 0)

=
1

α2
∇̃M×βN(0,∇N

fj
fj)(gradf, 0)− n∇̃M×βN(grad lnα, 0)(gradf, 0)

− nα2(grad lnα)(
1

α2
)(gradf, 0)

=
1

α2
df(grad ln β)(0,∇N

fj
fj)− n(∇M

grad lnαgradf, 0) + 2n|grad lnα|2(gradf, 0),

alors on obtient,

∇̃φ

∇̃M×αN
(0,fj)

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0) =

1

α2
df(grad ln β)(0,∇N

fj
fj)− n(∇M

grad lnαgradf, 0)

+ 2n|grad lnα|2|2(gradf, 0).

(3.26)

D’après les Équations (3.25) et (3.26) on obtient

∇̃φ
(0,fj)
∇̃φ

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0)∇̃φ

∇̃M×αN
(0,fj)

(0,fj)

1

α2
(gradf, 0)

= n(∇M
grad lnαgradf, 0)− 2n|grad lnα|2(gradf, 0)

− nβ
2

α2
df(grad ln β)(grad ln β, 0).

En remplacer (3.27) et (3.24) dans (3.22) et nous déduisons la formule sui-
vante,

TrGα∇̃2 1

α2
(gradf, 0) =

1

α2
(Trg∇2gradf, 0)

+
n− 4

α2
(∇M

grad lnαgradf, 0)

− 2

α2
(4 lnα + (n− 2)|grad lnα|2)(gradf, 0)

− nβ
2

α4
df(grad ln β)(grad ln β, 0).

(3.27)

Finalement,
Trg∇2gradf = grad4f +Ricci(gradf),
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en déduire,

TrGα∇̃2 1

α2
(gradf, 0) =

1

α2
(grad4f, 0) +

1

α2
(Ricci(gradf), 0)

− 2

α2
(4 lnα + (n− 2)|grad lnα|2)(gradf, 0)

+
n− 4

α2
(∇M

grad lnαgradf, 0)

− nβ
2

α4
df(grad ln β)(grad ln β, 0).

Pour completé la preuve de théoréme on déveloper le terme :

TrGαR̃
M×βN((gradf, 0), dφ)dφ.

En effet

TrGαR̃
M×βN((gradf, 0), dφ)dφ = R̃M×βN((gradf, 0), (ei, 0))(ei, 0)

+
1

α2
R̃M×βN((gradf, 0), (0, fj))(0, fj).

(3.28)

R̃M×βN((gradf, 0), (ei, 0)) = RM×βN((gradf, 0), (ei, 0)) = (RM(gradf, ei), 0),

alors

R̃M×βN((gradf, 0), (ei, 0))(ei, 0) = (Ricci(gradf), 0). (3.29)

Depuis le terme
R̃M×βN((gradf, 0), (0, fj))(0, fj)

et avec l’equation (2.2), on à

R̃M×βN((gradf, 0), (0, fj)) =− (∇gradfgrad ln β, 0) ∧ cf (0, fj)
− df(grad ln β)(grad ln β, 0) ∧ cf (0, fj).

Pour cette expression, nous avons

((∇gradfgrad ln β, 0) ∧ cf (0, fj))(0, fj) = Gβ((0, fj), (0, fj))(∇gradfgrad ln β, 0)

−Gβ((0, fj), (∇gradfgrad ln β, 0))(0, fj)

= nβ2(∇gradfgrad ln β, 0)
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et

((grad ln β, 0) ∧ cf (0, fj))(0, fj) = Gβ((0, fj), (0, fj))(grad ln β, 0)

−Gβ((0, fj), (grad ln β, 0))(0, fj)

= nβ2(grad ln β, 0),

alors

R̃M×βN((gradf, 0), (0, fj))(0, fj) = −nβ2df(grad ln β)(grad ln β, 0)

− nβ2(∇M
gradfgrad ln β, 0).

Si remplacé (3.30) et (3.30) dans (3.28), on obtiens

TrGαR̃
M×βN((gradf, 0), dφ)dφ

=(Ricci(gradf), 0)− nβ
2

α2
df(grad ln β)(grad ln β, 0)

− nβ
2

α2
(∇M

gradfgrad ln β, 0).

Finalement, utilisons les équations (3.30) et (3.28) nous donnent la formule
suivante :

TrGα∇̃2 1

α2
(gradf, 0)+

1

α2
TrGαR̃

M×βN((gradf, 0), dφ)dφ

=
1

α2
(grad4f, 0) +

2

α2
(Ricci(gradf), 0)

− 2

α2
(4 lnα + (n− 2)|grad lnα|2)(gradf, 0)

+
n− 4

α2
(∇M

grad lnαgradf, 0)− nβ
2

α4
(∇M

gradfgrad ln β, 0)

− 2n
β2

α4
df(grad ln β)(grad ln β, 0).

Alors φ is biharmonique si et seulement si

grad4f+2Ricci(gradf)− 2(4 lnα + (n− 2)|grad lnα|2)gradf

+ (n− 4)(∇M
grad lnαgradf)− nβ

2

α2
(∇M

gradfgrad ln β)

− 2n
β2

α2
df(grad ln β)grad ln β = 0.
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Corollaire 3.3.1. Soit l’application

φ : (M ×α N, Gα)→ (M ×N, G),

(x, y) −→ φ(x, y) = (x, y)

φ est biharmonique si et seulement si

grad(4 lnα) +
n

2
grad(|grad lnα|2) + 2Ricci(grad lnα) = 0. (3.30)

Preuve
D’aprés la Théorème (3.3.1), En substituant f = α2, par l’application φ :
(M ×α N, Gα) → (M × N, G) définir par φ(x, y) = (x, y), Alors φ est
biharmonique si et seulement si

grad4α2 + 2Ricci(gradα2)− 2(4 lnα + (n− 2)|grad lnα|2)gradα2

+ (n− 4)(∇M
grad lnαgradα

2) = 0.

et,
gradα2 = 2α2grad lnα

,

∇M
grad lnαgradα

2 = 2∇M
grad lnαα

2grad lnα

= 2α2∇M
grad lnαgrad lnα + 2grad lnα(α2)grad lnα

= α2grad(|grad lnα|2) + 4α2|grad lnα|2grad lnα.

C’est connu cela 4α2 = 2α24 lnα + 4α2|grad lnα|2, alors

grad4α2 = grad(2α24 lnα + 4α2|grad lnα|2)
= 2grad(α24 lnα) + 4grad(α2|grad lnα|2)
= 2α2grad(4 lnα) + 4α2(4 lnα)grad lnα

+ 4α2grad(|grad lnα|2) + 8α2|grad lnα|2grad(lnα).

Finalement, il suit que l’application

φ : (M ×α N, Gα)→ (M ×N, G),

(x, y) −→ φ(x, y) = (x, y).
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Est biharmonique si et seulement si :

grad(4 lnα) +
n

2
grad(|grad lnα|2) + 2Ricci(grad lnα) = 0.

Maintenant, nous allons passer à quelque exemple sur les application bihar-
monique non harmonique.
Exemple 3.3.1. Soit l’application,

Rm\{0} ×α Nn → Rm\{0} ×Nn (m 6= 2),

(x, y) −→ φ(x, y) = (x, y).

Si supposent que lnα et radial (lnα = f(r)). Alors avec dapré le corolaire
(3.3.1) nous déduisons que l’application φ et biharmonique si et seulement si
f Satisfait l’équation différentiable suivante :

f ′′′ +
m− 1

r
f ′′ − m− 1

r2
f ′ + nf ′f ′′ = 0.

Soit β = f ′, cette équation devient

β′′ +
m− 1

r
β′ − m− 1

r2
β + nββ′ = 0.

En cherchant les solutions particulières de type β = a/r(a ∈ R∗), alors φ et
biharmonique si et seulement si

a =
4− 2m

n
.

Nous obtient
α(r) = cr

4− 2m

n
(C > 0),

et dans ce cas L’application φ et biharmonique non-harmonique.
Exemple 3.3.2. Considère M = Sm Paramétrisation fourni

x = (cos s, sin s.z) s ∈ [0, π] et z ∈ Sm−1.

Dans une base orthonormé Sm définir par

e1 =
∂

∂s
, ei = (0, fi)
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pour i = 2, . . . ,m, avec fi c’est la tangent de la sphere Sm−1 comme

m∑
i=2

∇eiei = −(m− 1) cot s
∂

∂s
.

Nous considérons L’application φ : Sm ×α Nn → Sm × Nn définir par
φ(x, y) = (x, y) = ((cos s, sin s.z), y) si on supose l’applicaion f défi-
nir par f = lnα Dépend seulement de s. Alors par la corollaire (3.3.1), nous
déduisons que l’application φ est biharmonique si et seulement si la fonction
f satisfait l’équation différentielle suivante

f ′′′ + nf ′f ′′ + (m− 1)((cot s)f ′′ − (1− cot2 s)f ′) = 0.

Si on pose γ(s) = f ′(s), de même façon on obtient,

γ′′ + nγγ′ + (m− 1)

(
(cot s)γ′ − (1− cot2 s)γ

)
= 0.

Par exemple, si le m = 1, la fonction γ(s) = 1
ns+C

est une solution de cette
équation, et que nous obtenons

α(s) = n
√

(ns+ C)2.

Dans ce cas, l’application de φ est biharmonique non-harmonique.

cette résultat semblable est donné par le corollaire suivant :
Corollaire 3.3.2. Soit L’application

φ : (M ×N,G) −→ (M ×β N,Gβ)

(x, y) 7−→ (x, y)

Alors φ est biharmonique si et seulement si

grad4 ln β + 2(4 ln β)grad ln β + (4− 2nβ2)|grad ln β|2grad ln β

+ (2− n

2
β2)grad(|grad ln β|2) + 2Ricci(grad ln β) = 0.

De façon équivalente phi est biharmonique si et seulement si la fonction
f = β2 satisfait l’équation suivante
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grad4f + 2Ricci(gradf)− n

4
grad(|gradf |2) = 0.

Comme un second résultat, nous étudierons le biharmoniqueity de l’appli-
cation φ̃ : (Mm ×f Nn, Gα) → (P p1

1 × P p2
2 , G) définir par φ̃(x, y) =

(φ(x), ψ(y)).Nous avons le théorème suivant :
Théorème 3.3.2. Soit l’application,

φ̃ : (Mm ×f Nn, Gα) −→ (P p1
1 × P

p2
2 , G)

φ̃(x, y) = 7−→ (φ(x), ψ(y))

avec φ : (M, g) → (P1, k1) et ψ : (N, h) → (P2, k2) deux application
harmoniques. Alors l’application φ̃ est biharmonique si et seulement si

Trg(∇φ)2dφ(grad ln f)

+ TrgR
P1(dφ(grad ln f), dφ)dφ+ n∇φ

grad ln fdφ(grad ln f) = 0.
(3.31)

Preuve
soit {e1, ...em)} (resp {f1....fn} ) une base locale ortonormale sur M ( resp
N). On pose

hi =

ẽi = (ei, 0), si i = 1, ...,m

1
f
b̃i−m = 1

f
(0, bi−m), si i = m+ 1, ..., n+m

alors {(h1, ..., hm+n} est une base locale ortonormale sur la variété produit
tordue M ×f2 N . on note dans ce cas,

dφ̃(X, Y ) = (dφ(X), dψ(Y ))

pour tout X ∈ Γ(TM) et Y ∈ Γ(TN).Alors avec la définition de champ de
tension, on à

τ(φ̃) = TrGf∇dφ̃

= ∇φ̃
(ei,0)

dφ̃(ei, 0) +
1

f 2oπ
∇φ̃

(0,fj)
dφ̃(0, fj)

− dφ̃(∇̃(ei,0)(ei, 0))− 1

f 2oπ
dφ̃(∇̃(0,fj)(0, fj)).
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Utilisation l’équation (2.1), avec

∇̃(ei,0)(ei, 0) = (∇eiei, 0)

et

∇̃(0,fj)(0, fj) = (0, ∇fjfj)− n(f 2 ◦ π)(grad ln f, 0),

alors

τ(φ̃) = (∇φ
ei
dφ(ei), 0)− (dφ(∇eiei), 0)

+
1

f 2oπ
(0,∇φ

fj
dφ(fj))−

1

f 2oπ
(0, dφ(∇fjfj)) + n(dφ(grad ln f), 0)

= (τ(φ), 0) +
1

f 2oπ
(0, τ(φ)) + n(dφ(grad ln f), 0).

Depuis φ et φ c’est harmonique, en déduire

τ(φ̃) = n(dφ(grad ln f), 0).

Avec définition, l’application φ̃ est biharmonique si et seulement si

TrGf (∇φ̃)2(dφ(grad ln f), 0) + TrGfR
P1×P2((dφ(grad ln f), 0), dφ̃)dφ̃ = 0.

(3.32)
En développant les termes de cette équation TrGf (∇φ̃)2(dφ(grad ln f), 0),
nous avons

TrGf (∇φ̃)2(dφ(grad ln f), 0) = ∇φ̃
(ei,0)
∇φ̃

(ei,0)
(dφ(grad ln f), 0)

−∇φ̃

∇̃M×N
(ei0)

(ei,0)
f(dφ(grad ln f), 0)

+
1

f 2oπ
(∇φ̃

(0,fj)
∇φ̃

(0,fj)
(dφ(grad ln f), 0)

−∇φ̃

∇̃M×αN
(0fj)

(0,fj)
(dφ(grad ln f), 0)).

En développant terme à terme cette équation, nous avons

∇φ̃
(ei,0)
∇φ̃

(ei,0)
(dφ(grad ln f), 0) = (∇φ

ei
∇φ
ei
dφ(grad ln f), 0),
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∇φ̃

∇̃M×N
(ei0)

(ei,0)
f(dφ(grad ln f), 0) = ∇φ

(∇eiei,0)
(dφ(grad ln f), 0)

= (∇φ
∇eiei

dφ(grad ln f), 0),

∇φ̃
(0,fj)
∇φ̃

(0,fj)
(dφ(grad ln f), 0) = 0

et

∇φ̃

∇̃M×αN
(0fj)

(0,fj)
(dφ(grad ln f), 0) = −n(f 2 ◦ π)(∇φ

grad ln fdφ(grad ln f), 0).

alors on obtient :

TrGf (∇φ̃)2(dφ(grad ln f), 0) = (Trg(∇φ)2dφ(grad ln f)

+ n∇φ
grad ln fdφ(grad ln f), 0).

(3.33)

Pour le terme TrGfRP1×P2((dφ(grad ln f), 0), dφ̃)dφ̃, on à

TrGfR
P1×P2((dφ(grad ln f), 0), dφ̃)dφ̃

= RP1×P2((dφ(grad ln f), 0), dφ̃(ei, 0))dφ̃(ei, 0)

+
1

f 2oπ
RP1×P2((dφ̃(grad ln f), 0), dφ̃(0, fj))dφ̃(0, fj).

Il est très simple de voir cela

RP1×P2((dφ(grad ln f), 0), dφ̃(ei, 0))dφ̃(ei, 0)

= (TrgR
P1(dφ(grad ln f), dφ)dφ, 0)

et

RP1×P2((dφ(grad ln f), 0), dφ̃(0, fj))dφ̃(0, fj) = 0,

alors

TrGfR
P1×P2((dφ(grad ln f), 0), dφ̃)dφ̃

= (TrgR
P1(dφ(grad ln f), dφ)dφ, 0).

(3.34)

en Utilisation les equation (3.33) et (3.34), nous avons
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TrGf (∇φ̃)2(dφ(grad ln f), 0) + TrGfR
P1×P2((dφ(grad ln f), 0), dφ̃)dφ̃

= (Trg(∇φ)2dφ(grad ln f) + n∇φ
grad ln fdφ(grad ln f)

+ TrgR
P1(dφ(grad ln f), dφ)dφ, 0).

En déduire que cette application φ̃ est biharmonique si et seulement si φ
Satisfait l’équation suivante

Trg(∇φ)2dφ(grad ln f) + TrgR
P1(dφ(grad ln f), dφ)dφ

+ n∇φ
grad ln fdφ(grad ln f) = 0.

Exemple 3.3.3. Soit l’application,

φ : R4 −→ R3

(t, x2, x3, x4) 7−→ (t, x2, x3)

et considérons l’application

φ̃ : R4 ×f Nn −→ R3 ×Nn(
(t, x2, x3, x4), y

)
7−→

(
(t, x2, x3), y

)

avec α = ln f alors d’après le théorème (3.3.2) l’application φ est biharmo-
nique Si et seulement si α = ln f Satisfait l’équation différentiable suivante
de troisième ordre suivante

α′′′ + nα′α′′ = 0.

Si on pose β(t) = α′(t), alors la dernière équation donné par :

β′′ + nββ′ = 0.
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Par exemple, la fonction β = 2
nt+C

c’est une solution de l’équation, Nous
avons cours,

f(t) = n
√

(nt+ C)2

et dons cette cas, L’application φ̃ elle est biharmonique non-harmonique.

Une conséquence immédiate du Théorème (3.3.2) est donnée par le corollaire
suivant :
Corollaire 3.3.3. [10] Soit φ̃ : (Mm ×f Nn, Gα)→ (Mm × P p, G) définir
par φ̃(x, y) = (x, φ(y)) avec φ : N → P est harmonique. Alors φ̃ est une
application biharmonique si et seulement si :

grad4 ln f + 2Ricci(grad ln f) +
n

2
grad(|grad ln f |2) = 0.

Et dans cas particulière, si φ = IdN , on obtient corollaire suivant
Corollaire 3.3.4. Soit φ : (Mm ×f Nn, Gα) → (Mm ×Nn, G) définir par
φ(x, y) = (x, y) alors φ est une application biharmonique si et seulement si

grad4 ln f + 2RicciM(grad ln f) +
n

2
grad(|grad ln f |2) = 0.

(voir [14])
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