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INTRUDUCTION

ans ce mémoire, on s’intéresse aux tenseurs de courbure Riemannienne,

de courbure Riemannienne-Christoffel et de Ricci d’une variété Rie-
mannienne produit, et étudier les applications harmoniques et les applica-
tions biharmoniques entre variétés riemanniennes produit muni d’'une mé-
trique tordue . Rappelons que le produit tordu M x; N de deux variétés
Riemannienne (M™, g) et (N" h) est la variété produit M x N munie de la
métrique g = g + f2h, ol f est une fonction positive sur M, appelée fonc-
tion de distorsion ([18] et [L1]) . Il est bien connu que la notion du produit
tordu joue un role important dans la géométrie différentielle et celui de la
physique [9], par exemple le meilleur modéle relativiste de I'espace temps de
Schwarzschild et [9], décrivant ’espace de sortie autour d'une étoile massive
ou d’un trou noire est donné comme produit tordu de variétés adaptées [13]
. et Rappelons qu’une application ¢ : (M™, g,,)—>(N", g,,) de classe C* est
dite harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle énergie E(¢)

définie par :
1
B(6) =5 [ 1dgfdv, (1)

c’est a dire si elle est solution de I'’équation d’Euler Lagrange associée a
(1)
7(¢) =Tr,Vdp =0 (2)

4
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ot 7(¢) est appelé le champ de tension de ¢ Si (2°)1<icn €t (Y*)1<acn sont des

coordonnées locales respectivement sur M et N, I’équation (2) devient :

B ALY
. 00%00

7(¢)* = v + g"T BY owidri

i<a<n (3)

. o oo _
ou A ¢% = ﬁaxi( |g|g”%) est le Laplacien sur (M, g) et I'% sont les

symboles de Christoffel de (N, h). L’équation (3) montre en particulier que les
applications harmoniques sont les solutions d’'un systéeme elliptique non li-
néaire du second ordre. On rencontre les applications harmonique aussi bien
en géométrie qu’en physique ou elles sont utilisées comme modéles pour les
cristaux liqudes. Plus généralement, une application ¢ : (M™, g)—(N™, h)
de classe C™ est dite biharmonique si elle est point critique de la fonction-

nelle biénergie Es(¢) définie par,

1
Bx0) = [ Iro)Pdy, ()
M
c’est dire si elle est solution de I’équation d’Euler-Lagrange associée a (4)

72(¢) = =Trg(V?)*7(9) — Try R (7(9), dg)d¢ = 0, ()

Il est clair que toute application harmonique est biharmonique. L’équa-

tion (5) montre que les applications biharmoniques sont solutions d’un
systéme elliptique non linéaire d’ordre quatre.

Le mémoire présenté se compose de trois chapitres.

Dans Le premiére chapitre nous introduisons la notion d’applications harmoniques
et applications biharmoniques sur les variétés riemannienne avec quelque
exemples Le deuxiéme chapitre d’écrit le cadre général ot on définit quelques
outils fondamentaux de la variété produit tordu , ces outils seront utiles

pour la suite de ce travail.

Le troisiéme chapitre c¢’est construire quelque type des exemples sur ’harmonicit

et biharmonicit de produit tordu
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« |[Notation| »

M = (M™,g) | Une variété riemannienne de dimension m avec métrique g.
N = (N", h) Une variété riemannienne de dimension n avec métrique h.

M x; N Une produit tordu de deux variétés riemannienne M avec mé-
trique g et N avec métrique h et f € C°°(M) une fonction
strictement positive

p: M — N Une application de classe C'*°.
Gy Métrique d’une variété produit tordu M xy N
(M x¢ N,Gy) | Variété Riemannienne produit tordu et f s’appelle la fonction
de distorsion du produit tordu
vM Une connexion sur la variété riemanienne M.
vy Une connexion sur la variété riemanienne N.
\VAd la connexion de Pull-back sur le fibré tangent inverse ¢ 1T N
Ve T(TM) xT(¢ 'TN) — T(p 'TN)
N
V&V = ViV.
RY la courbure sur V¥ qui est la connexion sur la variété rieman-
nienne NV,
RY(X,Y) = VYV = V¥ VY — Vi y
M Ffj, N Ffj Les symboles de christoffel sur les variétés M respectivement N.
Tr, La trace de la métrique g.
grad L’opérateur gradient not grad est défini par :
grad : C*(M) — T'(TM)
J o gradf = (df)
Ou df est la différentielle de la fonction f
div I'opérateur divergence défini par :

div:T(TM) — C*(M)
X — trace(VX)
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Laplacien A | opérateur Laplacien sur M est défini par :

A:C*(M) — C*(M)
f — A(f) = div(gradf)




CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES APPLICATIONS
HARMONIQUES ET BIHARMONIQUE

Le but de ce chapitre est d’introduire les notions d’applications harmo-

niques et biharmoniques entre variétés riemanniennes.

1.1 Applications harmoniques

Définition 1.1.1. (L’énergie d’une application [13] et [12]).
Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application de classe C* entre deux variétés
Riemanniennes de dimension m et n respectivement. On appelle densité de

@ lapplication
e(p) : M — R,
définie par

e)(w) = 5 | dugp

ot | dyp | est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle d.p de ¢ au

point x.
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Si {eib1<icm est une base orthonormée de T, M, on a
| dup |* = tryp™h

= Z h(dzp(e;), drp(e;))

Si {x;bicicm et {y*ti<icn sont les coordonnées locales autour de x € M et

o(x) € N respectivement, alors

z"a@a 3906
| dyp |2: ng% |2 i |z haﬂ(@(x))

L’énergie de l'application ¢ sur un domaine compact D dans M est définie

par
1
B(e.D) = [ eloly =3 [ Idw I v,

D 2Jp

Une variation de 'application @ est une application de classe C'*°,
¢:Mx(—ee) — N , €>0

(x,t) — @)
telle que (¢y) est une famille des application de classe C™ sur M, et po = .
Soit v € T(¢'TN) définie par

o) = Sale) leo

d

Définition 1.1.2. (Application harmonique.)

)(@.0) € Tp(m)N

Une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C* est dit harmonique si

d
EE(% D) |i=o= 0

pour toute domaine compact D dans M et tout variation () a support inclu
dans D.

Définition 1.1.3. (champ de tension d’une application).

Le champ de tension 7(p) d’une application ¢ est défini par :

7(p) =Tr,Vdp (1.1)
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Si (") 1<icn €t (Y*)1<a<n Sont des coordonnées locales respectivement sur M
et N, Uéquation (1.1) devient :

0P 07 ,
T()* =A ©° _}_gwraﬁ’y 89028;0] 1<a<n (1.2)
ot A p* = =2 \g\g”gﬁ—J) est le Laplacien sur (M,g) et ' sont les

lg |8x1
symboles de Christoffel de (N, h).
Proposition 1.1.1. (Premiére variation d’énergie).
Soient p : (M, g) — (N, h) une application différentiable et (@) une varia-

tion de ¢ a supports inclu dans D. Alors

GE@D) o= = [ Hv.rleo,

ot v(x) = L) im0 et T(p) = tryVdy est le champ de tension de lappli-

cation @.

Preuve : Soit {e;} une base orthonormée sur M et {£} base sur (—e, €), alors
{(e:,0),(0,4)} est une base locale orthonormée pour la métrique diagonale
sur la variété produit M x (—¢, €), et on a le crochet de Lie [(e;, 0), (0, 4)] = 0,
pour tout i = 1,...,m on a do(e;,0) = dp(e;) et dp(0 ,dt) v.

En effet, remarquons que

do(e;,0) : M x (—e,e) — TN

do(ei,0) w0y = dedo(es|s) + dopo(0) formule de Leibnis

= dyPo(€ilz)
et
d d
d¢(07 a)(m,()) = dm¢0<0’x) + dObe(%‘t:O)

= v(z)
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avec ¢o(x) = ¢(x,0) et ¢,(t) = ¢(x,t). Donc,

d 1d
a PP P o= 5 [, e ale)v e
1d
_ 5 Dh(d¢(€i,0)ad¢<ei70>)vg |t=0
1

d

::_/amm@,mw%mmﬂ%
_ /D hv? i)dqb(ez-,m,daﬁ(ei,o» li=0 ¥
_ /D WV, oyd0(0, ), (e, 0)) o vy
= /Dh(vtji\;(ei)vyd@(ei))vg
::l/fwv;ud¢@»ﬁ@

D
soit w(*) = h(v,dp(x)), 1-forme sur M, alors

divw = (Vew)(e;)
= ei(w(e)) —w(Vee)

= ei(h(v, dp(e))) — h(v, dp(Ve,ei))
= WVZv,dp(e)) + h(v, 7(¢))

et comme [, divwv, = 0, on obtient

d
B D) o= = [ hw 7D,
D
O
Théoréme 1.1.1. L’application ¢ : (M, g) — (N, h) est harmonique si et

seulement si

T(p) = 0.

L’équation (1.2) montre en particulier que les applications harmoniques sont
les solutions d’un systéme elliptique non linéaire du second ordre, la non

linéarité dépend de I autrement dit de la courbure de N.
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1.2 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 1.2.1. Tout application constante ¢ : (M,g) — (N, h) est har-
monique

Exemple 1.2.2. Le seconde forme fondamentale de [’application identité
Idy - (M, g) — (M, g) est nulle, car Idy; est totalement géodésique, donc
Idy; est harmonique.

Exemple 1.2.3. Soit (M", g) une variété riemannienne. Pour tout fonction
f:M—R, ona

T(f) = tr,Vdf
= Vdf(e;,ei)
= Vidf(e;) —df(VYe)
= ei(ei(f) — (Vele)(f)
= ¢g(V.,gradf,e;)
= div(gradf)
= A(f).
Ou (e;) est une base ortthonormée sur M

Exemple 1.2.4. Soit M = (a,b) un intervalle sur R. Alors le courbe v :

(a,b) — (N, h) est harmonique si
PPy g Y dY
pe &4 _
ar e g

donc, v est harmonique si et seulement si c’est une géodésique.

Exemple 1.2.5. Soit application de Hopf
6: 8 — 52
(s,a,d) — (a(s),¢(a,b))

ot (a,b) = ka+1b et o : [0, 5] — [0, 7] telle que a(0) = 0 et a(F) = .

Soient,
ggs = ds® + cos® sda® + sin? sdb?

la métrique Riemannienne sur S° et

he = da? + sin® adi)?
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une métriqgue Riemannienne sur S*. On a

1 0 10

_ 9 — 9 1 o 5 3
{e1= 5,0 = 552,63 = 5=75;) est une basee orthonormée sur S°.

sin v

{fi = %7f2 == %} est une basee orthonormée sur S2.

do(er) = 0/82'

(07

k0

dgles) = cos s O

[ 0

dgles) = sin s 0t

Et on a :
Velel = 0.

Ve 2 = tan s —

0s’
063 = — COt S—.
Ve.€3 co 583
Avec,
0
0 )
V%@ = —smacosoza—a.
R,
V¢ dp(er) = 0/’2.
et 196"
E2sinacosa O
] —_ _ o
Veidoles) cos?s  Oa’
Vfgdgb(eg) _ _lzsinacosa 0

cos?s  Oa
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ou o = le—‘j. En remplacent dans [’expression

m(#) = >_{Vido(e:) — do(Ve,en)}

on obtient

T(¢) = (O/’(s) + o/(s)(cot s — tan s) — sin a cos K + l )) 4

cos?s | sin?s’ ) O
Alors ¢ est une application harmonique si 7(¢) = 0 c-a-d solution d’une
équation différentielle du second ordre depend de
Exemple 1.2.6. Soit la application,
¢: (R, dr?) — (R? da* + dy?)
r — (z,0)
on a,
0%z 020
T(p) = (w, w)
= 0
Alors ¢ est harmonique .Comme exemple on considére ’application suivant,
Y (R de® + dy?) — (R, dZ?)

(z,y) — 2° =y

on a,
() = A{)
Y 0%
= — + d_y2
= 2—-2=0.

Alors les deux application ¢ et 1) sont harmoniques, mais la composée,

Yoyp: (Rdx*) — (R,dZ?)

r — 2’

n’est pas harmonique car T(¢ o ) = 2
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1.3 Applications biharmoniques

Soit M = (M™,g) e¢ N = (N", h) deux variétés Riemanniennes, et soit
@ : M — N une application différentiable. La bienergie de I’application ¢

sur un domaine compact D dans M est définie par

Bap.D) =5 [ 17(0) P vy

ot 7(yp) est le champ de tension de 'application ¢ et v, est la forme volume
sur M associée a la métrique g.
Définition 1.3.1. (L’application biharmonique).
L’application ¢ : M — N est dite biharmonique si
d

%EZ(QOU D)lt:o

pour tout domaine compact D dans M et pour toute variation (@;) a support
inclu dans D.

Proposition 1.3.1. (Premiére variation de la biénergie).

Soit ¢ : M — N une application différentiable et {p;}ier, I =] — €, €[, une
variation de @ d support inclue dans D. Alors

%Ez(%; D)|,_, = /Dh(U,T2(90))Ug

ot v(z) = %gpt li—o et

7a(p) = =Trg(V?)*7(0) — TryR™ (7(¢0), dp)dep
est le champ de bitension de Uapplication ¢. O, try(V?)*1(¢) = VEVE (@) —
VéyeiT(gp) try RN (7(0), dp)dp = RN (7(p),dp(e:))dp(e;) et RN désigne le

tenseur de courbure de la variété N.

Preuve : Soit {¢;} une variation de ¢ a support inclu dans un domaine
compact D de M, on a
d 1d

%EQ(tha D)|t:0 = 5% b h(T(th), T(th))vg

et pour tout (z,t) € M x| — €, ¢€[, on a

Vd¢big((eiv O>’ (61'7 O))(fcﬂf) = T(‘Pt)z
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et

Vi 1, Vo((e00).(e1.0) = Vi, 4 {V 0dd((e:,0)) = dd(Vie (e 0)))
= V((z)()’ (6 0 d¢(el7 ) V?O’%)d¢(V(ei,0)(ei70>)

d R
L) (60, 0)db(es,0) + Vs VY, 4 )

d
¢ . ¢ d
V00,4006 0) = Vo (00400, =)

= R((0,

comme [(0,4), (e;,0)] = 0 et on pose V(. 0)(e;,0) = (V¥e;,0) en (z,0),

V?Ovi)Vdgb((ei,O),(ei,O)):R((O,%),(ei,O))d¢(ei70)+vé (eod¢( )
d’ou,
h(v(o C‘é)Vdfb((ei,O)a(euO)) ’ d¢((6170>7(el7 )))| =0
= h(R(v,dp(e:))do(es), 7(9)) + h(VEVE0,7())
= h(R(dp(e;), (), dp(e;) + ei(h(VE v, 7(p)))
— WMVEu, VEiT(p))
= h(R(r(p),dp(e:))dp(e;),v) + es(h(VEv, ()
— e(h(v,V ()))+h(v,VZVZT(so))

si on pose w(.) = h(V?v,7(p)) et n(.) = h(v, V¥7(p)) deux 1-formes sur M,

alors

divw = e;j(w(e;)) = ei(h(VZu,1(p)))
divn = €i(77(6i)):ei(h(vavff(@)))



1.4 Exemples d’applications biharmoniques 17

d’ou,

GEeeDy = 5 [ jtm (00 7(20) li=o vy

= /{h tryR(1(), dp)de,v) + h(tr,(V?)1(p),v) v,

O
La premiére variation de la bi-énergie nous permet de caractériser les appli-

cations biharmoniques.

Théoréme 1.3.1. Une application différentiable ¢ : (M,g) — (N,h) est
btharmonique si et seulement si

Ta(p) =0

Remarque 1.3.1. Soit lapplication ¢ : (M, g) — (N, h) et (U,z"), (V,y%)

deuz carte locales en p dans M et en p(p) dans N respectivement. Alors :

N
G 07 _9rerf N ol N O0PPOT,
— 1] : i F g a.—(.l
Ta() g (83323561 + Oriori ~ P +7° Orioxi ~ P + ox'0xI
orlorr N N M Or° o N 90" N 0
el W K "5k Lag) =T ~~0>_
T D2 O afl vp <8l'2 +7 I a,B) OriOxI Bav ayo °p,
ol
o Afe) 4 g T 0970
7% =A%) + 97 I Oz OxI

2) Uapplication ¢ et biharmonique si et seulement si T7(p) € kerJ,, ot

Jo:T(¢"'(TN)) — T(¢ '(TN))
Vo J, (V) = try(V?)2V + tr, RN (V,dp)dy

1.4 Exemples d’applications biharmoniques

Exemple 1.4.1. Tout application harmonique est biharmonique.
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Exemple 1.4.2. Considérons l’application différentiable :
¢:(M,g) — R"
p o op) = (' (p), - 0" ().

Alors 72(0) = (Ta(p'), ..., 72(¢™)) donc o biharmonique si et seulement si les
applications ¢',i = 1,...,n sont biharmoniques.

Exemple 1.4.3. Le simple exemple d’une application biharmonique, les po-
lynomes de degrés 3 et 2 sur R

Exemple 1.4.4. Soit l’application :

v:(M,g) — (S",h)
@ et biharmonique si et seulement si :
trg(V2)*1() + 2e(0)7(0) — trih(7(p), dip)dyp = 0

En effet, remarque que la sphée unité S™ a courbure constante égale a 1 d’ou

d’apres la formule :
On a :

trg R (1(0), dp)dp = try(h(de, dp)T(0) — h(7(p), de)dyp)
= | dp | 7(p) — tryh(r(p), de)dg
= 2e(p)7(p) — tryh(7(p), dp)dy



CHAPITRE 2

PRODUIT TORDU DE VARIETES
RIEMANNIENNES

Dans ce chapitre, nous rappelons la notion d’une variété Riemannienne
produit tordu avec la métrique associée sur produit tordu. En donnant la

connexion de Levi-Cevita et la courbure dans set métrique.

2.1 Produit Tordu de Variétés Riemanniennes

Définition 2.1.1.  Soient (M, g) et (N, h) deuz variétés riemanniennes de
dimension m et n respectivement et f € C(M) une fonction strictement
positive. La variété produit tordu M x ¢ N est définie comme étant la variété

M x N munie de la métrique G telle que
Gy=m"g+ (fom)nh

oum:MXN — M etn: M x N — N désignent les projections cano-

niques.

Si XY eI'(TM xTN) on a

19
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Gf<X}Y>::g<dwﬂ¥%dwﬁﬁ>—%(fowfh(dn@X%anﬂ)
Remarque 2.1.1.  Relativement a des cartes locales (U,x") € atl(M) et
(V,y") € atl(N), la matrice associée o Gy est donnée par

9ij 0

0 f2 huy
g7 0
0 f—2 . hlk

Le couple (M x; N,Gy) s’appelle variété Riemannienne produit tordu et f

et la matrice inverse

s’appelle la fonction de distorsion du produit tordu.

Exemple 2.1.1. (Le tore) Le tore T? est la variété produit S* x S' avec

Gu = mdu2 une métrique Riemannienne sur la sphére unité S' alors,
u

gzgu_‘_fnga

est une métrique Riemannienne tordu sur le tore T?, on f une fonction de
classe C™ sur S', strictement positive. Le tore T® est la variété produit S x

St x St alors, on peut définir deux métriques Riemannienne tordu,

91 = gu+ [1(90+ gu) €t Go = (gu + 90) + f3 9w

ot f1 une fonction de classe C™ sur S et fo une fonction de classe C™ sur

St x S strictement positives.

La connexion de levi-civita de M X2 N peut étre maintenant rapprochée a
celle de M et de N comme suit.

Proposition 2.1.1. (Connexion de Levi-Civita de la Variété Produit Tordu)
Soient (M, g) et (N, h) deuz variétés riemanniennes. StV désigne la connezxion
de Levi-Civita associé a la variété produit (M x N, G), alors la connexion de
Levi-Civita ¥V associée & la variété produit tordu (M x 2 N,Gy) est donnée
par

~ 1 1 1
VxY = VXY+2—fQX1 (f2> <O7 Y2> +2—f2Y1(f2) <0> X2) _Eh(X% Ys) <9Tad(f2)7 0>
(2.1)
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pour tout X1,§/1 c F(TM), XQ,}/Q S F(TN), X = (Xl,X2> etY = (}/173/2>

Preuve :
Soient X1,Y:,7; € I(TM) et X3,Ys,Zy € I'(T'N), on pose X = (X1, Xs),
Y = (V1,Y3) et Z = (Z4,Z5) des champs de vecteurs sur M xs2 N. De la

formule de Koszule on obtient

2GH (VY. Z) = X(G4(Y,2)) + Y (G(X, 2)) — Z(G4(X,Y)
+G¢(Z,[X,Y])+ Gp(Y,[Z,X]) — Gy
= X(g(\V1,Z) om+ f2om.h(Yy, Zy) o)
Y(9(X1, Z1) om + f2omh(Xa, Zy) o 1) —
Z(g(X1, Y1) o + f2 o mh(Xa, Ya) 0 1)
9(Z1, [ Xy, V1)) o + f* o m.h(Zs, [ X, Ya]) 01
(

+

+g lea [Zlel]) oT + f2 o Tr'h’(Yé? [ZQ?XQ]) on
—g Xl: D/la Zl]) om — f2 o ﬂ-’h(X% [Yé, ZQ]) on

2G;(VxY,Z) = 29(VE Y1, Z)) om + 212 o m.h(VE, Vs, Zo) o
+X1(f?*) om.h(Ya, Zo) o+ Yi(f?) om.h(Xs, Zy) o
~Z1(f*) om.h(Xy,Ys) on

= 264((V¥, VA,Y2), Z) + h(Xi(f*) o Y5
+Y1(f?) om.Xa, Zy) o — g(h(Xa,Ys) o n.grad(f?), Z)) on
((

X1 (f*
= 2Gy vﬁflm,v%}g),z)+af( 1}52 )o7r.Y2
Y; 2
+ 1) om.Xo, Z) — G(h(Xy, Ys) o n.grad(f?), Z)

f2

d’ot, pour tout Z € I'(T'M) on déduire que :

Y, 2
m.Yo + M om.Xs

2f2

Xi(f?) 5
2f2

—%(h(X2, Ys) o n.grad(f?), Z)

2°G;(VxY,Z) = 2Gf((v¥1m,v§2y2)+(
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a
Proposition 2.1.2. (Tenseur de Courbure du Produit Tordu)
Soient (M, g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes. Si R et R désignent
les tenseurs de courbures de la variété Riemannienne produit (M x N,G) et

de la variété Riemannienne produit (M X ;2 N,Gy) respectivement, alors

E(X, Y) . R(X, Y) - 2%2{ (vg‘g gradf? —

- (Vgradt? - sV Pgrad®,0) A, (0.13)  (22)

%PK(fQ)gmdf %.0) A (0.%:)

_ 2LfQ]gmdf2|2<0,X2) Al (0’Y2>}

o

(X Ae, Y)Z — Gy (Z, Y)X - Gf<Z, X)Y
pour tout X1,Y1 € HM), Xo,Yo € I'(T'N), X = (X1, Xs) et Y = (Y1, Y5).

Preuve :
Soient X1,Y1,7Z; € I'(TM) et X3,Ys,Z5 € I'(T'N), on pose X = (X1, X5),
Y = (Yh}/Q) et Z = (ZhZQ)

R(X.Y)Z = R((X1, %), (1,2)) Z
A R o (23
:R(Xl,yl)z+R(Xl,Yz)ZJrR(XQ,K)ZJFR(XQ,YQ)Z

Développant chaque terme de la derniére équation
) R(X,N)Z=R(X.%) 7+ B(X. )2
o) R(X0N)Z = VeViZi-ViVeZi-Vig
- V%V%Zl - V%VAX{Zl - vf\)/[ﬁ»YﬂZl
= (RM(XhYl)Zl; 0)
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~ ~ o~ ~ ~ o~ ~

. 2 . X 2 X ,Y 2
el 2(ff2)22 ¢ ;;{)Z N i,
2 2
=[xz + R v
MEAXNGD X0 |5
Af? 22 2
.
de a) et b) on déduit que :
B(X0.11)Z = (Ru(X1,%1)%1,0) (2.4)
2) E(Z,%)ZZE(JZ,%)Z+E(Z,%)Z
_ @ 212(]33? VoV 2
N 2) X, (2 N
- e 2y, Lo gy,
i ~ ZX(2) ]
— 2_f2 Xl(Zl(f2))_v)]\’éZ1(f2)— 1(f2)f21(f) Y,
L 2 )
— oz |o(VHhgradr z) - T8 g (graa, 2,) | 7,

2 A~
= <2f2 [VXlgradf - XQ(f]; ) Tadf2] , Z1>Y2

_ ¢, ((2 L (w3t - 50 o)), (Zl,o>) (0.1)
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b) §<3{1’?2>Z - vﬁﬁgz_vﬁﬁﬂz_v[x Y]Z2
= 0.7 - B o 0) - 9 2107,
X h(Ys, Z
— ;;];)V Zy — h(¥2, 2,) 22’ 2)V ¥ gradf?
—X;;Jj) V%Z2 — —h(YQQ’ ZQ)gmdeI
= _—h(Y'22, Z2)V§égmdf2 2%2) ul 22’22) gradf?
— _—h(YQQ’ Z) VY, gradf?® — X;;J; )gmdf]
X (f?
= cy((0.12).00. %)) (2 = [Vhgraar - X graar?). )
de a) et b) on déduit
Xi(f?)

E(K,%)Z = Gf(<2f2 [Vxlgradf -

G, ((0, Y). (0, ZQ)) (2f2 [ grads? -

—Y1

P 1
R(Xl, YQ)Z - —3m (V%grad]ﬁ 5

gradf?),0), (2. 0)) (0.73)

XQ%Q)Q adf?| )

212

(f*)gradf?, O) NG, <0,Y2> (2.5)
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3) é(?@,l%)Z:E(E,%)ZJré(E,E)Z
) R(XN%2)Z = VgViZi-VeVgh -V sk

e Vet 2 Ve 2K — s Z1(f) X0 Vi)

X292 1752_f2 22
= A <o,v%2n>—M<gmdf%0>]
1 h(Y,. X
et (0.55) - 05 )
1

= OaRN(X27}/é)Z2>

lgradf?|?
4f4

Gy ((0,%2), (0, 2)) (0, X2) -

Gy ((0,X2), 0, 2)) (0,72)

1
4f4

= (0, Bn(X2,Y2)2 ) = lgrads®(*(0, %) Ag, (0,12)

—h<Y2’ 22) (gradf?, O))

h(X2, VY Z
= <o7v§2v%22> _ WX, Vv, %)

2
_h(¥2.Z3) 6)?2 <gmdf2, O)

(¥, 2) (graaf* )

2

72 = Vg (0,V32) -

(gmdf 2 O)
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W X3, Z5)

VeVaZ = Vg(0.V5,2) - ==

(gradf?, 0))

WY, VY. Zs) W(Xa, Zs)
_ NN 7)) _ M2V, Z) 2 o) _ MK Do) s )
_ (o,vYQVXQZQ) > <gmdf ,o) Yy (gmdf ,o)
Ya(h(X2, Z2)) 2
- (graar o)
- WXy, Y], Z
_V[E’Q]ZQ = - (O, Vf\)[(%YQ}Zz) + ([ 2 2 2] 2) (grade’ O)
~ radf?(f?
Vs (gradf2,0> ~ 7 2j;2(f )(0 Xy) = 2f2\gradf2\2(0 X5)
~ radf?(f?
Vg (gradf2,0> %(07}6) 2f2|g7“adf2|2(0 }/2)

—h(Xs, VY, Zy) — Xo(h(Ya, Z3)) + h(Y2, VX, Z2) + Ya(h(Xs, Z2)) + h([ X3, Ya], Z2) = 0
D’ou

R(X2,12) 7 = (0, Rn(X2,2) 2 ) = loradf?(0.X:) Ag, (0,Y2) (2.6)

4f2
0 R(T7)7 - R(TR) 7+ K(TTi)Z

o) R(X%0)Z = VgVgZi-ViVgZi - Vig s 2

= Ve (VEZ,0) - Vg 2<f2 )5,

 VHZ(f) — Z(f)\ =  Zu(f)Vi(f) =

= Tap emhihgg 27 2

VRZ?) | M4 NAER) A | ¢
2f? 2f4 2f? 414

(24 |+
252

)X —

X

= = |VVZU(f) - (Z(f) +

Yi(f?)
2f?

—e) (2f2 [v@g adf? — %f;)gradfﬂ , Zl> (o, XQ)

X,

= — —9<V%gradf2,21>+ g(gradf2,21>
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~ ~ o~ ~ o~

= Yl(fQ) = h(Xs, Z5)
= vX2 2f2 Z2 Vﬁ((o’ V§2ZQ) - Tgradf2ﬂ O))
Yi(f?) | on h(Xs, Zy)
= 22 Vix,Z2 — Tgrade
Y (f? h(Xs, Z
- 12(;; )VQQZQ | M2 Z2) 22 2)v§‘g gradf?
h(X27 ZQ)

2 oz Y

V%gmde _h (f ) radf ]

_ Gf((o,Xz), (0, ZQ)) (2f2 [v radf? — %f;)gradfﬂ,())
De a) et b) on déduit
E(E,ﬁ)z T (Vylgradf _ 2—FY1(f2)gmdf2,O> Ac, <O,X2> (2.7)

Des formules (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6) on obtient

}N?,(X, Y) - R(X, Y) - 2—}2{ (VJ‘Y{ gradf? — ?Yl( f2)gmdf2,0) Ae, (0,X2>

—(V)Aégmde - 2—f2Y1(f2)gradf2,O> Aa; (0,Y2>

~galaradrP (0.2 g, (0 Yz)}

Proposition 2.1.3. (courbure de Ricci)
Soit M x; N une variété produit tordu et Ricc sa courbure de Ricci. Pour
tout X1,Y1 e T(TM) et Xo,Yo € '(T'N)) on a

1. RiCC((Xl,O), (le,O)) = Sl(Xh Yi) - %gl( legradﬁY’l)
2. Ricc((X1,0), (0, Y3)) =0
5. Rice((0, X2), (0, Y2)) = Ricci(Xa, Y2) — g2(Xa, Y2)(fA(Sf) + (n2 —
1)|gradf|?),
ot A(f) est le Laplacien de la fonction f sur N.



CHAPITRE 3

HARMONICITE ET BIHARMONICITE SUR
PRODUIT TORDU

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de I'harmonicité et la biharmo-
nicité de quelques applications définies sur des variétés muni d’'un métrique
tordue. Dans un premier lieu, nous allons calculer le champ de tension des

ces applications afin de déterminer la condition d’harmonicité.

3.1 Harmonicité et biharmonicité de ’applica-
tion ¢ : M™ x; N" — PP

Comme premiéres applications, nous allons traiter le cas ou la variété de
départ munie d’une métrique tordue[21].
Soit I'application
61 (M™xpN", Gp) = (PP, k),
(, y) — oz, y) = ()

ou, Gy = g+ f?h est la métrique tordu de la variété produit M x N et

28
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¢ (M™, g) — (p*, k). Nous étudierons harmonicité et biharmoniqueity de
g.En calculer le champ de tension de ’application 5 nous obtenons le résultat
suivant :

Proposition 3.1.1. /1] Soit Uapplication ¢ : (M™, g) — (PP, k) de classe
C®.Le champ de tension de l'application 5: (M™ xy N™, Gy) — (PP, k)
défini par :

T(¢) = 7(¢) + ndo(gradln f) (3.1)

Preuve :
Soit {e1,...e;n)} (resp {fi....fn} ) une base locale ortonormale sur M ( resp
N). On pose

e = (e;,0), si 1=1,....m
hy, = -

%fj:%(omfj)? S0 j=1,...,n

alors {(h1, ..., hman} est une base locale ortonormale sur la variété produit
tordue M X N,on pose dp(X, Y) = (dp(X),0) pour tout X € I'(TM) et
Y € I'(T'N).Alors par la définition de champ de la tension on a :

7'(5) = TTGdea
1

—= V?ei70)d$(ei7()) + f2

~ 1 ~/~
= d9(Vie(€:0)) = 309(Vi0.1)(0. 1),
Alors B
v?ﬁ%o)dg(ei’ 0) = Vfickb(@i)
et

V((b[)jfj)dgs(ov f]) = 07
D’aprés la formule (2.1),on a

Vie.0)(€i,0) = (Ve,e4,0)

et
Vo0, f;) = (07 Vf]-fj) —nf*(gradin f,0).
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avec
7(9) = Vi dé(e;) — dé(VYe;) +ndé(gradln f),
alors on obtient :
7(¢) = 7(¢) + ndd(gradn f).

Remarque 3.1.1. Si ¢ : (M™,g) — (P, k)(m > 3) est une application
conforme avec la dualité A. Alors le champ de tension de 5 est donné par :
T(g) = (2 — m)dogradln X\ + ndé(gradln f) = do(gradln(\*=™fm)).
Alors 5 est harmonique si et seulement si la fonction N2~™ f™ est constant.

Comme deuxiéme résulat et pour déterminé le champ de bitension 7o de
¢: (M™xyN™ Gy) — (PP, k) on va appliqué le théoréme suivant :
Théoréme 3.1.1. Soit l'application ¢ : (M™, g) — (PP, k) de classe C*.Alors

le champ de bitension de
61 (M™x;N", Gy) — (P, k),
(2. y) — d(x,y) = ¢(x)
est donné par :

72(5) = To(¢) — n(TrgV2d¢(gmd In f) + TryR(d¢(gradln f), d(b)dgb)

(3.2)
— 0V gradin f7(0) — 1°V gradin pdp(gradIn f).

preuve

Par la définition du champ de bitension, nous avons

72(8) = —Tra, (V) ’r() — Tra, RY (7(5), dd)dd (3.3)

Pour le premier terme Trg, (Vq;) 27’(5), Nous avons

~ 1 ~
716, (V%) "7(0) = Vi) Vieuor ™) + 75V (0 Vs 7(0)

~ —~ 1 ~ ~
. vid ve
vV(e¢,0)(€i:0>T(¢) Iz V(o G fa)T((b)'

En développant terme a terme cette équation, nous avons :
é é ¢ ¢ é $
= VfiniT((b) + aninidgb(gmd In f)
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et
¢ é o
Vio.s) v(o,fj)T(éb) = 0.
En utilisant I’équation (2.1) et de méme fagon on obtient

Vi) Vi T(0) = Vo, 7(6) +nV%y, dd(gradin f)

et

V((bU:fj) V((]507fj)7—(5) - _nf2v§radln fT(¢) - nzfzvzbmdlnqub(grad In f).
Il suit que :

Trg, (V5)2T($) = Trg(V¢)2T(¢) + nTTg(V¢)2d¢(grad In f) (3.4)
+ ”ijdlnﬂ(@ + ”2V§rad1nfd¢(grad In f). '

Pour terminer la preuve, en développant terme a terme cette équation, T'rg, RE(1(¢), dp)de,

Nous avons
Tra, R"(7(6),d9)dd = R (7(6), dd(e;, 0))dd(e;, 0)

+ %RP(T@), do(0, £;))dé(0, f:)
= RP(7(¢), dd(e;, 0))dd(e;, 0)
= RP(1(¢), do(e;))do(e;)

+nRY(do(gradn f), dp(e;))dg(e;).

alors

Tra,RY(1(9),dg)dd = TryRP (1(¢), dp)dé + nTryR" (dp(gradn f), dp)de.
(3.5)
Si nous remplagons (3.4) et (3.5) dans (3.3), nous obtient

7(d) = 1o(¢) — n(TryV2dg(gradin f) + Tr,R" (dé(gradln f), dp)dep)
— 0V gradin f7(0) — 1V gradin pd(gradn f).
La preuve du Théoréme (3.1.1) est compléte

Remarque 3.1.2. Le théoréeme (3.1.1) est un résultat particulier du produit

tordu généralisé comme une conséquence, si ¢ et harmonique, nous avons
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Corollaire 3.1.1. [1/] Soit Uapplication harmonique ¢ : (M™, g) — (pP, k).
Alors,

61 (M™x;N", Gy) = (P, k),
(z, y) — d(z,y) = ¢(x).
L’application (Z est biharmonique si et seulement si :
Tr,V2dg(gradn f)+Tr,RY (dp(gradn f), dp)dp+nV graamsdd(gradin f) = 0.
Si on pose ¢ = Idy,La premiére projection :
P (M™xyN", Gy) — (PP, k),
(z, y) — Pi(z,y) =2
Py est btharmonique si et seulement si :

gradAlnf + ggmd(]gmdlnﬂz) + 2Ricci™ (gradIn f) = 0

Dans ce cas devons présenter I’exemple suivant sur application biharmonique
non-harmonique

Exemple 3.1.1. Soit l’application

¢ R™M{0} xy N" — R™\{0}
Nous supposons que (Inf = «(r)). Alors par le Théoréeme(3.1.1), nous dédui-

sons que Uapplication @ : R™\{0} x s N* — R™\{0} est biharmonique si et

seulement si la fonction de o satisfait I’équation différentiable suivante

na///+n(m — 5) Oé//_?)n(?”n2 — 7) O/—i-n20/0//—%<0/)2—8(m — 2)3(m — 4) —0.
r r r r
Soit B = o, Cette équation devient
n(m—5 3n(3m — 7 2n? 8(m —2)(m — 4
TLBH‘{' ( . )B/_ ( Tz )/6_{'”255/_ . 52_ ( r)g( ):0
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En cherchant les solutions particulieres de type, 8 = %(a € R*), alors ¢ :
R™\{0} xs N" — R™\{0} est biharmonique si et seulement si

3n%a® + 2n(5m — 14)a + 8(m — 2)(m — 4) = 0.

Cette équation admet deux solutions a = % et a = W.

1. pour a = *=2 nous obtient f(r) = Cr =" et dans ce cas @ :

R™\{0} x; N* — R™\ {0} est harmonique alors biharmonique.

2. pour a = 4(43?”), nous obtient f(r) = Cr5™ et dans ce cas Q

R™\{0} x; N™ — R™\{0} est biharmonique non-harmonique.

Maintenant nous considérons I'application ¢ : (N",g) — (p*, k) Et nous

définissez ’application

wi(MmeNn, Gf) — (Pp, k),
(z, y) — U(z,y) = ¥(x).

En étudiant le biharmonicité de 1’application J, nous obtenons le résultat

suivant :
Théoréme 3.1.2. Soit ) : (N", h) — (PP, k) une application différentiable.

Les champs de tension et de bi-tension de ’application

v (M™x N, G) — (PP, k)
(z, y) — ¥(y)

sont donnés par
~ 1

@) = e=r(w) (36)
et
(W) = re=nalV) = = ((Alnf + (n = DgradingP) o 1) 7(0). (3.7)
preuve.

Premier-ment, nous calculons le champ de la tension de YZ Par la définition
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au champ de la tension, nous avons

T(IZ) = TrGde@Z

=V ddle;,0) + le Vi) 000, £;)
— di)(Vie,0)(€3,0)) f2 —dt (Voz)(0, 1))
En utilisant 'équation (2.1), nous obtenais
7(0) = Fre= V) = =) = Tl
alors .
() = o)

Par cette expression, nous déduisons cela 1 est harmonique est-il si et seule-
ment si ¢ est harmonique. Maintenant, nous calculerons le champ de bi-

tension de 1. Par la définition, nous avons

72() = =Tra, (V?)*r(§) = Tra, RY (7(4), di)do. (3.8)

pour le premier terme TrGf(VJ)QT({DV), on a

- N : : -
T, (V9)'7(0) = Vit Vieo (@) + 2o Vwo Vi)
- B 1 ~ N
vﬁ(ei,o)(ei,O)T(w) f2o Wvﬁ(()’fj)(o’f].)T(?vb)'
alors,
b b -~ 2
Véi,O)Véi,O)T(l/’) = Fon ((2|gmdlnf|2 —eiei(inf))) o W>7(¢)
et X ) i
b g = "
f?o Wv(oﬂfj)v(oﬁfj)TW) o WV V ().

Finalement avec la formule(2.1), nous obtenais

3 ~ 2

V@ = o (Ve ) o7 )70
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et

1 it ~ 1 2
o Ve 00 ) = Fron Vs + 5 " ((lgradinf?) o 7)7(e).

Qui nous donnes

T 2
TrGf(Vw)%'(w) = o ﬂ_TThV2T(2/J)— Por ((Alnf—l—(n—Q)|gradlnf|2)o7r)r(¢)
(3.9)
Finalement Trq, R” (7(¢), dib)di, 1l est facile de vérifient
Tra, R (r(0), d0)d0) = o —TnR"(r().d)dv. (310

Si nous remplacé (3.9) et (3.10) dans (3.8), nous obtenir

~ 1

(W) = ro=aV) = = (Al + (n = Dlgradinf ) o (v,

Fror

La preuve de théoréme (3.1.2) est complete. Une conséquence immédiate du
Théoréme (3.1.2) est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.2. Soit : (N™, h) — (pP, k) application biharmonique non-
harmonique.l’application 1; S(M™x N™*.G) — (pt', k) défini par @(m,y) =
Y(y) elle et biharmonique si seulement si la fonction f*2 est harmonique.

Exemple 3.1.2. Soit 'application,

¢:0, +oo[x;R — R

(z, y) — o

ot les variétés 0, +oo| et R sont munies de la métrique standard. En utilisant
la proposition (3.1.1), et remarquons que pour M =] 0,+occ[, N = P =R, et
o(y) = y? pour tout y € R, on a

2
o,

d*o
= dyQ s ——:O

7(6) = () =5 =0

To ()

et,

(0) = — n(¢) = 5(A(5) — %]grad In f|?).
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Remarquons que T(¢) est strictement positive pour tout fonction f sur]0,4+oc[,donc
cherchons une fonction f telle que ¢ est bi-harmonique, c’est a dire cherchons

une fonction f différentiable sur ]0,+oo[ vérifiant :

A(%) - %|grad In f|*=0.
On a,
1 ? 1
MG = ()
" 1\ 2
o
e, ’ /
grad In [ = ?% lgrad In f|* = (f7)2, of = 3—‘;,
d’ot,
1 2 f// f/ 2 2 f/
B(g) - mlorad 1 = -2k —3tF) - 2Ly
2
B —F(ff" —2(f")?)

Alors ¢ est bi-harmonique non harmonique si et seulement si la fonction f
vérifiant :

FI"=2(f)* =0, (3.11)

la solution générale de l’équation (3.11) est, f(x) = pour o = —1 et

-1
az+b’
b =0, on obtient f(x) = %, une fonction différentiable strictement positive
sur]0, +o0l.

Exemple 3.1.3. Soit la projection,

T:Rx;R — R

(z, y) — =

ot la variété R munie de la métrique standard. En utilisant la proposition
4.2.30m obtient,

T(m) = grad In f

Fd

df
s 4

dx
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et,
mo(m) = tr,(V¥)?grad In f + Ricci®(grad In f)

+%gmd(|gmd In f|*)
1d f
= V%V%gmd In f+§%(f7
B d2 f/ d f/f// (f/)g d
- @(7)@4'( f2 - f3 )%
ﬂ B f/f// (f/)3 f/f// B (f/)g i

2 @

)dx

B A R R TR R
1 " ! el ! d
= F(fzf —2fff +(f)3)%,

donc la projection m est bi-harmonique non harmonique si et seulement si la

fonction f est mon constant sur R et vérifiant,
P =2ff "+ ()P =0 (3.12)
La solution générale de l’équation (3.12) est,
flz) = c(eg(“b) 4 W) | 2).
En particulier, pour oo = v/2,b =0 et ¢ = 1 on obtient,

flx)=€e"4+e " +2

3.2 Harmonicité et biharmonicité de ’applica-
tion ¢ : (M™,g) — (N" xy PP, Gy)

Soient (M, g), (N, h) et (P, k) trois variétés Riemanniennes Comme deuxiéme
applications, nous allons traiter le cas ou la variété d’arrivée est munie d’une

métrique tordue généralisée.
Soit ¢ une application définie par
¢:(M,g) — (N x;PGy)
z — (o), o(x))
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avec ¢ : (M,g) — (N,h) et ¢ : (M,g9) — (P, k) deux applications régu-
lieres et Gy = h+ f2k la métrique définie sur N x ; P avec f € C®(N).
Proposition 3.2.1. Le champ de tension de ¢ est donné par la formule

suivante.
7(6) = ((#):7(6) ) +2(0.dé(grad(in f 0 ¢)))

(3.13)
~ e(@)(gradf? 0 4,0)

Preuve :

En calculant en ce point et par définition du champ de tension, nous avons

= (7(¢), 0) + 2dp(e) (i) 0, do(e)) + (0, 7(6)) — 3|dof (gradf* o o, 0)

= (1(¢), 7(¢)) — e(9)(gradf® o, 0) +2(0, dp(grad(Inf o¢))).
O
De la proposition (3.2.1), on déduit la remarque suivante :
Remarque 3.2.1. Si la fonction de la distorsion est constante, alors le

champ de tension de ¢ est donné par :

donc ¢ est harmonique (resp biharmonique) si et seulement si ¢ et ¢ sont
harmoniques (resp biharmoniques).

Proposition 3.2.2. Soit ¢ une application définie par
¢:(M,g) — (M x;M,Gy)
v — (p(z),0(2))

avec p = ¢ = Idy et Gy = g+ f2g la métrique définie sur M X; M avec
f e C>®(N).
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Le champ de tension de ¢ est donné par la formule suivante.
7(6) = 2(0, (grad(in f))) = nf*(gradinf,0)

Preuve :

Appliquant la proposition (3.2.1) pour ¢ = ¢ = Idy; , on a :

7(6) = (7(9),7(9) ) +2(0, do(grad(in f 0 9)))
—e(¢)(gradf? o ¢,0)
:2@4mnamf»)—g{ﬁmmﬂnﬂm
—=2(0, (grad(in f))) — nf*(gradinf,0)

Dons le cas ol ¢ est 'inclusion, nous obtenons les résultats suivants.
Proposition 3.2.3. Le champ de tension de application ¢ définie par :
¢:(M,g) — (M x;N, Gy)

r — (p(x),y0) avec yo fize sur N

est donné par :

7(¢) = (7(¢),0)
Donc ¢ est harmonique (resp biharmonique) si et seulement si @ est harmo-
nique (resp biharmonique)
Remarque 3.2.2. Si l'application ¢ est constante, alors le champ de tension

et de bi-tension de l’application ¢ sont donnée par :
7(¢) = (7(¥), 0),
7(¢) = (12(p), 0).

Donc dans ce cas,l’application ¢ est bi-harmonique non harmonique st et
seulement st l’application o est bi-harmonique non harmonique.
Proposition 3.2.4. Soient y € N et Gy = g+ f*h la métrique de la variété
produit tordu M x; N, alors l'application,

iy: (M, g) — (Mx;N, G)

e )
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est totalement géodésique, c’est a dire Vdi, = 0.
En effet

Viy(X, V) =Vidi,(Y) - diy,(VMY)
= Vixo(Y; 0) = (VY, 0)
= 0.

pour tout X, Y € TY(TM).
Proposition 3.2.5. Soient © € M et Gy = g+ f?h la métrique de la variété
produit tordu M™ x; N, alors les champs de tension et de bi-tension de

linclusion En effet
iy + (NJh) — (M xsN, G)
y — (z, y)
sont données par :
T(iy) = —g(grade,())oim
2

. n .
(i) = g(gmdﬂgmdfﬂ?,()))ozx

Preuve Appliquant la proposition (3.2.1) pour ¢ = constante = = et ¢ =

Idy, on aln f oy = constante , grad(ln f o p) =0 et e(¢) = g, d’ou

n

S (gradf®o ¢, 0)

= —g(grade, 0) 0 4.

7'<Z:r) =

En remarquant que ¢ et ¢ sont harmoniques, grad(inf o¢) =0, X =0 et

w = 0, on obtient
(5)*(grad(|gradf®|*) o ¢, 0)

(grad(|grad 2|2), 0) o i,

NS

Tg(ix) =

OO|3N,[\')|}—k
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Corollaire 3.2.1. L%nclusion i, est bi-harmonique non harmonique si et
seulement si
grad(|gradf®|*), =0

et
(gradf?), # 0

O
Remarque 3.2.3. Si la fonction f est constante sur M, alors pour tout
x € M linclusion i, est harmonique, donc bi-harmonique.

Exemple 3.2.1. Soit l'inclusion,

Z'toismil — ]O,W[Xsintsmil

x — (to,x)

Soit f(t) =sint, est une fonction strictement positive sur 'intervalle |0, m|.

On a:

d
(gradf?®), = 2sint cos ta

et
d
grad(|gradf?|?); = 8sint cost(1 — 2sin’ t)%,
d’ou

En utilisant le corollaire précédent, on trouve que l'inclusion iy, est bi-harmonique
. . . T 3w
non harmonique si et seulement si ty € {Z, Z}

Exemple 3.2.2. Soit l'inclusion :
i, 0 ST — 0, 1[x,S!
Yy (th y)

ou x = z(t) une fonction différentiable strictement positive sur [’intervalle
[0,1/. On a

gradz® = Qx:tﬁ|grad:p2|2 = 42232,
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d’ot,
grad(|grad=®|*) = 8xzi(i* + ri),
en utilisant le corollaire précédente on trouve que l’inclusion 1,, est bi-harmonique

non harmonique si et seulement si
i%(to) + x(to)¥(to) = Oetd(to) # 0 (3.14)

L’équation (3.14) admet une solution globale, x(t) = av/t + b, de plus ©(t) =
NG
on a iy, est bi-harmonique non harmonique.

non nulle pour toutae # 0,alors pour tout o > 0 et pour tout ty €]0,1]

Généralement on a :
Corollaire 3.2.2. Soient N = (N", h) une variété Riemannienne de dimen-
sion n et f une fonction strictement positive sur l'intervalle 0, +oo[, alors
Uapplication
iyt N — |0, +oo[xsN
y — (z, 9)

est bi-harmonique non harmonique si et seulement si il existe a, b € RY telle

que f(x) = vox + b pout tout x € R

Preuve.

En utilisant la proposition (3.2.3) on obtient,

i) = nf e o =Y

et,
. d
mlia) = w1 (F1"+ (1)) (50 0)
Alors I'application 7, est bi-harmonique non harmonique si et seulement si

la fonction f est non constant et vérifie I’équation,
ff// + (f/)Q — O,
une solution générale de I’équation précédente est :

f(x) =Vaxr+b ou a,beR].
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Exemple 3.2.3. Soit l'application,
ior: (5%, 90 — (RxS% H)
x +— (to, T)
ou, ty € R, \ € C(S5?) strictement positive, f € C®(R) strictement positive
et Hy = dt* + f2\%g la métrique tordu sur la variété produit R x S* avec

R munie de la métrique standard dt® et la sphére unité’ S* munie d’une

deuzieme métrique § = N2g(g une métrique sur S?).
Remarquons que I'application,

(8% 9) — (5%9)

r — X

est conforme de dilatation A\,donc on obtient le champ de tension et de bi-
tension de ’application %, y par
T(in) = —N*(gradf?,0)
. d . df
= 2\ ff(—, 0 =~
ff(dt7 ) Y 0 f dt

et,

i) = 40, gradh?) — 2f f A,
/\4

- d
+7(8ff(f +ff)a7 0),

0)

d’ou, I'application 7;, » est harmonique si et seulement si f = 0, c’est a dire
la fonction f est constante strictement positive. Et I'application i, 5 est bi-

harmonique si et seulement si :

—4f2grad)\? = 0 Fgrad) = 0
200 + 3 (3717 + 1) =0 { A NP 4 1) =0

Si la fonction f est non constant, alors I’application 7;, » est bi-harmonique
non harmonique si et seulement si la fonction A est une constant strictement

positive et la fonction f vérifie I’équation,

fPrff=o,
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I’équation précédente admet une solution globale sur B, (resp B_), mainte-
nant, nous considérons I'application harmonique ¢ : (N", h) — (N ”,E) et
nous étudions le biharmonicité de I’application 5 : N — (M x N, G) défini
par ¢(y) = (o, ¢(y))-

Théoréme 3.2.1. Soit l'application harmonique ¢ : (N™, h) — (PP, k),
alors nous définissez 'application
¢:N — (MxP G)
y — oy) = (zo, o(y))

¢ elle est harmonique si et seulement si :

(e(¢))*grad(|gradf?|*) — 2(Ae(¢))gradf* = 0,
dg(grad(e(¢))) = 0.

Preuve
On pose (f;)i<j<n une base orthonormé sur N. Alors le chanp tension de
I’application ¢ défini par :

7(¢) = Tr,Vdd
= V% dd(f;) — do(VY ;)
= V5.0, do(f;)) — (0. do(V} £;)
= (0, V. de(f;)) — 2f%e(¢)(gradln f,0) 0 ¢ — (0,dd(V7] f;))

= (0, 7(¢)) — 2fe(¢)(gradln f,0) 0 ¢.
Et comme ¢ harmonique, il suit que :

7(¢) = —2f%¢(¢)(gradln f,0) o .
Alors 5 biharmonique si et seulement si :

Trh(Vg)ze(¢)(grad In f,0) 05—1— e(¢)Trh§MXfP((gradln f, 0) oa, d(Z)d(Z = 0.
(3.15)

Pour le premier terme Trh(Vg)Qe(gb)(grad In f, 0)o ¢ de (3.15), Nous avons
par définition
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Tra(V9)e(9)(gradln £, 0) 0 ¢
P - e ~ (3.16)
= ijvfje(gzﬁ)(grad Inf, 0)ogp— szfje(gb)(gradln f, 0)oo.

Calculez le premier %i%ie(qﬁ) (gradln f, 0)o¢ de (3.16). D’aprés Péquation
(2.1), nous obtient

Vie(@(gmdln f,0)0 gz~6
= e(qb)V?j (gradln f, 0) o ¢ + file(@))(gradln f, 0) o ¢
e(¢)lgradin f*(0, do(f;)) o ¢+ f;(e(9))(gradln f, 0) o 6.

Ce que donne,

V9 V% e(6)(gradln £,0) 0
= V9 (e(9)|gradln f%(0, d(f;))) 0 &+ V% (f;(e(9))(grad1n £,0) 0 §)
= e(¢)|gradln fPVE (0, do(f;)) o &+ lgradn f12f;(e(#))(0, db(f;)) o
+ f1(e(6)V7 (gradIn £,0) 0 & + f;(f;(e(9))) (grad1n £,0) o 6.

On obtient

V9V e(9)(gradIn £,0) 0 ¢ = |gradln f[*e($)(0, V% dé(f;)) o &

—2f*(e(¢))*|gradIn f|*(gradln f,0) 0 ¢

+ 2|gradIn f|*(0, dé(grade(s))) o ¢

+ [i(fi(e(#)))(gradln f,0) o ¢.

(3.17)

Toujours on utilisons I’équation (2.1), et avec simple calcul nous donne
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V@}ije(gzﬁ)(gradln f,0)0 5
=€)V (gradln £,0) 0 6 + (V) f)(e(9))(gradln £,0) 0 &

(3.18)
= |gradln f?e(¢)(0,do(V} f)) o ¢
+ (VY £)(e(9)(gradIn £,0) 0 6.

En remplagant (3.18) et (3.17) dans (3.16) et comme phi et harmonique,
Alors

Tra(V?)%e(¢)(gradIn f,0) 0 &
= —2/(e(¢))?|gradIn f|*(gradln f, 0) o ¢ (3.19)
+ 2|gradIn f*(0, do(grad(e(¢)))) o 5—1— ANe(p)(gradln f,0) o (Z

Au composé le résistant il reste a examiner le terme T'r, RM*7P((gradIn f, 0)o
¢, do)de, alors on obtient

Trh}N%MXfP((gradln f, 0)o o, d&ﬁ)d&
= RM*P((gradln £,0), (0,dé(f;)))(0, do(f;)) o o.

Grace a la formule (2.1), on obtien,

RM*iP((gradIn f, 0), (0, do(f;))) = — %(gmd(|gmd1ﬂf|2)70)/\Cf(O, do(f;))
— |gradln f|*(gradln f,0) A cr(0, do(f;)).

En développant les termes de cette équation, on obtient :

((grad(|gradin f|*),0) A cy(0, do(f;)))(0, d(f;))
= 2f%(¢)(grad(|gradn f|*),0)

et

((gradln f, 0) Acg(0, do(f;)))(0. do(f;)) = 2f?e(¢)(gradln f, 0).

alors
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TrhéMXfP((gradln fy 0)o (E, d%)d%
= —[%e(¢)(grad(|gradln f*),0) 0 &
—2f%|gradln f|*e(¢)(gradln f,0) o b

Finalement, il suit que :

Tri(V%)%e(9)(gradIn £, 0) 0 & + e(¢)Tr, RN 77 ((gradn £, 0) o 6, dd)dé
= —4f2(e(¢))?|gradIn f|*(gradn f,0) o ¢ + Ae(¢)(gradln f, 0) o ¢
— f*(e(¢))*(grad(|gradln f[*),0) o ¢
+ 2|gradIn f\z(O, do(grad(e(p)))) o 5

Nous déduisons que 1"application gg est biharmonique si et seulement si

f(e(#))*(4] gradin f|* gradln f + grad(] gradln f|?)),
—(Le(9)) gmdlnf =0,
dg(grad(e(¢))) =

Il est facile de voir cela,

grad(|gradf?|?) = grad(|2f*gradln f|?)
= 4grad(f*|gradln f|*)
= 4f'grad(|gradin f|*) + 16 f*|gradn f|*gradIn f
= 4f*(4|gradln f|*gradln f + grad(|gradln f|?)),

d’ou
1
4lgradIn f|*gradln f 4 grad(|gradIn f*) = 4f4grad(|gradf2|2)

alors ’application 5 biharmonique si et seulement si

(e(¢))*grad(|gradf?|?) — 2(Ae(4))gradf* = 0,
dg(grad(e(¢))) = 0.
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3.3 Harmonicité de Dapplication ¢ @ (M™ x,
N".G,) — (M™ x5 N",G3)

Soit ¢ une application définie par :

(ﬁZ(MXaN,Ga) — (MXgN,Gg)
(z,y) — (2,9)

Comme un premier résultat, nous considérons deux variété Riemannienne
(M™, g) et (N, h) et o, € C®°(M) le biharmonicité de l'application ¢ :
(M™ %o N™, Go) = (M™ xg N", Gg) défini par ¢(x, y) = (z, y) Est cédé
par le théoréme suivant

Théoréme 3.3.1. Soit ¢ une application définie par :

¢2 (M XaN,Ga> — (M X B N,Qg)
(z,y) — (z,y)
¢ est biharmonique si et seulement si

grad/\f + 2Ricci(gradf) — 2(Ana + (n — 2)|gradn a|?)gradf
B2
+ (n — 4)(gradV i gm ogradf) — QnEdf(gmd In B)gradn 53 20)
ﬁQ

- n$(vgadfgmd Ing) =0,

avec f = a? — (% et a, B € C°(M) deux fonction positive

preuve

Soit {e1,...;n)} (resp {fi....fn} ) une base locale ortonormale sur M ( resp
N). On pose

e; = (e;,0), si i=1,....,m
hy =

%fj:%(07fj)a st j=1,...,n

alors {(hq, ..., hman} est une base locale ortonormale sur la variété produit
tordue M xy N,on pose dp(X, Y) = (d¢(X),0) pour tout X € D(TM) et
Y € I'(T'N).Alors par la définition de champ de la tension on a :
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7(¢) = Trg, Vdo
=%¢dw%m—wﬁ$”mAm
1 X

TG 00, 1)~ (TN, 1),

D’aprés I'equation (2.2), On a :
dgb(%anN(eiu 0)) = dgb(Vé\f@i, 0) - (vé\l/-[eia O)a
Ve do0, f;) = Vs, f;) = (0,VY f;) - nBgradin 8,0), ot
d(b(V?g; N0, f;) = de((0, V%fj) —na?(gradlna,0))
= (0, V%fj) —na*(gradln a,0),

MXBN(

alors
2

7(¢) = n(gradlna, 0) — n%(gradln 3,0)

= %(grad(oz2 — %), 0).

L’application ¢ est harmonique si et seulement si la fonction a? — 32 est
constant. Par définition, 'application ¢ elle est harmonique si et seulement
si

Tra, V27 () + Tre, RM* N (1(¢), dé)de = 0.

Soit f = a? — 32, alors ¢ biharmonique si et seulement si
~. 1 1 -
TrGaVQE(gmdf, 0) +£TrGaRMX5N((gmdf, 0), dp)dp =0. (3.21)
Soit Trga€2a—12(gmdf, 0) et d’aprés L’équation (3.21), on a
~5 1 = 1 = 1
Trg,V $(gmdf, 0)= V .0 V(e 0z — (gradf, 0) — VvMXaN(e 0)(er0) — (gradf,0)

1
<v¢0 £ Vi, 1,y =3 (gradf, 0) (3.22)

—vwmmmmlwm#OQ

Vio.f))
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En développant les termes de cette équation, on obtient :

%?ei,o)é(gradf, 0) = V¢ o (gradf, )+ez( ! 5)(gradf, 0)

1 1
:—V?ifo[;N(gradf 0)—1—61( 5)(gradf, 0)

a2

1 2
= E(Vé\fgradf, 0) — gei(ln a)(gradf, 0).

Alors,
~ 1
Vi Vieo —zloradf, 0) =V g ( 5 (VY gradf, 0) (Ina)(gradf 0))

6(6 0) ( (VY gradf, 0)) — V( o) (In«)(gradf, ))
on obtient :

oo 1 S0 |- 2
V .0 V(e 053 —(gradf, 0) =V —2(Vei gradf, 0) — Eei(ln a)(gradf, 0)
~ ~s 1
— V?el 0)( (VMgradf 0)) — ZV?G“O)(EQ(IH a)(gradf, O)>

et

~ 1
V((bei,o) (—2ei(ln a)(gradf, 0))

e 0) (VY gradf, 0) + ei(~gei(in ) (gradf, 0)
- %(V;\f@dlwgmdf, )+ (Sgeiles(in)) + (g )ei(n o)) (gradf, 0)
= %(V%dmgmdf, 0) + %(ei(ei(ln o)) — 2¢;(In a)e;(In a))(gradf, 0)
= (VM agradf, 0) + —5(ei(eina)) — 2lgradin af)(gradf, 0)

Finalement, il suit que :

1 1
Vo)V ey 3 (gradf, 0) = g(wétf Vel gradf, 0) = (Vg agradf, 0))

— %(ei(ei(ln)) — 2|gradIn a|?)(gradf, 0).
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pour le terme VWZXO(;N( ho)a%(gradf, 0) on utilison ’équation (2.3), on ob-
tiens
6%&%” 9 L — (gradf, 0) = V((z)vMe 05 12 (gradf, 0)
= Vi3 g (grads, 0)
— %6?@2{1}:0) (gradf, 0)
+(V¥e) () (gradf, 0),
alors
V¢(n€fx$1v( Y ! — (gradf, 0) = (VVMe gradf, 0)—%(Vé\f6i)(lna)(gmdf, 0).

(3.23)

En développant les termes de équations (3.23), on obtient :

~ ~ 1 1
¢ ¢ =
Viewn)V(er0) 7z (97adf, 0)— VV(Z,%N( ooz (gradf, 0)

1 2
= (VY .gradf,0) — —(Vé‘f@i)(ln a)(gradf, 0)
atl T o (3.24)
= ?((TTQVQQTGdf, O) - 4(Vf]\;[adlnag7n&dfa 0))

2
- —(Ana - 2|gradn a|?)(gradf, 0).
a

Nous calculerons le terme 6?0 fj)%qs (gradf, 0), on obtient

1
(0,f5) a2

Y ~ 1 = I =mxsN
V((ﬁo,fnvfo,fj)@(gmdf’ O)ZV?o,fj)( Vs (gradf, 0))

:vz%f (= df(gradin B)(0, £,))
:—df(gmdlnﬁ) Vi (0 f;)
= @df(gmdmﬁ)((o,vgfj) —nfB?*(gradin 3,0)).

Alors,

¥l Vo arad, 0) = o (graatn ) (0.93.) = n(grodn.0) )
(3.25)
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Depuis le terme ve SMxaN

L (gradf, 0) on a
S 0. oz (gradf, 0)

1
¢
vvé\g;a)N(O ) o2 (gradf, 0)

1
= v¢@(0, ngj)(gradf, 0) — naQV?gmdlnaO) 5 (gradf, 0)
1 ~
= —ZVMX‘?N(O, Vjcv_fj)(gmdf, 0) — nVMXBN(gmdln a,0)(gradf, 0)
6% J
1
2
— na (gradlnoz)(g)(gradf, 0)
1
= gdf(gmd In 3)(0, V%fj) — (V) samagradf, 0) + 2n|gradlnal?*(gradf, 0),

alors on obtient,

~ 1 1
v%é\g;osN(()’fJ)?(gradf? 0) = ?df(gra’dlnﬁ)(ou vj‘\jfj) - n(vé\;{adlnagradfa (()% 26)

+ 2n|gradIn o|?|*(gradf, 0).

D’aprés les Equations (3.25) et (3.26) on obtient
Vi) Vi algrads, 07 ~(gradf, 0)
(0.£7) * (0. gra v%jﬁ)N(o ) a gra

= n(vgradlnagradfv 0) - 2n|gmd ln&‘z(gr&dﬂ 0)
2

- n%df(grad InB)(gradln 3, 0).

En remplacer (3.27) et (3.24) dans (3.22) et nous déduisons la formule sui-
vante,

1
Tre, V2 (g?"adf, 0) = e —(Tr,V?gradf, 0)
n—4
7(vé\;{adlnagradf7 0)

) (3.27)
— g(Alna + (n — 2)|gradIn a|?)(gradf, 0)

— ni—idf(grad In 3)(gradln j3,0).

Finalement,

Tr,V*gradf = grad/\f + Ricci(gradf),
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en déduire,
~, 1 1 A I
Trg,V ?(gradf, 0) = ?(grad f, 0)+ E(chcz(gradf),())
2
- @(A Ina + (n — 2)|gradIn al?)(gradf,0)
n—4
o2

— ni—zdf(gmd In 8)(gradln j3,0).

(v;\ﬁadln ozgradf’ 0)

Pour completé la preuve de théoréme on déveloper le terme :
Tre, RN ((gradf, 0), do)de.
En effet
Tre, RN ((gradf, 0), do)de = RM**N ((gradf, 0), (e;, 0))(e;, 0)

L 83.28)
+ = RN ((gradf, 0), (0, £))(0, f;).

RM*eN((gradf, 0), (e;, 0)) = RN ((gradf, 0), (e;, 0) = (R (gradf, :),0),

alors
ﬁMXBN((gmdf, 0), (e;, 0))(e;, 0) = (Ricci(gradf), 0). (3.29)
Depuis le terme
RMXﬁN((gradfa 0>7 (07 f]))(o’ f])
et avec 'equation (2.2), on a

RN ((gradf, 0), (0, f;)) = = (VgragrgradIn 5,0) A ey (0, f)
—df(gradIn )(gradIn 3,0) A cs(0, f;).

Pour cette expression, nous avons

(Vgragrgradin 5,0) A (0, f))(0, £;) = G5((0, £;), (0, fi))(VgragrgradIn 5,0)
- Gﬁ((O, fj), (vgradfgradlnﬁa 0))(07 f])
— n52(ngdfgrad In3,0)
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et
(gradin 5,0) A c;(0, £))(0, £;) = Ga((0, £3), (0, f;))(gradin B,0)
— G5((0, f;), (gradIn 8,0))(0, f;)
= nf*(gradln 3,0),
alors
RM*#N((gradf, 0), (0, [))(0, f;) = —ndf (gradIn §)(grad1n 5,0)
— nﬁz(vgf{adfgmd In 3,0).
Si remplacé (3.30) et (3.30) dans (3.28), on obtiens
Tre, RM*N ((gradf, 0), de)de

2

=(Ricci(gradf),0) — n%df(gmd In B)(gradln j,0)
BZ

—n—
a2

(Vi agrgradln 3,0).

Finalement, utilisons les équations (3.30) et (3.28) nous donnent la formule

suivante :

~. 1 1 ~
TrGaVQE(gmdf, O)+?TrG&RMX5N((gmdf, 0), dp)do

1 2 .

= E(gmd&f, 0) + E(chcz(gradf), 0)

- %(Alnoz + (n — 2)|gradIn of*)(gradf, 0)
«

n—4 32

7<v%adlnagra’df7 O) o na(vé\;{adfgrad hlﬁ, 0)
2

- Zn%df(gmd In B)(gradin 3, 0).

Alors ¢ is biharmonique si et seulement si

grad/\ f+2Ricci(gradf) — 2(Ana + (n — 2)|gradIn of*)gradf
2
F (1= (VY ogradf) — n 5 (T, ygradin )
2

— Qn%df(grad In B)gradln 5 = 0.
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Corollaire 3.3.1. Soit l'application
¢: (M x4y N, Go) = (M xN, G),
(ZL', y) — ¢(‘T7 y) = (ZC, y)

¢ est bitharmonique si et seulement si

grad(Nna) + ggrad(|g7‘ad In a|?) + 2Ricci(gradIn o) = 0. (3.30)

Preuve
D’aprés la Théoréme (3.3.1), En substituant f = o2, par I'application ¢ :
(M x4 N, G,) = (M x N, G) définir par ¢(z, y) = (z, y), Alors ¢ est

biharmonique si et seulement si

grad/\o? + 2Ricci(grada®) — 2(Alna + (n — 2)|gradIn o|?*)grada®
+(n— 4)(V£fadlnagmda2) = 0.

et,

grado® = 202 gradln a

Vf]\fadlnagmdaQ =2vM o*gradln o

gradln o

= 202VM gradlna + 2gradln a(a?)gradln o

gradln«

= o’grad(|gradIn a|?) + 4a|gradIn af*gradIn c.
C’est connu cela Aa? = 2a2Aln o + 4a?|gradIn af?, alors
gradAo® = grad(20*AIna + 40°|gradIn of?)
= 2grad(a®Aln ) + 4grad(a?|gradln o)
= 2a’grad(Alna) + 40’ (Alna)gradlna
+ 4a’grad(|gradin a|?) + 8a®|gradIn a|*grad(In ).

Finalement, il suit que ’application
¢: (M x4N, Gy) = (Mx N, G),
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Est biharmonique si et seulement si :

grad(Alna) + ggmd(]gmd In a|?) + 2Ricci(gradln o) = 0.

Maintenant, nous allons passer a quelque exemple sur les application bihar-
monique non harmonique.

Exemple 3.3.1. Soit lapplication,

R™\{0} x4 N — R™\{0} x N" (m # 2),
Si supposent que lna et radial (Ina = f(r)). Alors avec dapré le corolaire

(3.3.1) nous déduisons que l’application ¢ et biharmonique si et seulement si

f Satisfait I’équation différentiable suivante :

m—1 m—1

f// _ 5 f/ + nf/f// —0.

f/// +

Soit = f', cette équation devient

1

- 1
ﬁ”-f— mr B/_ mTQ /B+n/8/6/20'

En cherchant les solutions particuliéres de type 8 = a/r(a € R*), alors ¢ et

biharmonique si et seulement si

4 —2m
a= )
n
Nous obtient 4o
a(r) = e,——2(C' > 0),

et dans ce cas L’application ¢ et biharmonique non-harmonique.

Exemple 3.3.2. Considere M = S™ Paramétrisation fourni
x = (coss, sins.z) se€(0, 7] et z€S"

Dans une base orthonormé S™ définir par

0
€1 = gaei = (Oa fz)
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pour i =2,...,m, avec f; c’est la tangent de la sphere S™1 comme

m a
Y Ve =—(m—1)cots—.
2 € (m—1)co 559

Nous considérons L’application ¢ : S™ X, N — S™ x N™ définir par
oz, y) = (z, y) = ((coss, sins.z), y) si on supose lapplicaion f défi-
nir par f = Ina Dépend seulement de s. Alors par la corollaire (3.5.1), nous
déduisons que l'application ¢ est bitharmonique si et seulement si la fonction

f satisfait ’équation différentielle suivante

" +nf' f"+ (m—1)((cot s)f" — (1 — cot®s)f') = 0.

Si on pose v(s) = f'(s), de méme fagon on obtient,

Y +nyy + (m—1) ((cot s)y — (1 — cot? 3)7) =0.

Par exemple, si le m =1, la fonction v(s) = ns}‘rC est une solution de cette

équation, et que nous obtenons

a(s) =/ (ns + C)2%.

Dans ce cas, l'application de ¢ est bitharmonique non-harmonique.

cette résultat semblable est donné par le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.2. Soit L’application

¢: (M xN,G) — (MxgN,Gp)
(z,y) — (z,9)

Alors ¢ est biharmonique si et seulement si

gradAIn 3+ 2(A1nB)gradin B + (4 — 2n?)|gradIn B2 gradln B
+ (2 — 252)grad(|gradlnﬁ|2) + 2Ricci(gradln B) = 0.

De fagon équivalente phi est biharmonique si et seulement si la fonction

f = 2 satisfait I’équation suivante
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gradAf + 2Ricci(gradf) — %grad(|gradf|2) =0.

Comme un second résultat, nous étudierons le biharmoniqueity de l'appli-
cation ¢ : (M™ x;y N",G,) — (P{* x Py, @) définir par ¢(z, y) =
(p(x), 1(y)).Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.2. Soit l'application,

¢ (M™x;N" G,) — (PP x PP Q)

oz, y) = — (o(x), ¥(y))

avec ¢ : (M, g) — (P, ki) et b : (N, h) — (P, ky) deux application

harmoniques. Alors ’application % est biharmonique si et seulement si

Try(V?)2dg(gradin f)

3.31
+ TryRP (dp(gradln f), dé)de +nVo, 1, ,dé(gradin f) = 0. (3:51)
Preuve

soit {e1,...e;n)} (resp {fi....fn} ) une base locale ortonormale sur M ( resp

N). On pose

e; = (e;,0), sioi=1,...m
hi - ~
1
f

%bi_m: (0,b;_m), si t=m-+1,...,n+m
alors {(h1,..., hyyn} est une base locale ortonormale sur la variété produit

tordue M x 2 N. on note dans ce cas,

dp(X, V) = (d¢(X), dy(Y))

pour tout X € I'(T'M) et Y € I'(T'N).Alors avec la définition de champ de

tension, on &

7(5) = TrGdegg

- v((tei,O)d%g(eia O) + V?()’fj)dgb((), f])

1
f2om

1
f?orm

— dp(Vie, (s, 0)) — dg(ﬁ(o,fj)((% fi))-
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Utilisation I’équation (2.1), avec
Viewo (e 0) = (Veer, 0)

et

%(vaj)(oa f]) = (07 vfgfj) - n(f2 © W)(gradln f7 0)7

alors

() = (V2 do(e;), 0) — (dp(V ele» 0)

- fQZW(o,v?jdcb(fj)) - %(o, do(Vy, f;)) + n(d¢(gradln f),0)
= (1(), 0) + ﬂ%(O, 7(¢)) + n(de(gradln f),0).

Depuis ¢ et ¢ c¢’est harmonique, en déduire

7(6) = n(dé(gradn f), 0).
Avec définition, 'application 5 est biharmonique si et seulement si

Tre, (V9)?(dp(gradln f),0) + Tre, R ((dé(gradn f), 0), d)de = 0.
(3.32)
En développant les termes de cette équation Trg f(V¢)2(d¢(gmd In f), 0),

nous avons

Tre,(V9)X(d(gradin f), 0) = V7, 'V o (dé(gradln f),0)
—~ V@MXN .0/ ([@0(gradln f),0)

(6 0)

<V¢

(0.1 Vo, (dolgradln £),0)

R

R v
Vv?gfx(; (O’fj)(d¢(g7“ad In f),0)).

En développant terme a terme cette équation, nous avons

V‘g’ei,o)v@m)(d¢(9md In f), 0) = (V¢ V¢dp(gradln f), 0),
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Vi, of ([do(gradin f), 0) = Vg o (do(gradln f), 0)

(e;0)
= (V% dd(gradln f),0),

v

(O,fj)v?o,fj)(dﬁb(gmd Inf),0)=0

et

Vd;MXQN f )(dqﬁ(gradln f)’ O) = _n(f2 © 7T)<v§radlnfd¢(gradln f)7 O)

(0f5) (0.f
alors on obtient :

Tre, (V?)*(dé(gradln f),0) = (Tr,(V?)2dé(gradn f)

(3.33)
+ 0V g pdé(gradin £),0).
Pour le terme Trg, RPP2((dg(gradln f), 0), dd)de, on a
Tre, R"*"((d¢(gradln f), 0), de)de
= RPP2((dp(gradin f), 0), dé(e;, 0))dg(e:, 0)
+ o B (ddlgrad1n £).0). 430, ,)dd(0. 1)
Il est trés simple de voir cela
RP>P2((dg(gradin f),0), d(e;, 0))de(e;, 0)
= (Tr,R" (d¢(gradln f), dg)ds, 0)
et
RPP2((d(gradln £),0),dp(0, f;))do(0, f;) =0,
alors
Tra, R"*™((dg(gradn f), 0),dd)do 3.30

= (Tr R (dé(gradln f),d¢)ds,0).

en Utilisation les equation (3.33) et (3.34), nous avons
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Tra, (V9)*(dé(gradln f),0) + Tra, R™T((dé(gradln f), 0),d)do
= (Try(V®)2dé(gradln f) + nV? do(gradln f)

gradln f

+ Tr R (dé(gradn f), d¢)de,0).

En déduire que cette application gg est biharmonique si et seulement si ¢
Satisfait I’équation suivante

Trg(V¢)2d¢(grad In f)+ Trngl(dgb(gmd In f),d¢p)de
+nV? i sdd(gradin f) = 0.

Exemple 3.3.3. Soit l'application,

¢:R' — R’

(t7 X2, T3, 374) — (tu X2, x3)

et considérons ’application

¢:R*x; N* — R*x N"

(im0 ) o ()

avec « = In f alors d’apres le théoréeme (3.5.2) Uapplication ¢ est biharmo-
nique Si et seulement st o = In f Satisfait [’équation différentiable suivante

de troisiéme ordre suivante

o + no'a’ — 0.

Si on pose B(t) = d/(t), alors la derniére équation donné par :

" +npp = 0.
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2
nt+C

Par exemple, la fonction § = c’est une solution de l’équation, Nous

avons cours,

f(t) =/ (nt+C)?
et dons cette cas, L’application 5 elle est biharmonique non-harmonique.

Une conséquence immeédiate du Théoréme (3.3.2) est donnée par le corollaire
suivant :

Corollaire 3.3.3. [10] Soit ¢ : (M™ x; N, Gg) — (M™ x PP, G) définir
par g(x, y) = (z, ¢(y)) avec ¢ : N — P est harmonique. Alors 5 est une

application biharmonique si et seulement si :

gradAn f + 2Ricci(gradln f) + ggmd(|gmdln 1> =o.

Et dans cas particuliére, si ¢ = Idy, on obtient corollaire suivant
Corollaire 3.3.4. Soit ¢ : (M™ x; N", G,) = (M™ x N", G) définir par

o(x, y) = (x, y) alors ¢ est une application biharmonique si et seulement si

gradAIn f + 2Ricci™ (gradln f) + ggrad(]gradln fI»)=o.
(voir [1/])
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