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Introduction

Le concept d’équation différentielle stochastique généralise celui d’équation

différentielle ordinaire aux processus stochastiques. La formalisation théo-

rique de ce problème a posé problème aux mathématiciens et il a fallu at-

tendre les années 1940 et les travaux du mathématicien japonais Itô Kiyoshi

pour la définition de l’intégrale stochastique. Il s’agit d’étendre la notion d’in-

tégrale de Lebesgue aux processus stochastiques relativement un mouvement

Brownien. On construira cette intégrale et on donnera sens à l’expression∫ t

s
f(s, w)dBs, où f(s, w) est un processus stochastique muni de propriétés

de régularité suffisantes. A partir de la théorie de l’intégration, on construit

la théorie des EDS.

Les équations différentielles stochastiques sont utilisées pour construire

des modèles mathématiques de phénomènes et physiques, chimiques, écono-

miques, par conséquent, Les équations différentielles stochastiques sont utili-

sées représentent un vaste champ d’étude, aussi bien en mathématiques pures

qu’en mathématique appliquées.

L’objet de ce travail est d’utiliser le calcul stochastique et plus particuliè-

rement,le calcul Itô qui permet d’aborder les équations différentielles stochas-

tiques et l’étude numérique des équations différentielles stochastiques, pour

cela ce mémoire est organisé de la manière suivante

On commence le premier chapitre par un bref rappel sur les principales

notions utilisées tout le long de ce travail, On donnera les propriétés du mou-

vement Brownien ainsi que celles des martingales qui seront utiles pour cela.

Aprés avoir présenter quelques résultats importants relatifs à l’intégrale sto-

chastique, on verra comment il peut être mise en oeuvre pour la résolution
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des équations différentielles stochastiques.

Dans le second chapitre consiste à une introduction à la théorie des équa-

tions différentielles stochastiques. On étudie seulement les ingrédients essen-

tiels de la théorie, à savoir la notion des solutions fortes et faibles, le théorème

d’existence et d’unicité sur les équations différentielles stochastiques .

Dans le dernier chapitre on traitera les méthodes d’intégration des EDO

pour le calcul numérique des EDS. On commencera par la méthode d’Euler,

ensuite à la méthode de Milstein et à la méthode de Runge-Kutta et à la fin

on donne quelques exemples avec simulations.
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Notations

• Ω : Ensemble des évenement.

• F : Famille des événements ; sous-ensemble de l’ensemble des parties de Ω.

• B(Rd) :Tribu borélienne sur Rd

• P : Probabilité d’un évenement.

• Fonction indicatrice :1A(x) = 1 si x ∈ A,0 sinon.

• s ∨ t = max(s, t), s ∧ t = min(s, t).

• Une propriété est dite vérifiée p.s. (= presque sûrement) si elle vaut pour

toute réalisation W ∈ Ω−N où N ⊂ Ω est un ensemble de probabilité

nulle.

• Soit τ une variable aléatoire à valeurs dans R̄+.τ est un Ftt≥0-temps d’arrêt

si, pour tout t,τ ≤ t ∈ Ft.
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Chapitre 1

Introduction au calcul

stochastique

Dans ce premier chapitre nous introduisons quelques notions fondamen-

tales liées aux processus stochastiques et nous commençons par les définir.

1.1 Processus Stochastique

Définition 1.1.1. Un processus aléatoire Xt défini sur un espace de

probabilité (Ω,F ,P) est une famille de variables aléatoires

X = (Xt)t≥0 définies sur le même espace de probabilité. En d’autres

termes, X est une fonction à deux variables telle que :

X : [0,+∞[×Ω → R

(t, w) 7→ Xt(w)

– Pour w ∈ Ω fixé, t 7→ Xt(w) est appelée trajectoire.

Remarque 1.1.1. Un processus X est dit continu si :

P (t ∈ R+ 7→ Xt est continue) = 1

Définition 1.1.2. Soit X = (Xt)t∈T un processus stochastique. Les lois de

dimension finie du processus X sont les lois des vecteurs du type (Xt1 , ...Xtn)

où n ≥ 1 et t1, t2, t3..tn ∈ T . On dit que deux processus (Xt)t∈T et (Yt)t∈T ont

même loi s’ils ont les mêmes lois de dimension finie.

8
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Définition 1.1.3. Soient X = (Xt)t∈T et Y = (Yt)t∈T deux processus sto-

chastiques

1. On dit que Y est une modification de X si :

∀t ∈ T, P (Xt = Yt) = 1

2. On dit que les processus X et Y sont indistinguables si :

P (∀t ∈ T,Xt = Yt) = 1

on note X ≡ Y

Définition 1.1.4. (Processus mesurable, processus continu)

– Un processus X est dit mesurable si l’application suivante :

([0,+∞[×Ω, B([0,+∞[)⊗F) −→ (Rd, B(Rd))

(t, w) 7→ Xt(w)

est mesurable.

– Un processus est dit continu si pour presque tout w ∈ Ω, t 7→ Xt(w) est

continue (i.e. les trajectoires sont continues).

Définition 1.1.5. Un processus est dit càdlàg (continu à droite, pourvu de li-

mites à gauche) si ses trajectoires sont continues à droite, pourvues de limites

à gauche. Même définition pour càglàd.

1.2 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien, qui tient son nom de Robert Brown, botaniste

écossais du 19 ème siècle, est considéré comme un phénomène naturel d’une

part, et un objet mathématique d’autre part. Observant le mouvement irré-

gulier et incessant des particules de pollen en suspension dans l’eau, Richard

brown effectua des expériences avec des particules inorganiques en suspension

dans un liquide. Le phénomène qui paraissait à priori vital fut alors écarté

de la biologie. De ce fait des chercheurs comme Einstein, Wiener et Levy

s’intéressérent à ce phénomène d’un point de vue autre que le point de vue

naturel en lui donnant une forme mathématique qui n’est en vérité qu’une

idéalisation mathématique du mouvement réel. Le mouvement Brownien est

alors présenté comme :
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Définition 1.2.1. Un mouvement Brownien standard est un processus (B)t≥0

tel que :

B1) B0 = 0 presque sûrement ;

B2) B est continu, c’est à dire t → Bt(w) est continue pour presque tout w ;

B3) B est à accroissements indépendants, c’est-à-dire que Bt − Bs est indé-

pendant de AB
s = σ{(Bs)s≤t};

B4) les accroissements sont stationnaires (pour s < t l’accroissement Bt−Bs

ne dépend que de la valeur de (t − s), Gaussiens, et tels que si s ≤ t,

on a Bt − Bs ∼ N (0, t− s)

Théorème 1.2.1. [6] Le théorème pour ce de régularités :

1. Le M.B est à variation infinie sur tout intervalle.

2. Le M.B n’est dérivable en aucun point (Paley, Wiener, Zygmund 1933).

3. Les trajectoires du MB sont localement Hölder-continues d’ordre α, avec

α < 1
2
. Par contre c’est faux si α ≥ 1

2
.

Théorème 1.2.2. [17]

Un processus B est un mouvement Brownien si et seulement si c’est un

processus Gaussien continu, centré, et de fonction de covariance cov(Bs,Bt) =

min(s, t) :

Démonstration 1.2.0.1. (⇒)Les composantes du vecteur (Bt1 ,Bt2−Bt1 , ....,Btn−
Btn−1

) , où t1 ≤ t2... ≤ tn sont des variables aléatoires Gaussiennes et indé-

pendantes ; il est donc lui-même Gaussien. Par conséquent, toute combinai-

son linéaire est Gaussiene et le processus B est Gaussien. Par hypothèse, le

processus est continu. Il est aussi centré car E(B
t
) = E(B

t
− B

0
). Enfin, sa

fonction de covariance est, pour s ≤ t

cov(Bs,Bt) = E(Bs,Bt)

= E(Bs(Bt
− B

s
)) + E(B2

s)

= E(Bs)E(Bt
− B

s
) + var(B

s
− B

0
)

= 0 + s

= s
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(⇐) Nous allons montrer une-à-une les propriétés du mouvement Brow-

nien décrites à la définition (1.2.1). Pour B1, on a E(B2
0) = var(B0) = 0, ce

qui fait que B0 = 0 presque sûrement. Ensuite,B est continu, par hypothèse,

donc B2 est satisfaite. Pour B3, nous remarquons que pour r1 ≤ ..rn ≤ s ≤ t

, le vecteur (Br1 , ..,Brn ,Bt − Bs) est Gaussien. De plus,

cov(Bt − Bs,Bri) = ri ∧ s−min(ri, t) = 0

Donc, Bt − Bs est indépendante de tout vecteur et donc indépendante de

At
s := σ{(Bs)s≤t}.

Finalement, pour montrer B4, nous constatons que pour s ≤ t, Bs − Bt est

Gaussienne, et donc déterminée par son espérance et sa variance, qui sont

E(Bs − Bt) = 0 et

var(Bt − Bs) = var(Bt) + var(Bs)− 2cov(Bt,Bs)

= t+ s− 2s ∧ t

= t− s

Donc Bt − Bs ∼ N (0, t− s) et Bt t− s sont independantes.

1.3 Filtrations

Définition 1.3.1. Une filtration {Ft : 0 ≤ t < +∞} est une famille

croissante de sous-tribus de F .

pour : 0 ≤ s ≤ t < +∞,Fs ⊆ Ft

– Si (Ft)t>0 est une filtration de (Ω,F , (Ft)t>0,P) alors (Ω,F , (Ft)t>0,P)

est appelé espace de probabilité filtré

– La tribu Ft représente l’information dont on dispose à l’instant t. On

dit qu’un processus (Xt)t≥0 est adapté à (Ft)t≥0 , si pour chaque t,Xt

est Ft-mesurable.

Définition 1.3.2. Si (Ft)t≥0 est une filtration alors on définit la filtration

suivante Ft+ = (∩s>tFs)

– On dit qu’une filtration est continue à droite (∀t ≥ 0,Ft = Ft+).

– Soit N la classe des ensembles de F qui sont P- négligeables.

Si N ⊂ F′, on dit que la filtration (Ft)t≥0 est complète.

– On dit qu’une filtration (Ft)t≥0 satisfait les conditions habituelles si elle

est à la fois continue à droite et complète.
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1.4 Martingales à temps continu

On suppose donné un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft)t≥0,P)

Définition 1.4.1. soit X = (Xt)t≥0 un processus adapté et intégrable, on dit

que X

– Une martingale si :

∀0 ≤ s ≤ t,E(Xt/Fs) = Xs

– Une surmartingale si :

∀0 ≤ s ≤ t,E(Xt/Fs) ≤ Xs

– Une sousmartingale si :

∀0 ≤ s ≤ t,E(Xt/Fs) ≥ Xs

Remarque 1.4.1. Une martingale est un jeu équitable, une sur-martingale

est un jeu perdant, et une sous-martingale est un jeu gagnant

Si Xt est une martingale, alors pour tout t, on a E(Xt) = E(X0) aussi si

(Xt)t≤T une martingale, alors ce processus est complétement déterminé.

Proposition 1.4.1. Soit Xt, une A-martingale de carré intégrable, c’est à

dire que E(X2
t ) < ∞ pour tout t. Alors, pour s ≤ t, on a :

E{(Xt −Xs)
2/As} = E(X2

t −X2
s )/As)

Démonstration 1.4.0.2. Par un calcul direct, on a :

E{(Xt −Xs)
2/As} = E(X2

t /As)− 2E(XsXt/As) + E(X2
s /A)

= E(X2
t /As)− 2E(XsXt/As) +X2

s

= E(X2
t −X2

s /As)

�

Théorème 1.4.1. [15](Théorème d’arrêt ) Si (Mt)t≥0 est une martingale

continue par rapport à une filtration (Ft)t≥0 et si τ1 et τ2 sont deux temps

d’arrêt tels que τ1 ≤ τ2 ≤ L, L étant une constante réelle finie, alors Mτ2 est

intégrable et :
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E(Mτ2/Fτ1) = Mτ1 P p.s

Théorème 1.4.2. [15](Inégalité de Doob) Si (Mt)0≤t≤T est une martin-

gale continue, on a :

E( sup
0≤t≤T

|Mt|2) ≤ 4E(|Mt|2)

1.5 Intégrale Stochastique

On veut généraliser l’intégrale de Wiener et définir
∫ t

0
ΦsdBs pour des

processus stochastiques Φ.

1.5.1 Cas de processus étagés

On dit qu’un processus Φ étagés (élémentaire) s’il existe une suite de réels

tj, 0 ≤ t0 ≤ t1.. ≤ tn et une suite de variables aléatoire Φj telles que : Φj soit

Ftj mesurable, appartienne à L2(Ω) et que Φt = Φj

pour tout t ∈]tj, tj+1],soit :

Φs(w) =
n−1∑

j=0

Φj(w)1]tj ,tj+1](s)

∫ t

0

ΦsdBs =
n−1∑

j=0

Φj(B(TJ+1 ∧ t)− B(Tj ∧ t))

On définit alors :

∫ ∞

0

ΦsdBs =
n−1∑

j=0

Φj(B(tj+1)− B(tj))

on a :

⊲ E

(∫ ∞

0

ΦsdBs

)
= 0

⊲ var

(∫ ∞

0

ΦsdBs

)
= E[(

∫ ∞

0

Φ2
sds]

On obtient :
∫ t

0

ΦsdBs =
n−1∑

j=0

Φj(B(tj+1 ∧ t) − B(tj ∧ t)) ce qui établit la

continuité de l’application t −→
∫ t

0

ΦsdBs.
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Si Tj, 0 ≤ T0 ≤ T1.. ≤ Tn est une suite croissante de temps d’arrêt, et si

Φs =
n−1∑

j=0

Φj1]TJ ,TJ+1](s) ou Φj est une suite de variables aléatoires telles que

Φj soit FJ -mesurable, appartienne à L2(Ω), on définit alors :

1.5.2 Cas général

On peut prolonger la définition de l’intégrale de Wiener à une classe plus

grande de processus. On perd le caractère gaussien de l’intégrale, ce qui est

déja le cas pour le cas de processus étagé .On définit les processus càglàd

de carrée intégrable (appartenant à L2(Ω × R
+) comme l’ensemble Γ des

processus Φ adaptés continus a gauche limites a droite, (Ft)-adaptés tels

que :

E

[ ∫ ∞

0

Φ2
tdt

]
≤ ∞

Les processus étagés appartiennent à Γ.

On dit que Φn converge vers Φ dans L2(Ω×R
+) si : ‖ Φ−Φn ‖2−→ 0 quand

n −→ ∞

L’application Φ −→‖ Φ ‖ définit une norme qui fait de Γ un espace com-

plet. On peut définir
∫ ∞

0

ΦsdBs pour tous les processus Φ de Γ :on approche

Φ par des processus étagés, soit Φ = lim
n−→∞

Φn ou Φn =

k(n)∑

j=1

Φ̃n
j 1]tj ,tj+1] ,avec

Φn
j ∈ Ftj la limite étant au sens de L2(Ω×R

+).

L’intégrale
∫ ∞

0

ΦsdBs est alors la limite dans L2(Ω) des sommes

k(n)∑

j=1

Φ̃n
j (B(tj+1) − B(tj))

dont l’espérence est 0 et la variance :

E[
∑

j

Φ̃2
j(tj+1 − tj)]

On a alors :



1.5.3 Propriétés 15

⊲ E(
∫∞
0

ΦsdBs) = 0

et

⊲ E(
∫∞
0

ΦsdBs)
2 = E(

∫∞
0

Φ2
sdBs).

On note
∫ t

0

ΦsdBs
def
=

∫ ∞

0

Φs1[0,t](s)dBs. Si Φ est étagé on a :

∫ t

0

ΦsdBs =
∑

i

Φi(Bti+1∧t − Bt∧t)

Plus généralement, si τ est un temps d’arrêt, le processus 1]0,τ ](t) est

adapté et on définit :

∫ τ∧t

0

ΦsdBs =

∫ t

0

Φs1]0,τ ](s)dBs

1.5.3 Propriétés

On note Λ l’ensemble L2
Loc(Ω ×R+) des processus Φ adaptés càglàd vé-

rifiant : E

(∫ t

0

Φ2
s(w)ds

)
< ∞, ∀t

Linéarité

Soit a et b des constantes et(Φi, i = 1, 2) deux processus de Λ.

On a : ∫ t

0

(
aΦ1

s + bΦ2
s

)
dBs = a

∫ t

0

Φ1
sdBs + b

∫ t

0

Φ2
sdBs

Propriétés de martingale

Proposition 1.5.3.0.1. soit :

Mt =

∫ t

0

ΦsdBs

où Φ ∈ Λ

1. Le processus M est une martingale à trajectoires continues.

2. Soit Nt =

(
lim
n→∞

∫ t

0

ΦsdBs

)2

−
∫ 2

0

Φ2
sds le processus

(
Nt, t ≥ 0

)
est

une martingle.
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Démonstration 1.5.3.1. Toutes ces propriétés se démontrent pour des pro-

cessus étagés, puis pour les processus de Λ par passage à la limite. La pro-

priété de martingale s’écrit :

E

(∫ t

0

ΦudBu/Fs

)
=

∫ t

0

ΦudBu, ∀t ≥ s

où

E

(∫ t

0

ΦudBu/Fs

)
= 0

et implique en particulier que :

E

(∫ t

0

ΦudBu

)
= 0

La propriété 2) équivaut à

E

[
(

∫ t

s

ΦudB)2/Fs

]
= E

[ ∫ t

0

Φ2
udu/Fs

]

Si l’on veut définir Mt pour t ≤ T , il suffit de demander que Φ ∈ L2(Ω ×
[0, T ]), c’est à dire E

(∫ T

0

Φ2
tdt

)
< ∞ et que Φ soit adapté. Sous cette

condition Mt, t ≤ T est encore une martingale. �

Corollaire 1.5.3.0.1. L’espérance de Mt est nulle et sa variance est égale

à

∫ t

0

E{Φs}2ds

Soit Ψ ∈ Λ. E(

∫ t

0

ΦsdBs

∫ t

0

ΨsdBs) = E(

∫ s

0

ΦsΨsdBs) Si

Mt(Φ) =

∫ t

0

ΦsdBs

et

Mt(ϕ) =

∫ t

0

ϕsdBs

Le processus Mt(Φ)M(ϕ)−
∫ t

0

Φsϕsds est une martingale.

Exemple 1.5.3.1. comme un exemple on a la proposition suivante :

Proposition 1.5.3.0.2. Pour tout t on a :

∫ t

0

BsdBs =
1

2
(B2

t − t)
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Démonstration 1.5.3.2.
∫ t

0

BsdBs = lim
n→∞

n∑

i=0

Bti(Bti+1
− Bti)

L’égalité :

2
n∑

i=0

Bti(Bti+1
− Bti) =

n∑

i=0

(B2
ti+1

− B2
ti
)−

n∑

i=0

(Bti+1
− Bti)

2

montre que :

∫ t

0

BsdBs =
1

2
[B2

t − lim
n→∞

n∑

i=0

(Bti+1
− Bti)

2] =
1

2
[B2

t − t]

Martingale locale

Soit X un processus {Ft, t ≥ 0}-adapté, à trajectoires continues à droite.

On dit que X est une martingale locale s’il existe une suite croissante de

temps d’arrêt {τn, n ≥ 1} telle que lim
n→+∞

τn = +∞ P-p.s et pour tout n,

Xτn1τn>0 est une martingale.

Proposition 1.5.3.0.3. [12]

a) Toute martingale continue est une martingale locale.

b) Toute martingale locale positive est une sur martingale.

c) Une martingale locale bornée est une martingale.

Semimartingales

On se fixe (Ω,F , (Ft)t≥0,P)

Définition 1.5.3.0.1. On appelle semimartingale un processus adapté Xt

s’écrivant :

Xt = X0 +Mt + Vt

oû M est une martingale locale et V un processus à variation finie, nuls en

0, continus adaptés et X0 est F0-mesurable.
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1.5.4 Calcul d’Itô :

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales

stochastiques. On appelle ce calcul "calcul d’Itô" et l’outil essentiel en est la

"formule d’Itô".

Définition 1.5.4.1. [2] Soient (Ω,F , (F)t≥0,P) un espace probabilisé muni

d’une filtration, (Bt)t≥0 un Ft-mouvement brownien. On appelle processus

d’Itô, un processus (Xt)0≤t≤T à valeurs dans R tel que :

Xt = X0 +
∫ t

0
Ksds+

∫ t

0
HsdBs P p.s ∀t ≤ T

avec :

– X0 est F0-mesurable.

– (Kt)0≤t≤T et (Ht)0≤t≤T des processus adaptés à Ft.

–
∫ T

0
|Ks|ds < +∞ P p.s.

–
∫ T

0
|Hs|2ds < +∞ P p.s.

Proposition 1.5.4.1. [2] Soit (Mt)0≤t≤T est une martingale continue telle

que :

Mt =
∫ t

0
Ksds avec P p.s

∫ T

0
|Ks|ds < +∞

alors :

Mt = 0 P p.s ∀t ≤ T

Ceci entraîne que :

La décomposition d’un processus d’Itô est unique. Ce qui signifie que si :

Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+

∫ t

0

HsdBs = X ′
0 +

∫ t

0

K ′
sds+

∫ t

0

H ′
sdBs

alors :

X0 = X ′
0 dPp.s. Ks = K ′

s ds× dP p.p. Hs = H ′
s ds× dP p.p.

– Si (Xt)0≤t≤T est une martingale de la forme :

Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+

∫ t

0

HsdBs

alors Kt = 0 dt× dP p.p..
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La formule d’Itó prend la forme suivante :

Théorème 1.5.4.1. (formule d’Itô) Soit (Xt)0≤t≤T un processus d’Itó :

Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+

∫ t

0

HsdBs

et f une fonction deux fois continûment différentiable, on a :

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′(Xs)dXs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Xs)d〈X,X〉s

où pour définition

〈X,X〉t =
∫ t

0

H2
sds

et ∫ t

0

f ′(Xs)dXs =

∫ t

0

f ′(Xs)Ksds+

∫ t

0

f ′(Xs)HsdBs

De même si (t, x) → f(t, x) est une fonction deux fois différentiable en x et

une fois différentiable en t, ces dérivées étant continues en (t, x) (on dit dans

ce cas que f est de classe C1,2) on a :

f(t,Xt) = f(0, X0)+

∫ t

0

f ′
s(s,Xs)ds+

∫ t

0

f ′
x(s,Xs)dXs+

1

2
f ′′
xx(s,Xs)d〈X,X〉s

Proposition 1.5.4.2. (Formule d’intégration par parties) Soient Xt et

Yt deux processus d’Itô, Xt = X0+
∫ t

0
Ksds+

∫ t

0
HsdBs et Yt = Y0+

∫ t

0
K ′

sds+∫ t

0
H ′

sdBs, Alors :

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs + 〈X, Y 〉t

avec la convention que :

〈X, Y 〉t =
∫ t

0

HsH
′
sds

‘

Démonstration 1.5.4.1. On a, d’aprés la formule d’Itô

(Xt + Yt)
2 = (X0 + Y0)

2 + 2
∫ t

0
(Xs + Ys)d(Xs + Ys) +

∫ t

0
(Hs +H ′

s)
2ds

D’où, en faisant la différence entre la première ligne et les deux suivantes :

X2
t = X2

0 + 2
∫ t

0
XsdXs +

∫ t

0
H2

sds
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Y 2
t = Y 2

0 + 2
∫ t

0
YsdYs +

∫ t

0
H ′2

s ds .

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs +

∫ t

0

HsH
′
sds

.

1.5.5 La formule d’Itô multidimensionnelle :

La formule d’Itô multidimensionnelle se généralise aux cas oû la fonction f

dépend de plusieurs processus d’Itô et lorsque ces processus d’Itô s’expriment

en fonction de plusieurs mouvements browniens.

Définition 1.5.5.1. On appelle F-mouvement Brownien d-dimensionnel un

processus à valeurs dans R
d, (Bt)t≥0 adapté à Ft, avec Bt = (B1

t , . . . ,Bd
t ),où

les (Bi
t)t≥0 sont des Ft-mouvements browniens standards indépendants.

On généralise la notion de processus d’Itô.

Définition 1.5.5.2. On dit que (Xt)0≤t≤T est un processus d’Itô si :

Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+
d∑

i=1

∫ t

0

H i
sdBi

s

Où

– Kt et les (H i
t) sont adaptés à (Ft).

–
∫ T

0
|Ks|ds P p.s.

–
∫ T

0
(H i

s)
2ds < +∞ P p.s.

La formule d’Itô prend alors la forme suivante :

Proposition 1.5.5.1. [15] Soient (X1
t , . . . , X

n
t ) n processus d’Itô :

X i
t = X i

0 +

∫ t

0

Ki
sds+

d∑

i=1

∫ t

0

H i,j
s dBj

s

alors si f est une fonction deux fois différentiable en x et une fois différen-

tiable en t, ces dérivées étant continues en (t, x) :

f(t,X1
t , . . . , X

n
t ) = f(0, X1

0 , . . . , X
n
0 ) +

∫ t

0

∂f

∂s
(s,X1

s , . . . , X
n
s )ds

+
n∑

i=1

∫ t

0

∂f

∂xi

(s,X1
s , . . . , X

n
s )dX

i
s

+
1

2

n∑

i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xixj

(s,X1
s , . . . , X

n
s )d〈X i, Xj〉s
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où

– dX i
s = Ki

sds+
∑p

j=1 H
i,j
s dBj

s,

– d〈X i, Xj〉s =
∑p

m=1 H
i,m
s Hj,m

s ds.

1.6 Changement de probabilité

1.6.1 Probabilités équivalentes

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Une probabilité Q sur (Ω,A) est dite

absolument continue par rapport à P si :

∀A ∈ A P(A) = 0 ⇒ Q(A) = 0

.

Théorème 1.6.1.1. [7] Q est absolument continue par rapport à P si, et

seulement si, il existe une variable aléatoire Z à valeurs positives ou nulles

sur (Ω,A) telle que :

∀A ∈ A Q(A) =

∫

A

Z(w)dP(w),

Z est appelée densité de Q par rapport à P et parfois notée dQ
dP

.

1.6.2 Théorème de Girsanov

Soit (Ω,F , (Ft)0≤t≤T ,P) un espace probabilisé filtré, dont la filtration est

la filtration naturelle d’un mouvement brownien standard (Bt)0≤t≤T , indexé

par l’intervalle de temps [0, T ].

Le théorème suivant, que nous admettrons, est connu sous le nom de théorème

de Girsanov .

Théorème 1.6.2.1. Soit

(
Θt

)

0≤t≤T

un processus adapté vérifiant :

∫ T

0
Θ2

sds < ∞ p.s. et tel que le processus (Lt)0≤t≤T défini par :

Lt = exp

(
−

∫ t

0

ΘsdBs −
1

2

∫ t

0

Θ2
sds

)

soit une martingale. Alors, sous la probabilité P(L) de densité LT par rapport

à P,le processus (B∗
t )0≤t≤T défini par B∗

t = Bt +
∫ t

0
Θsds, est un mouvement

brownien standard.
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Remarque 1.6.1. Une condition suffisante pour que (Lt)0≤t≤T soit une mar-

tingale est que l’on ait :

E

(
exp(

1

2

∫ T

0

Θ2
tdt)

)
< ∞

.

Théorème 1.6.2.2. [2](Caractérisation de Levy)

Soit X = (Xt)t≥0 un processus continu, adapté et issu de 0. Les deux propo-

sitions suivantes sont équivalentes :

– X est un mouvement Brownien.

– X est une martingale locale et 〈X,X〉t = t



Chapitre 2

Èquations différentielles

stochastiques

Pourquoi les équations différentielles stochastiques ?

Etymologie :

Équation : connue par les écoliers. Une égalité contenant une (ou plu-

sieurs) variable. La variable est aussi appelée inconnue et les valeurs pour les

quelles l’égalité est vérifiée, est appelée solution.

Équation différentielle : une équation dans laquelle opèrent des opérateurs

différentiels,tels qu’une dérivée ou des dérivées partielles. L’inconnue est une

fonction.

Stochastique : terme provenant du grec correspondant au terme latin aléa-

toire. On parle de processus stochastique pour désigner des fonctions qui dé-

pendent du hasard et d’un autre paramètre, qui est généralement le temps.

Équation différentielle stochastique : une équation dans laquelle opèrent

formellement des opérateurs différentiels et le "hasard " intervient. Les so-

lutions sont des processus stochastiques.

2.1 Équations différentielles stochastique : EDS

Le but des équations différentielles stochastiques est de fournir un modèle

mathématique pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléa-

toire. Considérons une équation différentielle ordinaire de la forme :

23
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ẋ(t) = a(t, x(t)) (2.1)

où l’inconnue est une fonction x(t) qui doit vérifier une équation impliquant

sa dérivée ẋ et elle méme. Les cas les plus simples sont les équations diffé-

rentielles d’ordre 1 comme en (2.1) (seule la dérivée 1ère est impliquée) avec

a(t, x) = a+ bx indépendant de t et affine par rapport à y. Symboliquement,

l’équation (2.1) se réécrit

dx(t) = a(t, x(t))dt (2.2)

Une telle équation est utilisée pour d’écrire l’évolution d’un sysème physique.

Si l’on prend en compte les perturbations aléatoires, on ajoute un terme de

bruit, qui sera de la forme σdBt, où B désigne un mouvement Brownien et

s est pour l’instant une constante qui correspond à l’intensité du bruit. On

arrive à une équation différentielle "stochastique" de la forme

dXt = a(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt (2.3)

2.1.1 Définitions

En fait, l’écriture (2.3) est symbolique car dBt n’a pas vraiment de sens

(le mouvement brownien n’est pas dérivable !). Il faudrait écrire (2.3) sous la

forme :

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs (2.4)

Définition 2.1.1.1. On appelle équation différentielle stochastique (EDS)

une équation avec condition initiale X0 en le processus X (à valeurs dans

Rd) de la forme :

dXt = a(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt (E(a, σ))

ce qui, en terme intégrale, s’écrit

X i
t = X i

0 +

∫ t

0

ai(s,Xs)ds+
m∑

j=1

∫ t

0

σi,j(s,Xs)dBj
s, 1 ≤ i ≤ d (2.5)

où pour m,d des entiers positifs

– a(t, x) = (ai(t, x))1≤i≤d est un vecteur mesurable de Rd défini sur

R+ × Rd appelé dérive ou drift de l’EDS,
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– σ(t, x) = (σi,j(t, x))1≤i≤d est une matrice d×m mesurable définie sur

R+×Rd appelé coefficient de diffusion de l’EDS, et B = (B1, ..,Bm)

est un mouvement brownien standard en dimension m. La solution

d’une EDS est une fonction aléatoire. Il s’agit donc d’un processus

qu’on note X = (Xt)t≥0. Plus précisément, on a :

2.1.2 Solution d’une équation différentielle stochastique

(EDS)

Définition 2.1.2.1. On appelle solution de l’EDS E(σ, s) la donnée de

– un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft)t≥0,P) satisfaisant les condi-

tions habituelles ;

– un (Ft)t≥0-mouvement brownien B = (B1, ..,Bm) dans Rm défini sur

cet espace de probabilité ;

– un processus (Ft)t≥0-adapté continu X = (X1, .., Xd) a valeurs dans

Rd tel que (2.4) soit vérifiée, c’est à dire, coordonnée par coordonnée,

pour tout 1 ≤ i ≤ d.

Lorsque de plus X0 = x ∈ Rd, on dira que le processus X est solution de

Ex(a, σ).

On remarquera que lorsqu’on parle de solution de E(a, σ), on ne fixe pas

a priori l’espace de probabilité filtré ni le mouvement brownien B. Il existe

plusieurs notions d’existence et d’unicité pour les équations différentielles

stochastiques.

2.1.3 Existence et unicité

Comme d’habitude pour les équations différentielles, les notions d’exis-

tence et d’unicité sont essentielles. Dans le contexte des EDS, il existe plu-

sieurs types d’existence et d’unicité des EDS. Dans toute cette section, on

considère l’EDS E(a, σ).

Définition 2.1.3.1. (Existence, unicité des EDS ) Pour l’équation E(a, σ)

, on dit qu’il y a

– existence faible : si pour tout x ∈ Rd, il existe une solution de

Ex(a, σ) ;

– existence et unicité faibles : si de plus toutes les solutions de Ex(a, σ)

ont même loi ;
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– unicité trajectorielle : si l’espace de probabilité filtré, (Ω,F , (Ft)t≥0,P)

et le mouvement brownien B étant fixés, deux solutions X et X′ de

E(a, σ) telles que X0 = X ′
0 p.s sont indistinguables

On dit de plus qu’une solution X de Ex(a, σ) est une solution forte si

X est adapté par rapport à la filtration canonique de B. Il y a unicité

forte pour E(a, σ) si pour tout mouvement brownien B, deux solutions

fortes associèes à B sont indistinguables.

2.1.4 Solution forte

Définition 2.1.4.1. Un processus stochastique (Xt)t∈[0,T ] est appelé une so-

lution forte de l’EDS (2.3) avec condition initiale X0 si :

– Xt est Ft-mesurable pour tout t ∈ [0, T ].

– on a les conditions de régularité

P
{∫ T

0

|a(Xs, s)|ds < ∞
}
= P

{∫ T

0

σ(Xs, s)
2ds < ∞

}
= 1

– pour tout t ∈ [0, T ], on a :

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs

avec probabilité 1.

Remarque 2.1.1. On définit de manière similaire la solution forte d’une

EDS multidimensionnelle, c’est-à-dire qu’on peut supposer que X ∈ Rn,

a(X, t) prend des valeurs dans Rn,et si Bt est un mouvement Brownien de

dimension k, σ(X, s) prend des valeurs dans l’espace des matrices n× k.

2.1.5 Solution faible

Définition 2.1.5.1. La solution faible de l’équation (2.3) est un triplet :

⊲ (Ω,F , (Ft)t≥0,P), un espace de probabilité filtré.

⊲ B un F-mouvement brownien (standard).

⊲ X,un processus F-adapté
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les processus X et B sont définis sur le même espace donné et vérifient :

P
( ∫ t

0

[|a(s,Xs)|2 + |σ(s,Xs)|2]ds < ∞
)
= 1 t ≥ 0 (2.6)

et

dXt = a(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt, X0 = ξ (2.7)

Remarque 2.1.1. Le théorème de Girsanov permet de montrer l’existence

de solution faible d’EDS quand elle n’admet pas nécessairement de solution

forte.

preuve :voir[7]

Définition 2.1.5.2. (Unicité faible en loi)

On dit qu’il y a unicité faible en loi pour l’équation (2.3) si deux solutions

faibles ont toujours même loi.

Définition 2.1.5.3. (Unicité en loi)

L’EDS Ex(a, σ) admet une solution faible unique en loi si, étant données

deux solution faibles (Ω,F ,Ft,P,B, X) et (Ω̃, F̃ , F̃t, P̃, B̃, X̃) (donc seuls les

processus et les filtrations sont différentes B est un mouvement Brownien

pour les deux filtrations ) avec même condition initiale, alors les processus X

et X̃ sont indistinguables.

Exemple 2.1.5.1. (Unicité faible mais pas trajectorielle)

Soit B un mouvement Brownien standard

On pose :

Wt =

∫ t

0

sign(Bs)dBs

avec {
sign(x) = 1 six ≥ 0

sign(x) = −1 six < 0

On a alors :

Bt =

∫ t

0

sign(Bs)dWs

En effet :
∫ t

0

sign(Bs)dWs =

∫ t

0

sign(Bs)sign(Bs)dBs

=

∫ t

0

dBs

= Bt
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W est une martingale issue de 0 telle que 〈W ,W〉t = t ainsi, par la caracté-

risation de Levy . W est aussi un mouvement Brownien. On voit alors que

B est solution de l’EDS

dXt = sign(Xt)dWt X0 = 0

On a l’unicité faible. Par la caractérisation Levy, toute solution doit être un

mouvement Brownien . Par contre, on n’a pas d’unicité trajectorielle pour

cette équation. En effet, B et −B sont toutes les deux des solutions corres-

pondant au même mouvement Brownien. Aussi, B n’est pas solution forte :

par la formule de Tanaka, la filtration canonique de W coîncide avec la fil-

tration canonique de |B| qui est strictement plus petite que celle de B. En

effet, l’évènement Bt < 0 appartient à FB mais pas à F |B|.

La solution d’une équation différentielle stochastique, si elle existe, n’est pas

forcément unique et si elle l’est dans un sens, elle ne l’est pas forcément

dans l’autre. Quelques exemples pour illustrer ceci sont donnés suivis d’un

théorème qui assure, sous certaines conditions sur a et σ, l’existence d’une

unique solution forte.

Exemple 2.1.5.2. (Une infinité de solutions fortes et pas d’unicité

faible)

Considérons l’EDS

dXt = 3X
1

3

t dt+ 3X
2

3

t dBt X0 = 0

et le temps d’arrêt

τα = inf{s ≥ α,Bs = 0} α ≥ 0

où B est un mouvement Brownien standard. Cette équation a une infinité de

solutions fortes de la forme :

X
(α)
t =

{
0 si τα ≥ t

B3
t si τα ≤ t < ∞

En effet,
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3

∫ t

0

(X(α)
s )

2

3dBs =





0 si t ≤ τα

3

∫ t

τα

Bsds+ 3

∫ t

τα

B2
sdBs sinon

En appliquant la formule d’Itô pour f(x) = x3, on a pour tout t ≥ τα

f(Bt) = B3
t

= Bτα + 3

∫ t

τα

B2
sdBs + 3

∫ t

0

Bsds

= 3

∫ t

τα

B2
sdBs + 3

∫ t

τα

Bsds

En effet, comme le mouvement Brownien est continu, même si cet inf n’est

pas atteint, on aura quand même Bτα = 0 d’où

3

∫ t

0

X
(α) 1

3
s ds+ 3

∫ t

0

X
(α) 2

3
s dBs =

{
0 t ≤ τα

B3
t si non

= X
(α)
t

Exemple 2.1.5.3. (Exemple de non unicité faible)

On se donne l’EDS

Xt =

∫ t

0

|Xs|αds (2.8)

avec : 0 < α < 1

On a alors, pour tout réel n, (X
(n)
t )t≥0 est une solution de l’EDS (2.1) avec

X
(c)
t =

{
0 si 0 ≤ t ≤ n

( t−n
β
)β si t > n

Avec β = 1
1−α
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En effet,

Xt =

∫ t

0

|Xs|αds

=

∫ t

n

(
s− n

β
)αβds

= (
1

β
)αβ

∫ t

0

(s− n)αβds

=
1

βαβ

(t− n)αβ+1

αβ + 1

=
1

β(1− 1

β
)β

(t− n)(1−
1

β
)+1

(1− 1
β
) + 1

=

(
t− n

β

)β

= X
(n)
t

Théorème 2.1.5.1. [7](Yamada-Watanabe)

Existence faible et unicité trajectorielle impliquent unicité faible. De plus,

dans ce cas, pour tout espace de probabilité filtré, (Ω,F , (Ft)t≥0,P) (Ft)t≥0

et tout-mouvement Brownien B, il existe pour chaque x ∈ Rd une unique

solution forte de Ex(a, σ)..

Dans toute la suite, on suppose remplies les conditions suivantes :

Hypothèses lipschitziennes Les fonctions a et σ sont continues sur

R+ × Rd et lipschitziennes en x, ie. il existe une constante K ∈]0,+∞[ telle

que pour tout t ≥ 0 et x, y ∈ Rd

|a(t, x)− a(t, y)| ≤ K|x− y|

|σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K|x− y|

Théorème 2.1.5.2. (Cauchy-Lipschitz pour EDS ) Sous les hypothèses lip-

schitziennes, il y a unicité trajectorielle pour E(a, σ). De plus, pour tout es-

pace de probabilité filtré, (Ω,F , (Ft)t≥0,P) et tout (Ft)t-mouvement Brownien

B, il existe pour chaque x ∈ Rd une (unique) solution forte de Ex(a, σ).
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Remarque 2.1.2. On peut afaiblir l’hypothèse de continuité en t, celle-ci

n’intervient essentiellement que pour majorer sup
0≤t≤T

|σ(t, x)| et sup
0≤t≤T

|a(t, x)|
pour x fixé : on peut à localiser à l’hypothèse lipschitzienne sur a et σ se

contenter d’une constante K qui d’epend du compact sur lequel t et x sont

considérés. Il faut alors conserver une condition de croissance sous-linéaire :

|σ(t, x)| ≤ K(1 + |x|), |a(t, x)| ≤ K(1 + |x|)

Comme pour les équations différentielles (ordinaires), la croissance sous-

linéaire prévient l’explosion de la solution de l’EDS.

Démonstration 2.1.5.1. Pous simplifier la preuve, on considère le cas d =

m = 1

Unicité trajectorielle :. On considère deux solutions X et X′ de E(a, σ)

avec X0 = X ′
0, définies sur sur le même espace et avec le même mouvement

Brownien B. Pour M > 0 fixé, on considère le temps d’arrêt

τ = inf(t ≥ 0 : |Xt| ≥ M, |Xt| ≥ M
′)

D’aprés E(a, σ), on a alors pour tout t ≥ 0 :

Xt∧τ = X0 +

∫ t∧τ

0

σ(s,Xs)dBs +

∫ t∧τ

0

a(s,Xs)ds

X ′
t∧τ = X ′

0 +

∫ t∧τ

0

σ(s,X ′
s)dBs +

∫ t∧τ

0

a(s,X ′
s)ds

On considère t ∈ [0, T ]. Par différence, comme X0 = X ′
0 et comme X0, X

′

sont bornées par M sur ]0, τ [ l’expression de la variance d’une intégrale sto-

chastique L
2, l’inégalité de Cauchy-Schwarz, les hypothèses lipschitziennes et

la majoration (x+ y)2 ≤ 2(x2 + y2) donnent :
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E[(Xt∧τ −X ′
t∧τ )

2] ≤ 2(E[(

∫ t∧τ

0

(σ(s,Xs)− σ(s,X ′
s))dBs)

2]

+ E[(

∫ t∧τ

0

(a(s,Xs)− a(s,X ′
s))dBs)

2])

≤ 2(E[

∫ t∧τ

0

(σ(s,Xs)− σ(s,X ′
s))

2ds]

+ TE[

∫ t∧τ

0

(a(s,Xs)− a(s,X ′
s))

2ds])

≤ 2K2(1 + T )E[

∫ t∧τ

0

(Xs −X ′
s)

2]ds

≤ 2K2(1 + T )E[

∫ t

0

(Xs∧τ −X ′
s∧τ )

2]ds

si on pose h(t) = E[(Xs∧τ −X ′
s∧τ )

2] et C = 2K2(1 + T ) alors on a établi que

h vérifie pour t ∈ [0, T ] :

h(t) ≤ c

∫ t

0

h(s)ds

De plus, par définition de τ , la fonction h est bornée par 4M2, l’inégalité de

Gronwall (lemme suivant) s’applique avec a = 0 et b = C. On obtient h = 0,

c’est à dire Xs∧τ = X ′
s∧τ ps.

Finalement, en faisant M −→ +∞, on a τ −→ +∞ et donc Xt = X ′
t ps.

Les processus X et X′ sont des modifications à trajectoires continues, ils sont

donc indistinguables, ce qui prouve l’unicité trajectorielle. �

Lemme 2.1.5.1. (Gronwall) Soient T > 0 et g une fonction positive mesu-

rable bornée sur [0, T ]. On suppose qu’il existe des constantes a ≥ 0, b ≥ 0

telles que pour tout t ∈ [0, T ] ;

g(t) ≤ a+ b

∫ t

0

g(s)ds (2.9)

Alors on a pour tout t ∈ [0, T ],

g(t) ≤ a exp(b(t))
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Démonstration 2.1.5.2. En itérant la condition sur g, on trouve que pour

tout n ≥ 1,

g(t) ≤ a+a(b(t))+a (bt)2

2
+...+ (bt)n

n!
+bn+1

∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2....

∫ sn

0

g(sn+1)dssn+1

Si g est majorée par A, le dernier terme se majore par A(bt)n+1/(n+ 1)! et

il tend vers 0 quand n −→ +∞, ce qui prouve le lemme car le développement

à droite tend vers a exp(b(t)).

voir[14]

Existence forte : On procède comme pour les équations différentielles

avec une méthode d’approximation de Picard. Pour cela, on pose :

X0
t = 0

X1
t = x+

∫ t

0

σ(s, x)dBs +

∫ t

0

a(s, x)ds

X2
t = x+

∫ t

0

σ(s,X1
s )dBs +

∫ t

0

a(s,X1
s )ds

.... = ....

Xn
t = x+

∫ t

0

σ(s,Xn−1
s )dBs +

∫ t

0

a(s,Xn−1
s )ds

(2.10)

Les intégrales stochastiques ci-dessus sont bien définies puisqu’il est clair par

récurrence que, pour chaque n, le processus Xn est adapté et a des trajectoires

continues, donc le processus σ(t,Xn
t ) vérifie les mêmes propriétés.

Fixons un réel T > 0, et raisonnons sur l’intervalle [0, T ]. Vérifions d’abord

par récurrence sur n qu’il existe une constante Cn telle que pour tout t ∈ [0, T ]

E[(Xn
t )

2] ≤ Cn (2.11)

Cette majoration est triviale si n = 0. Ensuite, si elle est vraie à l’ordre n−1,

on utilise les majorations

|σ(s, y)| ≤ K ′ +K|y|, |a(s, y)| ≤ K ′ +K|y|, ∀s ∈ [0, T ], y ∈ R

Noter que par la croissance sous-linéaire de σ et l’hypothèse de récurrence

(2.11), on a : E[

∫ t

0

σ(s,Xn−1
s )2ds] < +∞ on a donc :

E[(

∫ t

0

σ(s,Xn−1
s )dBs)

2] = E[(

∫ t

0

σ(s,Xn−1
s )2ds]
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Comme (x + y + z)2 ≤ 3(x2 + y2 + z2), par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

l’isométrie L
2, et les hypothèses lipschitziennes, on majore comme suit :

E[(Xn
t )

2] ≤ 3(|x|2 + E[(

∫ t

0

σ(s,Xn−1
s )dBs)

2]

+ E[(

∫ t

0

a(s,Xn−1
s )ds)

2])(par la convexit)

≤ 3(|x|2 + E[(

∫ t

0

σ(s,Xn−1
s )2ds]

+ tE[(

∫ t

0

a(s,Xn−1
s )2ds])(isomtrieL2, Cauchy − Schwarz)

≤ 3(|x|2 + 2(1 + T )E[

∫ t

0

((K ′)2 +K2(Xn−1
s )2)ds])(les hypothses lipschitziennes)

≤ 3(|x|2 + 2T (1 + T )((K ′)2 +K2Cn−1)) = Cn

ce qui établit (2.11) par récurrence. La borne (2.11) et la croissance sous-

linéaire de σ assurent alors que, pour chaque n, la martingale locale

∫ t

0

σ(s,Xn
s )dBs

est une vraie martingale bornée dans L2 sur l’intervalle [0, T ]. Nous utilisons

cette remarque pour majorer par récurrence

E[ sup
0≤t≤T

|Xn+1
t −Xn

t |2]

On a

Xn+1
t −Xn

t =

∫ t

0

(σ(s,Xn
s )− σ(s,Xn−1

s ))dBs +

∫ t

0

(a(s,Xn
s )− a(s,Xn−1

s ))ds

En utilisant l’inégalités de Doob (1.4.2) et de Cauchy-Schwarz ainsi que les

hypothèses lipschitziennes, on déduit
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E[ sup
0≤s≤t

|Xn+1
s −Xn

s |2] ≤ 2E[ sup
0≤s≤t

|
∫ s

0

(σ(u,Xn
u )− σ(u,Xn−1

u ))dBu|2

+ sup
0≤s≤t

|
∫ s

0

(a(u,Xn
u )− a(u,Xn−1

u ))du|2]

≤ 2(4E[(

∫ t

0

(σ(u,Xu
n)− σ(u,Xn−1

u ))dBu)
2](par la convexit)

+ E[(

∫ t

0

(a(u,Xu
n)− a(u,Xn−1

u ))du)2]

≤ 2(4E[

∫ t

0

(σ(u,Xn
u )− σ(u,Xn−1

u ))2du]

+ TE[

∫ t

0

(a(u,Xn
u )− a(u,Xn−1

u ))2du])(ingalit deDoob)

par l’isométrie L2 et Cauchy-Schwarz on a :

≤ 2(4 + T )K2E[

∫ t

0

|Xn
u −Xn−1

u |2du] (2.12)

par les hypothèses lipschitzienne on a :

≤ CTE[
∫ t

0

sup
0≤r≤u

|Xn
r −Xn−1

r |2du] (2.13)

avec CT = 2(4 + T )K2. Si on note

gn(u) = E[

∫ t

0

sup
0≤r≤u

|Xn
r −Xn−1

r |2]

et g0(u) = E[ sup
0≤r≤u

|X0
r |2] = x2 alors on a etabli :

gn+1(t) ≤ CT
∫ t

0

gn(u)du (2.14)

Par ailleurs, par (2.11) et les inégalités précédentes , on voit que les fonctions

gn sont bornées sur [0, T ]. En effet, g0(t) pour t ∈ [0, T ] et par une récurrence

utilisant (2.13), on établit que pour tout n ≥ 1 et t ∈ [0, T ], on a

gn(t) ≤ x2(CT )n
tn

n!
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On déduit que
+∞∑

n=0

gn(T )
1

2 < +∞ comme

∥∥∥∥
+∞∑

n=0

sup
0≤s≤T

|Xn+1
s −Xn

s |
∥∥∥∥
2

≤
+∞∑

n=0

∥∥∥∥ sup
0≤s≤T

|Xn+1
s −Xn

s |
∥∥∥∥
2

=
+∞∑

n=0

gn(T )
1

2 < +∞

cela entraîne que p.s

+∞∑

n=0

sup
0≤s≤T

|Xn+1
s −Xn

s |

et donc p.s la suite (Xn
t )t∈[0,T ] converge uniformément sur [0, T ] vers un pro-

cessus limite (Xt)t∈[0,T ] qui est continu. Comme par récurrence, chaque pro-

cessus Xn est adapté par rapport à la filtration canonique de B, X l’est aussi

à la limite

Les estimations (2.12) établissent aussi que

E[ sup
0≤s≤T

|Xn
s −Xs|2] ≤ (

+∞∑

k=n

gk(T )
1

2 )2 −→ 0, n −→ +∞

On déduit alors de l’isométrie L
2, des hypothèses lipschitziennes que, avec

des limites dans L2, on a

lim
n→+∞

∫ t

0

σ(s,Xn
s )dBs =

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs

lim
n→+∞

∫ t

0

a(s,Xn
s )dBs =

∫ t

0

a(s,Xs)dBs

Finalement, en passant à la limite dans l’équation de récurrence (2.11), on

obtient que X est solution forte de Ex(a, σ) sur [0, T ] �

2.1.6 Exemples

Dans cette section, on donne trois exemples de résolution d’EDS

Exemple 1 : Soit l’EDS suivante :

dXt = −Xtdt+ e−tdBt X0 = x
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Les conditions du théorème d’existence et d’unicité sont vérifiées, on cherche

alors l’unique solution de cette EDS.

On a :

etdXt = −e−tXtdt+ dBt

ou encore

etdXt + e−tXtdt = dBt

D’un autre côté, la formule d’intégration par parties assure que :

d(etXt) = etdXt +Xte
tdt

Ce qui donne :

d(etXt) = d(Bt)

et donc, la solution s’écrit :

Xt = x+ e−tBt

Exemple 2 : Equation d’Ornstein Uhlenbeck

On cherche à résoudre l’EDS suivante :

dXt = µXtdt+ σdBt X0 = x

où µ et σ sont deux réels. Le théorème d’existence et d’unicité assure qu’il

existe une unique solution. On multiplie les deux côtés de cette équation par

e−µt, on obtient :

e−µtdXt = µXte
−µtdt+ σe−µtdBt

ou encore

e−µtdXt − µXte
−µtdt = σe−µtdBt

D’un autre côté, la formule d’intégration par parties donne :

d(Xte
−µt) = e−µtdXt − µXte

−µtdt

En remplaçant dans l’équation précédente, on trouve :

d(Xte
−µt) = σe−µtdBt

d’où, la solution

X = x+ σeµt
∫ t

0

e−µtdBs
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Exemple 3 : Modéle de Black et Scholes

Le modèle de Black et Scholes est, à l’origine, un modèle à deux actifs :

l’un risqué et l’autre pas. Dans cet exemple, on traite le cas de l’actif risqué,

àsavoir le prix d’une action à l’instant t. Il vériffie l’équation différentielle

stochastique suivante :

dSt = S(µdt+ σdBt), S0 = x

La solution est :

St = xeαBt−σ2

2 eµt

En effet, il suffit d’écrire σ(t, x) = σx et a(t, x) = ax pour voir qu’elles

vérifient les conditions précédentes. On applique ensuite la formule d’Itô à

f(t, x) = xeσx−
σ2

2
teµt

on aura

St = f(t,Bt)

= f(0, 0) +

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Bs)ds+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Bs)dBs +

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Bs)ds

=

∫ t

0

(b− σ2

2
)Ssds+ σ

∫ t

0

SsdBs +
σ2

2

∫ t

0

Ssds

d’où

dSt = St(µdt+ σdBt) S0 = x

2.2 Quelques solutions explicites des EDS

Dans cette partie, on donne une liste de certaines équations différentielles

stochastiques dont les solutions générales explicites . Ces équations sont trés

utilisées car elles peuvent être utilisées pour confirmer l’efficacité des mé-

thodes numériques.

1-Équation homogène avec coeffcient constant

Elle s’ecrit sous la forme :

dXt = −aXtdt+ σdBt (2.15)
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La solution générale de l’équation (2.15) s’écrit sous la forme :

Xt = e−at(X0 + σ

∫ t

0

easdBs) (2.16)

Equation non homogène avec coeffcient constant

dXt = (aXt + b)dt+ cdBt (2.17)

La solution générale s’écrit sous la forme :

Xt = eat(X0 +
b

a
(1− e−at) + c

∫ t

0

e−asdBs) (2.18)

Equation à coeffcients variables

dXt = (a(t)Xt + b(t))dt+ c(t)dBt (2.19)

La solution générale est donnée par :

Xt = Φt,t0(Xt0 +

∫ t

t0

Φ−1
s,t0

b(s)ds+

∫ t

t0

Φ−1
s,t0

c(s)dBs) (2.20)

avec la solution fondamentale :

Φt,t0 = exp(

∫ t

t0

a(s)ds)

Èquation homogène avec coefficient constant(dans le cas d’un bruit

multiplicatif)

dXt = aXtdt+ bXtdBt (2.21)

dont la solution générale est donnée par :

Xt = X0 exp((a−
1

2
b2)t+ bBt)

Le premier exemple est donné par :

dXt =
1

2
Xtdt+XtdBt

La solution est donné par :

Xt = X0 exp(Bt)
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Pour le deuxième exemple, on a :

dXt = XtdBt

La solution est donné par :

Xt = X0 exp(Bt −
1

2
t)



Chapitre 3

Intégration numérique des EDS

On va voir que l’on peut adapter les méthodes d’intégration des EDO pour

le calcul numérique des EDS mais que l’ordre des méthodes (c’est à dire leur

vitesse de convergence) pour un même type d’approche est plus faible que

pour les EDO. On commencera par considérer la mèthode d’Euler dont on

comparera le comportement dans les cas d’eterministe et stochastique. On

s’intéressera ensuite à la méthode de Milstein et à la méthode de Runge-

Kutta, plus sophistiquées mais qui lui sont préférables.

3.1 Rappels sur l’intégration numérique des EDO

Pour intégrer des EDO de la forme :
d
dt
xt = bt(xt), avec x0 fixé, la méthode la plus simple est la méthode d’Eu-

ler qui est basée, pour un pas h fixé, sur les approximations successives de xt

de la forme :

x̂t+h = x̂t + bt(x̂t) (3.1)

Ainsi x̂kh = x0+

(i−1)h∑

i=0

bih(x̂ih) et on définira l’erreur absolue à l’instant T par

ET,h = |xT − x̂T| (3.2)

On peut montrer que pour h suffisament petit, dés lors qu’on a une solution

unique sur [0,T] pour xt la méthode d’Euler vérifie ET,h ≤ Ch pour un

certain C ≥ 0 et tout h d’un certain intervalle ]0, h0]. On dit que la méthode

d’Euler est d’odre 1. Plus généralement on définira l’ordre d’une méthode

41
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d’intégration des EDO comme le plus grand réel γ > 0 > 0, s’il existe,

tel que :

ET,h ≤ Chγ (3.3)

pour un certain C > 0 et tout h d’un certain intervalle ]0, h0]. Bien entendu,

plus l’ordre est élevé et plus la technique d’intégration numérique considèrée

est performante.

Une méthode populaire et performante d’intégration numérique des EDO est

la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (parfois notée RK4) dont le schéma

prend la forme suivante[4] :

x̂t+h = x̂t +
h

6
[k

(1)
t + 2k

(2)
t + 2k

(3)
t + k

(4)
t ] (3.4)

avec





k
(1)
t = bt(x̂)

k
(2)
t = bt+h

2

(x̂+ h
2
k
(1)
t )

k
(3)
t = bt+h

2

(x̂+ h
2
k
(2)
t )

k
(4)
t = bt+h(x̂+ hk

(3)
t )

3.2 Intégration numérique des EDS par la mé-

thode d’Euler

3.2.1 Méthode d’Euler

Le schéma d’Euler appliqué à l’intégration numérique de l’EDS

dXt = bt(Xt)dt+ σt(Xt)dBt (3.5)

conduit à l’approximation :

X̂t+h = X̂t + bt(X̂t)h+ σt(X̂t)dBt (3.6)

avec ∆B = Bt+h − Bt

Exemple 3.2.1.1. on a :

dXt = rXtdt+ αXtdBt (3.7)
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dont on a vu que la solution s’écrit

Xt = X0 exp
(
(r − 1

2
α2)t+ αBt

)
(3.8)

la méthode d’Euler conduit à :

ˆXt+h = X̂t + rhX̂t + αX̂t∆Bt (3.9)

Pour la même trajectoire discrétisée de B la solution exacte aux points de

discrétisation est directement fournie par la relation (3.8).

3.2.2 Ordre

Dans le cas stochastique, on décrit classiquement les performances d’une

méthode au moyen de l’erreur moyenne absolue définie par

ET,h = E[|XT − x̂T|] (3.10)

Si lim
h→0

ET,h = 0 on dira que le schéma de discrétisation envisagé converge

fortement. Cette convergence forte sera dite d’ordre γ si ET,h ≤ Chγ pour un

certain C > 0 et tout h d’un certain intervalle ]0, h0]

On peut démontrer que la méthode d’Euler appliquée aux EDS est fortement

convergente, d’ordre 1/2 On remarque ici que l’ordre γ de la méthode d’Euler

est deux fois plus faible dans le cas stochastique que dans le cas déterministe

3.3 Intégration numérique des EDS par la mé-

thode de Milstein

L’approximation de Taylor fournie ci dessus n’est que d’ordre 1/2 du fait

que le terme en σ(Xt)∆Bt de l’équation (3.6) est d’ordre 1/2 car E[(∆Bt)
2] =

h. Il faut donc, pour obtenir une méthode fortement convergente d’ordre γ =

1 pousser plus loin le développement du terme σ(Xt)dBt de l’EDS en intégrant

le terme d’ordre 1 en (∆Bt)
2. On obtient alors la méthode de Milstein dont

le schéma s’écrit comme suit :

Xt+h = X̂ + hbt(X̂) + σt(X̂t)∆Bt +
1

2
σt(X̂)

dσt

dx
(X̂)((∆Bt)

2 − h) (3.11)
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Cette formule provient des approximations successives suivantes :

Xt+h ≈ Xt + hbt(Xt) +

∫ t+h

t

[σt(Xt) +
dσt

dx
(Xt)σt(Xt)(Bu − Bt)]dBu

≈ Xt + hbt(Xt) + σt(Xt)∆Bt +
1

2

dσt

dx
(Xt)σt(Xt)[(∆Bt)

2 − h]

car, on a d(1
2
B2
t ) = BtdBt +

1
2
dt et donc

∫ t+h

t

(Bu − Bt)dBu = [
1

2
(B2

t+h − B2
t )−

1

2
h]− Bt(Bt+h − Bt) (3.12)

=
1

2
[(Bt+h − Bt)

2 − h] (3.13)

3.4 Méthodes d’ordre supérieur à un

Comme on l’a vu dans le cas des EDO, il est également possible de

construire des méthodes d’ordre supérieur à 1 pour les EDS.. Notons simple-

ment que les schémas de discrétisation des EDS deviennent rapidement trés

complexes avec l’augmentation de l’ordre de la méthode. Pour développer de

telles méthodes, on peut considèrer les versions stochastiques des formules

de Taylor avec reste intégrale que l’on va présenter rapidement, ou d’autres

méthodes comme les méthodes de Runge-Kutta .

3.4.1 Formules de Taylor

Cas déterministe

Commençons par rappeler la forme des formules de Taylor avec reste intégrale

dans le cas déterministe et leur emploi pour approcher les EDO.

Pour une EDO de la forme d
dt
xt = bt(xt) et une fonction ft(xt) dérivable on a

ft(xt) = ftt(xt)+bt(xt)f
x
t (xt) que l’on notera Lft(Xt), avec la notation fut = ∂ft

∂u
.

On a ainsi :

ft0(xt) = ft0(xt0) +

∫ t

t0

Lfu(Xu)du (3.14)
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Pour xt la formule de Taylor avec reste intégrale s’écrira, en exploitant la

relation (3.14) pour f = b, puis en itérant la formule

xt = xt0 +

∫ t

t0

bu(xu)du

= xt0 +

∫ t

t0

(bt0(xt0) +

∫ u

t0

Lbv(xv)du

= xt0 +

∫ t

t0

bt0(xt0)du+ Lbt0(xt0)

∫ t

t0

∫ u

t0

dudv +

∫ t

t0

∫ u

t0

∫ v

t0

L2bw(xw)dudvdw

= xt0 + (t− t0)bt0(xt0) +
(t− t0)

2

2
Lbt0(xt0)

+

∫ t

t0

∫ u

t0

∫ v

t0

L2bw(xw)dudvdw

(3.15)

formule que l’on peut continuer à itérer. De même, qu’on vient d’exploi-

ter la relation d
dt
xt = bt(xt), la relation d

dt
ft(xt) = Lft(xt) conduira à un

dévelopement de la forme

f(xt) =
r∑

k=0

(t− t0)
k

k!
Lkft0(xt0)+

∫ t

0

· · ·
∫ uk+1

0

Lk+1f(xuk)du1 · · · duk+1 (3.16)

Cas stochastique

Les formules d’Itô-Taylor découlent de la formule d’Itô qui à partir de l’ex-

pression

Xt = Xt0 +

∫ t

t0

bu(Xu)du+

∫ t

t0

σu(Xu)dBu (3.17)

conduit à

ft(Xt) = ft0(Xt0) +

∫ t

t0

[ftu(Xu) + bu(Xu)f
x
u(Xu) +

1

2
fxxu (Xu)σu(Xu)]du

+

∫ t

t0

σu(Xu)f
x
u(Xu)dBu

= ft0(Xt0) +

∫ t

t0

L0fu(Xu)du+

∫ t

t0

L1fu(Xu)dBu

Comme dans le cas déterministe, on peut exploiter ces formules pour obtenir
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un développement de Xt :

Xt = Xt0 +

∫ t

t0

[bt0(Xt0) +

∫ u

t0

L0Bv(Xv)dv +

∫ u

t0

L1bv(Xv)dBv]du+

∫ t

t0

[σt0(Xt0)

+

∫ u

t0

L0σv(Xv) +

∫ u

t0

L1σv(X0)dBv]dBu

(3.18)

On peut itérer ces formules pour obtenir, en laissant de coté le reste intégrale,

des approximations d’ordre élevé.

3.4.2 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 1,5

Un inconvénient des méthodes de Taylor et qu’elles mettent en oeuvre

des dérivées des termes de dérive et de diffusion bt et σt. En fait, il existe des

méthodes de type Runge-Kutta, qui ne nécessitent pas déffectuer de telles

dérivations. Indiquons ici sans justification la forme de la méthode de Runge-

Kutta d’ordre 1, 5 :

Xt+h = Xt + at(Xt)h+ σt(Xt)∆Bt +
1
2
(σt(X

′
t)− σt(Xt)

[(∆Bt)2−h]√
h

avec :

X ′
t = Xt + at(Xt)h+ σt(Xt)

√
h

3.5 Exemples et simulation

L’intérêt pratique de la simulation d’équations différentielles stochas-

tiques est très important,car la résolution analytique n’est pas toujours facile.

Cela rend difficile l’étude de l’évolution dynamique d’un phénomène. Aujour-

d’hui, le développement de l’outil informatique motive les scientifiques pour

mettre au point des schémas numériques pour la résolution approchée des

EDS. Nous utilisons dans le paragraphe qui suit le programme de Matleb :

• Exemple 1 :

on a l’équation suivante :

dXt = 3X
1

3

t dt+ 3X
2

3

t dBt X0 = 1

Intégration exacte : formule d’Itô pour Yt = g(Xt) = Xa
t :
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dYt = aXa−1
t dXt +

1

2
a(a− 1)Xa−2

t (dXt)
2

= (
1

3
aX

a−1+ 1

3

t +
1

2
a(a− 1)X

a−2+ 4

3

t )dt+ aX
a−1+ 2

3

t dBt

(3.19)

pour a = 1
3

ona la solution exacte est :

Xt = (X
1

3

0 +
1

3
Bt)

3

En Matlab,on peut facilement programmer l’exemple par les

trois méthodes avec la fonction suivante :

Détails :

T :Le temps final

n :Le nombre de points dans l’intervalle de temps

h = T/n :Le pas de temps

t :Linspace(0,T,n) :l’ntervalle dans temps [0,T]

X(0) = 1 : condition initiale
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• Exemple 2 :

on a l’équation suivante :

dXt = aXtdt+ bXtdBt (3.20)

La solution exacte de l’équation (3.20) est :

Xt = X0 exp((a−
1

2
b2) + bdBt)

si on a :

a=-1 ;

b=1 ;

X0 = 1

donc : la solution exacte de l’équation est :

dXt = −Xtdt+XtdBt (3.21)
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est :

Xt = exp((
−3

2
t) + dBt)



Conclusion

En conclusion, nous avons pu voir clairement l’intérêt énorme de la tech-

nique d’application du calcul stochastique sur les équations différentielles

stochastiques.Cet intérêt nous permet de créer des liens féconds entre pro-

cessus stochastiques et EDP.

On a étudié quelques notions relatives aux EDS et à leur intégration

exacte (formule d’Itô) ou approchée (méthodes numériques) en fonction de

B. Cette approche est utile en particulier pour obtenir des approximations

numériques des trajectoires des EDS , par exemple par simulation d’Eu-

ler,Milstein et Runge-Kutta.
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