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Introduction

Le concept d’équation différentielle stochastique généralise celui d’équation
différentielle ordinaire aux processus stochastiques. La formalisation théo-
rique de ce probléme a posé probleme aux mathématiciens et il a fallu at-
tendre les années 1940 et les travaux du mathématicien japonais Ito Kiyoshi
pour la définition de l’intégrale stochastique. Il s’agit d’étendre la notion d’in-
tégrale de Lebesque aux processus stochastiques relativement un mouvement
Brownien. On construira cette intégrale et on donnera sens a l’expression
fstf(s,w)st, ou f(s,w) est un processus stochastique muni de propriétés
de régularité suffisantes. A partir de la théorie de l'intégration, on construit
la théorie des EDS.

Les équations différentielles stochastiques sont utilisées pour construire
des modéles mathématiques de phénomeénes et physiques, chimiques, écono-
miques, par conséquent, Les équations différentielles stochastiques sont utili-
sées représentent un vaste champ d’étude, aussi bien en mathématiques pures

qu’en mathématique appliquées.

L’objet de ce travail est d’utiliser le calcul stochastique et plus particulie-
rement,le calcul Ito qui permet d’aborder les équations différentielles stochas-
tiques et ’étude numérique des équations différentielles stochastiques, pour

cela ce mémoire est organisé de la maniére suivante

On commence le premier chapitre par un bref rappel sur les principales
notions utilisées tout le long de ce travail, On donnera les propriétés du mou-
vement Brownien ainsi que celles des martingales qui seront utiles pour cela.
Aprés avoir présenter quelques résultats importants relatifs a l'intégrale sto-

chastique, on verra comment il peut étre mise en oeuvre pour la résolution



des équations différentielles stochastiques.

Dans le second chapitre consiste a une introduction a la théorie des équa-
tions différentielles stochastiques. On étudie seulement les ingrédients essen-
tiels de la théorie, a savoir la notion des solutions fortes et faibles, le théoreme

d’existence et d’unicité sur les équations différentielles stochastiques .

Dans le dernier chapitre on traitera les méthodes d’intégration des EDO
pour le calcul numérique des EDS. On commencera par la méthode d’Euler,
ensuite a la méthode de Milstein et a la méthode de Runge-Kutta et a la fin

on donne quelques exemples avec simulations.



Notations

Q) : Ensemble des évenement.

F : Famille des événements ; sous-ensemble de I’ensemble des parties de €.
B(R%) :Tribu borélienne sur R¢

P : Probabilité d'un évenement.

Fonction indicatrice :14(z) =1 si 2 € A,0 sinon.

sVt =max(s,t),s Nt =min(s,t).

Une propriété est dite vérifiée p.s. (= presque srement) si elle vaut pour

toute réalisation W € Q — N ou N C 2 est un ensemble de probabilité

nulle.

Soit 7 une variable aléatoire a valeurs dans R, .7 est un Fii>o-temps d’arrét
si, pour tout t,7 <t € F;.



Chapitre 1

Introduction au calcul

stochastique

Dans ce premier chapitre nous introduisons quelques notions fondamen-

tales liées aux processus stochastiques et nous commencons par les définir.

1.1 Processus Stochastique

Définition 1.1.1. Un processus aléatoire X; défini sur un espace de
probabilité (Q, F,IP) est une famille de variables aléatoires
X = (Xi)i>o définies sur le méme espace de probabilité. En d’autres

termes, X est une fonction a deuzx variables telle que :
X :[0,400[xQ2 = R
(t,w) — Xy(w)
— Pour w € Q) fizé, t — Xy(w) est appelée trajectoire.

Remarque 1.1.1. Un processus X est dit continu st :
P(t € RY — X, est continue) = 1

Définition 1.1.2. Soit X = (X;)ier un processus stochastique. Les lois de
dimension finie du processus X sont les lois des vecteurs du type (Xy,,...Xy,)
oun > 1 ettty ts..t, € T. On dit que deux processus (Xi)ier et (Yy)ier ont

méme loi s’ils ont les mémes lois de dimension finie.
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Définition 1.1.3. Soient X = (X;)ier et Y = (Yi)ier deuz processus sto-

chastiques

1. On dit que Y est une modification de X si :
VieT,P(X;,=Y;) =1
2. On dit que les processus X et'Y sont indistinguables si :
PMeT X,=Y,) =1
on note X =Y

Définition 1.1.4. (Processus mesurable, processus continu,)

— Un processus X est dit mesurable si ['application suivante :

([0, +o00[x €, B([0, +o0]) ® F) — (R%, B(R?))

(t,w) — Xi(w)

est mesurable.
— Un processus est dit continu si pour presque tout w € Q,t — X, (w) est

continue (i.e. les trajectoires sont continues).

Définition 1.1.5. Un processus est dit cadlag (continu a droite, pourvu de li-
mites a gauche) si ses trajectoires sont continues a4 droite, pourvues de limites

a gauche. Méme définition pour caglad.

1.2 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien, qui tient son nom de Robert Brown, botaniste
écossais du 19 éme siecle, est considéré comme un phénomene naturel d’une
part, et un objet mathématique d’autre part. Observant le mouvement irré-
gulier et incessant des particules de pollen en suspension dans ’eau, Richard
brown effectua des expériences avec des particules inorganiques en suspension
dans un liquide. Le phénomeéne qui paraissait a priori vital fut alors écarté
de la biologie. De ce fait des chercheurs comme FEinstein, Wiener et Levy
s’intéressérent a ce phénomene d’un point de vue autre que le point de vue
naturel en lur donnant une forme mathématique qui n’est en vérité qu’une
1déalisation mathématique du mouvement réel. Le mouvement Brownien est

alors présenté comme :
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Définition 1.2.1. Un mouvement Brownien standard est un processus (B)¢>o

tel que :

By) By =0 presque sirement ;

By) B est continu, c’est a dire t — By(w) est continue pour presque tout w;
B3) B est a accroissements indépendants, c’est-a-dire que By — B est indé-

pendant de A5 = a{(B,)<t};

B,) les accroissements sont stationnaires (pour s < t l'accroissement By — B

ne dépend que de la valeur de (t — s), Gaussiens, et tels que si s < t,

on a By — Bs ~ N(0,t —s)
Théoréme 1.2.1. [6] Le théoreme pour ce de réqularités :

1. Le M.B est a variation infinie sur tout intervalle.
2. Le M.B n’est dérivable en aucun point (Paley, Wiener, Zygmund 1933).

3. Les trajectoires du MB sont localement Holder-continues d’ordre o, avec

a < % Par contre c’est faur si o > %

Théoréme 1.2.2. [17]
Un processus B est un mouvement Brownien si et seulement si c¢’est un
processus Gaussien continu, centré, et de fonction de covariance cov(Bs, By) =

min(s,t) :

Démonstration 1.2.0.1. (=) Les composantes du vecteur (By,, By,—Bi,, ..., Bi, —
B ), outy <ty..<t, sont des variables aléatoires Gaussiennes et indé-
pendantes; il est donc lui-méme Gaussien. Par conséquent, toute combinai-
son linéaire est Gaussiene et le processus B est Gaussien. Par hypothése, le
processus est continu. Il est aussi centré car E(B,) = E(B, — B,). Enfin, sa

fonction de covariance est, pour s <t

cov(Bs, By) = E(Bs, By)

= E(By(B, - B,)) +E(B)
= E(B,)E(B, —B.) +var(B, — B,)
= 0+s

B, —
E

= S
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(<) Nous allons montrer une-a-une les propriétés du mouvement Brow-
nien décrites a la définition (1.2.1). Pour By, on a E(B2) = var(By) = 0, ce
qui fait que By = 0 presque sirement. Ensuite,B est continu, par hypotheése,
donc By est satisfaite. Pour Bs, nous remarquons que pour r, < ..r, < s <t
, le vecteur (B,,, .., By, , B; — Bs) est Gaussien. De plus,

cov(By — B, B,..) = r; As —min(r;, t) =0
Donc, B, — By est indépendante de tout vecteur et donc indépendante de
A = o {(Bs)s<t}-
Finalement, pour montrer By, nous constatons que pour s < t, B, — B; est

Gaussienne, et donc déterminée par son espérance et sa variance, qui sont
E(Bs—B;) =0 et
var(By — Bs) = war(B;) + var(Bs) — 2cov(By, Bs)
= t+s5s—25ANt
= t—s

Done By — Bs ~ N(0,t — s) et B, t — s sont independantes.

1.3 Filtrations

Définition 1.3.1. Une filtration {F; : 0 < t < 400} est une famille

croissante de sous-tribus de F.
pour : 0<s<t<+o00,F; CF

— St (Fi)i=0 est une filtration de (0, F, (Ft)i=0, P) alors (Q, F, (Ft)i=0, P)
est appelé espace de probabilité filtré

— La tribu F; représente 'information dont on dispose a l'instant t. On
dit qu’un processus (Xi)i>o est adapté a (Fy)iso , i pour chaque t,X;

est F.-mesurable.

Définition 1.3.2. Si (F;)i>0 est une filtration alors on définit la filtration
suivante Fy, = (Ng>1Fs)
— On dit qu’une filtration est continue a droite (Yt > 0, F; = Fy+).
— Soit N la classe des ensembles de F qui sont P- négligeables.
Si N C F, on dit que la filtration (F;)i>0 est compléte.
— On dit qu’une filtration (F;)i>o satisfait les conditions habituelles si elle

est a la fois continue a droite et compleéte.
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1.4 Martingales & temps continu

On suppose donné un espace de probabilité filtré (2, F, (F;)i>o0, P)

Définition 1.4.1. soit X = (X;)i>0 un processus adapté et intégrable, on dit
que X

— Une martingale si :

VO < s <t,E(X;/F;) = X;
— Une surmartingale si :

VO < s <t,E(X;/Fs) < X;
— Une sousmartingale st :

VO < s <t,E(X;/Fs) > X;

Remarque 1.4.1. Une martingale est un jeu équitable, une sur-martingale
est un jeu perdant, et une sous-martingale est un jeu gagnant
Si X; est une martingale, alors pour tout t, on a E(X;) = E(Xy) aussi si

(X¢)i<r une martingale, alors ce processus est complétement déterminé.

Proposition 1.4.1. Soit X;, une A-martingale de carré intégrable, c’est a

dire que E(X?) < oo pour tout t. Alors, pour s <t, on a :
E{(X; — X,)?/ A} = E(X7 — X7)/A)
Démonstration 1.4.0.2. Par un calcul direct, on a :
E{(X, - X,)’/A} = E(X{/A) - 2E(X, X,/ A) +E(X]/A)

= E(X?/A,) —2E(X,X;/A,) + X2
= E(X7 - XZ/A)

Théoréme 1.4.1. [15/(Théoréme d’arrét ) Si (M;)i>o est une martingale
continue par rapport o une filtration (Fi)i>o et si 71 et 7o sont deuzx temps
d’arrét tels que 1y < 19 < L, L étant une constante réelle finie, alors M., est

intégrable et :
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E(Mfz/]:ﬁ) =M, Pps

Théoréme 1.4.2. [15/(Inégalité de Doob) Si (M;)o<i<r est une martin-

gale continue, on a :

E( sup [M;[*) < 4E(|Mq[*)

0<t<T

1.5 Intégrale Stochastique

On veut généraliser l'intégrale de Wiener et définir fg ®.dB; pour des

processus stochastiques .

1.5.1 Cas de processus étagés

On dit qu’un processus ¢ étagés (¢lémentaire) s’il existe une suite de réels
t;,0 <ty < ti.. <t, et une suite de variables aléatoire ®; telles que : ®; soit
F;, mesurable, appartienne a £>(Q) et que ®; = ®;

pour tout ¢ €]t;,t;11],s0it :

On définit alors :

| s Z@ (t11) — B(1;))

on a :

o E(/OOOCDSdBS> — 0
o var( /0 h @Sd83> B /O " 92

t n
On obtient :/ b.dBs = Z Q;(B(tjs1 Nt) — B(t; At)) ce qui établit la
0 —

t
continuité de 'application t — / d,dB;.
0
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Si 15,0 < Ty < Ty.. < T, est une suite croissante de temps d’arrét, et si
n—1

b, = Z @y, 7, +1}(S) ou ®; est une suite de variables aléatoires telles que
=0
®,; soit F -mesurable, appartienne a £2(£2), on définit alors :

1.5.2 Cas général

On peut prolonger la définition de l'intégrale de Wiener & une classe plus
grande de processus. On perd le caractére gaussien de l'intégrale, ce qui est
déja le cas pour le cas de processus étagé .On définit les processus caglad
de carrée intégrable (appartenant a £2(€ x R™) comme l'ensemble T' des

processus & adaptés continus a gauche limites a droite, (F;)-adaptés tels

E{/ q)fdt} < o0
0

Les processus étagés appartiennent a I'.

que :

On dit que ®,, converge vers ® dans L2(Q2x RT) si: | ® — @, [|*— 0 quand
n— o0

L’application & —|| @ || définit une norme qui fait de I' un espace com-
(e e]

plet. On peut définir / ®,dB, pour tous les processus ® de I' :on approche
0

k(n)
® par des processus étagés, soit = nli_r)rloo ®, oud, = Z PU1yy; 45, savEC
j=1

®? € F; la limite étant au sens de £2(Q x R*).
L’intégrale / ®,dB; est alors la limite dans £2(Q) des sommes
0

k(n)
Z (I)?(B(tﬂl) - B(tj)>
j=1
dont I'espérence est 0 et la variance :
B[  ®3(tj41 —t;)]
J

On a alors :
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> E([;° ®.dBs) =0
et

> ([ ®,dB,)? = E([;° #2dB,).

t [e¢)
On note / d.dB, = / D 119,4(s)dB,. Si ® est étagé on a :
0 0

t
JRZEED SN
0 i

Plus généralement, si 7 est un temps d’arrét, le processus 1jo-(t) est

adapté et on définit :

TAL t
/ (I)SdBS = / q)s]l}oﬂ-](s)dgs
0 0

1.5.3 Propriétés

On note A Pensemble £7 (€2 x RT) des processus ® adaptés caglad ve-

t
rifiant : ]E(/ @g(w)ds) < o0, Vt
0

Linéarité

Soit a et b des constantes et(®’,i = 1,2) deux processus de A.
On a:
t t t
/ (acp; + b(I)i) dBs = a / dldB, +b / d2dB,
0 0 0

Propriétés de martingale

Proposition 1.5.3.0.1. soit :

t
Mt - / q)sst
0

ot ® €A

1. Le processus M est une martingale a trajectoires continues.

t 2 2
2. Soit N, = ( lim / CI>Sst> —/ @ids le processus <Nt,t > O) est
0 0

n—oo

une martingle.
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Démonstration 1.5.3.1. Toutes ces propriétés se démontrent pour des pro-
cessus étagés, puis pour les processus de A par passage a la limite. La pro-

priété de martingale s’écrit :

t t
E< / @udBu/]:s) = / d,dB,,Vt > s
0 0
t
E( / @udBu/]-“S) =0
0

et implique en particulier que :

t
E(/ q)udBu> =0
0

La propriété 2) équivaut a

E[( / t CDudB)Q/fS] :E[ /0 t @idu/}}]

Si lon veut définir My pour t < T, il suffit de demander que ® € L2(2 x
T

[0,T]), c’est a dire ]E(/ @?dt) < oo et que ® soit adapté. Sous cette
0

condition My, t < T est encore une martingale. [ |

ol

Corollaire 1.5.3.0.1. L’espérance de M; est nulle et sa variance est égale
t

a / E{®,}*ds
0

t t s
Soit W € A. E( / B, dB. / ,dB,) — E( / ,U,dB,) Si
0 0 0

t
Mt((b) = / (psst
0

et .
Mt(ﬂp) :/ @sst
0

t
Le processus My (P)M(p) — / bypds est une martingale.
0
Exemple 1.5.3.1. comme un exemple on a la proposition suivante :

t
1
Proposition 1.5.3.0.2. Pour tout t on a : / BsdBs = 5(83 —t)
0
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Démonstration 1.5.3.2.

t n
/ B.dB, = lim Y By, (B,,, — B,
0 n—oo P

L’égalité :

3
3

2 Z Bti(Bti+1 - Btb) Z(Bt2+1 - Btzl) (Btlﬂ -B i)2
=0 =

montre que :
1
[ B, - 62—7313;02 B~ B = 515~ 1

Martingale locale

Soit X un processus {F;,t > 0}-adapté, a trajectoires continues & droite.
On dit que X est une martingale locale s’il existe une suite croissante de

temps d’arrét {7,,n > 1} telle que liril T, = +0o P-p.s et pour tout n,
n—-+00

X1, <o est une martingale.

Proposition 1.5.3.0.3. [12/
a) Toute martingale continue est une martingale locale.
b) Toute martingale locale positive est une sur martingale.

c) Une martingale locale bornée est une martingale.

Semimartingales
On se fixe (Q, F, (Fi)i>0, P)

Définition 1.5.3.0.1. On appelle semimartingale un processus adapté X
s’écrivant :
Xy = Xo+M; + Vi

ol M est une martingale locale et V un processus a variation finie, nuls en

0, continus adaptés et Xy est Fo-mesurable.
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1.5.4 Calcul d’Ito :

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales
stochastiques. On appelle ce calcul "calcul d’It6" et 1'outil essentiel en est la

"formule d’It6".

Définition 1.5.4.1. [2/ Soient (Q, F, (F)i>0,P) un espace probabilisé muni
d’une filtration, (B;)i>0 un Fy-mouvement brownien. On appelle processus

d’Ito, un processus (Xi)o<t<r G valeurs dans R tel que :
X, =Xo+ [} Kyds + [y HdB,  Pps Vt<T

avec :
- Xo est Fy-mesurable.
— (Ki)o<t<r €t (Hy)o<i<r des processus adaptés a F.
- fOT |Kg|lds < 00  Pp.s.
- fOT |H|*ds < 400 Pp.s.

Proposition 1.5.4.1. [2] Soit (M;)o<i<r est une martingale continue telle

que :
M, = fg K.ds avec P p.s fOT |Ks|ds < +00
alors :
My =0P psVt<T

Ceci entraine que :

La décomposition d’un processus d’Ité est unique. Ce qui signifie que si :

¢ ¢ ¢ ¢
Xt:X0+/ sts—l—/ H,dB; :X(’)—l—/ K;ds—i—/ H.dB;
0 0 0 0
alors :
Xo=X{; dPp.s. Ky=K. dsxdP p.p. Hs;=H. dsxdP p.p.
— St (X¢)o<t<r est une martingale de la forme :
¢ ¢
X = Xo +/ Kds +/ H,dB;
0 0

alors Ky =0 dt x dP p.p..
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La formule d’It6 prend la forme suivante :
Théoréme 1.5.4.1. (formule d’Ité) Soit (X;)o<i<r un processus d’Ito :
t t
X; = X0+/ sts+/ H.dB;
0 0
et f une fonction deuz fois continiment différentiable, on a :

F(X0) = F(Xo) + /f dX+/f" X),

ou pour définition

t
(X, X); = / H2ds
0

/f X, = /f de+/f ) H,dB,

De méme si (t,x) — f(t,z) est une fonction deux fois différentiable en z et
une fois différentiable en t, ces dérivées étant continues en (t,z) (on dit dans

ce cas que [ est de classe C1?) on a :

F030) = O X0+ [ L Xdst [ 5 XX 5 s X)X, X),

Proposition 1.5.4.2. (Formule d’intégration par parties) Soient X, et
Y; deux processus d’Ito, X; = Xo—l—fot sts—i—f(f H.dB, etY; = Y(ﬁ—f(;t Klds+
fot H!dB;, Alors :

t t
Xt}/; - XO}/E) + Xsd}/; + / }/:ngs + <X, Y>t
0 0
avec la convention que :

t
(X,Y), = / HLH'ds
0
Démonstration 1.5.4.1. On a, d’aprés la formule d’Ito
(Xi+Y))? = (Xo+ Yo)? +2 [§ (X, + Yo)d(X, + Vo) + [y (H, + H.)?ds

D’ou, en faisant la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes :

XP=X3+2 [y X, dX, + [} H2ds
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Y2=YZ+2 [, YodY, + [o H?ds .

t t t
XY = XoYo + / XdY +/ Y d X, +/ H.H.ds
0 0 0

1.5.5 La formule d’It6 multidimensionnelle :

La formule d’It6 multidimensionnelle se généralise aux cas ot la fonction f
dépend de plusieurs processus d’Ito et lorsque ces processus d’It6 s’expriment

en fonction de plusieurs mouvements browniens.

Définition 1.5.5.1. On appelle F-mouvement Brownien d-dimensionnel un
processus a valeurs dans R?, (B;)>o adapté a Fi, avec By = (B, ..., BY),ou
les (BY)i>o sont des Fy-mouvements browniens standards indépendants.

On généralise la notion de processus d’Ité.

Définition 1.5.5.2. On dit que (X;)o<i<r est un processus d’Ito si :

t d t
Xt:X0+/ sts+2/ HidB:

Ou
~ K, et les (H}) sont adaptés a (F;).
- fOT |Ks|ds P p.s.
~ JT(H)?ds < oo P pus.

La formule d’Ité prend alors la forme suivante :

Proposition 1.5.5.1. [15] Soient (X},..., X}") n processus d’Ito :

t d t
X;‘:X3+/ Kﬁde/ HYdBI

alors si f est une fonction deux fois différentiable en x et une fois différen-

tiable en t, ces dérivées étant continues en (t,x) :

t
f&, X .. X = f(o,Xol,...,Xg)+/ %(S,Xsl,...,Xf)ds
0
n taf )
XL XMdX!
£ 20 [ gae Kh xnax:

1 t 2 ) )
+ —Z/ 0J (s, X!, ..., XM)d(X", X7),

170 3xixj
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ol
dXi = Kids+ Y HdB],
- d(Xi,Xj>5 = fn:l Hgvag:mds.

1.6 Changement de probabilité

1.6.1 Probabilités équivalentes

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Une probabilité Q sur (£2, .A) est dite

absolument continue par rapport a P si :

VAe A P(A) =0 = Q(A) =0

Théoréme 1.6.1.1. /7] Q est absolument continue par rapport a P si, et

seulement si, il existe une vartable aléatoire Z a valeurs positives ou nulles

sur (2, A) telle que :

VA A Q(A) = / Z(w)dP(w),

A

. o . - . dQ
Z est appelée densité de Q par rapport a P et parfois notée 5.

1.6.2 Théoréme de Girsanov

Soit (2, F, (Fi)o<t<T, P) un espace probabilisé filtré, dont la filtration est
la filtration naturelle d’'un mouvement brownien standard (B;)o<i<r, indexé
par l'intervalle de temps [0, 7).

Le théoréme suivant, que nous admettrons, est connu sous le nom de théoréme

de Girsanov .

Théoréme 1.6.2.1. Soit (@t) un processus adapté vérifiant :
0<t<T

T L
Jo ©%ds < 0o p.s. et tel que le processus (Ly)o<i<r défini par :

t 1 t
L; = exp ( — / ©.,dB, — 5/ @gds)
0 0

soit une martingale. Alors, sous la probabilité PV de densité Ly par rapport
a P,le processus (B; )o<i<r défini par Bf = By + fot O.ds, est un mouvement

brownien standard.
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Remarque 1.6.1. Une condition suffisante pour que (Li)o<i<r soit une mar-

tingale est que 'on ait :
1 [T
]E(exp(g/ @fdt)) < 00
0

Théoréme 1.6.2.2. [2/(Caractérisation de Levy)
Soit X = (X¢)i>0 un processus continu, adapté et issu de 0. Les deuzx propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

— X est un mouvement Brownien.

— X est une martingale locale et (X, X), =t



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques

Pourquoi les équations différentielles stochastiques ?
FEtymologie :

Equation : connue par les écoliers. Une égalité contenant une (ou plu-
sieurs) variable. La variable est aussi appelée inconnue et les valeurs pour les
quelles [’égalité est vérifice, est appelée solution.

Equation différentielle : une équation dans laquelle opérent des opérateurs
différentiels,tels qu’une dérivée ou des dérivées partielles. L’inconnue est une
fonction.

Stochastique : terme provenant du grec correspondant au terme latin aléa-
towre. On parle de processus stochastique pour désigner des fonctions qui dé-
pendent du hasard et d’un autre parameétre, qui est généralement le temps.
Equation différentielle stochastique : une équation dans laquelle opérent
formellement des opérateurs différentiels et le "hasard " intervient. Les so-

lutions sont des processus stochastiques.

2.1 Equations différentielles stochastique : EDS

Le but des équations différentielles stochastiques est de fournir un modéle
mathématique pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléa-

toire. Considérons une équation différentielle ordinaire de la forme :

23
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x(t) = a(t, z(t)) (2.1)
ot inconnue est une fonction x(t) qui doit vérifier une équation impliquant
sa dérivée & et elle méme. Les cas les plus simples sont les équations diffeé-
rentielles d’ordre 1 comme en (2.1) (seule la dérivée 1ére est impliquée) avec
a(t,x) = a + bz indépendant de t et affine par rapport & y. Symboliquement,

I’équation (2.1) se réécrit

dz(t) = a(t,z(t))dt (2.2)

Une telle équation est utilisée pour d’écrire l’évolution d’un syséme physique.
Si l'on prend en compte les perturbations aléatoires, on ajoute un terme de
bruit, qui sera de la forme odB;, ou B désigne un mouvement Brownien et
s est pour l'instant une constante qui correspond a lintensité du bruit. On

arrive a une équation différentielle "stochastique” de la forme
dXt = a(t, Xt)dt -+ O'(t, Xt)dBt (23)

2.1.1 Définitions

En fait, I’écriture (2.3) est symbolique car dB; n’a pas vraiment de sens
(le mouvement brownien n’est pas dérivable!). Il faudrait écrire (2.3) sous la

forme :

t t
Xy =Xo+ / a(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs (2.4)
0 0

Définition 2.1.1.1. On appelle équation différentielle stochastique (EDS)

une équation avec condition initiale Xy en le processus X (a valeurs dans
R?) de la forme :

dX; = a(t, X3)dt + o(t, X;)dB; (E(a,0))

ce qui, en terme intégrale, s’écrit
X;:X5+/ ai(s,Xs)ds—i—Z/ oii(s, X)dB!,  1<i<d (2.5)
0 —1 Jo
7=1

ou pour m,d des entiers positifs
—a(t,r) = (a;(t,x))1<i<a est un vecteur mesurable de RY défini sur
R, x R? appelé dérive ou drift de I'EDS,
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— o(t,z) = (0,(t,x))1<i<a est une matrice d x m mesurable définie sur
R, xR appelé coefficient de diffusion de 'EDS, et B = (B',..,B™)
est un mouvement brownien standard en dimension m. La solution
d’une EDS est une fonction aléatoire. Il s’agit donc d’un processus

qu’on note X = (Xy)¢>o. Plus précisément, on a :

2.1.2 Solution d’une équation différentielle stochastique

(EDS)

Définition 2.1.2.1. On appelle solution de I’EDS E(o,s) la donnée de

— un espace de probabilité filtré (Q, F, (Fi)i>0,P) satisfaisant les condi-
tions habituelles ;

— un (Fi)is0-mouvement brownien B = (B,..,B™) dans R™ défini sur
cet espace de probabilité ;

— un processus (Fi)eso-adapté continu X = (X', .., X9) a valeurs dans
R? tel que (2.4) soit vérifiée, c’est a dire, coordonnée par coordonnée,
pour tout 1 <1 <d.

Lorsque de plus Xog = x € RY, on dira que le processus X est solution de
E.(a,0).

On remarquera que lorsqu’on parle de solution de E(a,o), on ne fize pas
a priori l’espace de probabilité filtré ni le mouvement brownien B. I existe
plusieurs notions d’existence et d’unicité pour les équations différentielles

stochastiques.

2.1.3 Existence et unicité

Comme d’habitude pour les équations différentielles, les notions d’exis-
tence et d’unicité sont essentielles. Dans le contexte des EDS, il existe plu-
sieurs types d’existence et d’unicité des EDS. Dans toute cette section, on
considére 'EDS E(a, o).

Définition 2.1.3.1. (Euzistence, unicité des EDS ) Pour 'équation E(a, o)
, on dit qu’il y a
— existence faible : si pour tout x € RY, il ewiste une solution de
E.(a,0);
— existence et unicité faibles : si de plus toutes les solutions de E,(a, o)
ont méme loi;
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— unicité trajectorielle : sil’espace de probabilité filtré, (2, F, (Fi)i>0, P)
et le mouvement brownien B étant fixés, deux solutions X et X/ de
E(a,0) telles que Xo = X{, p.s sont indistinguables
On dit de plus qu’une solution X de E,.(a,o) est une solution forte si
X est adapté par rapport a la filtration canonique de B. Il y a unicité
forte pour E(a,o) si pour tout mouvement brownien B, deux solutions

fortes associees a B sont indistinguables.

2.1.4 Solution forte

Définition 2.1.4.1. Un processus stochastique (X;)icjor) est appelé une so-
lution forte de I’EDS (2.3) avec condition initiale X si :
— X; est Fy-mesurable pour tout t € [0,T].

— on a les conditions de régularité

IP’{/O a(Xs, s)|ds < oo} = IP’{/O 0(Xs, 8)%ds < oo} =1

— pour tout t € [0,T], on a :

t t
Xy =Xo+ / a(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs
0 0

avec probabilité 1.

Remarque 2.1.1. On définit de maniére similaire la solution forte d’une
EDS multidimensionnelle, c’est-a-dire qu’on peut supposer que X € R”,
a(X,t) prend des valeurs dans R™ et si By est un mouvement Brownien de

dimension k, o(X, s) prend des valeurs dans l’espace des matrices n X k.

2.1.5 Solution faible

Définition 2.1.5.1. La solution faible de [’équation (2.3) est un triplet :
> (2, F, (Fi)i>0, P), un espace de probabilité filtré.

> B un F-mouvement brownien (standard).

> X,un processus F-adapté
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les processus X et B sont définis sur le méme espace donné et vérifient :

P(/o la(s, Xs)| + |0 (s, X,)[Plds <o0) =1 t>0 (2.6)

et
dXt = CL(t, Xt)dt + O'(t, Xt)d[)’t, XO == 5 (27)

Remarque 2.1.1. Le théoreme de Girsanov permet de montrer [’existence
de solution faible d’EDS quand elle n’admet pas nécessairement de solution
forte.

preuve :voir[7]

Définition 2.1.5.2. (Unicité faible en loi)
On dit qu’il y a unicité faible en loi pour l'équation (2.3) si deuz solutions

faibles ont toujours méme loi.

Définition 2.1.5.3. (Unicité en loi)

L’EDS E,(a,0) admet une solution faible unique en loi si, étant données
deuz solution faibles (2, F, Fy, P, B, X) et (Q,ﬁ,ﬁt,@,é,)?) (donc seuls les
processus et les filtrations sont différentes B est un mouvement Brownien
pour les deuz filtrations ) avec méme condition initiale, alors les processus X

et X sont indistinguables.

Exemple 2.1.5.1. (Unicité faible mais pas trajectorielle)

Soit B un mouvement Brownien standard

On pose :
t
W, = / sign(Bs)dBs
0
avec
sign(z) =1  siz >0
sign(z) = =1 siz <0
On a alors : .
B, = / sign(Bs)dW;
0
En effet :

t t
/ sign(Bs)dWs = / sign(Bs)sign(Bs)dBs
0 0

t
_ /dBS
0
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W est une martingale issue de 0 telle que (W, W), =t ainsi, par la caracté-

risation de Levy . W est aussi un mouvement Brownien. On voit alors que
B est solution de ’EDS

dXt = S'Lgn(Xt)th XO =0

On a lunicité faible. Par la caractérisation Levy, toute solution doit étre un
mouvement Brownien . Par contre, on n’a pas d’unicité trajectorielle pour
cette équation. En effet, B et —B sont toutes les deux des solutions corres-
pondant au méme mouvement Brownien. Aussi, B n’est pas solution forte :
par la formule de Tanaka, la filtration canonique de W coincide avec la fil-
tration canonique de |B| qui est strictement plus petite que celle de B. En
effet, l’événement B, < 0 appartient & FB mais pas a FBI.

La solution d’une équation différentielle stochastique, si elle existe, n’est pas
forcément unique et si elle l'est dans un sens, elle ne [’est pas forcément
dans Uautre. Quelques exemples pour illustrer ceci sont donnés suivis d’un
théoreme qui assure, sous certaines conditions sur a et o, l’existence d’une

unique solution forte.

Exemple 2.1.5.2. (Une infinité de solutions fortes et pas d’unicité
fazible)
Considérons I’EDS

dX, = 3X7dt + 3X7dB, Xy =0

et le temps d’arrét

T, =inf{s > a,B;,=0} a>0

ou B est un mouvement Brownien standard. Cette équation a une infinité de

solutions fortes de la forme :

0 st 717,21
B} si 1o <t<oo
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t 0 st t S Ta
3/ (Xs(a)yst = ! ! 2 .
0 3/ B.ds + 3/ B;dBs sinon

En appliquant la formule d’Ité pour f(x) = 23, on a pour tout t > 7,

Wl

f(B) = B
t t
= Bm+3/ B§d85+3/ Byds
T 0

[

t t
= 3/ de83+3/ B.ds

En effet, comme le mouvement Brownien est continu, méme si cet inf n’est
pas atteint, on aura quand méme B,, =0 d’ou

t ot o2 0 t<m, N
3/X§)3d5+3/X§)3st: =T _ x(@
0

0 B} sinon

Exemple 2.1.5.3. (Exemple de non unicité faible)
On se donne I’EDS

t
X, = / X, |*ds (2.8)
0

avec : 0 < <1

On a alors, pour tout réel n, (Xt(n))tzo est une solution de 'EDS (2.1) avec

XP:{O si 0<t<n

(54)° si t>n
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En effet,

t
Xt = /|Xs’ad8
0
¢ S—n
= PBs
[

— (l)o‘ﬁ /Ot(s —n)*ds

g
1 (t _ n)aﬁ—i—l
pd ap+1
1 (t—n)tmAH
g8 (1- 1)+ 1

Théoréme 2.1.5.1. [7/(Yamada- Watanabe)

Ezistence faible et unicité trajectorielle impliquent unicité faible. De plus,
dans ce cas, pour toul espace de probabilité filtré, (Q, F, (Fi)i>0.P) (Fi)e>o
et tout-mouvement Brownien B, il existe pour chaque x € R? une unique

solution forte de E,(a,0)..

Dans toute la suite, on suppose remplies les conditions suivantes :

Hypothéses lipschitziennes Les fonctions a et ¢ sont continues sur
R, x R? et lipschitziennes en x, ie. il existe une constante K €0, +-oo[ telle

que pour tout ¢t > 0 et x,y € R?

la(t, z) —alt, y)| < K|z —y|

lo(t, ) —o(t,y)| < Klz —y|

Théoréme 2.1.5.2. (Cauchy-Lipschitz pour EDS ) Sous les hypothéses lip-
schitziennes, il y a unicité trajectorielle pour E(a,o). De plus, pour tout es-
pace de probabilité filtré, (U, F, (Fi)i0, P) et tout (F;)i-mouvement Brownien

B, il existe pour chaque x € R? une (unique) solution forte de E.(a, o).
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Remarque 2.1.2. On peut afaiblir [’hypotheése de continuité en t, celle-ci

n’intervient essentiellement que pour magjorer sup |o(t,x)| et sup |a(t, )]
0<t<T 0<t<T
pour x fixé : on peut a localiser a [’hypothése lipschitzienne sur a et o se

contenter d’une constante K qui d’epend du compact sur lequel t et x sont

considérés. Il faut alors conserver une condition de croissance sous-linéaire :

|o(t, )] < K(1+ [z]), a(t, 2)| < K(1+ |2[)

Comme pour les équations différentielles (ordinaires), la croissance sous-

linéaire prévient [’explosion de la solution de I’EDS.

Démonstration 2.1.5.1. Pous simplifier la preuve, on considére le cas d =
m=1

Unicité trajectorielle :. On considére deux solutions X et X/ de E(a, o)
avec Xo = X, définies sur sur le méme espace et avec le méme mouvement

Brownien B. Pour M > 0 fizé, on considére le temps d’arrét

7=inf(t > 0:|X;| > M, |X;| > M)

D’aprés E(a,o), on a alors pour toutt >0 :
tAT tAT
Xinr = Xo + / o(s, Xs)dB,s + / a(s, Xs)ds
0 0

tAT tAT
X/ = X+ / o (s, X')dB, + / as, X')ds
0 0

On considere t € [0,T). Par différence, comme Xy = X{, et comme Xg, X'
sont bornées par M sur |0, 7] l'expression de la variance d’une intégrale sto-
chastique L2, l'inégalité de Cauchy-Schwarz, les hypothéses lipschitziennes et

la majoration (x + y)* < 2(x? + y?) donnent :
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IN

E[(Xon, — X% < 2(E[( / (o5, X.) — (s, X!))dB.)

T+ R / (als, X.) — a(s, X1))dB.)?)

VAN

Q(E[/O T(U(S,XS> —o(s, X!))?ds]

+ TE[/O “(a(s, X.) — a(s, X')2ds])

IN

2K%(1+ T)E| / MT(XS — X)2ds

s/\T)Q]dS

t
< 2K*(1+ T)IE[/ (Xopr — X!
0

si on pose h(t) = E[(Xsnr — X, )?] et C =2K?(1+T) alors on a établi que
h vérifie pour t € [0,T)] :

h(t) < c/t h(s)ds

De plus, par définition de 7, la fonction h est bornée par 4M?, l'inégalité de
Gronwall (lemme suivant) s’applique avec a =0 et b= C. On obtient h =0,
c’est a dire Xspr = X5, DS.

Finalement, en faisant M — +o0, on a 7 — +o00 et donc X; = X, ps.
Les processus X et X1 sont des modifications a trajectoires continues, ils sont

donc indistinguables, ce qui prouve ['unicité trajectorielle. |

Lemme 2.1.5.1. (Gronwall) Soient T > 0 et g une fonction positive mesu-
rable bornée sur [0,T]. On suppose qu’il existe des constantes a > 0, b > 0
telles que pour tout t € [0,7T];

g(t) <a-+ b/otg(s)ds (2.9)

Alors on a pour tout t € [0,T],

g(t) < aexp(b(t))
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Démonstration 2.1.5.2. En itérant la condition sur g, on trouve que pour
toutn > 1,

g(t) < ata(b(t))+all 4.+ GOyt / ) R T

Si g est majorée par A, le dermer terme se majore par A(bt)"1/(n+ 1)! et
il tend vers 0 quand n — +00, ce qui prouve le lemme car le développement
a droite tend vers aexp(b(t)).

voir|1/4]

FExistence forte : On procéde comme pour les équations différentielles

avec une méthode d’approximation de Picard. Pour cela, on pose :
X} =0
t t
X} == +/ o(s,z)dBs +/ a(s,x)ds
0 0

t t
X2 = x+/ O'(S,Xsl)dBS—l—/ a(s, Xds
0 0

T t
X = :c—i—/ O'(S,Xsnl)st—l-/ a(s, X" 1)ds
0 0
(2.10)

Les intégrales stochastiques ci-dessus sont bien définies puisqu’il est clair par
récurrence que, pour chaque n, le processus X" est adapté et a des trajectoires
continues, donc le processus o(t, X[') vérifie les mémes propriétés.

Fizons un réel T > 0, et raisonnons sur lintervalle [0,T]. Vérifions d’abord

par récurrence sur n qu’il existe une constante C, telle que pour toutt € [0, T

E[(X7)*] < Ca (2.11)

Cette majoration est triviale sin = 0. Ensuite, si elle est vraie a l'ordre n—1,

on utilise les majorations
lo(s,y)l < K"+ Kly|, |a(s,y)| < K"+ K|y|,Vs € [0,T],y € R

Noter que par la croissance sous-linéaire de o et [’hypothése de récurrence
t

(2.11), on a : E[/ o(s, X" 1)2ds] < 400 on a donc :
0

E( / o(s, X" 1)dB,)?] = E[( / o(s, X" 1)d,)
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Comme (z + y + 2)* < 3(2% + y* + 2%), par Uinégalité de Cauchy-Schwarz,

Iisométrie L2, et les hypotheses lipschitziennes, on majore comme suit :
t

B < 3P+ B[ o(s, X2 B
0

+ E[(/O a(s, X" Hdy)?)(par la conveit)

IA

3( a2 +E[(/O o (s, X"1)2ds]

t
+ ﬂE[(/ a(s, X" 1)?ds])(isomtrie L?, Cauchy — Schwarz)
0

IA

¢
3(Jz|* +2(1 + T)IE[/ ((K")? + K*(X™1)?)ds])(les hypothses lipschitziennes)
0

IA

3(|z|* +2T(1 +T)((K')? + K?C,1)) = Cy

ce qui établit (2.11) par récurrence. La borne (2.11) et la croissance sous-
t
linéaire de o assurent alors que, pour chaque n, la martingale locale | o(s, X' )dBs

0
est une vraie martingale bornée dans L* sur Uintervalle [0, T]. Nous utilisons

cette remarque pour majorer par récurrence

E[ sup [X7* — X7[7]

0<t<T
On a

t t
XpH X = / (0(s, XT) — o(s, X"1))dB, + / (a(s, X™) — als, X"1))d,

En utilisant ’inégalités de Doob (1.4.2) et de Cauchy-Schwarz ainsi que les

hypotheses lipschitziennes, on déduit
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E[sup [X; = XPPP] < 2E[sup | [ (o(u, X)) —o(u, X;71))dB,|*
0<s<t 0<s<t 0
+ sup | [ (a(u, X7) = au, X;7"))dul’]

0<s<t 0

IN

+OE / (a(u, X2) — a(u, X21))du)?

IA

2(4E] / (0, X2) — o(u, X2°1))%du

+ TIE[/O (a(u, X™) — a(u, X" ))2du])(ingalit de Doob)

par isométrie L* et Cauchy-Schwarz on a :
t
<2(4+ T)KQIET[/ | X" — X2 du) (2.12)
0
par les hypothéses lipschitzienne on a :

t
< Cr] / sup | X7 — X"12du] (2.13)
0

0<r<u

avec Cr = 2(4+ T)K?. Si on note

t
gu(u) = E[ / sup | X7 — XTP)
0

0<r<u

et go(u) = E[ sup |X°|?] = 2% alors on a etabli :
0<r<u

sty <Cr [ () (2.14)

Par ailleurs, par (2.11) et les inégalités précédentes , on voit que les fonctions
gn sont bornées sur [0,T]. En effet, go(t) pourt € [0,T)] et par une récurrence
utilisant (2.13), on établit que pour tout n > 1 et t € [0,T], on a

n

2 nt
(1) < 2 (Cr)'

2(4E[(/0t(0(u,ij) — o(u, X" 1))dB,)?](par la convexit)
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1

On déduit que z:gn(T)5 < 400 comme

+o0
n+1 n n+1 n 1
> sup [XIH - X7 <§ sup [ X — X E gn(T)?
—0 0<s<T 2 0<s<T
cela entraine que p.s
—+o00
n+1 n
sup | X" — X7
—0 0<s<T

et donc p.s la suite (X]')icp,r) converge uniformément sur [0,T] vers un pro-
cessus limite (Xt)te[o,T} qui est continu. Comme par récurrence, chaque pro-
cessus X™ est adapté par rapport a la filtration canonique de B, X l’est aussi
a la limite

Les estimations (2.12) établissent aussi que

+oo
E[ sup | X" — X,[!] < ( ng % — 0,n — +00
0<s<T k—n

On déduit alors de lisométrie L2, des hypothéses lipschitziennes que, avec
des limites dans L2, on a

t

¢
lim a(s,Xf)dBS:/ o(s, Xs)dBs
0

t

t
lim a(s,X?)dBS:/ a(s, Xs)dBs
0

n—-+o0o 0

Finalement, en passant a la limite dans [’équation de récurrence (2.11), on
obtient que X est solution forte de E,(a, o) sur[0,T] |

2.1.6 Exemples

Dans cette section, on donne trois exemples de résolution d’EDS
Exemple 1 : Soit 'EDS suivante :

dXt = —Xtdt + €7td8t X(] =X
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Les conditions du théoréme d’existence et d’unicité sont vérifiées, on cherche
alors I'unique solution de cette EDS.
On a:

eldX; = —e ' X,dt + dB;

ou encore

etd X, + et X,dt = dB,
D’un autre co6té, la formule d’intégration par parties assure que :
d(e'X;) = e'dX; + Xe'dt
Ce qui donne :
d(e'X;) = d(B;)
et donc, la solution s’écrit :

X, =x+e B,

Exemple 2 : Equation d’Ornstein Uhlenbeck

On cherche a résoudre ’EDS suivante :
dXt = ,uXtdt + UdBt XO =

ou i et o sont deux réels. Le théoréeme d’existence et d’unicité assure qu’il
existe une unique solution. On multiplie les deux cotés de cette équation par

e # on obtient :

e MdX, = pXe Mdt + oe " dB,

ou encore

e MdX, — pX,e Mdt = oce MdB,
D’un autre coté, la formule d’intégration par parties donne :
d(Xe ") = e Md X, — pXe Mdt
En remplacant dans I’équation précédente, on trouve :
d(Xe ") = ge " dB;

d’ou, la solution

t
X=z+ ae“t/ e M dB,
0
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Exemple 3 : Modéle de Black et Scholes

Le modéle de Black et Scholes est, a 'origine, un modéle & deux actifs :
I'un risqué et l'autre pas. Dans cet exemple, on traite le cas de l'actif risqué,
asavoir le prix d'une action a l'instant t. Il vériffie ’équation différentielle

stochastique suivante :
dSt = S(Mdt+0d8t>, So =T

La solution est :

2
_aoZ
St ZE@aBt S eut

En effet, il suffit d’écrire o(t,z) = oz et a(t,x) = ax pour voir qu’elles

vérifient les conditions précédentes. On applique ensuite la formule d’It6 a

2
f(t,z) = zes® FTlert

on aura
St - f(taBt)
t af t a]c 1 t 82f
_ f(0,0)+/0 E(s,ss)dw/o G BB+ 5 [ S5, B)as
t 0.2 t 0.2 t
= /(b——)Ssds—l—a/ Ssst—i-—/ S.ds
0 2 0 2 0
d’ou

dSt = St([tdt + O'dBt) S[) =X

2.2  Quelques solutions explicites des EDS

Dans cette partie, on donne une liste de certaines équations différentielles
stochastiques dont les solutions générales explicites . Ces équations sont trés
utilisées car elles peuvent étre utilisées pour confirmer 'efficacité des mé-
thodes numériques.
1-Equation homogéne avec coeffcient constant

Elle s’ecrit sous la forme :

dXt = —aXtdt + O'dBt (215)
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La solution générale de I’équation (2.15) s’écrit sous la forme :

t
X =e "(Xo+ 0/ e**dBy) (2.16)
0

Equation non homogéne avec coeffcient constant

La solution générale s’écrit sous la forme :
b t
X, = (X + 2(1 = =) 1 ¢ / ¢~ dB,) (2.18)
a 0
Equation a coeffcients variables

dX, = (a(t)X; + b(t))dt + c(t)dB, (2.19)

La solution générale est donnée par :

t t
X, = By (Xoy + / 7L p(s)ds + / $1 c(s)dB,) (2.20)

to to

avec la solution fondamentale :

By = esp( [ als)is)

to

Equation homogéne avec coefficient constant(dans le cas d’un bruit

multiplicatif)

dXt == aXtdt + bXtdBt (221)
dont la solution générale est donnée par :

L
X; = Xoexp((a — §b )t + bB,)
Le premier exemple est donné par :
1

dXt - §Xtdt + XtdBt

La solution est donné par :

Xt = XO eXp(Bt)
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Pour le deuxiéme exemple, on a :
dXt - XtdBt
La solution est donné par :

1
X = Xoexp(B; — §t)



Chapitre 3
Intégration numérique des EDS

On va voir que ’on peut adapter les méthodes d’intégration des EDO pour
le calcul numérique des EDS mais que l'ordre des méthodes (c’est a dire leur
vitesse de convergence) pour un méme type d’approche est plus faible que
pour les EDO. On commencera par considérer la méthode d’Euler dont on
comparera le comportement dans les cas d’eterministe et stochastique. On
s'intéressera ensuite a la méthode de Milstein et a la méthode de Runge-

Kutta, plus sophistiquées mais qui lui sont préférables.

3.1 Rappels sur 'intégration numérique des EDO

Pour intégrer des EDO de la forme :

%xt = b(zy), avec zy fixé, la méthode la plus simple est la méthode d’Eu-
ler qui est basée, pour un pas h fixé, sur les approximations successives de x;
de la forme :

Z/U\H_h - /.T\t —|— bt<§f\t) (31)
(i—1)h
Ainsi Ty, = z¢ + Z bin(Z;) et on définira I'erreur absolue a l'instant T par
i=0

]ET,h = |.CET — /.fT‘ (32)
On peut montrer que pour h suffisament petit, dés lors qu’on a une solution
unique sur [0, T] pour z; la méthode d’Euler vérifie Er;, < Ch pour un

certain C > 0 et tout h d’un certain intervalle ]0, ho]. On dit que la méthode

d’Euler est d’odre 1. Plus généralement on définira I'ordre d’'une méthode

41
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d’intégration des EDO comme le plus grand réel v > 0 > 0, s’il existe,
tel que :
Er, <Ch (3.3)

pour un certain C > 0 et tout h d’un certain intervalle ]0, hy]. Bien entendu,
plus 'ordre est élevé et plus la technique d’intégration numérique considérée
est performante.

Une méthode populaire et performante d’intégration numérique des EDO est
la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (parfois notée RK4) dont le schéma

prend la forme suivante[4] :

. . h
Tron =Tt gl + 267 + 287 + k) (3.4)
avec
k') = bi(3)
B = by (@ + 5k")
KO = by )
kY _bt+ (55+ hk)

3.2 Intégration numérique des EDS par la mé-
thode d’Euler

3.2.1 Meéthode d’Euler

Le schéma d’Euler appliqué a I'intégration numérique de 'EDS
dX; = by(Xy)dt + o4(X,)dBy (3.5)
conduit a ’approximation :
Xion = Xi + b(X)h + 0,(X,)dB, (3.6)
avec AB = By, — By
Exemple 3.2.1.1. on a :

dXt = TXtdt + OéXtdBt (37)
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dont on a vu que la solution s’écrit
Xy = Xoexp ((r — %oﬁ)t + aB) (3.8)
la méthode d’Euler conduit a :
X = X; + 7hX, 4+ a X, AB, (3.9)

Pour la méme trajectoire discrétisée de B la solution exacte auz points de

discrétisation est directement fournie par la relation (3.8).

3.2.2 Ordre

Dans le cas stochastique, on décrit classiquement les performances dune

méthode au moyen de 'erreur moyenne absolue définie par
ET,h = ]EHXT - .Z'ATH (310)

Si ’lg% Ers = 0 on dira que le schéma de discrétisation envisagé converge
fortement. Cette convergence forte sera dite d’ordre v si Et; < ChY pour un
certain C > 0 et tout h d’un certain intervalle ]0, hy

On peut démontrer que la méthode d’Euler appliquée aux EDS est fortement
convergente, d’ordre 1/2 On remarque ici que 'ordre 7 de la méthode d’Euler

est deux fois plus faible dans le cas stochastique que dans le cas déterministe

3.3 Intégration numérique des EDS par la mé-
thode de Milstein

L’approximation de Taylor fournie ci dessus n’est que d’ordre 1/2 du fait
que le terme en o (X;)AB; de I'équation (3.6) est d’ordre 1/2 car E[(AB;)?] =
h. 11 faut donc, pour obtenir une méthode fortement convergente d’ordre v =
1 pousser plus loin le développement du terme o (X;)dB; de 'EDS en intégrant
le terme d’ordre 1 en (AB;)?. On obtient alors la méthode de Milstein dont

le schéma s’écrit comme suit :

N N N 1 ~ d A
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Cette formule provient des approximations successives suivantes :

t+h

d
Xew = Xt h(0)+ [ (X0 + X0 (X0 (B, ~ BB,
t

1d
=~ Xt + hbt(Xt) + O't(Xt)ABt + 5 dat

T

(Xt)Ut(Xt)[(ABt)Q — hl

car, on a d(3B}) = B;dB; + 3dt et donc

t+h 1 1
| B BydB. = (5B~ B - 3 - BB~ B) (312)
t

= (B~ B (3.13)

3.4 Meéthodes d’ordre supérieur a un

Comme on 'a vu dans le cas des EDO, il est également possible de
construire des méthodes d’ordre supérieur a 1 pour les EDS.. Notons simple-
ment que les schémas de discrétisation des EDS deviennent rapidement trés
complexes avec 'augmentation de l'ordre de la méthode. Pour développer de
telles méthodes, on peut considérer les versions stochastiques des formules
de Taylor avec reste intégrale que 1’on va présenter rapidement, ou d’autres

méthodes comme les méthodes de Runge-Kutta .

3.4.1 Formules de Taylor

Cas déterministe
Commencons par rappeler la forme des formules de Taylor avec reste intégrale
dans le cas déterministe et leur emploi pour approcher les EDO.
Pour une EDO de la forme %mt = b;(z;) et une fonction f;(z;) dérivable on a
fo(xe) = Ft(4) + be(2:) ¥ (24) que Pon notera Lf,(X;), avec la notation f = 2.
On a ainsi :

fmmzn@m+/LM&Mu (3.14)

to



3.4.1 Formules de Taylor 45

Pour z; la formule de Taylor avec reste intégrale s’écrira, en exploitant la

relation (3.14) pour § = b, puis en itérant la formule

t
Ty = Ty + / by () du

to

= xto—i-/t(bto(:z:to)—l—/uLb( )du

= Ty + /bto(xto)du—i‘tho Ty, // dudv—l—// / L%b,, (2)dudvdw

to)bey (24,) + (t—tho (ty)

Zlfto
+ // / L%, () dudvdw

(3.15)

formule que I'on peut continuer a itérer. De méme, qu’on vient d’exploi-
ter la relation %xt = by(x;), la relation —ft(xt) = Lf;(z;) conduira a un

dévelopement de la forme

r

. k t Uk+1
f(xt) = Z %Lkho (-Tto) +/0 ce /0 Lk+1f(:vuk)du1 s dukH (316)

k=0
Cas stochastique

Les formules d’It6-Taylor découlent de la formule d’It6 qui & partir de I'ex-

pression

t t
X, = X, + / bu(Xa)du + / o0(X.)dB, (3.17)

to to

conduit &

RN = Rl + [ 0N + B (XRCG) + 3R (X)o(CXldu

to

+ /t 0 (Xu) i (Xu)dBy

fulX) + [ Lot [ Lifu()aB

to to

Comme dans le cas déterministe, on peut exploiter ces formules pour obtenir
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un développement de X, :

u

X, =X, + / b (X00) + / " LoBu(X,)dv + / Labo(X)dBy]du + / o (X0 )

to ° to “ to to

+ / Loou(X,) + / L10u(Xo)dB, B,
to to

(3.18)
On peut itérer ces formules pour obtenir, en laissant de coté le reste intégrale,

des approximations d’ordre élevé.

3.4.2 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 1,5

Un inconvénient des méthodes de Taylor et qu’elles mettent en oeuvre
des dérivées des termes de dérive et de diffusion b; et ;. En fait, il existe des
méthodes de type Runge-Kutta, qui ne nécessitent pas déffectuer de telles
dérivations. Indiquons ici sans justification la forme de la méthode de Runge-
Kutta d’ordre 1,5 :

2
Xt+h = Xt + at(Xt)h -+ O't(Xt)ABt -+ %(O't<Xt,) — Ut(Xt)W

avec

X! = X, + al(X)h + oo(X )V

3.5 Exemples et simulation

L’intérét pratique de la simulation d’équations différentielles stochas-
tiques est treés important,car la résolution analytique n’est pas toujours facile.
Cela rend difficile I’étude de I’évolution dynamique d’un phénoméne. Aujour-
d’hui, le développement de ’outil informatique motive les scientifiques pour
mettre au point des schémas numériques pour la résolution approchée des

EDS. Nous utilisons dans le paragraphe qui suit le programme de Matleb :

e Exemple 1 :

on a lI’équation suivante :
1 2
dX; =3X2dt +3X2dB; Xg=1

Intégration exacte : formule d’'Itd pour Y; = g(X;) = X7 :
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1
dy, = angldxﬁéa(a— DX 2(dX;)?

1 a—1+1 1 a9t 4 a—142

2
(3.19)

pour a = % ona la solution exacte est :

P
X, = (X + gBt)?’

En Matlab,on peut facilement programmer ’exemple par les

trois méthodes avec la fonction suivante :

Détails :

T :Le temps final

n :Le nombre de points dans l'intervalle de temps
h =T/n :Le pas de temps

t :Linspace(0,T)n) :I'ntervalle dans temps [0,T]

X (0) =1 : condition initiale
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clear

clc

T=1; % temps final

n=50; % le nombre de points dans 1 intervalle de temps [0, TI]

h=T/n; % pas de temps
t=1linspace(@,T,n); % l'intervalle dans temps [0,T]

m=150;

X{(1,:)=ones(1,m); % Condition initiale X 0=1

X_m(1,:)=ones(1,m);

X_r(1,:)=ones(1,m);

Z=randn{n,m); % variable aleatoire N(@,1) pour simuler le MB

dB=sqrt(h)*Z;

% Simulation de la solution de 1 EDS : dX_t=b_tdt+Sigma_tdB_t :v

b_t=1/3%xX_t et sigma_t=X_t"(2/3)
e

| af

% Trois exemples :
for i=1:n-1
for j=1:m

b(i,j)=1/3%X(1i,j)"~(1/3);
sigma(i,j)=X(1,j)~(2/3);
X(i+1,j)=X(1i,j)+h%xb(i,j)+sigma(i,j)*dB(i,j); % Euler

b_m(i,j)=1/3%X_m(i,j)~(1/3);
sigma_m(i,j)=X_m(i,3j)~(2/3);
d_sigma_m(i,j)=2/3%X_m(1i,j)~(-1/3);

X_m(i+1,3j)=X_m(i,j)+hxb_m(i,j)+sigma_m(i,j)*dB(i,j)+...
1/2%sigma_m(i,j)*d_sigma_m(i,j)*(dB(i,j)"2-h); % Milstein

b rl{i;j)=1/3%X_r{i;j)~(1/3);
sigma_r(i,j)=X_r(i,j)"~(2/3);

Y(i,j)=X_r(i,j)+hxb_r(i,j)+sigma_r(i,j)*ksqrt(h);

X_r(i+1,3j)=X_r(i,j)+h%kb_r(i,j)+sigma_r(i,j)=*dB(i,j)+...

1/2%(Y(i,j).~(2/3)-sigma_r(i,j))*(dB(i,j)~2-h)/sqrt(h); % Runge-«
Kutta 1.5

end
end
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X0=1;
B=cumsum(dB,1); % Générer le MB a partir des accroissement

for i=1l:n

for j=1:m

X_exact(i,j)=(X0~(1/3)+1/3%B(i,j))"3; % Solution exacte
end

end

X_exact=[ones(1,m) ; X_exact];
X_exact(end, :)=[1];

hold on

for 1=89:89
plot(t,xX(:,i),t, X m{:,1i),'—+r',t,X_r(:,1i}),"'—xk',t,X_exact(:,1)) %

tracer une trajectoire du processus X_t pour les trois schemasv
numeriques

end

xlabel('Temps"')

ylabel('Processus X_t')

legend('Euler', 'Milstein', 'Runge-Kutta 1.5', 'Exacte')
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1.6
Euler
—t+— Milstein
14 —#%— Runge-Kutta 1.5
Exacte
1.2
xﬂ-’
o E
=
@
o
8
o 08
o
06
04
0z
i}

e Exemple 2 :

on a l’équation suivante :
dXt == aXtdt + bXtdBt (320)

La solution exacte de I’équation (3.20) est :

1
Xt = XO eXp((a — §b2) + det)

donc : la solution exacte de I’équation est :
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est : 3
X, = exp((%t) + dB;)

1.0
— eXact

o —— Euler

) o Milstein
mn - RK 1.5

0.6}

oy
0.4}
0.2}

0850 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Conclusion

En conclusion, nous avons pu voir clairement l'intérét énorme de la tech-
nique d’application du calcul stochastique sur les équations différentielles
stochastiques.Cet intérét nous permet de créer des liens féconds entre pro-
cessus stochastiques et EDP.

On a étudié quelques notions relatives aux EDS et a leur intégration
exacte (formule d’Itd) ou approchée (méthodes numériques) en fonction de
B. Cette approche est utile en particulier pour obtenir des approximations
numériques des trajectoires des EDS , par exemple par simulation d’Eu-

ler,Milstein et Runge-Kutta.

52



Bibliographie

[1] A. Belqadhi. ( 14 janvier 2008). Etude du calcul stochastique : martin-

gales, mouvement Brownien et intégration d’Ito.

[2] Abi Ayad Ilham. Mémoire pour l'obtention du diplome de Mas-
ter.Option :Probabiliste et statistiques.Théme : Introduction aux équa-

tion differentielles stochastiques.

[3] B. Stout. (Fevrier 2007). Méthodes numeériques de résolution d’équations

différentielles.

[4] B.Mohamed. (Avril 2015).Cours d.Analyse Numérique 2.

[5] C. Ndongo. (Mars 2012). Processus aléatoires et applications finance,
11-15

[6] F. Russo. (Conference tipe 2012 le 24 septembre 2011). équations diffé-
rentielles stochastiques (EDS), 3-7.

[7] J. Breton. (Septembre-Décembre 2014). Calcul stochastique M2 Mathé-

matiques.

[8] J. Fran. (Université Paris-Sud 30 septembre 2001). Mouvement Brow-
nien, Martingales et calcul Stochastique, 34-35.

[9] K. Burrage, E. Platen . (1994). Runge-Kutta methods for stochastic dif-

ferential equations, 63-78.

[10] M. Jeanblan. (Septembre 2006). Cours de Calcul stochastique Master
2IF EVRY ,39-40.

[11] N. Berglund. (Université d’Orléans. Version de Janvier 2012). Martin-

gales et calcul stochastique,75.
[12] P. Medvegyev. (2007). Stochastic Integration Theory.
[13] P. Bougerol. (3 Décembre 2015). Calcul Stochastique des martingales

continues.

93



BIBLIOGRAPHIE 54

[14] S.M. Lacus. (2002). Simulation and inference for stochastic differential

eqiuations.
[15] P.Protter. (2004). Stochastic intgration and differential equation.
[16] R.Zaghdane. .(Soutenu le :12 /04/2014). Dynamique de structures sou-

mises & des sollicitations aléatoires : analyse mathématique et résolution

numérique des équations différentielles stochastiques.
[17] R.Rhodes. . Cours de probabilités a Saint-Louis.

[18] Séminaire des doctorants. (Bordeaux, mercredi 12 mars 2003). Mouve-

ment Brownien, Intégrale Stochastique.

[19] T. Chonavel. (Septembre 2013). équations différentielles stochastiques.
Notes de cours.Filiére 4,30-34.

[20] T. Chonavel. (2011). Notes de cours d’analyse numérique et optimisation

continue.



