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Introduction Générale

L es fonctions périodiques sont des fonctions, lorsqu’elles sont appliquées à une variable,

donnent la même valeur si on ajoute à cette variable une certaine quantité fixée, appelée période.

Ainsi la périodicité permet de réduire les intervalles d’études de ces fonctions.

Soit f une fonction périodique de la variable réelle t. Si T est la période élémentaire, on a :

f(x+ T ) = f(x);∀x ∈ R et plus généralement,

f(x+ nT ) = f(x);∀x ∈ R,∀n ∈ Z.

Les nombres nT constituent les périodes de f . Dans tout intervalle [a; a+T [, il y a un point

d’abscisse multiple de T , c’est-à-dire une période nT .

La somme de deux fonctions périodiques dont le rapport de leurs périodes est irrationnel n’est

pas périodique. Cette propriété a conduit H. Bohr à introduire les fonctions presque périodiques,

au début des années vingt (1925). Les fonctions presque périodiques ont des propriétés voisines

de celles des fonctions périodiques, en fait on a une périodicité approximative dans le sens que

pour tout x réel, l’écart f(x+T )− f(x) peut être rendu de plus en plus petit. C’est-à-dire, une

fonction donnée f : R→ X est presque périodique si l’ensemble

T (ε, f) = {τ ∈ R, sup
x∈R
‖f(x+ T )− f(x)‖ ≤ ε}.

est relativement dense dans R. Autrement dit, il existe un nombre réel ` > 0 tel que chaque

intervalle de longueur ` contient au moins un élément de T (ε, f).

L’utilisation des fonctions presque périodiques remonte à l’époque grecque antique. Ptolé-

mée dans son livre Almagest donne une méthode (scientifique) pour expliquer le comportement

de la lune, de la terre et de soleil. Cette méthode s’appelle méthode d’épicycle, elle consiste à

approcher la fonction qui donne le mouvement de la planète par un polynôme trigonométrique.

7



Introduction Générale 8

Cette approximation des fonctions par des polynômes trigonométriques est une propriété im-

portante des fonctions presque périodiques.

Le concept de fonctions presque périodiques a été introduit par H. Bohr pour fonctions à va-

leur numérique et étendu par S. Bochner pour les fonctions avec des valeurs dans les espaces

polonais.

La théorie des fonctions presque périodiques se développe avec vigueur depuis quatre vingt

années environ ; très exactement les premiers résultats de celle-ci ont été publiés dans les deux

articles du pionnier de cette classe de fonctions H. Bohr [9], apparus dans la revue "Acta-

Mathematica", en 1925-1926 : Jouant un rôle important dans l’étude des équations différen-

tielles, elle a été développée après par d’autres auteurs, notamment par Bochner [8] vers 1933

qui a donné deux autres versions de la définition des fonctions presque périodiques, équivalentes

à celle donnée par H. Bohr, mais plus maniable.

L’existence et l’unicité des solutions presque périodiques sont d’une grande importance dans

l’étude qualitative des équations différentielles stochastiques à cause de leurs applications dans

plusieurs domaines, comme la biologie mathématique, la physique, la théorie de contrôle et

d’autre domaines.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre, a pour objectif donner une collection de résultats classiques sur les

différentes définitions des fonctions presque périodiques qui sont équivalentes, en commençons

par la donnée des différentes définitions des fonctions presque périodiques :

Celle de Bohr qui est une généralisation de la périodicité.

Le critère d’approximation par lequel une fonction presque périodique est limite uniforme d’une

suite de polynômes trigonométriques généralisées et la définition de Bochner qui caractérise la

presque périodicité d’une fonction en utilisant sa normalité. J’ai présenté également dans ce

chapitre les fonctions presque périodiques dans le cas déterministe et le cas aléatoire.

Le deuxième chapitre, est consacrée à une étude comparative entre les diffèrents types de

Bochner-presque périodicité au cas où l’espace d’état est métrisable.

Le troisième chapitre, sert à étudier l’existence des solutions presque périodiques en moyenne

d’ordre p des équations différentielles stochastiques dans les deux cas autonome et non auto-

nome.

Enfin, j’ai achevé ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 1

Les fonctions presque périodiques

1.1 Priliminaire

La notion de périodicité est étroitement liée aux sous-groupes additifs de R :

Rappelons qu’un sous-groupe additif G de R non réduit à zéro, est soit dense dans R, soit mono-

gène, c’est-à-dire de la forme TZ avec T réel strictement positif, (dans ce cas, nous appellerons

T le générateur de G). En particulier, un sous-groupe dense est dense.

Si f est une fonction définie sur R, à valeur réelles ou complexes, alors l’ensemble des réels

T , noté G(f), tels que, pour tout x réel

f(x+ T ) = f(x)

est un sous-groupe additif de R

Définition 1. On dira qu’une fonction f est périodique, si G(f) n’est pas réduit à 0.

Un élément T non nul de G(f) est une période de f , et l’on dira que f est périodique de période

T ou encore qu’elle est T -périodique. L’ensemble G(f) est alors appelé groupe des périodes de f .

Pour une fonction périodique f, on a donc deux posibilités : ou bien G(f) est dense dans

R, ou bien il est monogéne et engendré par son plus petit élément strictement positif.

Lorsque le groupe G(f)est monogéne, si T est la plus petite période strictement positive de G(f),

on aura

G(f) = TZ;

et on dira que T est la période de f.

9



Les fonctions presque périodiques 10

Remarque 1. 1. Le groupe G(f) est égal à R si, et seulement si, la fonction f est constante ;

2. On peut ramener l’étude des fonctions périodiques à celle des fonctions périodiques de

période 2π. En effet, si f est T -périodique, alors g : x→ f( T
2π
x) est 2π-périodique.

On note C(R) l’ensemble des fonctions continues sur R. Il est clair que l’ensemble des

fonctions continue 2π-périodique est un sous espace de C(R). Une question naturelle est la

suivante : qu’en est il de l’ensemble des fonctions continu périodique sur R ?. La réponse est

négative. En effet, considérons la fonction f définie par f(x) = ei2πx+ei2πωx, où ω est irrationnel.

Elle s’écrit comme somme de deux fonctions périodiques. Supposons qu’il existe τ 6= 0, tel que

pour tout x ∈ R, on ait f(x+ τ)− f(x) = 0. C’est à dire

ei2π(x+τ) + ei2πω(x+τ) − (ei2πx + ei2πωx) = 0

ou de façon équivalente

ei2πx(ei2πτ − 1) + ei2πωx(ei2πτ − 1) = 0,∀x ∈ R.

En posant α = ei2πτ − 1 et β = ei2πωτ − 1, on peut aussi écrire :

αei2πx + βei2πωx = 0,∀x ∈ R

La dernière équation a une solution si α = β = 0. C’est-à-dire que

ei2πτ = ei2πωτ = 1.

On conclut que τ et ωτ sont dans Z, et comme ω est irrationel, donc τ et ωτ ne pouvent

pas être simultanément dans Z. Ce qui est absurde.

En plus du fait que l’ensemble des fonctions continues périodiques sur R n’est pas stable

par rapport aux opérations usuelles, on peut aussi montrer que cet ensemble n’est pas stable

par limite uniforme. Il suffit de considérer la suite de fonctions continues et 2n-périodiques

fn(x) =
n∑
k=1

1

2k
sin2(

πx

2k
)

La série
∑
k≥1

1

2k
sin2(

πx

2k
) est uniformément convergente sur R. Mais sa limite f n’est pas pério-

dique.

Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach. Notons par Cb(R,X) l’espace vectoriel des fonctions

continues bornées sur R à valeur dans l’espace de Banach (X, ‖.‖), que l’on munit de la norme
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uniforme. Dans ce qui suit, on verra comment relaxer la condition de périodicité de façon à

combler les insuffisances citées précédemment.

Motivations et Propriétés élémentaires

L’appartion formelle de la théorie des fonctions presque périodiques remonte aux travaux de

H. Bohr [9] publiés entre 1923 et 1926. Le Mathématicien D. H. Bohr s’interessa au problème

(ouvert depuis les années 1850) de position des zéros de la fonction Zeta de Riemann définie

par

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1

ns
; s ∈ C

Il remarqua que pour s de partie réelle constant, les séries ζ(s) ont un comportement régulier

proche de celui des fonctions périodiques mais restrictif (la somme et le produit de fonctions

presque périodiques est presque périodique, limite uniforme suite de fonction presque périodique

est une fonction presque périodique). Ce ne sont pas des fonctions qui sont presque des fonctions

périodiques, mais ce sont des fonctions qui possèdent de nombreuses presque périodes.

Les fonctions presque périodiques sont, intuitivement, des fonctions f (continues) pour les-

quelles, en choisissant des "périodes" T de plus en plus grandes, on a une périodicité approxi-

mative de plus en plus précise, c’est-à-dire que (pour tout x) l’écart f(x+ T )− f(x) peut être

rendu arbitrairement petit. Mais la définition formelle correspondante, à savoir : quel que soit

ε > 0, il existe un nombre réel non nul T tel que

sup
x∈R
|f(x+ T )− f(x)| < ε,

est en fait insuffisante à capturer cette idée, puisque cette propriété est vérifiée par toutes les

fonctions uniformément continues.

Commençons par introduire un concept qui traduit l’idée intuitive selon laquelle les points d’un

sous-ensemble de R "sont bien dispersés".

1.2 Les différentes définitions des fonctions presque pério-

diques

1.2.1 Critère de Bohr

Définition 2. On dit qu’une partie A de R est relativement dense s’il existe un réel l tel que

tout intervalle de longueur l rencontre A, i.e.,
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∃l > 0, ∀a ∈ R :]a, a+ `[∩A 6= 0.

Exemples 1. 1. L’ensemble Z est relativement dense puisque tout intervalle de longueur 2

contient un élément de Z ;

2. L’ensemble N n’est pas relativement dense puisque tout l > 0, l’intervalle

[−l − 1,−1] ∩ N = ∅

3. Toute sous groupe additif non trivial est relativement dense ;

4. L’ensemble {±
√
n, n ∈ N} est relativement dense. En effet, pour l = 2, un intervalle

de longueur l est de la forme [a, a + 2] pour un certain a ∈ R. Si a ≤ 0 ≤ a + 2, le

problème est résolu. Si 0 ≤ a ≤ a + 2, il existe n ∈ N tel que a2 ≤ n ≤ (a + 2)2 et donc

a ≤
√
n ≤ a+ 2. Le cas où a ≤ a+ 2 ≤ 0 se traite de façon similaire que précédemment ;

5. L’ensemble {±n2, n ∈ N} n’est pas relativement dense. Il existe n ∈ N tel que 2n > l.

L’intervalle [n2+1, n2+`+1] est de longueur l et est strictement contenu dans [n2, (n+1)2].

A présent, nous pouvons énoncer la définition de la presque périodicité de Bohr :

Définition 3. Une fonction continue f : R → X est dite presque périodique au sens de Bohr

si, pour tout ε > 0, l’ensemble

T (f, ε) = {τ ∈ R, sup
x∈R
‖f(x+ τ)− f(x)‖E < ε},

est relativement dense dans R. Autrement dit, pour tout ε > 0, il existe l = lε > 0, tel que

T (f, ε) ∩ [a, a+ l] 6= ∅, ∀a ∈ R

Un nombre réel τ ∈ T (f, ε) est dit ε-presque période ou ε-translation. Le réel positif lε est

dit longueur d’inclusion asocié à ε.

Une fonction, presque périodique et continue,est dite uniformément presque périodique et on

écrit f ∈ AP (R,X) ou bien f est AP (R,X)

Il a y lieu de mentionner que toute fonction continue τ -périodique est presque périodique.

En effet, c’est une conséquence directe du fait que pour tout ε > 0, τZ ⊂ T (f, ε).

Dans ce qui suit, on présentera certaines propriétés élémentaires des fonctions presque pé-

riodiques.

Propriétés de T (f, ε) :
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Lemme 1. i) une fonction continue f est presque-périodique si et seulement si pour tout

ε > 0, T (f, ε) est relativement dense dans R.

ii) Pour tout ε strictement positif T (f, ε) est fermé.

iii) Si τ ∈ T (f, ε) alors −τ ∈ T (f, ε).

iv) Pour tout ε strictement positif T (fa, ε) = T (f, ε) où fa(t) = f(t+ a) avec a ∈ R. C’est

à dire que l’espace des fonctions presque-périodiques AP (X) est stable par translation.

v) Une fonction f : R ∈ X, est uniformément continue si et seulement si pour tout ε > 0 il

existe δ(ε) tel que T (f, ε) ⊃ [−δ, δ] .

vi) T (g ◦f, ε) ⊃ T (f, δε) si g est une fonction continue de R̄f (fermeture de image de f dans

X) dans un espace de Banach Y.

L’espace des fonctions presque-périodiques et à valeurs dans X est noté par AP (X).

Exemples de fonctions presque-périodiques.

Par exemple, une fonction périodique est presque-périodique ; sa période et ses multiples sont

les presque-périodes.

Une fonction presque-périodique est bornée, uniformément continue sur R et elle est à image

relativement compacte dans X.

Exemple :

Toute somme finie de fonctions périodiques à périodes aléatoires dont les rapports sont des

nombres irrationnels.

i) f(x) = sin x+ sin
√

2x

Figure 1.1 –

Nous donnons aussi des exemples de courbes paramétrées avec fonctions périodiques, fonctions
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presque-périodiques : x(t) = sin(t)

y(t) = cos(t)

Figure 1.2 – x(t) = sin(t) + sin
√

2t,

y(t) = cos(t) + cos
√

2t.

Figure 1.3 –
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 x(t) = sin(t) + cos
√

2t,

y(t) = cos(t) + sin
√

2t.

Figure 1.4 –

Nous allons maintenant présenter la propriété d’approximation des fonctions presque pério-

diques au sens de Bohr par des polynômes trigonométriques généralisés.

1.2.2 Critère d’approximation

Définition 4. On appelle polynôme trigonométrique généralisé, toute combinaison de la

forme
n∑
k=1

ak exp(iλkx) avec , ak ∈ X, λk ∈ R etn ∈ N

On note par A l’ensemble de ces polynômes.

Proposition 1. L’ensemble des polynômes trigonométriques généralisé A ⊂ AP (R,X).

Preuve :

Il est clair que les fonctions x 7→ ak exp(iλkx);∀k = 1.n sont continues et périodiques, alors

elles sont presque périodiques.

Comme la somme des fonctions presque périodiques est toujours presque périodique, alors

x 7→
n∑
k=1

ak exp(iλkx) est presque périodique.

Donc A ⊂ AP (R,X).

Définition 5. On dit qu’une fonction continue f : R→ X, possède la propriété d’approximation

polynômiale, si pour tout ε > 0, il existe un polynôme trigonométrique Pε ∈ A tel que
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sup
x∈R
‖f(x)− Pε(x)‖X ≤ ε.

Théorème 1. Une fonction f ∈ AP (R,X). si et seulement si, elle possède la propriété d’ap-

proximation polynômiale.

Preuve

La démonstration de ce théorème est longue et technique, le lecteur intéressé pourra se rapporter

à [11].

Proposition 2. La série uniformément convergente
n∑
k=1

ak exp(iλkx) avec , ak ∈ X, λk ∈ R est

presque périodique.

Preuve

Chaque terme de la série est une fonction presque périodique, alors la somme de n premiers

termes Sn(x) est presque périodique. Par conséquent, la somme S(x) de la série est aussi presque

périodique, (limite uniforme de Sn(x)). �

La définition des fonctions presque périodiques au sens de Bohr est parfois peu maniable.

Il est important de chercher des propriétés moins intuitives, mais plus utilisables, des fonctions

presque périodiques, qui puissent en constituer une nouvelle définition basée sur une propriété

topologique des fonctions translatées.

Par la suite, entre les années 1920 et les années 1930, la théorie de Bohr s’est considérable-

ment developpée. S. Bochner [8] a étendu cette notion au cas de fonctions à valeurs dans un

espace (abstrait) de Banach. Il y a aussi V.V. Stepanov, H.Weil et A. Besicovitch qui ont défini

la presque périodicité pour des fonctions non continues. Il faut aussi mentionner les nom de J.

Favard, J. Von Newmann et N.N. Bogolyubov qui ont beaucoup contribué au dévelopement de

cette théorie.

1.2.3 Critère de Bochner

Beaucoup de résultats sur la presque périodicité des solutions de plusieurs classe d’équations

différentielles ont été obtenus juste aprés l’appartion de la théorie. Dés les années 20, Bohr

et Neugebauer ont montré, en utilisant la définition, que les solutions bornées du systéme

d’équations

x′ = Ax+ f(t) (1.1)
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sont presque périodiques si la fonction f est presque périodique et l’application linéaire A ne

dépend pas de t. Dans le cas où A est presque périodique, Bochner (dans son article de 1933) a

établi l’existence de solutions presque périodiques pour l’équation 1.1 en utilisant la normalité

de la solution, notion équivalente à la presque périodicité au sens de Bohr.

Définition 6. (presque périodicité au sens de Bochner) Une fonction f est presque périodique

au sens de Bochner si et seulement si elle est normale, c-à-d si de toute suite (s′n) de R, on

peut extraire une sous suite (sn) telle que f(t+ sn) converge uniformement par rapport à t, ce

qui est équivaut à dire que l’ensemble des fonctions translatées {f(t + .), t ∈ R est précompact

pour la topolgie de la convergence uniforme.

La définition de Bochner donne un moyen plus efficace pour vérifier les propriétés algébriques

et topologiques des fonctions presque périodiques. Mais elle est moins efficace pour trouver des

solutions presque périodiques d’équations d’évolution d’une manière générale.

En 1962, Bochner a donné, dans son article "A new approch to Almost periodicity" [8],

une autre caractérisation, dite critère de suites doubles de Bochner des fonctions presque pé-

riodiques.

Définition 7. (critère de suite double de Bochner)

On dit que f est Bochner-presque périodique ssi ∀{α′n}, {β′n} ∈ R, il existe deux sous suites

{αn} = {α′mn}, {βn} = {β′mn} de même indices telles que

lim
s→∞

lim
r→∞

f(αr + βs + t) = lim
n→∞

f(αn + βn + t), (1.2)

existent ponctuellement par rapport à t.

Une propriété cruciale du critère de suites doubles de Bochner est que les limites de 1.2

existent par rapport aux trois modes de convergences : ponctuelle, uniforme sur intervalles

compacts et uniformes sur R. Ce critère remarquable permet donc d’établir la convergence uni-

forme en vérifiant la convergence simple. Ce critère a été trés exploité pour trouver des solutions

presque périodiques par Bochner lui même, J. Favard et C. Tudor [34] et ses collaborateurs.

Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1) X est Bochner-presque périodique.

2) X est vérifié le critère de suites doubles de Bochner.

3) X est presque périodique dans le sens de Bohr si I = R, ou asymptotiquement presque

périodique dans le sens de Bochner si I = R+.
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1.3 Propriétés des fonctions Bohr-presque périodiques

Si f et g sont deux fonctions presque périodiques, alors les fonctions f + g et fg le sont

aussi ; contrairement aux apparences, ce résultat n’est pas trivial, comme on peut le voir dans

(exemple de Besicovitch). D’autre propriétés des fonctions Bohr-presque périodiques sont cités

ci-dessous :

Proposition 3. Si f est une fonction continue presque périodique, alors f est bornée et uni-

formément continue.

Preuve. Dans cette preuve, on a deux points à démontrer :

1. La bornitude de f :

Supposons que f ∈ AP (R,X). Pour ε = 1, on notera l1 le réel positif correspond.

Comme f est continue sur le compact [0, l1], elle est bornée sur [0, l1], c’est à dire,

∃M > 0, sup
x∈[0,l1]

‖f(x)‖ ≤M.

Soit τ ∈ [−x,−x+ l1] un ε-presque période associé à f.

∀x ∈ R, ‖f(x+ τ)− f(x)‖ < 1

Il vient que pour tout x ∈ R.

‖f(x)‖ = ‖f(x)− f(x+ τ) + f(x+ τ)‖,

≤ ‖f(x)− f(x+ τ)‖+ ‖f(x+ τ)‖,

≤ M + 1

Donc f est bornée.

2. La continuité uniforme de f :

Soit ε > 0 et l = lε la longueur d’inclusion associé. Comme f est uniformément continue

sur [−1, 1 + l], alors il existe 0 < δ(ε) < 1 tel que,

∀x, y ∈ [−1, 1 + l]; |x− y| < δ(ε)⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε.

D’autre part, si τ ∈ [−x,−x+ l] est un ε-presque période, on a

‖f(x+ τ)− f(x)‖ ≤ ε.
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D’où pour tout x, y ∈ R avec |x− y| < δ(ε),

‖f(x)− f(y)‖ = ‖f(x) + f(x+ τ)− f(x+ τ)− f(y + τ) + f(y + τ)− f(y)‖,

≤ ‖f(x)− f(x+ τ)‖+ ‖f(x+ τ)− f(y + τ)‖+ ‖f(y + τ)− f(y)‖,

≤ ε+ ε+ ε = 3ε

Donc f est uniformément continue sur R.

Proposition 4. Soit f une fonction continue presque périodique, l’ensemble {f(x);x ∈ R} est

relativement compact dans X.

Démonstration Un ensemble E ⊂ X est dit relativement compact, si pour toute suite dans

E, on peut extraire une sous-suite convergente dans E.

Dans un espace de Banach, la compacité relative coïncide avec la précompacité. Il suffit de

montrè que pour toute ε > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon ε dans X, telles que

leur réunion couvre l’ensemble {f(x);x ∈ R}.

Soit ε > 0 et l = lε la longueur d’inclusion associé à f. Comme f est continue sur le compacte

[0, l], on déduit alors que l’ensemble {f(x);x ∈ [0, l]} est un compact dans X.

On prend x1, x2, ..., xn, les centres des boules qui couvrent {f(x);x ∈ [0, l]}. Soit t ∈ R et τ

(ε- translation) dans l’intervalle [−t,−t+ l].

Comme t+ τ ∈ [0, l], il existe un entier p dans {1, 2, ..., n} tel que f(x+ τ) ∈ b(xp, ε), avec

b(xp, ε) : boule de centre xp et de rayon ε, donc

‖f(x)− xp‖ ≤ ‖f(x)− f(x+ τ)‖+ ‖f(x+ τ)− xp‖ < 2ε = ε′,

par conséquent

{f(x);x ∈ R} =
n⋃
p=1

b(xp, ε
′).

�

Proposition 5. L’espace AP (R;X) a une structure d’espace vectoriel, c’est à dire :

1. Si f ∈ AP (R;X) , alors αf ∈ AP (R;X) pour tout réel αf :

2. Si f, g ∈ AP (R;X) , alors f + g ∈ AP (R;X) .

Preuve
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1. Soit f une fonction presque périodique, montrons que αf est presque périodique. On a

f est presque périodique c’est à dire ∀ε > 0 ; il existe `ε > 0 tel que tout intervalle de

longueur `ε contient un nombre T satisfaisant

∀x ∈ R, ‖f(x+ T )− f(x)‖X < ε.

On a ∀x ∈ R,∀α ∈ R

‖αf(x+ T )− αf(x)‖X = |α|‖f(x+ T )− αf(x)‖X

≤ |α|ε = ε′.

D’où ∀ε′ > 0, il existe `ε′ = `ε,∀x ∈ R,

‖αf(x+ T )− αf(x)‖X ≤ ε′.

Donc αf ∈ AP (R;X)

2. Soit f, g ∈ AP (R;X) c’est à dire ∀ε > 0 ; il existe deux polynômes trigonométriques P et

Q tels que

sup
x∈R
‖f(x)− P (x)‖ ≤ ε et sup

x∈R
‖g(x)−Q(x)‖ ≤ ε.

Avec l’inégalité triangulaire, nous avons pour tout x ∈ R

‖(f + g)− (P +Q)‖ ≤ ‖f − P‖+ ‖g −Q‖

≤ 2ε,

qui nous confirme la presque périodicité de la fonction f + g.

Proposition 6. Soit f ∈ AP (R,R) avec f 6= 0 ; alors f 2 l’est aussi.

Preuve Soit f ∈ AP (R,R) c’est à dire ∀ε > 0, il existe `ε > 0 tel que tout intervalle de

longueur `ε contient un nombre T satisfaisant

∀x ∈ R, |f(x+ T )− f(x)| < ε

2|f(x)|
On a

|f 2(x+ T )− f 2(x)| = |(f(x+ T )− f(x))(f(x+ T )− f(x))|

≤ |f(x)||f(x+ T )− f(x)|

≤ ≤ ε

2|f(x)|
2|f(x)|

≤ ε.

Donc f 2 est presque périodique.



Les fonctions presque périodiques 21

Proposition 7. Soit f ∈ AP (R,X), si g ∈ L1(R) alors (f ∗ g) ∈ AP (R,X).

Preuve Soit f ∈ AP (R,X) donc f est continue et comme g ∈ L1(R) , alors la fonction

(f ∗ g) est continue. On a pour tout y ∈ R

‖(f ∗ g)‖ ≤ ‖f‖∞‖g‖L1(R).

On suppose que g 6= 0 car si ‖g‖L1(R) = 0 alors f ∗ g = 0 et donc (f ∗ g) ∈ AP (R,X).

On a f ∈ AP (R,X) c’est à dire ∀ε > 0, il existe `ε > 0 tel que tout intervalle [α, α+`ε] contient

un nombre τ vérifiant

‖f(x+ τ)− f(x)‖X ≤
ε

‖g‖L1(R)

.

Posons x = y − t ∈ R

‖f(y − t+ τ)− f(y − t)‖X ≤
ε

‖g‖L1(R)

.

On obtient,

(f ∗ g)(x+ τ)− (f ∗ g)(y) =

∫
R
g(x)f(y + τ − x)−

∫
R
g(x)f(y − x)dx

=

∫
R
(f(y + τ − x)− f(y − x))g(x)dx,

alors

‖(f ∗ g)(x+ τ)− (f ∗ g)(y)‖X = ‖f(y + τ − x)− f(y − x)‖X|g‖L1(R)

≤ ε

|g‖L1(R)

|g‖L1(R)

≤ ε.

�

1.4 Presque périodicité des fonctions à un paramètre

Pour étudier la presque périodicité des solutions des équations différentielles de type

x′ = f(t, x) (1.3)

il est indispensable d’imposer la presque périodicité de la fonction f(t,x) uniformement par

rapport à x dans les compacts, sinon la fonction composée f(t, φ(t)) (où φ est une solution de

l’équation (1.3) n’est pas presque périodique en général). Par exemple, la fonction f(t, x) =

sin(tx) est presque périodique pour chaque x par contre la fonction composée f(t, sin(t)) =

sin(t sin(t)) n’est pas presque périodique.
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Définition 8. On dit qu’une fonction continue f est presque périodique en t et uniformèment

en x ∈ B avec B un sous ensemble borné de X.

Si pour tout ε > 0, il existe `ε > 0 tel que tout intervalle de longueur `ε contient un nombre

τ vérifiant

‖f(t+ τ, x)− f(t, x)‖ ≤ ε,∀t ∈ R,∀x ∈ B.

Théorème 2. Soit

f : R× X → X

(t, x) → f(t, x)

une fonction presque périodique en t ∈ R et uniformément en x ∈ B avec B ⊂ X.

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ `‖x− y‖, ∀x, y ∈ X et t ∈ R.

Si g : R→ X est une fonction presque périodique, alors la fonction

Γ : R → X

t → Γ(t) = f(t, g(t))

est aussi une fonction presque périodique.

Preuve On a g ∈ AP (R,X) c’est-à-dire ∀ε > 0, il existe `ε > 0 tel que tout intervalle

[α, α + `ε], α ∈ R contient un nombre T vérifiant

‖g(x+ T )− g(x)‖X ≤
ε

2`
,∀t ∈ R. (1.4)

On a,

‖Γ(t+ τ)− Γ(t)‖ = ‖f(t+ τ), g(t+ τ)− f(t, g(t))‖X

≤ ‖f(t+ τ), g(t+ τ)− f(t+ τ, g(t))‖X + ‖f(t+ τ), g(t+ τ)− f(t, g(t))‖X

≤ `‖g(t+ τ)− g(t)‖X + ‖f(t+ τ), g(t+ τ)− f(t, g(t))‖X

Comme f est presque périodique, alors ∀ε > 0, il existe `ε > 0 tel que tout intervalle de longueur

`ε contient un nombre τ vérifiant

sup
t∈R
‖f(t+ τ), g(t+ τ)− f(t, g(t))‖X ≤

ε

2
. (1.5)

En combinant les inégalités 1.4 et 1.5, on obtient

sup
t∈R
‖Γ(t+ τ)− Γ(t)‖ = sup

t∈R
‖f(t+ τ), g(t+ τ)− f(t, g(t))‖X ≤ ε.

Par conséquent Γ : t 7→ f(t, g(t)) est presque périodique. �
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1.5 Presque périodicité asymptotique au sens de Bohr

La notion de fonctions asymptotiquement presque périodiques a été introduite pour la pre-

mière fois par Fréchet [19], elle concerne les fonctions continues définies sur R+ et qui ont un

comportement presque périodique a partir d’un certain rang.

Définition 9. Une fonction f définie et continue sur la demi-droite R+ est dite asympto-

tiquement presque périodique si pour tout ε > 0, il existe un nombre réel ` = `(ε) > 0 et

T = T (ε) ≥ 0, tel que tout intervalle de `ongueur ` de R contient au moins un point τ , qui

vérifié

sup
t≥T
|f(t+ τ)− f(t)| < ε pour tout t ≥ T avec t+ τ ≥ T

1.6 Presque périodicité des fonctions aléatoires

Plusieurs phénomènes naturels où dus à l’hommme (comme le climat, la pollution, des

phénomènes neurophysiologiques, etc) mathématiquement modélisables, sont aléatoires et sont

régis par des équations différentielles stochastiques.

Le premier qui à introduit le concept de fonctions aléatoires presque périodique est E. Slutsky[32],

il a étudié dans son papier de 1938, la presque périodicité des trajectoire d’un processus sto-

chastique stationnaire. La théorie des fonctions aléatoires presque périodiques a connu un grand

développement durant les années 1980 et les années 1990.

1.6.1 Presque périodicité des trajectoires

T. Kawata [23] a étudié le concept d’uniforme presque périodicité des trajectoires et R. J.

Swift [33] a obtenu, en utilisant les résultats de Kawata, quelques conditions suffisantes pour

qu’un processus stochastique harmonisable soit presque périodique.

1.6.2 Presque périodicité en loi

Le cas des fonctions presque périodiques à valeurs dans l’espace Polonais P(Rd) de toutes

les mesures de probabilités sur l’espace Euclidien Rd a été introduit par Morozan et Tudor [28],

ce qui leur a permis de définir le concept de presque périodicité en loi unidimensionnelle de C.

Tudor [34] d’un processus stochastique.
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Définition 10. Un processus stochastique {X(t)}t∈R à valeurs dans un espace Polonais E est

dit presque périodique en loi unidimensionnelle (APOD) si l’appplication

µt :

 R → P(E)

t 7→ µt

est presque périodique, où µt est la loi de (X(t)).

APOD= Almost periodic one-dimentional distributions.

Définition 11. Un processus stochastique {X(t)}t∈R à valeurs dans un espace Polonais E est

dit presque périodique en loi finidimensionnelle (APFD) si, pour tout n ∈ N et l’application

µt1,...,tnt :

 R → P(En)

t 7→ µt1,...,tnt

est presque périodique, où µt1,...,tnt est la loi de (X(t+ t1), ..., X(t+ tn)).

APFD= Almost periodic finite-dimentionale distributions.

Définition 12. La presque périodicité en loi infinidimensionnelle (APD) d’un processus sto-

chastique continu {X(t)}t∈R est caractérisée par la presque périodicité de l’application

µ̃t :

 R → P(Ck)

t 7→ µ̃t

où µ̃t est la loi de X̃(t) := X(t + .)(Ck = C(R,E), l’espace des fonctions continues muni de la

topologie de la convergence uniforme sur les compacts de R).

APD= Almost periodic distributions .

Plusieur résultats de C .Tudor et ses collaborateur ont été obtenus grâce à une métrique no-

tée dBL, définie sur l’espace de probabilités P(E), compatible avec la topologie de la convergence

étroite et complète. Cette distance est définie par :

|f |L = sup{f(x)− f(y)

dE(x, y)
;x 6= y}, |f |∞ = sup

x∈E
|f(x)|.

et |f |BL = max{|f |∞, |f |L}.

pour µ, ν ∈ P(E),

dBL(µ, ν) = sup
|f |BL≤1

∣∣ ∫
E
fd(µ− ν)

∣∣
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où f ∈ Cb(E), (Cb(E) est l’espace de Banach des fonctions continues bornées définie sur E à

valeur dans R. La plus part de nos résultat sont obtenus grâce à cette métrique.

Dans le cas général des fonctions à valeurs dans l’espace des mesure (signées), une étude

exhaustive a été réalisée par I. Danilov ([12],[13],[14])

Dans le même sens, Gladyshev [20] a introduit la presque périodicité corrélée d’un processus

stochastique et Hurd [22] la presque périodicité unitaire. Dans [34], C.Tudor a fait une étude

comparative entre ces différentes notions de presque périodicité.

1.6.3 Presque périodicité en probabilité

Le concept de la presque périodicité en probabilité à été initialement introduit pour la

permière fois par O. Onicescu et V. Istratescu [29].

Définition 13. On dit que le processus X est Bohr-presque périodique en probabilité si pour

tout ε > 0 et η > 0, il existe l = l(ε, η) > 0 tels que pour tout intervalle de longueur ` il existe

τ pour lequel

P{dE(X(t+ τ), X(t)) > η} ≤ ε, pour tout t ∈ R.

Définition 14. On dit que le processus X est asymptotiquement Bohr-presque périodique en

probabilité si pour tout ε > 0 et η > 0 il existe l(ε, η) > 0 et T = T (ε, η) tels que pour tout

intervalle de `ongueur ` il existe τ pour lequel

P{dE(X(t+ τ), X(t)) > η} ≤ ε, pour tout t ≥ T, t+ τ ≥ T.

Precupanu [30] a démontré que la plupart des propriétés de base des fonctions presque

périodiques restent vraies dans le cas des processus à valeur réelles presque périodiques en

probabilité.

On peut aussi définir la presque périodicité en probabilité au sens de Bochner d’un processus

stochastique X par la relative compacité de l’ensemble {X̃(t), t ∈ I} par rapport à la topologie

de la convergence uniforme en probabilité, ce qui revient à dire que X satisfait le critére de

suite double de Bochner pour la convergence en probabilité.

Plusieurs résultats sur l’étude des solutions stationnaires, périodiques ou presque pério-

diques, des équations différentielles stochastiques ont été établis. Dorogoytsev [17] et Morozan

([26],[27]) ont étudié la périodicité des solutions des équations différentielles stochastiques af-

fines (en dimension finie et infinie), la presque périodicité à été obtenue par Morozan, Halanay
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et Tudor [21]. Concernant la presque périodicité en loi unidimensionnelle (APOD) des solutions

des équations différentielles stochastiques affines, elle a été obtenu par Morozan et Tudor[28].

Tudor et Da Prato [15] ont prouvé sous la condition de dissipativité l’éxistence des solutions

presque périodiques en loi infinidimensionnelle (APD) des équations différentielles stochastiques

semi-linéaires (en particulier les équation affines) sur les espace de Hilbert.

1.7 Processus presque périodiques en moyenne d’ordre p

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, pour p ≥ 2 l’espaces Lp(Ω;X) est un espace de

Banach quand il est muni avec sa norme ‖.‖Lp(Ω;X).

Définition 15. Un processus stochastique X : R→ Lp(Ω;X) est dit continue si

lim
t→s

E‖X(t)−X(s)‖p = 0

Définition 16. Un processus stochastique X : R→ Lp(Ω;X) est dit stochastiquement borné si

lim
N→∞

sup
t∈R

P{‖X(t)‖ > N} = 0

Définition 17. Un processus stochastique continu X : R→ Lp(Ω;X) est dit presque périodique

en moyenne p si pour chaque ε > 0 il existe T0(ε) > 0 tel que chaque intervalle de longueur

T0(ε) contient un certain nombre τ vérifié :

sup
t∈R

E‖X(t+ τ)−X(t)‖p < ε

Le processus stochastique continu X qui est presque périodique en moyenne d’ordre 2 appelé

presque périodique en moyenne quadratique.

Comme pour les fonctions périodiques classiques, le nombre τ sera appellée ε-translation de X.

L’ensemble de tous les processus presque périodiques X : R→ Lp(Ω;X) sera noté AP(R;Lp(Ω;X).

Le lemme suivant donne certaines propriétés de processus presque périodiques en moyenne p.

Lemme 2. Si X appartient à AP(R;Lp(Ω;X), alors

(1) L’application t→ E‖X(t)‖p est uniformément continue ;

(2) Il existe une constante M > 0 tel que E‖X(t)‖p, pour chaque t ∈ R ;

(3) X est stochastiquement bornée.
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Preuve Les preuves (1) et (2) ne sont pas difficiles, pour montrer (3) on utilise l’inégalité

de Tchebychev et la propriété (2) du lemme précédant et on obtient

sup
t∈R

P{‖X(t)‖N} ≤ 1

NP
sup
t∈R

E‖X(t)‖p ≤ M

NP
;

donc lim
N→∞

sup
t∈R

P{‖X(t)‖ > N} = 0

Définition 18. Une fonction F : R×Lp(Ω;X) avec AP(R;Lp(Ω;X) est l’espace des processus

presque périodiques en moyenne p muni avec la norme ‖.‖∞ est un espace de Banach.

Soit (X1, ‖ · ‖1) et (X2, ‖ · ‖2) sont des espaces de Banach et soient Lp(Ω;X1),ses espaces-Lp

respectivement.

Définition 19. Une fonction F : R×Lp(Ω;X1)→ Lp(Ω;X2)→ F (t, Y ), qui est conjointement

continue est appelée presque périodique en moyenne d’ordre p en t ∈ R uniformément en Y ∈ K

où K ∈ Lp(Ω;X1) est un compact si ∀ε > 0, il existe T0(ε) > 0 tel que chaque intervalle de

longueur T0(ε) > 0 contient un certain nombre τ vérifie :

supt∈R E‖F (t+ τ, Y )− F (t, Y )‖p2

pour chaque processus stochastique Y : R→ K.

1.7.1 Composition du processus presque périodiques en moyenne d’ordre

p

Nous avons les résultats de composition suivants :

Théorème 3. Soit F : R × Lp(Ω;X1) → Lp(Ω;X2), (t, Y ) → F (t, Y ) un processus presque

périodique en moyenne p en t ∈ R uniformément en Y ∈ K, où K ⊂ Lp(Ω;X1) est un compacte.

On suppose que F est uniformément continue et bornée dans le sous espace K ′ ⊂ Lp(Ω;X1)

dans le sens suivant : pour tout ε > 0 il existe δε > 0 tels que (X, Y ) ∈ K ′ ⊂ Lp(Ω;X1) et

E‖X − Y ‖1 < δε, alors

E‖F (t, Y )− F (t, Z)‖p2 < ε ∀t ∈ R

pour tous Y, Z ∈ Lp(Ω;X1) et pour chaque t ∈ R, alors pour tout processus presque périodique

en moyenne d’ordre p f : R → Lp(Ω;X1) le processus stochastique t → F (t;φ(t)) est aussi

presque périodique.
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Preuve Puisque φ : R→ Lp(Ω;X1) est presque périodique alorss :

E‖φ(t+ τ)− φ(t)‖p1 < ε ∀t ∈ R (1.6)

On a aussi que φ : R → Lp(Ω;X1) est borné et que supt∈R E‖φ(t)‖p1 < ∞. Soit k′′ ⊂ Lp(Ω;E1)

un sous ensemble borné tel que φ(t) ∈ K ′′ pour tout t ∈ R. Maintenant

E‖F (t+τ, φ(t+τ))−F (t, φ(t))‖p2 ≤ 2P−1E‖Ft+τ, φ(t+τ))−F (t+τ, φ(t))‖p2 +2p−1E‖F (t, φ(t+

τ))− F (t, φ(t))‖p2.

Tenant compte de l’équation 1.6 (prendre δε = ε) et en utilisant la continuité uniforme de

F sur un sous espace borné de Lp(Ω;X1) on a :

sup
t∈R

E‖F (t, φ(t+ τ))− F (t, φ(t))‖p2 <
ε

2p
. (1.7)

Par l’utilisation de presque périodicité de F on a :

sup
t∈R

E‖F (t, φ(t+ τ))− F (t, φ(t+ τ))‖p2 <
ε

2p
. (1.8)

A partir de 1.7 et 1.8 on obtient :

sup
t∈R

E‖F (t+ τ, φ(t+ τ))− F (t, φ(t))‖p2 < ε. (1.9)

Donc le processus t→ F (t, φ(t)) est presque périodique en moyenne P . �



Chapitre 2

Presque-périodicité au sens de Bochner

pour les processus stochastiques

Depuis la création de la théorie de presque périodicité par H. Bohr dans les années 1920,

de nombreux concepts de la presque périodicité se sont révélés utiles, en particulier ceux de

Stepanov, Besicovitch et Weyl. Dans le contexte des processus stochastiques, chacune de ces

notions donne lieu à plusieurs définitions possibles tels que : presque-périodicité en distribution,

en probabilité, en moyenne quadratique, presque sûr etc. Bochner-presque périodicité coïncide

avec Bohr-presque périodicité lorsque le temps d’intervalle I est la ligne entière R [7], mais cela

ne revient qu’une presque périodicité asymptotique au sens de Bohr quand I = [0,+∞). Il a

l’avantage par rapport à la définition de Bohr qu’il ne dépend pas de la structure uniforme de

l’espace d’état mais seulement de sa topologie (voir la remarque 2 dans ce chapitre).

Notation et terminologie

Dans tout ce qui suit, on nous donne :

- un espace topologique séparable complètement régulier E (l’espace d’état), par ex. E est un

espace métrisable séparable,

- un intervalle I, qui est R ou R+ (intervalle de temps),

- un espace de probabilité (Ω,F ,P),

- un processus stochastique continu X sur E défini sur Ω× I.

Nous utilisons les notations suivantes :

- Nous notons C(I;E) l’espace des fonctions continues de I dans E.

- L’espace des trajectoires du processus X est l’espace des fonctions continues de I dans E,

qui est induit avec la topologie de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compacts

29
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de I et que nous désignons par Ck = Ck(I;E). La définition de Ck semble dépendre du choix

d’une uniformité sur E (par exemple, d’une métrique dans le cas métrisable), mais en réalité la

topologie de Ck est indépendante de ce choix, voir ([18], Théorème 8.2.6).

- Pour tout espace uniforme F, on dénote Cu(I; F) l’espace des fonctions continues de I dans F

muni de la topologie de la convergence uniforme sur I.

- Pour toute fonction x : I → E, et pour tout t ∈ I, x̃(t) est l’application de translation

x(t+ .) : I→ E, s→ x(t+ s).

- Pour tout espace topologique F, on note P(Ck) l’espace des probabilités de Radon sur F muni

de la topologie de convergence faible, qui est la topologie la plus grossière de sorte que les

applications µ→ µ(f) sont continues pour toute les fonctions continues borné f : F→ R.

- Nous désignons par la loi (U) la loi d’une variable aléatoire U. La loi du processus X est la loi

de la variable aléatoire X = X̃(0) à valeur dans Ck.

Comme nous nous concentrons principalement sur l’étude de Bochner-presque périodicité

pour les processus stochastiques, par défaut, dans ce chapitre, «presque périodique» signifie

«Bochner-presque périodique».

2.1 Le cas des espaces métrisables

Dans cette section, E est un espace polonais, c’est-à-dire E est séparable et sa topologie

peut être définie par une distance dE telle que (E, dE) soit complèt.

Avant de donner les différentes définitions de presque-périodicité pour les processus stochas-

tiques, rappelons les définitions correspondantes pour les fonctions déterministes.

2.1.1 Presque-périodicité dans le cas déterministe

Soit dE une distance sur E qui est compatible avec la topologie de E, et soit x : I→ (E; dE)

est une fonction continue.

On dit que x est Bochner-presque périodique si l’ensemble {x̃(t), t ∈ I} = {x(t+ .), t ∈ I}

est totalement bornée dans l’espace Cu(I,E).

Définition 20. On dit que x est Bohr-presque périodique si pour tout ε > 0, il existe l(ε) > 0

tel que tout intervalle de longueur l(ε) contient au moins un ε-presque-période, c’est-à-dire, un

nombre τ pour lequel
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dE(x(t+ τ), x(t)) ≤ ε, pour tout t ∈ I = R.

Définition 21. On dit que x est asymptotiquement Bohr-presque périodique si pour tout ε > 0,

il existe l(ε) > 0 et T = T (ε) ≥ 0 tel que tout intervalle de longueur l(ε) contient au moins un

ε-presque-période pour lequel

dE(x(t+ τ), x(t)) ≤ ε, pour tout t ≥ T tel que t+ τ ≥ T.

Dans le premier cas (Bohr-presque périodicité), on dit que l’ensemble de ε-périodes de

x est relativement dense dans I. Si E est un espace vectoriel, une fonction x : R → E est

asymptotiquement Bohr-presque périodique ssi il a la forme x = y + z, où y est Bohr-presque

périodique et z est une fonction continue avec lim±∞ z = 0.

Les énoncés suivants sont équivalents (voir [8], [15] et le corollaire 5)

1. x est Bochner-presque périodique.

2. x vérifié le critère de suite double de Bochner, c’est-à-dire, pour chaque paire de suite

(α′n) et (β′n) dans I, il existe des sous-suite (αn) ⊂ (α′n) et (βn) ⊂ (β′n) respectivement

avec les mêmes indices tels que, pour tout t ∈ I, les limites

limn→∞limm→∞x(t+ αn + βm) et limn→∞x(t+ αn + βn), (2.1)

existent et sont égales.

3. x est presque périodique au sens de Bohr si I = R, ou presque périodique asymptotique-

ment au sens de Bohr si I = R+.

Remarque 2. 1. Le critère de suite double de Bochner montre que la presque périodicité de

Bochner est topologique, c’est-à-dire, qu’elle ne dépend pas du choix de dE, à condition

que dE soit compatible avec la topologie de E.

2. Une propriété marquante du critère de suite double de Bochner est que les limites de 2.1

existent dans n’importe quel trois modes de convergences : point par point, uniforme sur

des intervalles compacts et uniforme sur I (par rapport à dE). Ce critère a donc l’avantage

de permettre d’établir une convergence uniforme par convergence simple.

3. La presque périodicité asymptotique au sens de Bohr est strictement plus faible que la

presque périodicité au sens de Bohr.
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2.1.2 Presque-périodicité et presque périodicité asymptotique au sens

de distribution

Selon la terminologie de Tudor [34], on a les définitions suivantes :

Définition 22. On dit que X est Bochner-presque périodique en distribution, APD en abrégé,

si l’application t→ loi (X̃(t)), I→ P(Ck) est Bochner-presque périodique.

Définition 23. On dit que X est Bohr-presque périodique en distribution si l’application t →

loi (X̃(t)), I→ P(Ck) est Bohr-presque périodique en distribution.

Définition 24. On dit que X est asymptotiquement Bohr-presque périodique en distribution

si l’application t → loi (X̃(t)), I → P(Ck) est asymptotiquement Bohr- presque périodique en

distribution.

Voir d’autres définitions de la périodicité en distribution, voir ([1], [28],[34]) : par exemple,

nous disons que X a des distributions dimensionnelles finies presque périodiques (APFD en

abrégé), si pour toutes les suites finies (t1, ..., tn) dans I, l’application t 7→ loi (X(t1+t), ...,X(tn+

t)) est presque périodique. De même, si l’application t→ loi (X(t)) est presque périodique, nous

disons que X a des distributions unidimensionnelles presque-périodiques (APOD en abrégé).

Bochner-presque périodicité en distribution telle que définie est prouvée pour certaines so-

lutions des équations différentielles stochastiques dans ([28], [35], [1], [15]).

Proposition 8. Si X est APD alors presque toutes ses trajectoires sont uniformément continues

sur I.

preuve Supposons que X soit presque périodique en distribution, alors la famille (X̃(r))r∈I

est faible dans CK. Par ([6], Théorème 7.3) ou ([35], Théorème 4), cela implique que pour chaque

intervalle [a, b] ⊂ I, pour tout ε > 0 et pour tout η > 0, il existe δ > 0 tel que

P{ sup
|t−s|<δ
t,s∈[a,b]

dE(X̃(r)(t), X̃(r)(s) > η} < ε

pour tout r ∈ I. En équivalence

P{ sup
|t−s|<δ
t,s∈[a,b]

dE(X(r + t),X(r + s)) > η} < ε
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pour tout r ∈ I. Donc

P{ sup
|t−s|<δ

dE(X(t),X(s)) > η} < ε.

En particulier, pour chaque n ∈ N∗, il existe δn > 0 tel que

P{ sup
|t−s|<δn

dE(X(t),X(s)) >
1

n
} < 1

n
.

Soit

Ωn = { sup
|t−s|<δn

dE(X(t),X(s)) ≤ 1

n
} et Ω0 = lim

n
sup Ωn.

pour chaque ω ∈ Ω0, l’application t 7→ X(t)(ω) est uniformément continue. De plus nous avons

P(Ωn) ≥ 1− 1
n
, donc P(Ω0) = 1 puisque P(lim sup Ωn) ≥ lim sup P(Ωn). �

Corollaire 1. Si les trajectoires de X sont uniformément continues, les propriétés suivantes

sont équivalentes :

(1) X est APFD.

(2) X est APD.

Avant de donner la preuve du corollaire 1, nous rappelons la définition suivante : Pour f ∈

Cb(E), (où Cb(E) est l’espace de Banach de fonctions continues et bornées défini sur E),

|f |L = sup{f(x)−f(y)
dE(x,y)

;x 6= y}, |f |∞ = sup
x∈E
|f(x)|.

et |f |BL = max{|f |∞, |f |L}.

Pour µ, ν ∈ P(E), nous définissons

dBL(µ, ν) = sup
|f |BL≤1

∫
E
fd(µ− ν).

La métrique dBL sur P(E) est complète et compatible avec la topologie de la convergence faible.

Preuve de corrollaire

Clairement (2)⇒ (1). Supposons que X est APFD. Soit (α′n) et(β′n) deux suite dans I et pour

t1, t2, ..., tk, t ∈ I défini (en utilisant les notations de [34]).

µt1,...,tkt :=loi((X(t1 + t), ...,X(tk + t)))

Par une procédure diagonale on peut trouver des sous-suite (αn) ⊂ (α′n) et (βn) ⊂ (β′n) avec

les mêmes indices que pour tout k ≥ 1, pour tout q1, q2, ..., qk ∈ Q ∩ I (où Q est l’ensemble des

nombres rationnels), et pour tout t ∈ I, les limites.
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lim
n
µq1,...,qkt+αn+βn

et lim
n

lim
m
µq1,...,qkt+αn+βm

existent et sont égaux. Nous avons, pour tout t1, t2, ..., tk, t ∈ I, et pour tout q1, q2, ..., qk ∈ Q∩I.

dBL(µq1,...,qkt+αn+βn
, µt1,...,tkt+αn+βn

) = sup
‖f‖BL≤1

∫
Ek
fd(µq1,...,qkt+αn+βn

− µt1,...,tkt+αn+βn
)

≤
∫

Ω

dEk [(X(q1 + t+ αn + βn), ...,X(qk + t+ αn + βn)),

(X(t1 + t+ αn + βn), ...,X(tk + t+ αn + βn))]dP.

Ainsi, par continuité uniforme des trajectoires de X, si (q1, ..., qk)→ (t1, ..., tk), alors

dBL(µq1,...,qkt+αn+βn
, µt1,...,tkt+αn+βn

)→ 0

uniformément par rapport à t ∈ I et n ≥ 0. Par un résultat classique sur l’inversion des limites,

on déduit que pour tout k ≥ 1 et t1, ..., tk, t ∈ I, les limites

lim
n
µt1,...,tkt+αn+βn

et lim
n

lim
m
µt1,...,tkt+αn+βm

existe et sont égaux. Par conséquent, pour montrer que les limites

lim
n

loi (X̃(t+ αn + βn)) et lim
n

lim
m

loi (X̃(t+ αn + βn))

existent et sont égaux, il suffit de prouver que (X̃(t))t∈I est serré dans CK . Puisque les trajectoires

de X sont uniformément continues, on peut trouver pour chaque ω ∈ Ω et pour tout η > 0, un

nombre δ(ω) > 0, tel que, pour tout t, s ∈ I,

sup
|t−s|<δ(ω)

dE(X(t)(ω),X(t)(ω)) < η. (2.2)

Pour chaque ε > 0, il existe δε > 0 tel que

P{δ > δε} > 1− ε. (2.3)

En effet, supposons que (2.6) soit faux, alors il existe ε0 > 0 tel que pour tout δ∗ > 0, on a

P{δ ≤ δ∗} > ε0. En particulier, pour chaque m ∈ N,P{δ ≤ 1
m
} > ε0. Soit Am = {δ ≤ 1

m
}, nous

avons

P{δ = 0} = inf
m

P{δ ≤ 1

m
} > ε0 > 0,

ce qui contredit δ(ω) > 0 pour tout ω ∈ Ω. Ainsi, à partir de (2.2) et (2.6), nous déduisons

qu’il existe de δε tels que
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P{ sup
|t−s|<δε

dE(X(t),X(s)) > η} ≤ ε.

Par conséquent, pour chaque intervalle [a, b] ⊂ I et chaque r ∈ I, nous avons

P{ sup
|t−s|<δε
t,s∈[a,b]

dE(X̃(r)(t), X̃(r)(s)) > n} ≤ ε. (2.4)

Puisque X est APFD, la famille (X(t))t∈I = (X̃(t)(0))t∈I est serrée, donc par (2.4) et ([6], [36])

nous concluons que (X̃(t))t∈I est serré dans Ck.

Corollaire 2. Supposons que I = R+. Si X est un processus de Feller homogène avec des

trajectoires uniformément continues, les propriétés suivantes de X sont équivalentes :

(1) X est APOD.

(2) X est APFD.

(3) X est APD.

preuve L’équivalence (2) ⇔ (3) découle du corollaire 1. Clairement (2) ⇒ (1). Reste à

montrer que (1)⇒ (2).

En utilisant à nouveau la notation de Tudor [34], posons

µt := loi (X(t)) et µt1,...,tkt := loi ((X(t1 + t), ..., X(tk + t))).

Supposons que X est APOD, alors pour toute suite (α′n) ⊂ R+, il existe une sous-suite (αn) ⊂

(α′n) telle que pour chaque fonction g ∈ Cb(E)(Cb(E) est l’espace de Banach des fonctions

continues et bornées, g : E→ R) la limite

lim
n
µt+αn(g)

existe uniformément par rapport à t ∈ R+. Pour montrer que la limite

lim
n
µt1,...,tkt+αn

existe uniformément par rapport à t ∈ R+, il suffit du montrer pour k = 2 et t1 < t2. Soit

f ∈ Cb(E× E), nous avons

µt1,t2t+αn(f) =

∫
E

µ0(dx0)

∫
E
pt1+t+αn (x0, dx1)

∫
E

Pt2−t1(x1, dx2)f(x1, x2),

où pt(x, .) est la fonction de transition pour un processus de Markov X de temps homogène.

Puisque X est un processus de Feller, la fonction
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x1 7→ g(x1) :=

∫
E
pt2−t1(x1, dx2)f(x1, x2)

est dans Cb(E). Donc

µt1,t2t+αn(f) =

∫
E
µ0(dx0)

∫
E
pt1+t+αn(x0, dx1)g(x1) = µt+t1+αn(g)

converge uniformément par rapport à t ∈ R+, d’où X est APFD. �

2.1.3 Presque-périodicité et presque-périodicité asymptotique en pro-

babilité ou en p-moyenne

Nous disons que X est Bochner-presque périodique en probabilité si {X̃(t), t ∈ I} est to-

talement borné par rapport à la topologie de la convergence uniforme en probabilité, ce qui

revient à dire que X vérifié le critère de suite double de Bochner pour la convergence en pro-

babilité. Rappelons de Remarque 2 (2) que cette propriété ne dépend que de la topologie de

la convergence en probabilité, et non de toute métrique compatible avec cette topologie, donc

indépendante de la métrique dE sur E.

Définition 25. On dit que X est Bohr-presque périodique en probabilité si pour tout ε > 0

et η > 0, il existe l = l(ε, η) > 0 tel que tout intervalle de longueur ` contienne au moins un

nombre τ pour lequel

P{dE(X(t+ τ), X(t)) > η} ≤ ε, pour tout t ∈ R.

Définition 26. On dit que X est asymptotiquement Bohr-presque périodique en probabilité si

pour tout ε > 0 et η > 0, il existe l = l(ε, η) > 0 et T = T (ε, η) tel que tout intervalle de

longueur ` contienne au moins un nombre τ pour lequel

P{dE(X(t+ τ), X(t)) > η} ≤ ε, pour tout t ≥ T, t+ τ ≥ T.

Precupanu [30], a montré que la plupart des propriétés de base des fonctions Bohr-presque

périodiques peuvent être formulées en conséquence pour les processus presque périodiques en

probabilité à valeurs dans R, en particulier le Théorème d’approximation habituel avec des

polynômes trigonométriques aléatoires est valable pour les processus stochastiques.

Considérons maintenant le cas où E est un espace normé et I = R. On note ‖.‖E la norme

de E. Soit p ≥ 1. On dit que X est presque périodique en p-moyenne si l’application X : R→

LP (Ω;E) est presque périodique par rapport à la métrique induite par ‖.‖p = (
∫
‖.‖pEdP )

1
p .
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Proposition 9. [25] Soit I = R. Si X est presque périodique en p-moyenne, alors il est presque

périodique en probabilité. Inversement, si X est presque périodique en probabilité et que la

famille {‖X(t)‖pE, t ∈ R} est uniformément intégrable, alors X est presque périodique en p-

moyenne .

�

La Presque périodicité en moyenne quadratique (en utilisant la définition de Bohr, mais avec

I = R) est prouvée pour quelques solutions d’équations différentielles stochastiques dans ([2],

[3], [4]).

Contre-exemple (presque périodicité en probabilité et continuité uniforme des

trajectoires) la Presque périodicité en probabilité d’un processus X n’implique pas que ses tra-

jectoires soient uniformément continues. Par exemple, soit (δn) une suite de variables aléatoires

sur l’espace de probabilité ([0, 1], dt) (dt est la mesure de Lebesgue) telle que δn := 1[ n
2k
,n+1

2k
]

pour 2k−1 ≤ n < 2k, k ∈ N. Pour chaque n ≥ 1 , soit fn : [0, 1]→ R est définie par

fn(t) =

 nt si t ∈ [0, 1
2
]

n(1− t) si t ∈ [1
2
, 1]

et soit (Xt)t≥0 defini par

Xt(ω) =

 f[t](t− [t]) si δ[t](ω) = 1

0 si δ[t](ω) = 0

où [t] est la partie entière de t. Les trajectoires de X sont continues sur R+, mais presque

aucune n’est uniformément continue, ni bornée, puisque P (lim sup δn = 1) = 1. D’après la

proposition 8, le processus X n’a pas une distribution presque périodique. D’un autre côté,

nous avons, pour tout ε > 0,

lim
t→∞

P (Xt > ε) ≤ lim
t→∞

P (δ[t] = 1) = 0

ce qui signifie que X est asymptotiquement Bohr-presque périodique en probabilité, c’est donc

Bochner-presque périodique en probabilité .

Une variante de cet exemple, avec des trajectoires uniformément bornées, est obtenue en

remplaçant X par min (X, 1).

2.1.4 Les propriétés de presque-périodicité presque sûr

Nous pouvons donner au moins trois définitions différentes :
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(a) Le processus stochastique X est presque sûrement presque périodique s’il existe un sous

ensemble mesurable Ω1 ⊂ Ω tel que P (Ω1) = 1 et pour tout ω ∈ Ω1, la trajectoire

t→ X(t)(ω) est presque périodique.

(b) Le processus stochastique X vérifie le critère de suite double uniforme presque sûr de

Bochner si, pour chaque paire de suite (α
′
n) et (β

′
n) dans I, il existe un sous-ensemble

mesurable Ω1 ⊂ Ω tel que P (Ω1) = 1 et il y a des sous-suites (αn) ⊂ (α
′
n) et (βn) ⊂ (β

′
n)

respectivement, avec les mêmes indices (indépendants de ω) tels que, pour tout t ∈ I, les

limites

lim
n→∞

lim
m→∞

X(t+ αn + βm)(ω) et lim
n→∞

X(t+ αn + βn)(ω) (2.5)

existent et sont égaux pour tout ω ∈ Ω1. (Dans ce cas, Ω1 dépend de la paire de suite

(α′n) et(β′n).)

(c) On dit que X est presque sûrement équi-presque périodique au sens de Bochner s’il existe

un sous ensemble mesurable Ω1 ⊂ Ω tel que P (Ω1) = 1 et la famille de trajectoires

{X(ω)}ω∈Ω1 est équi-presque périodique au sens de Bochner, c’est-à-dire, si la famille des

applications de translation {X̃(t)(ω)}ω∈Ω1 est totalement bornée sur Cu(I,E).

Évidemment (c) ⇒ (b) et (c) ⇒ (a). Les implications inverses sont fausses, voir les contre-

exemples 2.1.4 et 2.1.5. �

Si {X(ω)}ω∈Ω1 est un sous ensemble totalement borné de Ck(I;E), alors X est presque sûrement

équi-presque périodique au sens de Bochner s’il satisfait le critère de suite double uniforme de

Bochner, avec l’hypothèse supplémentaire que l’ensemble Ω1 dans (c) est indépendant de (α′n)

et (β′n). Pour la preuve de cette propriété et des connexions avec équi-presque périodicité dans

le sens de Bohr, voir le Théorème 9.

Contre-exemple (presque sûre presque-périodicité et presque sûr équi-presque

périodicité)

L’inverse de (c)⇒ (a) est faux. Par exemple, le processus X défini par X(t)(ω) = ei
t
ω , pour tout

ω ∈]0, 1] et t ∈ I est presque sûrement presque périodique, mais il n’est pas presque périodique

en probabilité (donc il est pas presque sûrement équi-presque périodique). En effet, puisque

|X| ≤ 1 alors pour prouver que X n’est pas presque périodique en probabilité, il suffit de

montrer que X n’est pas presque périodique en moyenne quadratique. Soit τ ê est un ε-presque
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période i.e. E|Xt+τ −Xt|2 ≤ ε, pour tout t ∈ I. soit A(τ) := E|Xt+τ −Xt|2,

A(τ) =

∫ 1

0

|ei
t+τ
ω − ei

t
ω |2dω =

∫ 1

0

|ei
τ
ω − 1|2dω = 4

∫ 1

0

|e
i τ
2ω − e−i τ2ω

2i
|2dω

= 2

∫ 1

0

sin2(
τ

ω
)dω = 2|τ |

∫ ∞
|τ |

1− cos(2u)

u2
du

= 2|τ |
∞∑
k=0

∫ |τ |+(k+1)π

|τ |+kπ

1− cos(2u)

u2
du ≥ 2|τ |

∫ ∞
|τ+π|

1

u2
du = 2

|τ |
|τ |+ π

.

Donc si |τ | ≥ επ
2−ε , on obtientA(τ) > ε, ce qui montre que l’ensemble de ε-presque-périodes n’est

pas relativement dense dans I, donc X n’est pas presque périodique en moyenne quadratique.

2.1.5 Comparaison entre les presque périodicités

Lemme 3. Soit (Xn(t)) une suite de processus convergeant en probabilité uniformément par

rapport à t ∈ I. Il existe une sous-suite (Xnk(t)) ⊂ (Xn(t)) qui converge presque sûrement pour

chaque t ∈ I.

preuve Supposons que (Xn(t)) converge en probabilité vers un processus (X(t)) uniformé-

ment par rapport à t ∈ I, notons Yn(t) = d(Xn(t), X(t)). Alors pour tout ε > 0 et η > 0, il

existe N = N(ε, η) tel que pour tout t ∈ I et n ≥ N , on a

P (Yn(t) > ε) < η.

Soit (ηk) une vraie suite positive telle que

∑
k≥n

ηk converge à zéro comme n→∞.

A chaque ε > 0 et ηk > 0, il correspond Nk = N(ε, ηk) tel que, pour tout t ∈ I, P (YNk(t) > ε) <

ηk. Montrons que (YNk(t)) converge presque sûrement pour chaque t ∈ I. Nous avons

P (sup
k≥n

YNk(t) > ε) = P (
⊔
k≥n

{YNk(t) > ε}) ≤
∑
k≥n

ηk,

et le terme de droite converge vers zéro quand n→∞. Ainsi (YNk(t)) converge presque sûrement

vers zéro pour tout t ∈ I. Par conséquent (XNk(t)) converge presque sûrement vers (X(t)) pour

tout t ∈ I. �

Théorème 4. Les propriétés suivantes de X sont équivalentes :

(1) X satisfait le critère de suite double uniforme presque sûr de Bochner.
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(2) X est presque périodique en probabilité.

preuve Évidemment (1) ⇒ (2). On prouve maintenant (2) ⇒ (1). Supposons que X soit

presque périodique en probabilité. Soient (α′n) et (β′n) deux suites dans I. Il existe des sous

suites (αn) ⊂ (α
′
n) et (βn) ⊂ (β

′
n) avec les mêmes indices tels que pour chaque t ∈ I, les limites

en probabilité

P − lim
n
X(αn + βn + t) et P − lim

n
lim
m
X(αn + βm + t)

existe et sont égaux. Par Remarque 2(2) ces limites existent uniformément par rapport à t ∈ I.

Le lemme précédent implique qu’il existe des sous suite (encore notées de la même manière)

(αn) ⊂ (α
′
n) et (βn) ⊂ (β

′
n) avec les mêmes indices tels que, pour chaque t ∈ I, les limites

lim
n
X(αn + βn + t) et lim

n
lim
m
X(αn + βm + t)

existent et sont égaux presque sûrement. �

Presque périodicité en distribution et les autres propriétés de presque périodi-

cité

Maintenant nous Comparons la presque-périodicité en distribution avec les autres propriétés

de presque périodicité.

Remarque 3. Dans toutes les définitions précédentes de presque-périodicité, c’est seulement

dans la définition de presque-périodicité en distribution que le choix d’une topologie sur l’espace

C(I,E) des trajectoires joue un rôle.

Théorème 5. (Un résultat de comparaison général) Considérons les propriétés suivantes

de X :

(a) X et APD .

(b) X satisfait le critère de suite double uniforme presque sûr de Bochner.

(c) X est presque périodique en probabilité.

Alors

(1) (a)⇒ (b)⇔ (c).

(2) Si nous supposons que presque toutes les trajectoires de X sont uniformément continues,

l’équivalence (a)⇔ (b)⇔ (c) est vraie.



presque-périodicité au sens de Bochner pour les processus stochastiques 41

Preuve de (1) : L’équivalence (b)⇔ (c) a été montrée dans le Théorème 4. Reste à montrer

que (a)⇒ (b).

Supposons (a) et montrons (b). Nous avons seulement besoin de vérifier le critère de suite

double de Bochner. Soit (α
′
n) et (β

′
n) deux suite dans I. Il existe des sous suites (αn) et (βn)

avec les mêmes indices tels que pour tout t ∈ I les limites

lim
n

lim
m

loi(X̃(t+ αn + βn)) et lim
n

loi(X̃(t+ αn + βn)) (2.6)

existe et sont égaux. Cela signifie en particulier que, pour chaque n, la limite existe lim
m

loi(X̃(t+

αn + βn)). Notons que pour tout t, s ∈ I, X̃(t)(s) = X̃(0)(t+ s) donc 2.6 implique

lim
n

lim
m

loi(X̃(αn + βm)) et lim
n

loi(X̃(αn + βn) (2.7)

existe et sont égaux.

Nous utilisons mainteant un théorème de représentation de Skorokhod dû à Blackwell et Dubins

Théorème 6. (Blakwell-Dubins)[7]

Soit U est un espace polonais, et soit P(U) l’espace des mesures de probabilités sur la σ-l’algèbre

de Borel de U, muni de la convergence étroite. Il existe un espace de probabilité (Ω,F , P ) et,

pour chaque µ ∈ P (U), une application mesurable X(µ) : Ω → U tel que, si (µn) est une suite

dans P(U) qui converge étroitement vers µ ∈ P (U), alors (X(µn)) converge P.s. vers X(µ).

preuve de théorème 5 (continuation) Appliquons le théorème de Blackwell-Dubins à

l’espace polonais Ck. Pour tout t ∈ I, on note

Ỹ (t) = X(loi(X̃(t))) etY = Ỹ (0) = X(loi(X̃(0))) = X(loi(X)).

Puis toutes les limites dans

lim
n

lim
m
Ỹ (αn + βm) et lim

n
Ỹ (αn + βn) (2.8)

existe et sont égaux p.s, c’est-à-dire, presque toutes les trajectoires de Y appartiennent à l’en-

semble C de x ∈ Ck de sorte que toutes les limites de

lim
n

lim
m
x̃(αn + βm) et lim

n
x̃(αn + βn) (2.9)

existent et sont égaux. Vérifions que c’est une propriété de loi (Y ). Soit dC une distance sur Ck
compatible avec la topologie de Ck, et notons, pour s, s′ ∈ I et ε > 0

A(s, ỹ(s′), ε) = {x ∈ Ck; dC(x̃(s), ỹ(s′)) < ε}. (2.10)
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Il est facile de voir que A(s, ỹ(s′), ε) est un sous ensemble de Borel de C. En effet, nous avons

A(s, ỹ(s′), ε) = {x ∈ Ck; dC(τs(x̃(0)), ỹ(s′)) < ε}, (2.11)

qui est ouvert par continuité pour tout t ∈ I de l’application

τt :

 Ck → Ck
x = x̃(0) 7→ x̃(t) = x(t+ .).

En utilisant des arguments similaires, nous montrons que l’ensemble

D = {x ∈ Ck; toutes les limites de 2.9 existent} (2.12)

est un sous ensemble de Borel de Ck. Pour ε > 0, s ∈ I et n ≥ 1, soit

B(n, ε) =

{
x ∈ Ck; lim sup

m
dC(x̃(αn + βm), x̃(αn + βn)) < ε

}
.

= ∪M≥1 ∩m≥M A(αn + βm, αn + βn, ε)

où A(s, s′, ε) est un sous ensemble ouvert de Ck défini par :

A(s, s′, ε) = {x ∈ Ck; dC(x̃(s), x̃(s′)) < ε}. (2.13)

soit

C = ∩K≥1 ∪N≥1 ∩n≥NB(n, 1/K). (2.14)

L’ensemble C est un sous ensemble de Borel de Ck, et une fonction x ∈ Ck appartient à C ssi

(∀K ≥ 1), (∃N ≥ 1), (∀n ≥ N), (∃M ≥ 1), (∀m ≥M), dC(x̃(αn+βm), x̃(αn+βn)) <
1

K
. (2.15)

Ainsi, x ∈ D∩ C ssi les limites de 2.9 existent et sont égales. Ainsi, les limites de (1.5) existent

et sont égales p.s. ssi P{Y ∈ D ∩ C} = 1. Comme loi (X)= loi (Y), et par continuité, pour

chaque t ∈ I, de l’application

πt :

 Ck → E

x→ x(t),

on en déduit qu’il existe un sous ensemble mesurable Ω1 ⊂ Ω tel que P (Ω1) = 1 et, pour tout

t ∈ I, les limites

lim
n→∞

lim
m→∞

X(t+ αn + βm)(ω) et lim
n→∞

X(t+ αn + βn)(ω), (2.16)

existe et sont égaux pour tout ω ∈ Ω1. Ainsi, X satisfait le critère de suite double uniforme

presque sûr de Bochner, ce qui prouve (b).

Preuve de (2) : Il ne reste plus qu’à montrer que (c) ⇒ (a). Supposons (c) et notons (α
′
n)

et (β
′
n) deux suite dans I. Il existe des sous-suite (αn) ⊂ (α

′
n) et (βn) ⊂ (β

′
n) avec les mêmes

indices tels que pour chaque t, s ∈ I, les limites en probabilité
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P − lim
n
X(αn + βn + t+ s) et P − lim

n
lim
m
X(αn + βn + t+ s)

existe et sont égaux. Par conséquent, pour chaque (t1, t2, ..., tk) ∈ Ik,

P − lim
n

(X(αn +βn + t1 + s), X(αn +βn + t2 + s), ..., X(αn +βn + tk + s)) et P − lim
n

lim
m

(X(αn +

βm + t1 + s), X(αn + βm + t2 + s), ..., X(αn + βm + tk + s))

existent et sont égaux, donc

lim
n

loi(X(αn + βn + t1 + s), ..., X(αn + βn + tk + s))

et

lim
n

lim
m

loi(X(αn + βm + t1 + s), ..., X(αn + βm + tk + s))

existent et sont égaux, c’est-à-dire que X est APFD, et par le corollaire 1 on en déduit (a).

�

Corollaire 3. Tout processus stationnaire strictement continu est presque périodique en pro-

babilité.

Corollaire 4. Si X est presque sûrement équi-presque périodique, alors X est presque périodique

en distribution et en probabilité

preuve En effet, puisque X est presque sûrement équi-presque périodique, presque toutes

ses trajectoires sont uniformément continues, et nous pouvons appliquer le Théorème 5(2).

�

Contre-exemple (équi-presque périodicité presque sûre et presque périodicité

en distribution) L’inverse du corollaire 4 est faux. Par exemple, soit U une variable aléatoire

à valeurs entières avec P (U = n) > 0 pour chaque entier n, et soit X(t) = U pour tout t ∈ I.

Alors X est presque périodique en distribution (il est même stationnaire), et il a des trajectoires

presque périodiques (constantes). Mais X n’est pas équi-presque périodique presque sûrement,

puisque la famille de ses trajectoires n’est pas presque sûrement équi-bornée.



Chapitre 3

Existence des solutions presque

périodiques pour certaines équations

différentielles stochastiques

Soient (K, ‖·‖K) et (H, ‖·‖) sont des espaces de Hilbert séparables réels et (Ω,F , (Ft)t≥0,P)

désigne un espace de probabilité filtré. L’espace L0
2 = L2(K,H) représente l’espace de tous les

opérateurs Q-Hilbert-Schmidt agissant de K dans H muni du norme de Hilbert-Schmidt ‖ ·‖L0
2
.

3.1 Le cas autonome

Dans cette section, nous étudions l’existence et l’unicité du solution presque périodique en

moyenne p de l’équation differentielle stochastique semilineaire :

dX(t) = AX(t)dt+ F (t,X(t))dt+G(t,X(t))dW(t), t ∈ R, (3.1)

où A : D(A) ⊂ Lp(Ω,H) −→ Lp(Ω,H) est un opérateur linéaire fermé densément défini (il est

possible qu’il est non borné ), F,G : R× L
p
(Ω,H) −→ L

p
(Ω,L0

2) sont des fonctions conjointe-

ment continues, et W est un processus Q-Wiener à valeurs dans K.

Dans cette section, nous avons besoin les hypothéses suivantes :

(H1) L’opérateur A est un générateur infinitésimal d’un semi groupe uniformement expentiel-

lement stable (T (t))t≥0 définit sur H et qu’il existe des constantes M, δ > 0 telque

‖T (t)‖ ≤Me−δt, t ≥ 0.

44
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(H2) soit F : R×Lp(Ω;H) −→ Lp(Ω;H)(t,X) −→ F (t,X) est une fonction presque périodique

en moyenne d’ordre p en t ∈ R uniformément en X ∈ O (O ⊂ Lp(Ω;H)) est un sous espace

compact. De plus, F est lipschitzienne dans le sens suivant : il existe K > 0 tel que

E‖F (t,X)− F (t, Y )‖p ≤ KE‖X − Y ‖p

pour tous les processus stochastiques X, Y ∈ L
p
(Ω,H) et t ∈ R.

(H3) soit G : R×Lp(Ω;H) −→ Lp(Ω;L0
2)(t,X) −→ G(t,X) est une fonction presque périodique

en moyenne p en t ∈ R uniformément en X ∈ O ′ (O ′ ⊂ Lp(Ω;H)) est un sous espace compacte.

De plus, G est lipschitzienne dans le sens suivant : il existe K ′ > 0 tel que

E‖G(t,X)−G(t, Y )‖pL2
≤ K ′E‖X − Y ‖p

pour tous les processus stochastiques X, Y ∈ L
p
(Ω,H) et t ∈ R.

Définition 27. Un processus Ft-progressivement mesurable {X(t)}t∈R est appelée une solution

mild de l’équation différentielle stochastique 3.1 sur R si

X(t) = T (t− s)X(s) +
∫ t
s
T (t− σ)F (σ,X(σ))dσ +

∫ t
s
T (t− σ)G(σ,X(σ))dW(σ)

pour tout t ≥ s et pour chaque s ∈ R.

En utilisant le principe de point fixe de Banach classique, on obtient ce qui suit :

Théorème 7. Sous les hypothèses (H1)-(H2)-(H3) alors l’équation 3.1 admet une solution mild

presque périodique en moyenne d’ordre p unique sous la forme explicite suivante :

X(t) =
∫ t
−∞ T (t− σ)F (σ,X(σ))dσ +

∫ t
−∞ T (t− σ)G(σ,X(σ))dW(σ), t ∈ R.

chaque fois que Θp < 1, où

Θp := 2pMp[KF (
1

δp
) + CpKG(

p− 2

pδ
)
p−2
2 (

1

δp
)] pour p > 2

et

Θp = 2M2(
K

δ2
+
K ′

δ
) pour p = 2.

Preuve

Tout d’abord, notons que X est donnée par

X(t) =

∫ t

−∞
T (t− σ)F (σ,X(σ))dσ +

∫ t

−∞
T (t− σ)G(σ,X(σ))dW(σ) (3.2)

est bien défini et satisfait
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X(t) = T (t− s)X(s) +

∫ t

s

T (t− σ)F (σ,X(σ))dσ +

∫ t

s

T (t− σ)G(σ,X(σ))dW(σ)

pour tout t ≥ s et pour chaque s ∈ R et puisque X est donné par 3.2 est une solution mild de

l’équation 3.1.

On définit ΛX(t) = φX(t) + ψX(t), où

φX(t) =

∫ t

−∞
T (t− σ)F (σ,X(σ))dσ,

ψX(t) =

∫ t

−∞
T (t− σ)G(σ,X(σ))dW(σ).

Montrons d’abord que φX(.) et ψX(.) sont presque périodiques en moyenne d’ordre p quand

x est presque périodique en moyenne d’ordre p. En effet, en supposant que X est presque

périodique en moyenne d’ordre p et en utilisant l’hypothèse (H2) et voir le Théorème 4.4 page

125 [5], on peut facilement voir que l’application σ −→ F (σ,X(σ)) est presque périodique en

moyenne d’ordre p, c’est-à-dire, que pour chaque ε > 0 il existe lε > 0 tel que tout intervalle

de longueur lε contienne au moins τ pour lequel

E‖F (σ + τ,X(σ + τ))− F (σ,X(σ))‖p < µε

pour chaque σ ∈ R, avec µ =
δp

Mp
.

En utilisant l’hypothése (H1), il s’ensuit que :

E‖φX(t+ h)− φX(t)‖p

≤ E[

∫ t

−∞
‖T (t− σ)‖F (σ + τ,X(σ + τ))− F (σ,X(σ))‖dσ]p

≤MpE[

∫ t

−∞
e−δ(t−σ)‖F (σ + τ,X(σ + τ))− F (σ,X(σ))‖dσ]p

≤MpE[

∫ t

−∞
e−

1
q
δ(t−σ)e−

1
p
δ(t−σ)‖F (σ + τ,X(σ + τ))− F (σ,X(σ))‖dσ]p,

où q > 0 résout p−1 + q−1 = 1.

Maintenant on utilise l’inégalité de Hölder on obtient :

E‖φX(t+ h)− φX(t)‖p

≤Mp(

∫ t

−∞
e−δ(t−σ)dσ)p−1 × (

∫ t

−∞
e−δ(t−σ)E‖F (σ + τ,X(σ + τ))− F (σ,X(σ))‖pdσ)

≤Mp(

∫ t

−∞
e−δ(t−σ)dσ)p sup

σ∈R
E‖F (σ + τ,X(σ + τ))− F (σ,X(σ))‖p

≤ Mp

δp
supσ∈R E‖F (σ + τ,X(σ + τ))− F (σ,X(σ))‖p

≤ ε.

Compte tenu de ce qui précède, E‖φX(t+ τ)−φX(t)‖2 < ε pour chaque t ∈ R, alors φX(.)

est presque périodique en moyenne d’ordre p.
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Pour ψX(.), nous divisons la preuve en deux cas : p > 2 et p = 2. On commence par le cas

où p > 2. En supposant que X est presque périodique en moyenne d’ordre p et en utilisant (H2)

et voir le Théorème 4.4 page 125 [5], on peut facilement voir que l’application s 7→ G(σ,X(σ))

est presque périodique en moyenne d’ordre p. Donc que pour chaque ε > 0 il existe lε > 0 tel

que tout intervalle de longueur lε contienne au moins τ pour lequel

E‖G(σ + τ,X(σ + τ))−G(σ,X(σ))‖pL0
2
<

ε

CpMp( 2
δP

)(P−2
pδ

)
p−2
2

pour chaque σ ∈ R.

L’étape suivante consiste à prouver la presque-périodicité en moyenne p de ψX(.). Bien sûr,

c’est un peu plus compliqué que le cas précédent en raison de la l’implication du mouvement

brownien W. Pour surmonter une telle difficulté, nous utilisons abondamment voir Proposition

3.20, pg 93 [5] et des propriétés de W̃ définies par W̃(s) := W(s + τ) −W(τ) pour chaque s.

Notons que W̃ est aussi un mouvement brownien et a la même distribution comme W.

Utilisons l’hypothése (H1), l’inégalité de Hölder et, Proposition 3.26. page 102 [5], on ob-

tient ce qui suit :

E‖ψX(t+ τ)− ψX(t)‖p

≤ CpE[

∫ t

−∞
‖T (t− σ)‖2‖G(σ + τ,X(σ + τ))−G(σ,X(σ))‖2

L0
2
dσ]p/2

≤ CpM
pE[

∫ t

−∞
e−2δ(t−s)‖G(σ + τ,X(σ + τ))−G(σ,X(σ))‖2

L0
2
dσ]

p
2

< CpM
p(

∫ t

−∞
e

p
p−2

δ(t−s)dσ)
p−2
2 × (

∫ t

−∞
e−

p
2
δ(t−s)E‖G(σ + τ,X(σ + τ))−G(σ,X(σ))‖2

L0
2
dσ)

≤ CpM
p(

∫ t

−∞
e−

p
p−2

δ(t−s)dσ)
p−2
2 (

∫ t

−∞
e−

pδ
2
δ(t−δ)dσ)×sup

σ∈R
E‖G(σ+τ,X(σ+τ))−G(σ,X(σ))‖pLp2dσ)

≤ CpM
p(

2

δp
)(
p− 2

pδ
)
p−2
2 sup

σ∈R
E‖G(σ + τ,X(σ + τ))−G(σ,X(σ))‖pL0

2
)

≤ ε.

Pour le cas p = 2, nous procédons de la même manière en utilisant l’inégalité d’isomérie

pour obtenir

E‖ψX(t+ τ)− ψX(t)‖2

=

∫ t

−∞
E‖T (t− s)[G(s+ τ,X(s+ τ))−G(s,X(s))]‖2ds

≤M2

∫ t

−∞
e−2δ(t−s)E‖G(s+ τ,X(s+ τ))−G(s,X(s))‖pL0

2
ds

≤M2(

∫ t

−∞
e−2δ(t−s)ds) sup

s∈R
E‖G(s+ τ,X(s+ τ))−G(s,X(s))‖pL0

2

< ε

alors, ψX(·) est presque périodique en moyenne d’ordre p.
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Pour compléter la preuve, nous montrerons que Λ est une contraction. pour cela, soit X, Y ∈

AP(R; Lp(Ω,H)). En procédant comme avant en commencons avec le cas où p > 2, on obtient :

E‖ΛX(t) + ΛY (t)‖p

≤ 2p−1E‖
∫ t

−∞
T (t− σ)[F (σ,X(σ))− F (σ, Y (σ))]dσ‖p

+2p−1E‖
∫ t

−∞
T (t− σ)[G(σ,X(σ))−G(σ, Y (σ))]dW(σ)‖p.

En utilisant l’hypothèse (H1), en appliquant l’inégalité de Hölder, proposition 3.26. page 102

[5] et en utilisant aussi les hypothéses (H2) et (H3)

E‖ΛX(t) + ΛY (t)‖p

≤ 2p−1E[

∫ t

−∞
‖T (t− σ)‖‖F (σ,X(σ))− F (σ, Y (σ))‖dσ]p

+2p−1CpE[

∫ t

−∞
‖T (t− σ)‖2‖G(σ,X(σ))−G(σ, Y (σ))‖2

L0
2
dσ]p/2

≤ 2p−1(

∫ t

−∞
e−δ(t−σ)dσ)p−1 × (

∫ t

−∞
e−δ(t−σ)E‖F (σ,X(σ))− F (σ, Y (σ))‖pdσ)

+ 2p−1Cp(

∫ t

−∞
e−

p
p−2

δ(t−s)dσ)
p
p−2 × (

∫ t

−∞
e−

p
2
δ(t−s)E‖G(σ,X(σ))−G(σ, Y (σ))‖2

L0
2
dσ)

≤ 2p−1MpKF (

∫ t

−∞
e−δ(t−σ)dσ)p‖X − Y ‖p∞

+2p−1CpM
pKG(

∫ t

−∞
e−

pδ
p−2

(t−σ)dσ)
p−2
2 (

∫ t

∞
e−

pδ
2

(t−σ)dσ)‖X − Y ‖p∞

≤ 2pMp[KF ( 1
δp

) + CpKG(
p− 2

pδ
)
p−2
2 (

1

δp
)]‖X − Y ‖p∞

En ce qui concerne le cas où p = 2, on a :

E‖ΛX(t) + ΛY (t)‖2

≤ 2M2(
∫ t
−∞ e

−δ(t−σ)dσ)(
∫ t
−∞ e

−δ(t−σ)E‖F (σ,X(σ))− F (σ, Y (σ))‖2dσ)

+ 2M2

∫ t

−∞
e−2δ(t−σ)E‖G(σ,X(σ))−G(σ, Y (σ))‖2dσ

≤ 2M2 · C1(
∫ t
−∞ e

−δ(t−σ)dσ)(

∫ t

−∞
e−δ(t−σ))E‖X(σ)− Y (σ))‖2dσ

+2M2C2

∫ t

−∞
e−δ(t−σ)E‖X(σ)− Y (σ)‖2dσ

≤ 2M2 · C1(

∫ t

−∞
e−δ(t−σ)dσ)2 sup

σ∈R
E‖X(σ)− Y (σ)‖2

+2M2 · C2(

∫ t

−∞
e−2δ(t−σ)dσ) sup

σ∈R
E‖X(σ)− Y (σ)‖2

≤ 2M2(C1

δ2
+ C2

δ
)‖X − Y ‖2

∞.

Par conséquent, si Θp < 1, alors Λ est une contraction, l’utilisation de principe de point fixe de

Banach complète la preuve.
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3.2 Le cas non autonome

Soit (H, ‖ · ‖) est un espace de Hilbert séparable réel. Cette section est principalement

concernée avec l’existence de solutions presque périodique en moyenne d’ordre p aux équations

différentielles stochastiques semi linéaire non autonomes

dX(t) = A(t)X(t)dt+ F (t,X(t))dt+G(t,X(t))dW(t), t ∈ R, (3.3)

où (A(t))t∈R une famille des opérateurs linéaires fermés densément définis qui satisfaites les

conditions 3.4 et 3.5 de "Acqiustpace-Terrini", F : R × Lp(Ω,H) −→ Lp(Ω,H) et G : R ×

L
p
(Ω,H) −→ L

p
(Ω,L0

2) sont des fonctions conjointement continues satisfaisant certaines condi-

tions supplémentaires, et W est un processus Q-Wiener à valeurs dans K.

L’existence des solutions presque périodiques (respectivement, périodiques) des équations

différentielles stochastiques autonomes a été étudié par plusieurs ouvrage. Dans Da. Prato et

Tudor [15] l’existence de solutions presque périodiques de 3.1 dans le cas où A(t) est périodique,

c’est à dire, A(t + T ) = A(t) pour tout t ∈ R et pour certain T > 0, a été établi. Dans cette

section, nous revenons à l’étude de l’existence et l’unicité de solutions presque périodiques en

moyenne quadratique de l’équation 3.1 lorsque les opérateurs A(t) satisfont les conditions sui-

vantes :

Pour une famille des opérateurs linéaires fermés {A(t) : t ∈ R} l’existence d’une famille d’évo-

lution qui lui associe n’est pas toujour garanti, mais si la famille A(t) vérifiè les conditions de

Terreni-Acquistpace, qui sont :

il existe λ0 ≥ 0 telque l’opérateur linéaire {A(t) : t ∈ R} satisfait

Σφ ∪ {0} ⊆ ρ(A(t)− λ0) 3 λ, ‖R(λ,A(t)− λ0)‖ ≤ K

1 + |λ|
(3.4)

et

‖(A(t)− λ0)R(λ0, A(t)− λ0)[R(λ0, A(t))−R(λ0, A(s))]‖ ≤ L|t− s|µ|λ|−v (3.5)

Ici, nous supposons que A(t) : D(A(t)) ⊂ Lp(Ω,H) −→ Lp(Ω,H) est une famille des opéra-

teurs linéaires fermés densément définis sur un domaine commun D = D(A(t)), qui est indépen-

dant de t et dense dans Lp(Ω,H), F : Lp(Ω,H) −→ Lp(Ω,H) et G : R×L
p
(Ω,H) −→ L

p
(Ω,L0

2)

sont des fonctions conjointement continues.

Nous supposons que le système

 u′(t) = A(t)u(t) t ≥ s,

u(s) = x ∈ Lp(Ω;H),
(3.6)
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a une famille d’évolution associée des opérateurs {U(t, s) : t ≥ s avec t, s ∈ R}, qui est

uniformément, asymptotiquement stable.

3.2.1 Existence des solutions presque périodiques

Dans cette sous section, nous avons besoin l’hypothése suivante en plus de (H2), (H3) qui

ont présentée dans la section précédente :

(H4) Les opérateurs A(t), U(r, s) commute et que la famille d’évolution U(t, s) est asymptoti-

quement stable. A savoir, il existe des constantes M, δ > 0 telles que

‖U(t, s)‖ ≤Me−δ(t−s) pour tout t ≥ s.

De plus, R(λ0, A(·)) ∈ AP(R,B(L
p
(Ω,H))) pour λ0 dans Eq 3.4.

Afin d’étudier l’équation 3.1 nous avons besoin du lemme suivant qui est une conséquence

immédiate de [[24], Proposition 4.4].

Lemme 4. Supposons que A(t) satisfait les conditions d’"Acquistpace-Terrini" U(t, s) est ex-

pentiellement stable, et R(λ0, A(·)) ∈ AP(R,B(L
p
(Ω,H))). Soit h > 0, alors pour tout ε > 0, il

existe lε > 0 telque chaque intervalle de longueur lε contient au moins un nombre τ qui vérifie

la propriété suivante

‖U(t+ τ, s+ τ)− U(t, s)‖ ≤ εe
−δ
2

(t−s)

pour tout t− s ≥ h.

Définition 28. Un processus Ft-progressivement mesurable {X(t)}t∈R appelé une solution mild

de l’équation 3.1 sur R si

X(t) = U(t, s)X(s) +

∫ t

s

U(t, σ)F (σ,X(σ))dσ +

∫ t

s

U(t, σ)G(σ,X(σ))dW(σ) (3.7)

pour tout t ≥ s pour chaque s ∈ R.

Théorème 8 (3). Sous les hypothèses (H2), (H3) et (H4) alors l’équation 3.1 a une solution

mild presque périodique en moyenne d’ordre p unique, qui peut être explicitement exprimée

comme suit :

X(t) =
∫ t
−∞ U(t, σ)F (σ,X(σ))dσ +

∫ t
−∞ U(t, σ)G(σ,X(σ))dW(σ), pour chaque t ∈ R

quand
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Θp := 2pMp[KF (
1

δp
) + CpKG(

p− 2

pδ
)
p−2
2 (

1

pδ
)] pour p > 2

et

Θ = M2(2K
δ2

+ K′

δ
) < 1 pour p = 2.

Preuve Pour la démonstration voir P.H. Benzandry.T. Diagana [preuve de théorème

5.2 p 136, 137.]



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les différentes définitions des processus presque pé-

riodiques à valeurs dans un espace de Banach ainsi que leurs propriétés fondamentales. Une

attention particulière a été accordée à la presque-périodicité au sens de Bochner pour les pro-

cessus stochastiques.

Une étude comparative entre les différents types de presque périodicité dans un espace

polonais a été considéré y compris la presque périodicité en probabilité, en moyenne quadratique

et en loi....

Nous avons établi également l’existence des solutions presque périodiques pour certaines

équations différentielles stochastiques dans un espace de Hilbert dans les deux cas (autonome

et non autonome). Par conséquent, nous avons estimé que la théorie des processus presque

périodiques est un domaine très intéressant, riche par ses diverses applications.
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Annexe

3.3 Les critères de presque périodicité de Bochner pour les

fonctions avec des valeurs dans un espace métrique

Soit (E, d) un espace métrique (pas nécessairement complet). On dit qu’un sous ensemble

A ⊂ I est relativement dense s’il existe un nombre réel l> 0 tel que pour chaque nombre

a ∈ I, [a, a+ l] ∩ A 6= ∅. Un tel nombre l est appelé une longueur d’inclusion de A.

On dit qu’un sous-ensembleH de C(I,E) est équi-presque périodique (resp. équi-asymptotiquement

presque périodique) dans le sens de Bohr si, pour tout ε > 0, existe un ensemble relativement

dense A = A(H, ε) dans I (resp. il existe un ensemble relativement dense A = A(H, ε) dans I

et un nombre r ≥ 0) tel que, pour tout τ ∈ A et h ∈ H,

d(h(t+ τ), h(t)) < ε pour tout t ∈ R (resp. pour tout t ≥ r, t+ τ ≥ r).

Un sous-ensemble H de C(I,E) est dit équinormal si, à partir de toute suite (α
′
n) dans I, on

peut extraire une sous suite (αn) telle que la suite h(t+ αn) converge uniformément à t ∈ I et

h ∈ H.

Les résultats suivants sont des adaptations de celles obtenues par Ruess et Summers [31]

dans le cas des espaces localement convexes. Nous considérons seulement le cas I = R+, le

cas presque périodique suit exactement de la même manière avec des changements mineurs

évidents.

Lemme 5. Soit H un sous-ensemble de C(R+,E). Supposons que H soit totalement borné dans

Ck(R+,E) et équi-asymptotiquement presque périodique. Alors, H est uniformément équiconti-

nue sur R+ et H(R+) est totalement borné dans E.

preuve Soit ε > 0, puisque H est équi-asymptotiquement presque périodique dans le sens

de Bohr, il existe un nombre r = r(ε) > 0 et un ensemble relativement dense A = A(H, ε) dans

[r,+∞[ tel que, pour chaque τ ∈ A et pour chaque h ∈ H,
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d(h(t+ τ), h(t)) < ε pour tout t ≥ r, tel que t+ τ ≥ r).

Soit N = max(r, l), où l est une longueur d’inclusion de A. On choisit τk ∈ [kN, (k+ 1)N ], k =

1, 2, .... Notons H/0,5N la restriction de toutes les fonctions de H à l’intervalle [0, 5N ]. Alors

H/[0,5N ] est totalement borné en C([0, 5N ];E). Ainsi, d’après le Théorème d’Ascoli, nous ob-

tenons que H/[0,5N ] est uniformément équicontinue. Soit δ ∈ [0, N
2

] tel que d(h(t1), h(t2)) < ε
3

chaque fois que h ∈ H et t1, t2 ∈ [0, 5N ] avec |t1−t2| < δ. Supposons maintenant que t1, t2 > 4N ,

avec |t1 − t2| < δ. En prenant k ∈ N tel que t1, t2 ∈ [kN, (k + 2)N ], soit si = ti − τk−2, i = 1, 2.

Puisque s1, s2 ∈ [N, 4N ] et |s1 − s2| < δ, nous avons

d(h(t1), h(t2)) < d(h(s1,+τk−2), h(s1)) + d(h(s1), h(s2)) + d(h(s2), h(s2 + τk−2)) < ε

pour tout h dans H, ce qui implique que H est en effet uniformément équicontinue sur R+.

Pour vérifier que H(R+) est totalement borné dans E, on part de l’équicontinuité de H pour

obtenir un recouvrement finie {Ti}ni=1 de [0,3N] et ti ∈ Ti, i = 1, ..., n tel que pour chaque h ∈ H

d(h(t), h(i)) ≤ ε
2
chaque fois que t ∈ Ti, i = 1, ..., n.

Si t > 3N , choisissons k ∈ N pour que t ∈ [kN, (k + 1)N ]. En posant s = t − τk−2, on a alors

s ∈ [N, 3N ] d’où s ∈ Ti pour certains i = 1, ..., n. Par conséquent, étant donné tout h ∈ H,

nous obtenons

d(h(t), h(i)) ≤ d(h(s+ τk−2), h(s)) + d(h(s), h(ti)) < ε. (3.8)

Puisque pour chaque i = 1, ..., n l’ensemble H(ti) est totalement borné, on en déduit, compte

tenu de l’inégalité (3.8), queH(R+) est totalement borné. �

Théorème 9. Soit H un sous ensemble de C(R+;E). Les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

1. L’ensemble H̃+ = {h̃(t), h ∈ H, t ∈ R+} est un sous ensemble totalement borné de

Cu(R+;E), c’est-à-dire, H est Bochner-equi-presque périodique.

2. (a) H est un sous ensemble totalement borné dans Ck(R+;E), et

(b) H satisfait le critère de suite double uniforme de Bochner.

3. (a) H est un sous ensemble totalement borné dans Ck(R+;E) et

(b) H est équinormal.

4. (a) H est un sous ensemble totalement borné dans Ck(R+;E) et

(b) H est équi-asymptotiquement presque périodique dans le sens de Bohr.
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preuve De [8], nous avons l’équivalence entre 2 et 3. D’après ([37], théorème 5, et théorème

page 56) et le lemme 5, nous déduisons l’équivalence entre 3 et 4.

Supposons que 4 soit équivalent à 1. Supposons 4, alors au vu du lemme 5, le sous ensemble

H(R+) est totalement borné dans E, donc H̃+(t) est totalement borné dans E pour chaque

t ∈ R+. Nous avons également vu le lemme 5 que H̃+est uniformément équicontinue . Ainsi

par le théorème d’Ascoli ([10], théorème 2, page X.17), il est totalement borné dans Cu(R+;E).

Inversement, il est évident que si H̃+ est un sous-ensemble totalement borné de Cu(R+;E) alors

H est un sous ensemble totalement borné de Ck(R+;E). Il reste à montrer que H est équi-

asymptotiquement presque périodique au sens de Bohr. Pour tout ε > 0, on peut construire un

recouvrement finie {Ti}ni=1 de R+ et ti ∈ Ti, i = 1, ..., n tel que, pour tout ω ∈ R+, on a

d(h(ω + t), h(ω + ti)) ≤ ε, chaque fois que t ∈ Ti, i = 1, ..., n.

Soit r = l > max{t1, t2, ..., tn}, et posons

A =

[
n⋃
l

(Ti − ti)

]⋂
[r,+∞[.

Vérifions que A∩ [t, t+ l] 6= ∅ pour tout t ≥ r, c’est-à-dire, que A est un ensemble relativement

dense dans [r,+∞[. Soit t ≥ r, puisque {Ti}ni=1 est une couverture de R+ et t+ l ∈ R+, il existe

i ∈ 1, ..., n tel que t+l ∈ Ti. On observe que t ≤ t+l−ti ≤ t+l et ensuite t+l−ti ∈ A∩ [t, t+l].

Maintenant, pour un t ≥ r et τ ∈ A donné, on choisit i ∈ {1, ..., n} et s ∈ Ti tels que τ = s− ti.

Puisque t− ti ≥ 0 on a, pour tout t ∈ [r,+∞[ et pour tout h ∈ H.

d(h(t+ τ), h(t)) = d(h(t− ti + s), h((t− ti) + ti)) < ε.

2

Donc H est équi-asymptotiquement presque périodique au sens de Bohr.

Corollaire 5. Soit x ∈ C(R+;E). Les deux énoncés suivants sont équivalents :

1. L’ensemble H̃+(x) = {x̃(t), t ∈ R+} est totalement borné dans Cu(R+;E)

2. x est asymptotiquement presque périodique au sens de Bohr.
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