République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de 1l’enseignement supérieur et de la recherche scientifique

?\,U mﬁﬂ&. N° Attribué par la bibliothéque "}\ug?lgﬁﬂgﬂl
+ Mo D MOULAY AHAR , D NOULAT TAHAR
o LI o/ pll

Année univ.: 2017/2018

Processus stochastiques presque
périodiques : application aux équations

différentielles stochastiques

Mémoire présenté en vue de 'obtention du diplome de

Master Académique

Université de Saida - Dr Moulay Tahar
Discipline : MATHEMATIQUES

Spécialité : Analyse stochastiques, statistique des processus et
applications (ASSPA)
par

Taibi Hazar!

Sous la direction de
Dr M€ Lamia Bousmaha

Soutenu le 24/06/2018 devant le jury composé de

Dr S. Rahmani Université Dr Tahar Moulay - Saida Président

Dr L. Bousmaha Université Dr Tahar Moulay - Saida Encadreur
Dr S. Idrissi Université Dr Tahar Moulay - Saida Examinatrice
Dr A. Benzatout Université Dr Tahar Moulay - Saida Examinatrice

1. e-mail : taibihazar@gmail.com



Remerciement

Je remercie Dieu, de m’avoir donné le courage et la patience afin de terminer ce modeste
travail.
Je tiens & exprimer toutes mes gratitudes envers ma promotrice, Dr. L. BOUSMAHA, pour
son soutien et la confiance qu’elle m’a accordée en me proposant ce sujet, et elle m’ a aider
plus qu’elle ne le pense. En j'écouté patiemment, et en discutant maintes fois de la nature et
I’avancement de mon travail, elle m’a permis de synthétiser, comprendre et expliquer un grand
nombre de questions. Ces conseils et sa gentillesse m’a apporté un précieux soutien. On a pu
découvrir lors de ces années d’études quelqu’un d’intégre et de qualités humaines aussi bien que
scientifiques éminemment rares et précieuses, qu’elle soit chaleureusement remerciée ici. Mes
remerciement sont aussi adressés mes jury Mlle S. RAHMANI, Mlle S. IDRISSI et Mme
A. BENZATOUT.
Merci & mes parents et a mon frére et mes soeurs pour m’avoir inculqué le gotit d’apprendre, de
m’avoir enseigné a penser et de m’avoir encouragé sans cesse pour aller plus loin, sans oublier
mes amis et tous ceux qui ont contribué, de prés ou de loin & notre formation. Merci a tous
les membres de la Faculté des Sciences Exactes en général et aux membres du Département de
Mathématiques en particulier.

Enfin, je n’oublie pas de remercier ceux qui m’ont aidé d’une maniére ou d’une autre a

élaborer ce travail.



Dédicaces

Je dédie ce modeste travail a :
Mes chers parents qui étaient toujours attentifs affectueux et compréhensifs qui m’ont soutenu

durant les laborieuses années de mes €études, a qui je témoigne toute ma gratitude.
Mes sceurs et mon frere.
Toute ma famille chacun par son nom.

Tous mes camarades de promo et tous mes amas.



Table des matiéres

Remerciement
Dédicace
Introduction Générale

1 Les fonctions presque périodiques
1.1 Priliminaire . . . . . . . ..
1.2 Les différentes définitions des fonctions presque périodiques . . . . . . . . . . ..
1.2.1 Critéerede Bohr . . . . . . ...
1.2.2  Critére d’approximation . . . . . . . . .. ... L
1.2.3 Critére de Bochner . . . . . . . . . ... ...
1.3 Propriétés des fonctions Bohr-presque périodiques . . . . . . . . . .. ... ...
1.4 Presque périodicité des fonctions a un parameétre. . . . . . . . . . ... ... ..
1.5 Presque périodicité asymptotique au sens de Bohr . . . . . . . ... .. ... ..
1.6 Presque périodicité des fonctions aléatoires . . . . . . . . .. ... ... ... ..
1.6.1 Presque périodicité des trajectoires . . . . . . . ... ... ... ...
1.6.2 Presque périodicité enloi. . . . . . . . ...
1.6.3 Presque périodicité en probabilité . . . . . .. ... ...
1.7 Processus presque périodiques en moyenne d'ordrep. . . . . . ... ... L.

1.7.1  Composition du processus presque périodiques en moyenne d’ordre p

2 Presque-périodicité au sens de Bochner pour les processus stochastiques
2.1 Le cas des espaces métrisables . . . . . .. ..o

2.1.1 Presque-périodicité dans le cas déterministe . . . . . . ... ... L.



TABLE DES MATIERES 5

2.1.2  Presque-périodicité et presque périodicité asymptotique au sens de dis-
tribution . . . . ... 32

2.1.3  Presque-périodicité et presque-périodicité asymptotique en probabilité ou
€N P-MOYEIINE . . . .+« o e e e e e e e e e e 36
2.1.4  Les propriétés de presque-périodicité presque str. . . . . . . . . . . ... 37
2.1.5  Comparaison entre les presque périodicités . . . . . . . . .. .. ... .. 39

3 Existence des solutions presque périodiques pour certaines équations diffé-

rentielles stochastiques 44
3.1 Lecasautonome . . . . . .. . . . . ... 44
3.2 Lecasnon autonome . . . . . . . . . . ... 49
3.2.1 Existence des solutions presque périodiques. . . . . . . . . . ... . ... 50
Conclusion 52
annexe 53

3.3 Les critéres de presque périodicité de Bochner pour les fonctions avec des valeurs
dans un espace métrique . . . . . . ... 53
Bibliographie 56



Liste des abréviations

AP Espace des fonctions presque périodiques et a valeurs dans X.
APD Presque-périodicité en distribution.
APFD  Presque-périodicité en distribution finies dimensionnelles.

APOD  Presque-périodicité en distribution unidimensionnelle.



Introduction Générale

L es fonctions périodiques sont des fonctions, lorsqu’elles sont appliquées & une variable,
donnent la méme valeur si on ajoute a cette variable une certaine quantité fixée, appelée période.
Ainsi la périodicité permet de réduire les intervalles d’études de ces fonctions.

Soit f une fonction périodique de la variable réelle ¢t. Si T est la période élémentaire, on a :

flx+T) = f(z);Vz € R et plus généralement,
flx+nT) = f(x);Vr € R,Vn € Z.

Les nombres nT" constituent les périodes de f. Dans tout intervalle [a;a+ T, il y a un point
d’abscisse multiple de T', c’est-a-dire une période nT'.
La somme de deux fonctions périodiques dont le rapport de leurs périodes est irrationnel n’est
pas périodique. Cette propriété a conduit H. Bohr a introduire les fonctions presque périodiques,
au début des années vingt (1925). Les fonctions presque périodiques ont des propriétés voisines
de celles des fonctions périodiques, en fait on a une périodicité approximative dans le sens que
pour tout x réel, 'écart f(x+T)— f(x) peut étre rendu de plus en plus petit. C’est-a-dire, une

fonction donnée f : R — X est presque périodique si ’ensemble

T(e, /) ={7 R, sup [f(x+T) = f@)] < e}

est relativement dense dans R. Autrement dit, il existe un nombre réel £ > 0 tel que chaque
intervalle de longueur ¢ contient au moins un élément de 7'(e, f).

L’utilisation des fonctions presque périodiques remonte a I’époque grecque antique. Ptolé-
mée dans son livre Almagest donne une méthode (scientifique) pour expliquer le comportement
de la lune, de la terre et de soleil. Cette méthode s’appelle méthode d’épicycle, elle consiste a

approcher la fonction qui donne le mouvement de la planéte par un polynéme trigonométrique.
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Cette approximation des fonctions par des polynoémes trigonométriques est une propriété im-
portante des fonctions presque périodiques.

Le concept de fonctions presque périodiques a été introduit par H. Bohr pour fonctions a va-
leur numérique et étendu par S. Bochner pour les fonctions avec des valeurs dans les espaces
polonais.

La théorie des fonctions presque périodiques se développe avec vigueur depuis quatre vingt
années environ ; trés exactement les premiers résultats de celle-ci ont été publiés dans les deux
articles du pionnier de cette classe de fonctions H. Bohr [9], apparus dans la revue "Acta-
Mathematica", en 1925-1926 : Jouant un role important dans ’étude des équations différen-
tielles, elle a été développée aprés par d’autres auteurs, notamment par Bochner [8] vers 1933
qui a donné deux autres versions de la définition des fonctions presque périodiques, équivalentes
a celle donnée par H. Bohr, mais plus maniable.

L’existence et I'unicité des solutions presque périodiques sont d'une grande importance dans
I’étude qualitative des équations différentielles stochastiques a cause de leurs applications dans
plusieurs domaines, comme la biologie mathématique, la physique, la théorie de controle et
d’autre domaines.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre, a pour objectif donner une collection de résultats classiques sur les
différentes définitions des fonctions presque périodiques qui sont équivalentes, en commencons
par la donnée des différentes définitions des fonctions presque périodiques :

Celle de Bohr qui est une généralisation de la périodicité.

Le critére d’approximation par lequel une fonction presque périodique est limite uniforme d’une
suite de polyndmes trigonométriques généralisées et la définition de Bochner qui caractérise la
presque périodicité d’'une fonction en utilisant sa normalité. J’ai présenté également dans ce
chapitre les fonctions presque périodiques dans le cas déterministe et le cas aléatoire.

Le deuxiéme chapitre, est consacrée & une étude comparative entre les différents types de
Bochner-presque périodicité au cas ot 'espace d’état est métrisable.

Le troisiéme chapitre, sert a étudier I'existence des solutions presque périodiques en moyenne
d’ordre p des équations différentielles stochastiques dans les deux cas autonome et non auto-
nome.

Enfin, j’ai achevé ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 1

Les fonctions presque périodiques

1.1 Priliminaire

La notion de périodicité est étroitement liée aux sous-groupes additifs de R :
Rappelons qu’un sous-groupe additif G de R non réduit a zéro, est soit dense dans R, soit mono-
géne, c’est-a-dire de la forme TZ avec T réel strictement positif, (dans ce cas, nous appellerons
T le générateur de GG). En particulier, un sous-groupe dense est dense.

Si f est une fonction définie sur R, & valeur réelles ou complexes, alors I’ensemble des réels

T, noté G(f), tels que, pour tout x réel

fle+T) = f(z)
est un sous-groupe additif de R

Définition 1. On dira qu’une fonction f est périodique, si G(f) n’est pas réduit a 0.
Un élément T non nul de G(f) est une période de f, et l'on dira que f est périodique de période

T ou encore qu’elle est T-périodique. L’ensemble G(f) est alors appelé groupe des périodes de f.

Pour une fonction périodique f, on a donc deuz posibilités : ou bien G(f) est dense dans
R, ou bien il est monogéne et engendré par son plus petit élément strictement positif.
Lorsque le groupe G(f)est monogéne, si T est la plus petite période strictement positive de G(f),

on aura
G(f) =T7;

et on dira que T est la période de f.
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Remarque 1. 1. Le groupe G(f) est égal a R si, et seulement si, la fonction f est constante ;

2. On peut ramener [’étude des fonctions périodiques a celle des fonctions périodiques de

période 2m. En effet, si f est T-périodique, alors g : x — f(%x) est 2m-périodique.

On note C(R) I'ensemble des fonctions continues sur R. Il est clair que ’ensemble des
fonctions continue 27-périodique est un sous espace de C(R). Une question naturelle est la
suivante : qu’en est il de I'ensemble des fonctions continu périodique sur R 7. La réponse est
négative. En effet, considérons la fonction f définie par f(z) = €™ +¢?™% on w est irrationnel.
Elle s’écrit comme somme de deux fonctions périodiques. Supposons qu'il existe 7 # 0, tel que

pour tout z € R, on ait f(z +7) — f(z) = 0. C’est a dire

gi2n(atn) | gitma(edT) _ (gi2me | gitmer) — ()
ou de fagon équivalente
2™ (12T — 1) 4 2T (2T — 1) = (0, Vx € R.
En posant o = 2™ — 1 et = ™7 — 1, on peut aussi écrire :
e + BT = () Vr € R

La derniére équation a une solution si o = 5 = 0. C’est-a-dire que

6z27r7' — 6127ro.17' =1.

On conclut que 7 et wr sont dans Z, et comme w est irrationel, donc 7 et w7 ne pouvent
pas étre simultanément dans Z. Ce qui est absurde.

En plus du fait que 'ensemble des fonctions continues périodiques sur R n’est pas stable
par rapport aux opérations usuelles, on peut aussi montrer que cet ensemble n’est pas stable
par limite uniforme. Il suffit de considérer la suite de fonctions continues et 2"-périodiques

Fulr) = 32 o sin?(20)

2k 2k
k=1

) 1 ., 7 . . o .
La série g o 81n2(2—k) est uniformément convergente sur R. Mais sa limite f n’est pas pério-
k>1
dique.

Soit (X, ||.||) un espace de Banach. Notons par C,(R,X) 'espace vectoriel des fonctions

continues bornées sur R & valeur dans 'espace de Banach (X, |.||), que I'on munit de la norme
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uniforme. Dans ce qui suit, on verra comment relaxer la condition de périodicité de fagon a
combler les insuffisances citées précédemment.

Mbotivations et Propriétés élémentaires
L’appartion formelle de la théorie des fonctions presque périodiques remonte aux travaux de
H. Bohr [9] publiés entre 1923 et 1926. Le Mathématicien D. H. Bohr s’interessa au probléme
(ouvert depuis les années 1850) de position des zéros de la fonction Zeta de Riemann définie

par

+<>o1

C(S):ZESSGC

n=1
Il remarqua que pour s de partie réelle constant, les séries ((s) ont un comportement régulier
proche de celui des fonctions périodiques mais restrictif (la somme et le produit de fonctions
presque périodiques est presque périodique, limite uniforme suite de fonction presque périodique
est une fonction presque périodique). Ce ne sont pas des fonctions qui sont presque des fonctions
périodiques, mais ce sont des fonctions qui possédent de nombreuses presque périodes.

Les fonctions presque périodiques sont, intuitivement, des fonctions f (continues) pour les-
quelles, en choisissant des "périodes" T de plus en plus grandes, on a une périodicité approxi-
mative de plus en plus précise, c’est-a-dire que (pour tout x) I'écart f(xz +7T) — f(x) peut étre
rendu arbitrairement petit. Mais la définition formelle correspondante, & savoir : quel que soit

€ > 0, il existe un nombre réel non nul 7" tel que

sup [f(z +T) — f(x)] <e,

zeR

est en fait insuffisante a capturer cette idée, puisque cette propriété est vérifiée par toutes les
fonctions uniformément continues.
Commencons par introduire un concept qui traduit ’idée intuitive selon laquelle les points d’un

sous-ensemble de R "sont bien dispersés".

1.2 Les différentes définitions des fonctions presque pério-
diques

1.2.1 Critére de Bohr

Définition 2. On dit qu’une partie A de R est relativement dense s’il existe un réel | tel que

tout intervalle de longueur | rencontre A, i.e.,
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Al >0, Va € R:|a,a+ ([NA #0.

Exemples 1. 1. L’ensemble Z est relativement dense puisque tout intervalle de longueur 2

contient un élément de 7 ;

2. L’ensemble N n’est pas relativement dense puisque tout | > 0, [’intervalle
[l —1,-1]NN =1
3. Toute sous groupe additif non trivial est relativement dense ;

4. L’ensemble {++/n,n € N} est relativement dense. En effet, pour | = 2, un intervalle
de longueur | est de la forme [a,a + 2] pour un certain a € R. Sia < 0 < a+ 2, le
probleme est résolu. Si 0 < a < a+ 2, il exviste n € N tel que a®* < n < (a+ 2)? et donc
a<yn<a+2. Lecas ot a < a+2 <0 se traite de fagon similaire que précédemment ;

5. L’ensemble {£n? n € N} n'est pas relativement dense. Il existe n € N tel que 2n > 1.

L’intervalle [n®*+1,n?+(+1] est de longueur [ et est strictement contenu dans [n?, (n+1)?].
A présent, nous pouvons énoncer la définition de la presque périodicité de Bohr :

Définition 3. Une fonction continue f : R — X est dite presque périodique au sens de Bohr

st, pour tout € > 0, [’ensemble
T(fe) ={r €R, swp [ f(z +7) = f(@)lls <&},
est relativement dense dans R. Autrement dit, pour tout € > 0, il existe | =1, > 0, tel que
T(f,e)Nja,a+1] #0,Ya e R

Un nombre réel T € T(f,¢) est dit e-presque période ou e-translation. Le réel positif l. est

dit longueur d’inclusion asocié a €.

Une fonction, presque périodique et continue,est dite uniformément presque périodique et on
écrit f € AP(R,X) ou bien f est AP(R,X)

Il a y lieu de mentionner que toute fonction continue T-périodique est presque périodique.

En effet, c’est une conséquence directe du fait que pour tout € > 0, 7Z C T(f,¢).

Dans ce qui suit, on présentera certaines propriétés élémentaires des fonctions presque pé-

riodiques.

Propriétés de T'(f,¢) :
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Lemme 1. i) une fonction continue [ est presque-périodique si et seulement si pour tout

>0, T(f,e) est relativement dense dans R.

ii) Pour tout € strictement positif T(f, ) est fermé.

iii) Si T € T(f,e) alors —t € T(f,¢).

i) Pour tout € strictement positif T(fa,€) = T(f,€) ot fu(t) = f(t +a) avec a € R. C’est
a dire que ’espace des fonctions presque-périodiques AP(X) est stable par translation.

v) Une fonction f : R € X, est uniformément continue si et seulement si pour tout € > 0 il
existe 0(e) tel que T(f,e) D [—0,0] .

vi) T(go f,e) D T(f,d.) si g est une fonction continue de Ry (fermeture de image de f dans
X) dans un espace de Banach Y.

L’espace des fonctions presque-périodiques et a valeurs dans X est noté par AP(X).
Exemples de fonctions presque-périodiques.
Par exemple, une fonction périodique est presque-périodique ; sa période et ses multiples sont
les presque-périodes.
Une fonction presque-périodique est bornée, uniformément continue sur R et elle est a image
relativement compacte dans X.
Exemple :
Toute somme finie de fonctions périodiques a périodes aléatoires dont les rapports sont des

nombres irrationnels.

i) f(x) =sinz + siny/2x

FIGURE 1.1 —

Nous donnons aussi des exemples de courbes paramétrées avec fonctions périodiques, fonctions
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presque-périodiques :
x(t) = sin(t)

y(t) = cos(t)

x(t) = sin(t) + sin v/2t,
y(t) = cos(t) + cos/2t.

FIGURE 1.2 —

FIGURE 1.3 —
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x(t) = sin(t) + cosv/2t,
y(t) = cos(t) 4 sin/2t.

FIGURE 1.4 -
Nous allons maintenant présenter la propriété d’approximation des fonctions presque pério-

diques au sens de Bohr par des polyndémes trigonométriques généralisés.

1.2.2 Critére d’approximation

Définition 4. On appelle polynéme trigonométrique généralisé, toute combinaison de la

forme

n

Zak exp(tApx) avec ar € X, \y E Retn € N
k=1

On note par A ’ensemble de ces polynomes.
Proposition 1. L’ensemble des polynomes trigonométriques généralisé A C AP(R, X).

Preuve :
Il est clair que les fonctions = + a, exp(i\,x);Vk = 1.n sont continues et périodiques, alors
elles sont presque périodiques.

Comme la somme des fonctions presque périodiques est toujours presque périodique, alors

x> Z ar exp(iAyx) est presque périodique.
k=1
Donc A C AP(R,X).

Définition 5. On dit qu’une fonction continue f : R — X, posséde la propriété d’approximation

polynomiale, si pour tout € > 0, il existe un polynéme trigonométrique P. € A tel que
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Sup | f(z) — P(z)]]x <e.

Théoréme 1. Une fonction f € AP(R,X). si et seulement si, elle posséde la propriété d’ap-

proximation polynomiale.

Preuve
La démonstration de ce théoréme est longue et technique, le lecteur intéressé pourra se rapporter

a [11].
n
Proposition 2. La série uniformément convergente Zak exp(iAgz) avec,a € X, A\ € R est

k=1
presque périodique.

Preuve
Chaque terme de la série est une fonction presque périodique, alors la somme de n premiers
termes S, () est presque périodique. Par conséquent, la somme S(x) de la série est aussi presque

périodique, (limite uniforme de S, (x)).

La définition des fonctions presque périodiques au sens de Bohr est parfois peu maniable.
Il est important de chercher des propriétés moins intuitives, mais plus utilisables, des fonctions
presque périodiques, qui puissent en constituer une nouvelle définition basée sur une propriété

topologique des fonctions translatées.

Par la suite, entre les années 1920 et les années 1930, la théorie de Bohr s’est considérable-
ment developpée. S. Bochner [8] a étendu cette notion au cas de fonctions a valeurs dans un
espace (abstrait) de Banach. Il y a aussi V.V. Stepanov, H.-Weil et A. Besicovitch qui ont défini
la presque périodicité pour des fonctions non continues. Il faut aussi mentionner les nom de J.
Favard, J. Von Newmann et N.N. Bogolyubov qui ont beaucoup contribué au dévelopement de

cette théorie.

1.2.3 Critére de Bochner

Beaucoup de résultats sur la presque périodicité des solutions de plusieurs classe d’équations
différentielles ont été obtenus juste aprés l'appartion de la théorie. Dés les années 20, Bohr
et Neugebauer ont montré, en utilisant la définition, que les solutions bornées du systéme
d’équations

o = Az + f(t) (1.1)
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sont presque périodiques si la fonction f est presque périodique et I'application linéaire A ne
dépend pas de t. Dans le cas ou A est presque périodique, Bochner (dans son article de 1933) a
établi 'existence de solutions presque périodiques pour 1’équation 1.1 en utilisant la normalité

de la solution, notion équivalente a la presque périodicité au sens de Bohr.

Définition 6. (presque périodicité au sens de Bochner) Une fonction f est presque périodique
au sens de Bochner si et seulement si elle est normale, c-a-d si de toute suite (s) de R, on
peut extraire une sous suite (s,) telle que f(t + s,) converge uniformement par rapport a t, ce
qui est équivaut a dire que l’ensemble des fonctions translatées {f(t +.), t € R est précompact

pour la topolgie de la convergence uniforme.

La définition de Bochner donne un moyen plus efficace pour vérifier les propriétés algébriques
et topologiques des fonctions presque périodiques. Mais elle est moins efficace pour trouver des
solutions presque périodiques d’équations d’évolution d’une maniére générale.

En 1962, Bochner a donné, dans son article "A new approch to Almost periodicity" [§],
une autre caractérisation, dite critére de suites doubles de Bochner des fonctions presque pé-

riodiques.

Définition 7. (critére de suite double de Bochner)
On dit que f est Bochner-presque périodique ssi ¥Y{c! },{5.} € R, il existe deux sous suites
{an} ={a;, B} = {8, } de méme indices telles que

lim lim f(a, + fs +1) = lim f(on + B, +1), (1.2)

§—00 7—00

existent ponctuellement par rapport a t.

Une propriété cruciale du critére de suites doubles de Bochner est que les limites de 1.2
existent par rapport aux trois modes de convergences : ponctuelle, uniforme sur intervalles
compacts et uniformes sur R. Ce critére remarquable permet donc d’établir la convergence uni-
forme en vérifiant la convergence simple. Ce critére a été trés exploité pour trouver des solutions
presque périodiques par Bochner lui méme, J. Favard et C. Tudor [34] et ses collaborateurs.

Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1) X est Bochner-presque périodique.
2) X est vérifié le critére de suites doubles de Bochner.

3) X est presque périodique dans le sens de Bohr si I = R, ou asymptotiquement presque

périodique dans le sens de Bochner si I = R*.
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1.3 Propriétés des fonctions Bohr-presque périodiques

Si f et g sont deux fonctions presque périodiques, alors les fonctions f + g et fg le sont
aussi ; contrairement aux apparences, ce résultat n’est pas trivial, comme on peut le voir dans
(exemple de Besicovitch). D’autre propriétés des fonctions Bohr-presque périodiques sont cités

ci-dessous :

Proposition 3. Si f est une fonction continue presque périodique, alors f est bornée et uni-

formément continue.

Preuve. Dans cette preuve, on a deux points a démontrer :

1. La bornitude de f :
Supposons que f € AP(R,X). Pour € = 1, on notera [y le réel positif correspond.

Comme f est continue sur le compact [0,1;], elle est bornée sur [0,], c’est a dire,

aM >0, sup [|f(z)| < M.

Z‘E[O,h]

Soit 7 € [—x, —x + [1] un e-presque période associé a f.
Ve e R, [[f(z+7)— flz)] <1

Il vient que pour tout x € R.

If@I = 1f(z) = flz+7)+ fle+71)],
1/ () = f@+ 1)+ [f (@ + 7,
< M+1

IN

Donc f est bornée.

2. La continuité uniforme de f :
Soit € > 0 et [ = I, la longueur d’inclusion associé. Comme f est uniformément continue

sur [—1,1 + ], alors il existe 0 < d(¢) < 1 tel que,
Va,y € [=L1+ 1|z —y| <d(e) = [|f(z) — fw)ll <e.
D’autre part, si 7 € [—z, —z + [] est un e-presque période, on a

[f(z+7) = flo)l <e
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D’ou pour tout x,y € R avec |x — y| < d(¢g),

If(@) = fWll = [If@)+ fle+7)=flat+7) = fly+7)+ fly+7) = fW,
1f (@) = fle+)+1f(e+7) = fly+ D+ 1fy+7) = FWl,

< etete=3¢

IA

Donc f est uniformément continue sur R.

Proposition 4. Soit f une fonction continue presque périodique, l’ensemble { f(z);x € R} est

relativement compact dans X.

Démonstration Un ensemble £/ C X est dit relativement compact, si pour toute suite dans
E, on peut extraire une sous-suite convergente dans F.
Dans un espace de Banach, la compacité relative coincide avec la précompacité. Il suffit de
montré que pour toute £ > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon ¢ dans X, telles que
leur réunion couvre l’ensemble {f(z);z € R}.

Soit € > 0 et [ = [, la longueur d’inclusion associé a f. Comme f est continue sur le compacte
[0,1], on déduit alors que 'ensemble {f(z);z € [0,{]} est un compact dans X.

On prend 1, x9, ..., Ty, les centres des boules qui couvrent {f(x);x € [0,(]}. Soit t € R et 7
(e- translation) dans Uintervalle [—t, —t + [].
Comme t + 7 € [0,1], il existe un entier p dans {1,2,...,n} tel que f(x + 7) € b(x,, ), avec

b(x,,¢€) : boule de centre z, et de rayon ¢, donc
[ (2) = apll <N f (@) = flz+ )|+ /(2 +7) —zp] <26 =&,
par conséquent

{f(z);z e R} = | b(a,, ).

p=1

Proposition 5. L’espace AP(R;X) a une structure d’espace vectoriel, c’est a dire :
1. Si f € AP(R;X) , alors af € AP(R;X) pour tout réel af :

2. Si f,g € AP(R;X) , alors f + g € AP(R;X) .

Preuve
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1. Soit f une fonction presque périodique, montrons que af est presque périodique. On a
f est presque périodique c’est a dire Ve > 0; il existe £. > 0 tel que tout intervalle de

longueur /. contient un nombre 7" satisfaisant
Ve e R ||f(z+T)— f(z)|x <e.
OnaVreRVaeR
laf(z+T)—af@)lx = lalllf(z+T)—af(@)x
< |ale=¢.
D’ou Ve’ > 0, il existe l. = (., Vx € R,
lof (x+T) — af (z)]x < €.
Donc af € AP(R;X)

2. Soit f,g € AP(R;X) c’est a dire Ve > 0; il existe deux polynémes trigonométriques P et
Q tels que

sup || f(z) — P(z)|| < eet sup [|g(z) — Q(z)] <e.
z€R zeR
Avec I'inégalité triangulaire, nous avons pour tout z € R

I(f+9) = (P+Q) < If=Pl+llg—Qll

< 2e,
qui nous confirme la presque périodicité de la fonction f + g¢.
Proposition 6. Soit f € AP(R,R) avec f # 0; alors f? l’est aussi.

Preuve Soit f € AP(R,R) c’est a dire Ve > 0, il existe £ > 0 tel que tout intervalle de
longueur /. contient un nombre 7' satisfaisant

£

2| ()]

VeeR, |f(z+T)— f(z)] <

On a

[z +T) = @) = [(fla+T) = f@)(fl@+T) = f(z))l

< [f@|f(x+T)— f(z)]
< sm2|f(x)l
< e

Donc f? est presque périodique.
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Proposition 7. Soit f € AP(R,X), si g € L'(R) alors (f * g) € AP(R,X).

Preuve Soit f € AP(R,X) donc f est continue et comme g € L'(R) , alors la fonction

(f % g) est continue. On a pour tout y € R

I * DI < M llocllgll e ey-

On suppose que g # 0 car si ||g||z1@) = 0 alors f x g =0 et donc (f * g) € AP(R,X).
Ona f € AP(R,X) c’est a dire Ve > 0, il existe £. > 0 tel que tout intervalle [, 4 .| contient

un nombre 7 vérifiant

9
lx <
911 )

If(z+7) = f(z)

Posonsx =y —t R

€

[fly—t+7)—fly—1t)lx < 7.
HQHLl(R)

On obtient,

Frg)atm) —(Fe)y) = [ g@flytr—a)— / g(0)f(y — )z

R

(fly+7—2)— fly —))g(r)dr,

J
J

alors
[(fxg)@+7)=(f*9)Wlx = [fly+7—2) = fly—2)lxlgll @)
— g
T 9llm
|g||L1(R) ®
< e
O
1.4 Presque périodicité des fonctions a un paramétre
Pour étudier la presque périodicité des solutions des équations différentielles de type
a' = f(t,z) (1.3)

il est indispensable d’imposer la presque périodicité de la fonction f(t,x) uniformement par
rapport a x dans les compacts, sinon la fonction composée f(t, ¢(t)) (ot ¢ est une solution de
I'équation (1.3) n’est pas presque périodique en général). Par exemple, la fonction f(t,z) =
sin(tzx) est presque périodique pour chaque x par contre la fonction composée f(t,sin(t)) =

sin(¢sin(t)) n’est pas presque périodique.
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Définition 8. On dit qu’une fonction continue [ est presque périodique en t et uniformement
en x € B avec B un sous ensemble borné de X.
St pour tout € > 0, il existe £ > 0 tel que tout intervalle de longueur €. contient un nombre

T vérifiant
If(t+7,2) = f(t,2)] <& VteR, Ve e B.
Théoréme 2. Soit
fRxX — X
(t,z) — f(t,2)

une fonction presque périodique en t € R et uniformément en x € B avec B C X.

If(t,z) = fity)ll <Lz —yl,Ve,y €eX et teR.
St g : R — X est une fonction presque périodique, alors la fonction
NR —- X
t — T(t) = f(t,9(1))
est aussi une fonction presque périodique.

Preuve On a g € AP(R,X) cest-a-dire Ve > 0, il existe £. > 0 tel que tout intervalle

[, + L], € R contient un nombre T vérifiant

lg(z +T) = g()]lx < %,Vt eR. (1.4)
On a,
[TE+7) =L@l = [[fE+7).9(t+7)— f(t9(0))lx

IN

1f(E+7), 9t +7) = fE+79@)x+ [ f{E+7),9(t+7) = [t 9(0)]x

< Mgt +7) = g@®llx + [f(E+7), 9 +7) = [t 9(1))lx

Comme f est presque périodique, alors Ve > 0, il existe £. > 0 tel que tout intervalle de longueur

{. contient un nombre 7 vérifiant

sup | f(t+7), g(t +7) — f(t, 9(8)) 1 < =. (1.5)

teR

DO

En combinant les inégalités 1.4 et 1.5, on obtient

Sup IT(t+7)-T@)] = Sup [fE+7),9t+7)— f(tg(t)x <e.

Par conséquent I : ¢ — f(t, g(t)) est presque périodique.
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1.5 Presque périodicité asymptotique au sens de Bohr

La notion de fonctions asymptotiquement presque périodiques a été introduite pour la pre-
miére fois par Fréchet [19], elle concerne les fonctions continues définies sur R, et qui ont un

comportement presque périodique a partir d’un certain rang.

Définition 9. Une fonction [ définie et continue sur la demi-droite Ry est dite asympto-
tiquement presque périodique si pour tout € > 0, il existe un nombre réel { = ((e) > 0 et
T =T(e) > 0, tel que tout intervalle de Longueur { de R contient au moins un point T, qui
verifié

sup |f(t+7) — f(t)| < epour tout t > T avect+71>T
>T

1.6 Presque périodicité des fonctions aléatoires

Plusieurs phénomeénes naturels ot dus & ’hommme (comme le climat, la pollution, des
phénomeénes neurophysiologiques, etc) mathématiquement modélisables, sont aléatoires et sont
régis par des équations différentielles stochastiques.

Le premier qui a introduit le concept de fonctions aléatoires presque périodique est E. Slutsky|32],
il a étudié dans son papier de 1938, la presque périodicité des trajectoire d'un processus sto-
chastique stationnaire. La théorie des fonctions aléatoires presque périodiques a connu un grand

développement durant les années 1980 et les années 1990.

1.6.1 Presque périodicité des trajectoires

T. Kawata 23] a étudié le concept d’uniforme presque périodicité des trajectoires et R. J.
Swift [33] a obtenu, en utilisant les résultats de Kawata, quelques conditions suffisantes pour

qu’un processus stochastique harmonisable soit presque périodique.

1.6.2 Presque périodicité en loi

Le cas des fonctions presque périodiques & valeurs dans l'espace Polonais P(R?) de toutes
les mesures de probabilités sur I'espace Euclidien R? a été introduit par Morozan et Tudor [28],
ce qui leur a permis de définir le concept de presque périodicité en loi unidimensionnelle de C.

Tudor [34] d'un processus stochastique.
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Définition 10. Un processus stochastique {X (t)}ier @ valeurs dans un espace Polonais E est
dit presque périodique en loi unidimensionnelle (APOD) si l'appplication
R — P(E)

Mt
b=

est presque périodique, ot i est la loi de (X(t)).

APOD= Almost periodic one-dimentional distributions.

Définition 11. Un processus stochastique {X (t)}rer @ valeurs dans un espace Polonais E est

dit presque périodique en loi finidimensionnelle (APFD) si, pour tout n € N et lapplication

ot ) B = PEY)
Iut ' t t1,..tn
=y

est presque périodique, ot py "™ est la loi de (X (t4t1), ..., X(t 4+ tn)).
APFD= Almost periodic finite-dimentionale distributions.

Définition 12. La presque périodicité en loi infinidimensionnelle (APD) d’un processus sto-
chastique continu { X (t) }ier est caractérisée par la presque périodicité de application
ot
b=
ow fiy est la loi de X (t) := X (t +.)(Cy = C(R,E), Uespace des fonctions continues muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts de R).

APD= Almost periodic distributions .

Plusieur résultats de C .Tudor et ses collaborateur ont été obtenus grace a une métrique no-
tée dpp, définie sur 'espace de probabilités P(E), compatible avec la topologie de la convergence

étroite et compléte. Cette distance est définie par :

=T 2y e =sup o

et |flpr = max{|fle, |f|L}-

pour u,v € P(E),

dosliav) = sup | [ gaiu=v)

IflBr<1
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ou f € Cy(E), (Cp(E) est 'espace de Banach des fonctions continues bornées définie sur E a
valeur dans R. La plus part de nos résultat sont obtenus grace a cette métrique.

Dans le cas général des fonctions a valeurs dans I’espace des mesure (signées), une étude
exhaustive a été réalisée par I. Danilov ([12],[13],[14])

Dans le méme sens, Gladyshev [20] a introduit la presque périodicité corrélée d’un processus
stochastique et Hurd [22| la presque périodicité unitaire. Dans [34], C.Tudor a fait une étude

comparative entre ces différentes notions de presque périodicité.

1.6.3 Presque périodicité en probabilité

Le concept de la presque périodicité en probabilité a été initialement introduit pour la

permiére fois par O. Onicescu et V. Istratescu [29].

Définition 13. On dit que le processus X est Bohr-presque périodique en probabilité si pour
tout e > 0 et > 0, il existe | = l(g,n) > 0 tels que pour tout intervalle de longueur ¢ il existe

T pour lequel
P{dg(X(t+71),X(t)) > n} <, pour tout t € R.

Définition 14. On dit que le processus X est asymptotiquement Bohr-presque périodique en
probabilité si pour tout € > 0 et n > 0 il existe l(e,n) > 0 et T = T(e,n) tels que pour tout

intervalle de Congueur € il existe T pour lequel
P{dp(X(t+71),X(t)) >n} <e€ pourtoutt >T, t+71>T.

Precupanu [30] a démontré que la plupart des propriétés de base des fonctions presque
périodiques restent vraies dans le cas des processus a valeur réelles presque périodiques en
probabilité.

On peut aussi définir la presque périodicité en probabilité au sens de Bochner d’un processus
stochastique X par la relative compacité de ’ensemble {f( (t),t € I} par rapport a la topologie
de la convergence uniforme en probabilité, ce qui revient a dire que X satisfait le critére de
suite double de Bochner pour la convergence en probabilité.

Plusieurs résultats sur I’étude des solutions stationnaires, périodiques ou presque pério-
diques, des équations différentielles stochastiques ont été établis. Dorogoytsev [17] et Morozan

(|26],]27]) ont étudié la périodicité des solutions des équations différentielles stochastiques af-

------
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et Tudor [21]|. Concernant la presque périodicité en loi unidimensionnelle (APOD) des solutions
des équations différentielles stochastiques affines, elle a été obtenu par Morozan et Tudor|28|.
Tudor et Da Prato [15] ont prouvé sous la condition de dissipativité I’éxistence des solutions
presque périodiques en loi infinidimensionnelle (APD) des équations différentielles stochastiques

semi-linéaires (en particulier les équation affines) sur les espace de Hilbert.

1.7 Processus presque périodiques en moyenne d’ordre p

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, pour p > 2 I'espaces LP(2;X) est un espace de

Banach quand il est muni avec sa norme ||.||zr(0;x)-

Définition 15. Un processus stochastique X : R — LP(Q); X)) est dit continue si
ImE||X(t) — X(s)[|P =0
t—s
Définition 16. Un processus stochastique X : R — LP(§; X) est dit stochastiquement borné si
lim sup P{||X(¢)|| > N} =0
N—oo teR

Définition 17. Un processus stochastique continu X : R — LP(Q; X) est dit presque périodique
en moyenne p si pour chaque € > 0 il existe To(e) > 0 tel que chaque intervalle de longueur

To(e) contient un certain nombre T vErifié :

sup E|X(t+7)— X <e

teR
Le processus stochastique continu X qui est presque périodique en moyenne d’ordre 2 appelé
presque périodique en moyenne quadratique.
Comme pour les fonctions périodiques classiques, le nombre T sera appellée e-translation de X .

L’ensemble de tous les processus presque périodiques X : R — LP(Q; X) sera noté AP(R; LP(Q; X).

Le lemme suivant donne certaines propriétés de processus presque périodiques en moyenne p.

Lemme 2. Si X appartient a AP(R; LP(€; X), alors
(1) L’application t — E|| X (t)||? est uniformément continue ;
(2) Il existe une constante M > 0 tel que E| X (¢)||”, pour chaque t € R;

(8) X est stochastiquement bornée.
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Preuve Les preuves (1) et (2) ne sont pas difficiles, pour montrer (3) on utilise I'inégalité
de Tchebychev et la propriété (2) du lemme précédant et on obtient

1 M
sup P{||IX(#)||[N} < — supE[| X ()[|” < —=;
Sup {IX@IN} < +5 Sup IXOI” = 55

donc lim sup P{[|X ()| >N} =0
N—oo teER

Définition 18. Une fonction F : R x LP(2; X) avec AP(R; LP(2; X) est ’espace des processus
presque périodiques en moyenne p muni avec la norme ||.| est un espace de Banach.
Soit (X, || - |l1) et (Xa, || - ||2) sont des espaces de Banach et soient LP(Q;X;),ses espaces-LP

respectivement.

Définition 19. Une fonction F': R x LP(; X)) — LP(Q;Xy) — F(t,Y), qui est conjointement
continue est appelée presque périodique en moyenne d’ordre p ent € R uniformément enY € K
ou K € LP(Q;Xy) est un compact si Ve > 0, il existe To(e) > 0 tel que chaque intervalle de

longueur Ty(e) > 0 contient un certain nombre T vérifie :
suprex E[|F(t +7.Y) — F(£,Y)|13

pour chaque processus stochastique Y : R — K.

1.7.1 Composition du processus presque périodiques en moyenne d’ordre

p

Nous avons les résultats de composition suivants :

Théoréme 3. Soit F' : R x LP(2;Xy) — LP(2;Xy),(t,Y) — F(t,Y) un processus presque
périodique en moyenne p ent € R uniformément enY € K, ou K C LP(§;X;) est un compacte.
On suppose que F' est uniformément continue et bornée dans le sous espace K' C LP(£2;X;)
dans le sens suivant : pour tout € > 0 il existe . > 0 tels que (X,Y) € K' C LP(;Xy) et
E||IX = Y| <., alors

E|F(t,Y) — F(t,Z)|h <c VteR

pour tous Y, Z € LP(Q;Xy) et pour chaque t € R, alors pour tout processus presque périodique
en moyenne d’ordre p f : R — LP(Q;Xy) le processus stochastique t — F(t;p(t)) est aussi

presque périodique.



Les fonctions presque périodiques 28

Preuve Puisque ¢ : R — LP(; X;) est presque périodique alorss :
Ello(t+71)— o)} <e VteR (1.6)
On a aussi que ¢ : R — LP(;X;) est borné et que sup,c E||o(t)]|] < 0o. Soit k" C LP(4Ey)

un sous ensemble borné tel que ¢(t) € K” pour tout ¢ € R. Maintenant

E|F(t+7, ¢(t+7) = F(t, o())ls < 2" B[ Ft+7,¢(t+7)) = F(t+7, (1) |5 +2°"E| F (¢, o (t+
7)) — F(t, 0(1))]l3.

Tenant compte de I’équation 1.6 (prendre d. = ¢) et en utilisant la continuité uniforme de

F sur un sous espace borné de LP(€2;X;) on a :

€
sup E[[F(2, ¢(t + 7)) — F(t, ()12 < - (1.7)
teR
Par I'utilisation de presque périodicité de F' on a :
€
sup E||F'(t, ¢(t + 7)) — F(t, ot +7))|l3 < o (1.8)
teR 2p
A partir de 1.7 et 1.8 on obtient :
sup E||F(t + 7,¢(t + 7)) — F(t,0(1))[3 <. (1.9)

teR

Donc le processus t — F'(t, ¢(t)) est presque périodique en moyenne P.



Chapitre 2

Presque-périodicité au sens de Bochner

pour les processus stochastiques

Depuis la création de la théorie de presque périodicité par H. Bohr dans les années 1920,
de nombreux concepts de la presque périodicité se sont révélés utiles, en particulier ceux de
Stepanov, Besicovitch et Weyl. Dans le contexte des processus stochastiques, chacune de ces
notions donne lieu a plusieurs définitions possibles tels que : presque-périodicité en distribution,
en probabilité, en moyenne quadratique, presque str etc. Bochner-presque périodicité coincide
avec Bohr-presque périodicité lorsque le temps d’intervalle T est la ligne entiére R [7], mais cela
ne revient qu'une presque périodicité asymptotique au sens de Bohr quand I = [0,400). Il a
I’avantage par rapport a la définition de Bohr qu’il ne dépend pas de la structure uniforme de
I'espace d’état mais seulement de sa topologie (voir la remarque 2 dans ce chapitre).
Notation et terminologie
Dans tout ce qui suit, on nous donne :

- un espace topologique séparable complétement régulier E (I'espace d’état), par ex. E est un
espace métrisable séparable,

- un intervalle I, qui est R ou R (intervalle de temps),

- un espace de probabilité (Q, F, P),

- un processus stochastique continu X sur E défini sur € x L.

Nous utilisons les notations suivantes :

- Nous notons C(I; E) I'espace des fonctions continues de I dans E.

- L’espace des trajectoires du processus X est I'espace des fonctions continues de I dans E,

qui est induit avec la topologie de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compacts

29
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de T et que nous désignons par C, = C(I;E). La définition de C; semble dépendre du choix
d’une uniformité sur E (par exemple, d'une métrique dans le cas métrisable), mais en réalité la
topologie de Cj, est indépendante de ce choix, voir (18], Théoréme 8.2.6).
- Pour tout espace uniforme F, on dénote C,(I; F) I'espace des fonctions continues de I dans F
muni de la topologie de la convergence uniforme sur I.
- Pour toute fonction = : I — [E, et pour tout ¢ € I,Z(t) est 'application de translation
z(t+.): 1=K s— z(t+s).
- Pour tout espace topologique F, on note P(Cy) 'espace des probabilités de Radon sur F muni
de la topologie de convergence faible, qui est la topologie la plus grossiére de sorte que les
applications p — p(f) sont continues pour toute les fonctions continues borné f : F — R.
- Nous désignons par la loi (U) la loi d'une variable aléatoire U. La loi du processus X est la loi
de la variable aléatoire X = X(0) a valeur dans Cj.

Comme nous nous concentrons principalement sur 1’étude de Bochner-presque périodicité
pour les processus stochastiques, par défaut, dans ce chapitre, «presque périodique» signifie

«Bochner-presque périodique».

2.1 Le cas des espaces métrisables

Dans cette section, [E est un espace polonais, c’est-a-dire [E est séparable et sa topologie
peut étre définie par une distance dg telle que (E, dg) soit complét.
Avant de donner les différentes définitions de presque-périodicité pour les processus stochas-

tiques, rappelons les définitions correspondantes pour les fonctions déterministes.

2.1.1 Presque-périodicité dans le cas déterministe

Soit dg une distance sur E qui est compatible avec la topologie de E, et soit z : I — (E; dg)
est une fonction continue.
On dit que z est Bochner-presque périodique si 'ensemble {z(t),t € I} = {x(t +.),t € I}

est totalement bornée dans I'espace C, (I, E).

Définition 20. On dit que x est Bohr-presque périodique si pour tout € > 0, il existe [(g) > 0
tel que tout intervalle de longueur l(g) contient au moins un e-presque-période, c’est-a-dire, un

nombre T pour lequel
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de(z(t+71),2(t)) <e, pourtouttecl=R.

Définition 21. On dit que x est asymptotiquement Bohr-presque périodique si pour tout € > 0,
il existe l(e) > 0 et T'=T(e) > 0 tel que tout intervalle de longueur l(g) contient au moins un

e-presque-période pour lequel

dp(z(t +7),2(t)) < e, pour toutt>T tel quet+71 >T.

Dans le premier cas (Bohr-presque périodicité), on dit que I'ensemble de e-périodes de
x est relativement dense dans I. Si E est un espace vectoriel, une fonction x : R — E est
asymptotiquement Bohr-presque périodique ssi il a la forme = = y + z, ol y est Bohr-presque
périodique et z est une fonction continue avec limy ., z = 0.

Les énoncés suivants sont équivalents (voir [8], [15] et le corollaire 5)
1. x est Bochner-presque périodique.

2. x vérifié le critére de suite double de Bochner, c¢’est-a-dire, pour chaque paire de suite

/

(al) et (Bl) dans I, il existe des sous-suite (a,) C (o)) et (8,) C (B),) respectivement

n

avec les mémes indices tels que, pour tout t € I, les limites

limy, oolimp, oo(t + iy + Bin) et limy, oox(t + a + Br), (2.1)
existent et sont égales.

3. x est presque périodique au sens de Bohr si I = R, ou presque périodique asymptotique-

ment au sens de Bohr si [ = R™.

Remarque 2. 1. Le critere de suite double de Bochner montre que la presque périodicité de
Bochner est topologique, c’est-a-dire, qu’elle ne dépend pas du choix de dg, a condition

que dg soit compatible avec la topologie de E.

2. Une propriété marquante du critere de suite double de Bochner est que les limites de 2.1
existent dans nimporte quel trois modes de convergences : point par point, uniforme sur
des intervalles compacts et uniforme surl (par rapport a dg). Ce critére a donc l'avantage

de permettre d’établir une convergence uniforme par convergence simple.

3. La presque périodicité asymptotique au sens de Bohr est strictement plus faible que la

presque périodicité au sens de Bohr.



presque-périodicité au sens de Bochner pour les processus stochastiques 32

2.1.2 Presque-périodicité et presque périodicité asymptotique au sens

de distribution

Selon la terminologie de Tudor [34], on a les définitions suivantes :

Définition 22. On dit que X est Bochner-presque périodique en distribution, APD en abrégé,

st Uapplication t — loi (X (t)),1 — P(Cy) est Bochner-presque périodique.

Définition 23. On dit que X est Bohr-presque périodique en distribution si l’application t —

loi (X(t)),I = P(Cy) est Bohr-presque périodique en distribution.

Définition 24. On dit que X est asymptotiquement Bohr-presque périodique en distribution
si Uapplication t — loi ()z(t)),l — P(Cy) est asymptotiquement Bohr- presque périodique en

distribution.

Voir d’autres définitions de la périodicité en distribution, voir ([1], [28],[34]) : par exemple,
nous disons que X a des distributions dimensionnelles finies presque périodiques (APFD en
abrégé), si pour toutes les suites finies (¢1, ..., t,,) dans I, 'application ¢ — loi (X(t1+t), ..., X(t,+
t)) est presque périodique. De méme, si 'application ¢ — loi (X(t)) est presque périodique, nous
disons que X a des distributions unidimensionnelles presque-périodiques (APOD en abrégé).

Bochner-presque périodicité en distribution telle que définie est prouvée pour certaines so-

lutions des équations différentielles stochastiques dans ([28], [35], [1], [15]).

Proposition 8. St X est APD alors presque toutes ses trajectoires sont uniformément continues

sur 1.

preuve Supposons que X soit presque périodique en distribution, alors la famille (X (7)),¢1
est faible dans Ci. Par ([6], Théoréme 7.3) ou (|35], Théoréme 4), cela implique que pour chaque

intervalle [a,b] C I, pour tout € > 0 et pour tout n > 0, il existe 6 > 0 tel que

P{ sup da(X(r)(8), X(r)(s) >n} <
t,s€[a,b]

pour tout r € I. En équivalence

P{ sup dg(X(r+1t),X(r+s)) >n} <e
[t—s|<é
t,s€[a,b]
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pour tout r € I. Donc
P{ sup dg(X(t),X(s)) >n} <e.
[t—s|<d
En particulier, pour chaque n € N*, il existe 6,, > 0 tel que
1 1
P{ sup dg(X(t),X(s)) > -} < —.
[t—s|<dn n n
Soit
1
Q, =1 sup drg(X(t),X(s)) < —} et Qp = limsup Q,.
[t—s|<0n n n

pour chaque w € €, Iapplication ¢ — X()(w) est uniformément continue. De plus nous avons

P(€,) > 1—=, donc P(€) = 1 puisque P(limsup €2,,) > limsup P(€2,,).

Corollaire 1. Si les trajectoires de X sont uniformément continues, les propriétés suivantes

sont équivalentes :
(1) X est APFD.
(2) X est APD.

Avant de donner la preuve du corollaire 1, nous rappelons la définition suivante : Pour f €

Cy(E), (ou Cy(E) est l’espace de Banach de fonctions continues et bornées défini sur E),

fle = sup{FEehthie # ubs 1] = sup £ (@),
et |flpr = max{|f|e,[f[z}

Pour p,v € P(E), nous définissons

dpr(p,v) = sup /fd —v)

|fler<1

La métrique dgr, sur P(E) est compléte et compatible avec la topologie de la convergence faible.

Preuve de corrollaire
Clairement (2) = (1). Supposons que X est APFD. Soit («,) et(f],) deux suite dans I et pour
t1,to, ..., tg, t € I défini (en utilisant les notations de [34]).

i =10i((X(t + 1), ..., Xt + 1))

Par une procédure diagonale on peut trouver des sous-suite (ay,) C (o) et (8,) C (B),) avec
les mémes indices que pour tout k > 1, pour tout q1, o, ...,qx € QN1 (ot Q est ’ensemble des

nombres rationnels), et pour tout ¢ € I, les limites.
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q1,--,9k
t4+an+pFn

q1,--4k

liTan I et liin liﬂr@n Hiion s,

existent et sont égaux. Nous avons, pour tout ¢y, ts, ..., tg, t € I, et pour tout ¢y, qa, ..., g € QNI.

q1ye--qk t1,..5l _ q1yeqk l1, 0tk
ALy s, Mivorts,) = Sup Jd(n s, — evants,)
I fllBL<1JEF

< / die[(X(qr +t + a + Bn), s X(qe + t + ay + 1)),
Q

(X(t1+t+ an + B, oo, X(tr + 1+ + Ba))]dP.
Ainsi, par continuité uniforme des trajectoires de X, si (q1, ..., qx) — (t1, ..., tx), alors

q15--5qk Tyt
dBL(ILLt“ran‘i‘ﬂn”U/t‘f'an‘i‘Bn) — O

uniformément par rapport a t € [ et n > 0. Par un résultat classique sur I'inversion des limites,

on déduit que pour tout k£ > 1 et tq,...,tg, t € I, les limites

t1,.. 5tk
t+an +6m

t1,..tk

liTan Piiorip, €t liin liﬂr@n W

existe et sont égaux. Par conséquent, pour montrer que les limites

lim loi (X (t 4 o, + 5,)) et limlim loi (X (¢ + o, + 5n))

existent et sont égaux, il suffit de prouver que (X (¢));e1 est serré dans Cr. Puisque les trajectoires
de X sont uniformément continues, on peut trouver pour chaque w € €2 et pour tout n > 0, un

nombre §(w) > 0, tel que, pour tout ¢, s € I,

sup  dg(X(t)(w), X(t)(w)) < n. (2.2)

[t—s|<d(w)

Pour chaque € > 0, il existe 6. > 0 tel que
P{§>6}>1—-c (2.3)

En effet, supposons que (2.6) soit faux, alors il existe 9 > 0 tel que pour tout 6* > 0, on a
P{§ < §*} > g¢. En particulier, pour chaque m € N, P{¢ < %} > g¢. Soit A, = {6 < %}, nous

avons
1
P{§ =0} =inf P{J < E} > g9 >0,

ce qui contredit d(w) > 0 pour tout w € Q. Ainsi, a partir de (2.2) et (2.6), nous déduisons

qu’il existe de 9, tels que
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P{ sup dr(X(t),X(s)) >n} <e.

[t—s|<de

Par conséquent, pour chaque intervalle [a,b] C I et chaque r € I, nous avons

P{lfggg ds(X (r)(t), X (r)(s)) > n} <e. (2.4)
t,s€[a,b]

Puisque X est APFD, la famille (X (¢)),e1 = (X (£)(0))ser est serrée, done par (2.4) et ([6], [36])

nous concluons que (X (t))er est serré dans Cj.

Corollaire 2. Supposons que I = RT. Si X est un processus de Feller homogéne avec des

trajectoires uniformément continues, les propriétés suivantes de X sont équivalentes :
(1) X est APOD.
(2) X est APFD.

(3) X est APD.

preuve L’équivalence (2) < (3) découle du corollaire 1. Clairement (2) = (1). Reste a
montrer que (1) = (2).

En utilisant & nouveau la notation de Tudor [34], posons
e = loi (X (1)) et g% = loi (X (ty +1),..., X (tx +1))).

) C RT, il existe une sous-suite (o) C

Supposons que X est APOD, alors pour toute suite (a
(o)) telle que pour chaque fonction g € Cy(E)(Cy(E) est 'espace de Banach des fonctions

continues et bornées, g : E — R) la limite

liin Pttan(9)

existe uniformément par rapport a t € R*. Pour montrer que la limite

t1 )t
i

existe uniformément par rapport a ¢ € R, il suffit du montrer pour & = 2 et t; < t,. Soit

f € Cy(E x E), nous avons

e (f) = / Mo(dxo)/Pt1+t+an($oade1)/ Py, (w1, dxo) f (21, 1),
E E E

ou p(z,.) est la fonction de transition pour un processus de Markov X de temps homogéne.

Puisque X est un processus de Feller, la fonction
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21 o glar) = / Pra—tn (@1, ds) f (21, 72)

est dans C,(E). Donc

e (f) = / 1io(dzo) / Prrtttan (T0, d21)9(21) = fittrran (9)
E E

converge uniformément par rapport at € R, d’ou X est APFD.

2.1.3 Presque-périodicité et presque-périodicité asymptotique en pro-
babilité ou en p-moyenne

Nous disons que X est Bochner-presque périodique en probabilité si {)N( (t),t € 1} est to-
talement borné par rapport a la topologie de la convergence uniforme en probabilité, ce qui
revient a dire que X vérifié le critére de suite double de Bochner pour la convergence en pro-
babilité. Rappelons de Remarque 2 (2) que cette propriété ne dépend que de la topologie de
la convergence en probabilité, et non de toute métrique compatible avec cette topologie, donc

indépendante de la métrique dg sur E.

Définition 25. On dit que X est Bohr-presque périodique en probabilité si pour tout € > 0
etn >0, il existe | = l(e,n) > 0 tel que tout intervalle de longueur ¢ contienne au moins un

nombre T pour lequel
P{dr(X(t+7),X(t)) > n} <e, pour tout ¢t € R.

Définition 26. On dit que X est asymptotiquement Bohr-presque périodique en probabilité si
pour tout € > 0 et n > 0, il existe |l = l(e,n) > 0 et T = T(e,n) tel que tout intervalle de

longueur £ contienne au moins un nombre T pour lequel
P{dg(X(t+71),X(t)) >n} <e, pour tout t > T t+71>T.

Precupanu [30], a montré que la plupart des propriétés de base des fonctions Bohr-presque
périodiques peuvent étre formulées en conséquence pour les processus presque périodiques en
probabilité & valeurs dans R, en particulier le Théoréme d’approximation habituel avec des
polyndémes trigonométriques aléatoires est valable pour les processus stochastiques.

Considérons maintenant le cas ot E est un espace normé et I = R. On note ||.||g la norme
de E. Soit p > 1. On dit que X est presque périodique en p-moyenne si I’application X : R —
LP(Q; E) est presque périodique par rapport a la métrique induite par |||, = ([ H.HfE’dP)%.



presque-périodicité au sens de Bochner pour les processus stochastiques 37

Proposition 9. [25] Soit I = R. Si X est presque périodique en p-moyenne, alors il est presque
périodique en probabilité. Inversement, si X est presque périodique en probabilité et que la
famille {|| X (¢)||&,t € R} est uniformément intégrable, alors X est presque périodique en p-

moyenne .

O

La Presque périodicité en moyenne quadratique (en utilisant la définition de Bohr, mais avec
[ = R) est prouvée pour quelques solutions d’équations différentielles stochastiques dans (|2],
31, [41)-

Contre-exemple (presque périodicité en probabilité et continuité uniforme des
trajectoires) la Presque périodicité en probabilité d’un processus X n’implique pas que ses tra-
jectoires soient uniformément continues. Par exemple, soit (d,) une suite de variables aléatoires
sur l'espace de probabilité ([0,1],dt) (dt est la mesure de Lebesgue) telle que 6, := 1in w1

2k 7 ok

pour 2871 <n < 2% k € N. Pour chaque n > 1, soit f,, : [0,1] — R est définie par

nt sitelos]
fn(t) = )
n(l—t) sitel3,1]
et soit (X¢)¢>o defini par
t— |t i 6 =1
X(w) = fy@—1t]) st dp(w)
0 si 5[,5} (w) =0

ou [t] est la partie entiére de ¢. Les trajectoires de X sont continues sur Rt mais presque
aucune n’est uniformément continue, ni bornée, puisque P(limsupd, = 1) = 1. D’apreés la
proposition 8, le processus X n’a pas une distribution presque périodique. D'un autre coté,

nous avons, pour tout € > 0,

lim P(X; >¢) < lim P(6y = 1) =0
t—o00

t—o00
ce qui signifie que X est asymptotiquement Bohr-presque périodique en probabilité, ¢’est donc
Bochner-presque périodique en probabilité .
Une variante de cet exemple, avec des trajectoires uniformément bornées, est obtenue en

remplacant X par min (X, 1).

2.1.4 Les propriétés de presque-périodicité presque sur

Nous pouvons donner au moins trois définitions différentes :
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(a) Le processus stochastique X est presque strement presque périodique s’il existe un sous
ensemble mesurable ©Q; C Q tel que P(€;) = 1 et pour tout w € 2y, la trajectoire
t — X(t)(w) est presque périodique.

(b) Le processus stochastique X vérifie le critére de suite double uniforme presque sir de
Bochner si, pour chaque paire de suite (o) et (3,) dans I, il existe un sous-ensemble
mesurable ; C Q tel que P(Q) = 1 et il y a des sous-suites (o) C (c,) et (B,) C (5,
respectivement, avec les mémes indices (indépendants de w) tels que, pour tout ¢ € I, les
limites

lim lim X (¢t + o, + Bm)(w) et li_)m X(t+ ap + Bn)(w) (2.5)

n—00 Mm—oQ

existent et sont égaux pour tout w € ;. (Dans ce cas, 21 dépend de la paire de suite
(a) et(5,).)

(c) On dit que X est presque siirement équi-presque périodique au sens de Bochner §'il existe
un sous ensemble mesurable €, C Q tel que P(€;) = 1 et la famille de trajectoires
{X (w) }weq, est équi-presque périodique au sens de Bochner, ¢’est-a-dire, si la famille des

applications de translation {X (t)(w)}eeq, est totalement bornée sur C, (I, E).

Evidemment (¢) = (b) et (¢) = (a). Les implications inverses sont fausses, voir les contre-
exemples 2.1.4 et 2.1.5.

Si { X (w) }weq, est un sous ensemble totalement borné de Ci(I; E), alors X est presque stirement
équi-presque périodique au sens de Bochner s’il satisfait le critére de suite double uniforme de
Bochner, avec ’hypotheése supplémentaire que 'ensemble ; dans (c¢) est indépendant de (o))
et (/). Pour la preuve de cette propriété et des connexions avec équi-presque périodicité dans

le sens de Bohr, voir le Théoréme 9.

Contre-exemple (presque siire presque-périodicité et presque sir équi-presque
périodicité)
L’inverse de (¢) = (a) est faux. Par exemple, le processus X défini par X (¢)(w) = €'=, pour tout
w €]0,1] et t € T est presque stirement presque périodique, mais il n’est pas presque périodique
en probabilité (donc il est pas presque stirement équi-presque périodique). En effet, puisque
|X| < 1 alors pour prouver que X n’est pas presque périodique en probabilité, il suffit de

montrer que X n’est pas presque périodique en moyenne quadratique. Soit 7 & est un e-presque
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période i.e. E| X, — X;|? < ¢, pour tout ¢ € L. soit A(7) := E|X;,, — X;|?,

1 St4T -t 1 ST 1 €Zi - G_Zi
A(r) = e — e’UIde = le's — 1\2dw =4 | ———— ]2dw
0 0 0 2i

1 — cos(2u)

1
= 2/ sin2(z)dw:2|7'| 5 du
0 w 7] u
o0 [T|+(k+1)7 1 — 2 1
— o] / Loeosu) s oy [ Lgumo T
k=0 Y |T|+km u |7+ u |T’ +7

Donc si |7| > 57, on obtient A(7) > €, ce qui montre que I'ensemble de e-presque-périodes n’est

pas relativement dense dans I, donc X n’est pas presque périodique en moyenne quadratique.

2.1.5 Comparaison entre les presque périodicités

Lemme 3. Soit (X, (t)) une suite de processus convergeant en probabilité uniformément par
rapport a t € 1. 1l existe une sous-suite (X, (t)) C (X, (t)) qui converge presque sirement pour

chaque t € 1.

preuve Supposons que (X, (t)) converge en probabilité vers un processus (X(t)) uniformeé-
ment par rapport a ¢ € I, notons Y,,(t) = d(X,(t), X(t)). Alors pour tout € > 0 et n > 0, il

existe N = N(g,7) tel que pour tout t € I et n > N, on a
P(Y,(t) >¢) <n.
Soit (7)) une vraie suite positive telle que

E 7 converge a zéro comme 1 — 0Q.
k>n

A chaque € > 0 et ng > 0, il correspond Ny = N(e, n;) tel que, pour tout t € I, P(Yn, (1) > ¢) <
n,. Montrons que (Y, (t)) converge presque strement pour chaque ¢ € I. Nous avons
P(sup Y, (t) > &) = P(|_|{¥n.(t) > e}) <D s,
kzn k>n k>n
et le terme de droite converge vers zéro quand n — co. Ainsi (Y, ()) converge presque sirement
vers zéro pour tout ¢ € 1. Par conséquent (X, (t)) converge presque strement vers (X(t)) pour

tout t € 1.

Théoréme 4. Les propriétés suivantes de X sont équivalentes :

(1) X satisfait le critére de suite double uniforme presque sir de Bochner.
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(2) X est presque périodique en probabilité.

preuve Evidemment (1) = (2). On prouve maintenant (2) = (1). Supposons que X soit

/

) et (Bl) deux suites dans I. Il existe des sous

presque périodique en probabilité. Soient («
suites (a,,) C (o) et (B,) C (3,) avec les mémes indices tels que pour chaque ¢ € I, les limites

en probabilité
P —lim X (o, + By +t) et P —limlim X (v, + B + 1)

existe et sont égaux. Par Remarque 2(2) ces limites existent uniformément par rapport a ¢ € L.
Le lemme précédent implique qu’il existe des sous suite (encore notées de la méme maniére)

(o) C (a,) et (Bn) C (B,,) avec les mémes indices tels que, pour chaque ¢ € I, les limites
lim X (a, + 5, + t) et limlim X (o, + By + 1)

existent et sont égaux presque stirement.

Presque périodicité en distribution et les autres propriétés de presque périodi-
cité
Maintenant nous Comparons la presque-périodicité en distribution avec les autres propriétés

de presque périodicité.

Remarque 3. Dans toutes les définitions précédentes de presque-périodicité, c’est seulement
dans la définition de presque-périodicité en distribution que le choix d’une topologie sur ’espace

C(I,E) des trajectoires joue un role.

Théoréme 5. (Un résultat de comparaison général) Considérons les propriétés suivantes
de X :

(a) X et APD .

(b) X satisfait le critére de suite double uniforme presque sir de Bochner.

(c) X est presque périodique en probabilité.
Alors

(1) (a) = (b) < ().

(2) Si nous supposons que presque toutes les trajectoires de X sont uniformément continues,

léquivalence (a) < (b) < (c) est vraie.
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Preuve de (1) : L'équivalence (b) < (c¢) a été montrée dans le Théoréme 4. Reste & montrer
que (a) = (b).

Supposons (a) et montrons (b). Nous avons seulement besoin de vérifier le critére de suite
double de Bochner. Soit (a,) et (5,) deux suite dans I. Il existe des sous suites () et (53,)

avec les mémes indices tels que pour tout ¢ € I les limites

limlim loi(X (¢t + o, + Br)) et limloi(X(t + an + 5n)) (2.6)

n m

existe et sont égaux. Cela signifie en particulier que, pour chaque n, la limite existe lim loi( X (¢+
m

o, + 5,)). Notons que pour tout ¢, s € I, )?(t)(s) = X (0)(t + s) donc 2.6 implique

limlimloi(X (e, + Bn)) et limloi(X (v, + Bn) (2.7)

n m

existe et sont égaux.

Nous utilisons mainteant un théoréme de représentation de Skorokhod dii & Blackwell et Dubins

Théoréme 6. (Blakwell-Dubins)/7]

Soit U est un espace polonais, et soit P(U) l'espace des mesures de probabilités sur la o-1’algébre
de Borel de U, muni de la convergence étroite. Il existe un espace de probabilité (2, F, P) et,
pour chaque p € P(U), une application mesurable X(p) : Q@ — U tel que, si (u,) est une suite
dans P(U) qui converge étroitement vers pu € P(U), alors (X(uy,)) converge P.s. vers X(u).

preuve de théoréme 5 (continuation) Appliquons le théoréme de Blackwell-Dubins a

I’espace polonais Ci. Pour tout ¢ € I, on note
Y(t) = X(loi(X (1)) et Y = Y (0) = X(loi(X(0))) = X(loi(X)).
Puis toutes les limites dans
lim lim Y (0t + Bim) et lim Y (an + ) (2.8)

existe et sont égaux p.s, c’est-a-dire, presque toutes les trajectoires de Y appartiennent a l’en-

semble € de x € C;, de sorte que toutes les limites de
limlim Z(a,, + Bp) et lim Z(av, + ) (2.9)

existent et sont égaux. Vérifions que c’est une propriété de loi (Y'). Soit de une distance sur Cy,

compatible avec la topologie de Cy, et notons, pour s,s' € [ et € > 0

A(s,y(s'),e) = {x € Cp; dc(Z(s),y(s")) < e} (2.10)
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Il est facile de voir que A(s,y(s'), ) est un sous ensemble de Borel de C. En effet, nous avons
A(s,y(s),€) = {z € Cr; de(7:(2(0)), y(s")) < e}, (2.11)

qui est ouvert par continuité pour tout ¢ € I de 'application

Ck — Ck
r=2(0) — Z(t) =x(t+.).

Tt -

En utilisant des arguments similaires, nous montrons que ’ensemble
© = {x € C; toutes les limites de 2.9 existent} (2.12)

est un sous ensemble de Borel de Cy. Pour € > 0,s € et n > 1, soit

B(n,e) = {:r; € Ci; limsup de (T (v, + B, Z(an + ) < 5} .

= Unr>1 Nz ar Al + By @ + B, €)
ou A(s, s',€) est un sous ensemble ouvert de Cy défini par :

A(s, s’ e) = {x € Cp; de(T(s), T(s")) < €} (2.13)

soit
¢ = mKZl UNZl ngN%(n, 1/K) (214)

L’ensemble € est un sous ensemble de Borel de Cy, et une fonction x € C;, appartient a € ssi

1

(VK > 1), 3N > 1), (¥n > N), (3M > 1), (¥m > M), de(F(n+Bm), Flan+5n)) < = (2.15)

Ainsi, x € ® N € ssi les limites de 2.9 existent et sont égales. Ainsi, les limites de (1.5) existent
et sont égales p.s. ssi P{Y € ® N ¢} = 1. Comme loi (X)= loi (Y), et par continuité, pour

chaque t € I, de I'application

Ck —E
Tt -
r — xz(t),
on en déduit qu’il existe un sous ensemble mesurable €2 C €2 tel que P(£2) = 1 et, pour tout

t € 1, les limites

lim lim X(t+ o, + ) (w) et ILm X(t+ an + Bn)(w), (2.16)

n—r00 M—00
existe et sont égaux pour tout w € €2y. Ainsi, X satisfait le critére de suite double uniforme
presque str de Bochner, ce qui prouve (b).

Preuve de (2) : Il ne reste plus qu’a montrer que (c) = (a). Supposons (c) et notons (c,)

et (8,) deux suite dans I. Il existe des sous-suite (o) C (cv,) et (3,) C (B,

) avec les mémes

indices tels que pour chaque ¢, s € I, les limites en probabilité
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P —lim X (o, + B+t +s) et P—limlim X (o, + 5, +t + )

existe et sont égaux. Par conséquent, pour chaque (¢, ts, ..., tx) € L
P—lim(X(a,+fn+ti+5), X(an+Bnt+ta+ts), ..., X(an+ Fn+tr+s)) et P—limlim(X (a, +

Bm +t1+38), X(y+ B +la+8), ..., X(y + B + i+ 5))

existent et sont égaux, donc
limloi(X (an, + Bn +t1 4+ 8), ooy X + Bn + t + 5))
et

limlim loi(X (ay, + B + 1+ 8), ooy X( + B+t + 9))

n m

existent et sont égaux, c’est-a-dire que X est APFD, et par le corollaire 1 on en déduit (a).

O

Corollaire 3. Tout processus stationnaire strictement continu est presque périodique en pro-

babilité.

Corollaire 4. 57 X est presque stirement équi-presque périodique, alors X est presque périodique

en distribution et en probabilité

preuve En effet, puisque X est presque stirement équi-presque périodique, presque toutes
ses trajectoires sont uniformément continues, et nous pouvons appliquer le Théoréme 5(2).
0

Contre-exemple (équi-presque périodicité presque siire et presque périodicité
en distribution) L’inverse du corollaire 4 est faux. Par exemple, soit U une variable aléatoire
a valeurs entiéres avec P(U = n) > 0 pour chaque entier n, et soit X (¢) = U pour tout ¢ € L.
Alors X est presque périodique en distribution (il est méme stationnaire), et il a des trajectoires
presque périodiques (constantes). Mais X n’est pas équi-presque périodique presque siirement,

puisque la famille de ses trajectoires n’est pas presque siirement équi-bornée.



Chapitre 3

Existence des solutions presque
périodiques pour certaines équations

différentielles stochastiques

Soient (K, ||-||x) et (H, || -||) sont des espaces de Hilbert séparables réels et (2, F, (F})i>0, P)
désigne un espace de probabilité filtré. L’espace LY = Lo(K, H) représente I'espace de tous les

opérateurs 2-Hilbert-Schmidt agissant de K dans H muni du norme de Hilbert-Schmidt | - ||.g.

3.1 Le cas autonome

Dans cette section, nous étudions l’existence et 1'unicité du solution presque périodique en

moyenne p de 1’équation differentielle stochastique semilineaire :
dX(t) = AX(t)dt + F(t, X (t))dt + G(t, X (t))dW(t), teR, (3.1)

ou A: D(A) C L?(Q,H) — LP(Q2, H) est un opérateur linéaire fermé densément défini (il est
possible qu’il est non borné ), F,G : R x L"(Q, H) — L"(£2,1L9) sont des fonctions conjointe-
ment continues, et W est un processus 2-Wiener a valeurs dans K.

Dans cette section, nous avons besoin les hypothéses suivantes :

(H;) L'opérateur A est un générateur infinitésimal d’un semi groupe uniformement expentiel-

lement stable (7'(t)):>o définit sur H et qu'il existe des constantes M, > 0 telque

I < Me, >0,

44
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(Hy) soit F': Rx LP(Q; H) — LP(Q; H)(¢, X) — F(t, X) est une fonction presque périodique
en moyenne d’ordre p en t € R uniformément en X € & (& C LP(Q2;H)) est un sous espace

compact. De plus, F' est lipschitzienne dans le sens suivant : il existe K > 0 tel que
E|F@E X) - F(tY)|r < KE|X - Y]]

pour tous les processus stochastiques X,Y € L"(2,H) et t € R.
(H3) soit G : RxLP(Q; H) — LP(Q; LY) (¢, X) — G(t, X) est une fonction presque périodique
en moyenne p en t € R uniformément en X € ¢ (0" C LP(€); H)) est un sous espace compacte.

De plus, G est lipschitzienne dans le sens suivant : il existe K’ > 0 tel que
E|G(t, X) - G, Y)|L, < K'E[|X =Y
pour tous les processus stochastiques X,Y € L"(Q,H) et t € R.

Définition 27. Un processus F;-progressivement mesurable { X (t) }ier est appelée une solution

mild de ’équation différentielle stochastique 3.1 sur R si
X(t)=T(t—s)X(s)+ [ T(t — 0)F(0, X (0))do + [ T(t — 0)G(0, X (0))dW (o)
pour tout t > s et pour chaque s € R.
En utilisant le principe de point fixe de Banach classique, on obtient ce qui suit :

Théoréme 7. Sous les hypothéses (Hy)-(Hs)-(Hs) alors I’équation 3.1 admet une solution mild

presque périodique en moyenne d’ordre p unique sous la forme explicite suivante :
X(t) = fjoo T(t—o)F(o,X(0))do + fjoo T(t—0)G(o,X(0))dW(o), teR.

chaque fois que ©, < 1, ou

1 P—2 2 1
0, = QPMP[KF((S—p)+Cng( - ) 2 (5—]))] pour p > 2
et
K K
@p:2M2(§+7) pour p=2.

Preuve

Tout d’abord, notons que X est donnée par

t

X(t) = / T(t—o0)F(o,X(0))do + / T(t—o0)G(o,X(0))dW(o) (3.2)

—00 —00

est bien défini et satisfait
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t t
X(t)=T(t—-s5)X(s)+ / T(t—o)F(o,X(0))do + / T(t—0)G(o,X(0))dW(o)
pour tout t > s et pour chaque s € R et puisque X est donné par 3.2 est une solution mild de
I’équation 3.1.
On définit AX(t) = ¢ X (t) + ¢ X(1), ou
t
oX(0) = [ T(t-0)F(0.X(0)do

—0o0

VX)) — / T(t — 0)Glo, X (o)) dW(o).

—00

Montrons d’abord que ¢X(.) et ¥ .X(.) sont presque périodiques en moyenne d’ordre p quand
x est presque périodique en moyenne d’ordre p. En effet, en supposant que X est presque
périodique en moyenne d’ordre p et en utilisant I'hypothése (Hy) et voir le Théoréme 4.4 page
125 [5], on peut facilement voir que I'application 0 — F'(0, X (0)) est presque périodique en
moyenne d’ordre p, c’est-a-dire, que pour chaque € > 0 il existe [. > 0 tel que tout intervalle

de longueur /. contienne au moins 7 pour lequel

E|F(o+7,X(0c+ 7)) — F(o,X(0))||P < pe
5P

Mr

En utilisant ’hypothése (H;), il s’ensuit que :

E[0X (1 + ) — X ()]

< E[/_ IT(t — o) | F(o+ 7, X (0 + 7)) — Fo, X(0))||do]?

pour chaque o € R, avec pu =

< MPIE[/ N F(o 4 7, X (0 + 7)) — Flo, X(0))||do]?

— 00

t
< MPE| / PN P(o 4 7, X (0 + 7)) — Flo, X (o))l do]?,

ou ¢ > 0 résout p~t +¢t=1.

Maintenant on utilise I'inégalité de Holder on obtient :

BloX(t+h) - oX(@F

< MP( e 3= dg)P=t x (/ e IR F(o 47, X (0 + 7)) — F(o, X(0))||Pdo)

— 00 —00

t

< Mp(/ =) 4o\ sup E||F(0 + 7, X (0 + 7)) — Flo, X(0))|?
—0 oc€R

< M sup,r E||F(0 +7,X(0+ 7)) — F(o,X(0))|]P

<e.

Compte tenu de ce qui précede, E||¢pX (t +7) — ¢ X (t)||> < & pour chaque ¢t € R, alors ¢.X(.)

est presque périodique en moyenne d’ordre p.
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Pour X (.), nous divisons la preuve en deux cas : p > 2 et p = 2. On commence par le cas
ot p > 2. En supposant que X est presque périodique en moyenne d’ordre p et en utilisant (H)
et voir le Théoréme 4.4 page 125 [5], on peut facilement voir que 'application s — G(o, X (0))
est presque périodique en moyenne d’ordre p. Donc que pour chaque € > 0 il existe [, > 0 tel
que tout intervalle de longueur /. contienne au moins 7 pour lequel

13
CrMp(Z)(E52)"

6P P

E|G(o+ 7, X (0 + 7)) — G(o, X(a))”fig <

pour chaque o € R.

L’étape suivante consiste a prouver la presque-périodicité en moyenne p de ¥ X (.). Bien str,
c’est un peu plus compliqué que le cas précédent en raison de la I'implication du mouvement
brownien W. Pour surmonter une telle difficulté, nous utilisons abondamment voir Proposition
3.20, pg 93 [5] et des propriétés de W définies par W(s) := W(s 4+ 7) — W(r) pour chaque s.
Notons que W est aussi un mouvement brownien et a la méme distribution comme W.

Utilisons I’hypothése (H;), I'inégalité de Holder et, Proposition 3.26. page 102 [5], on ob-
tient ce qui suit :

Bl|oX (¢ +7) - 0X (1)
< CpE[/ 1Tt = o)|*IG (o + 7, X (0 + 7)) = G0, X (0)) || Fgdo]??

—0o0
t

< C,MVE| / eI |Glo + 7, X (0 + 7)) - Glo, X (0))|2ydo]

—00

)
2

t t
< CpMp(/ er 229 d5) "7 x (/ e ¥IE|G(o + 7, X (0 + 7)) — G0, X(0))|7ydo)

— 00 —0o0

t t
< M7 / ¢ 73009 1) B3 / 510D dg) xsup E|[Glo-+7, X (0+7)) G0, X ()| do)
— 00 —00 g€eR

< M () () F supEGlo + 7, X(0 -+ 7)) = Gl X @)y
<e.

Pour le cas p = 2, nous procédons de la méme maniére en utilisant I'inégalité d’isomérie

pour obtenir
EH@Wt((t +7) — X ()|?
_ / E||T(t — 8)[Gs + 7, X (s + 7)) — G(s, X(s))]|Pds

—0o0

t

< M2/ 6_26(t_S)E||G(S +7,X(s+ 7)) —G(s, X(s))||1]£0ds
o

<[ s supBGls + 7. X(s + 7)) - Gl X ()
—00 seER 2

<é€

alors, ¥ X (+) est presque périodique en moyenne d’ordre p.
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Pour compléter la preuve, nous montrerons que A est une contraction. pour cela, soit X,Y €
AP(R;LP(Q2,H)). En procédant comme avant en commencons avec le cas ot p > 2, on obtient :
E||AX(t) + AY (¢)]|?
< 27'E| /t T(t = 0)[F(0,X(0)) = F(o,Y(0))ldo]”
+277 lIEII/ T(t —0)[G(o, X(0)) = G(0,Y (0))]dW (o) |]".

En utilisant 'hypothése (H;), en appliquant I'inégalité de Holder, proposition 3.26. page 102
[5] et en utilisant aussi les hypothéses (Hy) et (Hs)

E|IAX(t) —i—tAY(t)Hp

< 2”11@[/00 IT(t = o)[[[|F(0, X(0)) = F(o,Y (0))]|do]”

+2p‘1CpE[/_ IT(t = )|PIG(o, X (0)) = G(o,Y (0))|2gdo]”?

t t
o[ iy ([ A X)) - Flo Vo) P
r2iG([ ([ BB X(0) - Gl Yoyl

< W LMPK / 5=) g | X — Y2,

—0o0

t t
+2r- 10 MP K g / e 7270 4oy B / e )40 | X — Y|,

< PAPKe() + o) ()IX - VL

En ce qul concerne 16 cas ol P = 2, on a :

E|AX (t) + AY ()]

<o e tdo)(f! e B F(o, X (0)) — Flo, Y (0))|do)
+2M? / t e B=IE||G (0, X (0)) — G(0,Y (0))|*do

—00
t

<oM?- Oy ([ e do)( / e NE(X () = Y (0))]*do

—0o0
t

+2M2C, / e OIE| X (o) — Y (0)|*do
oy

< oM2. Cy / 3= 4o )2 sup B X (o) — ¥ (0|2

—00 oc€R
t
+2M?* - Cg(/ e P do) sup E|| X (o) — Y (0)]?
—00 geR
<2MP(F + )X -V
Par conséquent, si ©, < 1, alors A est une contraction, I'utilisation de principe de point fixe de

Banach compléte la preuve.
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3.2 Le cas non autonome

Soit (H, || - ||) est un espace de Hilbert séparable réel. Cette section est principalement
concernée avec ’existence de solutions presque périodique en moyenne d’ordre p aux équations

différentielles stochastiques semi linéaire non autonomes
dX(t) = A(t)X (t)dt + F(t, X (t))dt + G(t, X (t))dW(¢), t € R, (3.3)

ot (A(t))ier une famille des opérateurs linéaires fermés densément définis qui satisfaites les
conditions 3.4 et 3.5 de "Acqiustpace-Terrini", F' : R x LP(Q,H) — LP(Q,H) et G : R x
L’ (Q,H) — L (Q,1L9) sont des fonctions conjointement continues satisfaisant certaines condi-
tions supplémentaires, et W est un processus 2-Wiener & valeurs dans K.

L’existence des solutions presque périodiques (respectivement, périodiques) des équations
différentielles stochastiques autonomes a été étudié par plusieurs ouvrage. Dans Da. Prato et
Tudor [15] 'existence de solutions presque périodiques de 3.1 dans le cas on A(t) est périodique,
c’est a dire, A(t +T') = A(t) pour tout t € R et pour certain 7" > 0, a été établi. Dans cette
section, nous revenons a I’étude de l'existence et 1'unicité de solutions presque périodiques en
moyenne quadratique de I’équation 3.1 lorsque les opérateurs A(t) satisfont les conditions sui-
vantes :

Pour une famille des opérateurs linéaires fermés { A(t) : t € R} 'existence d'une famille d’évo-
lution qui lui associe n’est pas toujour garanti, mais si la famille A(t) vérifié les conditions de
Terreni-Acquistpace, qui sont :

il existe A\g > 0 telque l'opérateur linéaire {A(t) : t € R} satisfait

Yp U{0} S p(A(t) = Xo) 2 A, [IR(A, A(E) = Ao)| <

1+ |\l (3:4)

et
ICA(E) = Ao) (Ao, A(E) = Ao)[B(Ao, A(t)) — B(Xo, A(s))]I| < LIt — s[*[A]™ (3:5)
Ici, nous supposons que A(t) : D(A(t)) C LP(2,H) — L?(Q, H) est une famille des opéra-
teurs linéaires fermés densément définis sur un domaine commun 2 = D(A(t)), qui est indépen-
dant de ¢ et dense dans LP(Q, H), F : LP(Q, H) — LP(Q,H) et G : Rx L°(Q, H) — L"(Q,1L9)
sont des fonctions conjointement continues.

Nous supposons que le systéeme

u'(t) = A(t)u(t) t>s,
u(s) =z € LP(Q; H),

(3.6)
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a une famille d’évolution associée des opérateurs {U(t,s) : t > s avect,s € R}, qui est

uniformément, asymptotiquement stable.

3.2.1 Existence des solutions presque périodiques

Dans cette sous section, nous avons besoin ’hypothése suivante en plus de (Hy), (H3) qui
ont présentée dans la section précédente :
(Hy4) Les opérateurs A(t),U(r, s) commute et que la famille d’évolution U(¢, s) est asymptoti-

quement stable. A savoir, il existe des constantes M, > 0 telles que
|U(t,s)|| < Me=3¢=%) pourtout t > s.

De plus, R()\, A(+)) € AP(R,B(L"(Q,H))) pour A\ dans Eq 3.4.
Afin d’étudier ’équation 3.1 nous avons besoin du lemme suivant qui est une conséquence

immeédiate de [[24], Proposition 4.4].

Lemme 4. Supposons que A(t) satisfait les conditions d’"Acquistpace-Terrini" U(t,s) est ex-
pentiellement stable, et R(A\o, A(+)) € AP(R, B(L"(Q2, H))). Soit h > 0, alors pour tout & > 0, il
existe I; > 0 telque chaque intervalle de longueur I, contient au moins un nombre T qui vérifie

la propriété suivante
UG+ 7.5 4+7) = Ult, )| < ce7 )
pour toutt — s > h.

Définition 28. Un processus %;-progressivement mesurable { X (t) }1er appelé une solution mild

de l’équation 3.1 sur R si
t t
X(t) = U(t, $)X(s) + / Ult,0)F(0, X(0))do + / U(t,0)G(0, X (0))dW (o) (3.7)
pour tout t > s pour chaque s € R.

Théoréme 8 (3). Sous les hypothéses (Hy), (Hs) et (Hy) alors l’équation 3.1 a une solution
mild presque périodique en moyenne d’ordre p unique, qui peut étre explicitement exprimée

comme sutt :
X(t) = ffoo U(t,o)F(o,X(0))do + ffoo U(t,0)G(o,X(0))dW (o),  pour chaquet € R

quand
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1 —2 p—2 1
Oy = 2 M [Kr(5) + CRa(*5)T ()] pour p>2

et

@:M2(2652+KT/)<1 pour p=2.

Preuve Pour la démonstration voir P.H. Benzandry.T. Diagana [preuve de théoréme

5.2 p 136,137



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les différentes définitions des processus presque pé-
riodiques & valeurs dans un espace de Banach ainsi que leurs propriétés fondamentales. Une
attention particuliére a été accordée a la presque-périodicité au sens de Bochner pour les pro-
cessus stochastiques.

Une étude comparative entre les différents types de presque périodicité dans un espace
polonais a été considéré y compris la presque périodicité en probabilité, en moyenne quadratique
et en loi....

Nous avons établi également 'existence des solutions presque périodiques pour certaines
équations différentielles stochastiques dans un espace de Hilbert dans les deux cas (autonome
et non autonome). Par conséquent, nous avons estimé que la théorie des processus presque

périodiques est un domaine trés intéressant, riche par ses diverses applications.
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Annexe

3.3 Les critéres de presque périodicité de Bochner pour les
fonctions avec des valeurs dans un espace métrique

Soit (E,d) un espace métrique (pas nécessairement complet). On dit qu'un sous ensemble
A C 1 est relativement dense s’il existe un nombre réel 1> 0 tel que pour chaque nombre
a €l la,a+1NA#(Q. Un tel nombre [ est appelé une longueur d’inclusion de A.

On dit qu'un sous-ensemble ‘H de C(I, E) est équi-presque périodique (resp. équi-asymptotiquement
presque périodique) dans le sens de Bohr si, pour tout € > 0, existe un ensemble relativement
dense A = A(H,¢e) dans I (resp. il existe un ensemble relativement dense A = A(H, ¢) dans I

et un nombre r > 0) tel que, pour tout 7 € A et h € H,
d(h(t 4+ 7),h(t)) < & pour tout t € R (resp. pour tout t > r, t + 7 > r).

Un sous-ensemble H de C(I, E) est dit équinormal si, & partir de toute suite (a,,) dans I, on
peut extraire une sous suite () telle que la suite h(t + a,) converge uniformément a ¢ € I et
he™H.

Les résultats suivants sont des adaptations de celles obtenues par Ruess et Summers [31]
dans le cas des espaces localement convexes. Nous considérons seulement le cas I = R*, le
cas presque périodique suit exactement de la méme maniére avec des changements mineurs

évidents.

Lemme 5. Soit H un sous-ensemble de C(RT,E). Supposons que H soit totalement borné dans
C,(RT E) et équi-asymptotiquement presque périodique. Alors, H est uniformément équiconti-

nue sur RY et H(R™) est totalement borné dans E.

preuve Soit ¢ > 0, puisque H est équi-asymptotiquement presque périodique dans le sens
de Bohr, il existe un nombre r = r(¢) > 0 et un ensemble relativement dense A = A(H, ¢) dans

[r, +00] tel que, pour chaque T € A et pour chaque h € H,
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d(h(t + 7),h(t)) < € pour toutt > r, tel que t+7 >r).

Soit N = max(r,[), ou [ est une longueur d’inclusion de A. On choisit 7 € [kN, (k+1)N], k =
1,2,.... Notons H/gsn la restriction de toutes les fonctions de H a l'intervalle [0,5N]. Alors
M /05N est totalement borné en C([0,5N]; E). Ainsi, d’aprés le Théoréme d’Ascoli, nous ob-
tenons que H/jo5n] est uniformément équicontinue. Soit § € [0, 5] tel que d(h(ty), h(t2)) < £
chaque fois que h € H et t1,ty € [0,5N] avec |t} —ts| < 0. Supposons maintenant que tq,to > 4V,
avec |t; —to| < 0. En prenant k € N tel que t1,t2 € [kN, (k + 2)N], soit s; =t; — Tp—2,7 =1, 2.

Puisque sy, 2 € [N,4N] et |s; — s3] < §, nous avons
d(h(t1), h(t2)) < d(h(s1, +Tk—2), h(s1)) + d(h(s1), h(s2)) + d(h(s2), h(s2 + Tk—2)) < €

pour tout h dans H, ce qui implique que H est en effet uniformément équicontinue sur R*.
Pour vérifier que H(R™) est totalement borné dans E, on part de 1’équicontinuité de H pour

obtenir un recouvrement finie {7;}! , de [0,3N] et t; € T;,7 = 1, ..., n tel que pour chaque h € H

d(h(t), h(i)) < § chaque fois que t € T;,i = 1,...,n.

2
Sit > 3N, choisissons k£ € N pour que ¢t € [kN, (k + 1)N]. En posant s =t — 74_9, on a alors
s € [N,3N] d’ou s € T; pour certains ¢ = 1,...,n. Par conséquent, étant donné tout h € H,
nous obtenons

d(h(t), h(i)) < d(h(s+ Tk_2), h(s)) + d(h(s), h(t;)) < e. (3.8)
Puisque pour chaque i = 1,...,n I'ensemble H(¢;) est totalement borné, on en déduit, compte

tenu de I'inégalité (3.8), que H(R™) est totalement borné.

Théoréme 9. Soit H un sous ensemble de C(R*;E). Les conditions suivantes sont équiva-

lentes :
1. L’ensemble H+ = {h(t),h € H,t € R} est un sous ensemble totalement borné de
C.(RTE), c’est-a-dire, H est Bochner-equi-presque périodique.
2. (a) H est un sous ensemble totalement borné dans C,(RT;E), et

(b) H satisfait le critére de suite double uniforme de Bochner.

3. (a) H est un sous ensemble totalement borné dans Cx(R™;E) et

(b) H est équinormal.

4. (a) H est un sous ensemble totalement borné dans Cx(R™;E) et

(b) H est équi-asymptotiquement presque périodique dans le sens de Bohr.
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preuve De [8], nous avons 1'équivalence entre 2 et 3. D’aprés (|37], théoréme 5, et théoréme
page 56) et le lemme 5, nous déduisons 'équivalence entre 3 et 4.
Supposons que 4 soit équivalent a 1. Supposons 4, alors au vu du lemme 5, le sous ensemble
H(RT) est totalement borné dans E, donc HT(t) est totalement borné dans E pour chaque
t € R*. Nous avons également vu le lemme 5 que H%est uniformément équicontinue . Ainsi
par le théoréme d’Ascoli ([10], théoréme 2, page X.17), il est totalement borné dans C,(R™; E).
Inversement, il est évident que si H* est un sous-ensemble totalement borné de C.(RT;E) alors
H est un sous ensemble totalement borné de Ci(RT;E). Il reste & montrer que H est équi-
asymptotiquement presque périodique au sens de Bohr. Pour tout € > 0, on peut construire un

recouvrement finie {7;}", de R et t; € T;,i = 1, ..., n tel que, pour tout w € R™, on a
d(h(w+1t), h(w+t;)) < e, chaque fois que t € T;,i =1, ...,n.

Soit r = [ > max{ty, ta, ..., 1, }, et posons

n

Lﬂn—uinm+mL

l

A=

Veérifions que AN[t,t+1] # () pour tout ¢ > r, c’est-a-dire, que A est un ensemble relativement
dense dans [r, +00]. Soit t > r, puisque {T;}! ; est une couverture de R et t+1 € R*, il existe
i€l,..,ntelquet+1 € T;. On observe que t < t+1—t; < t+1 et ensuite t+1—t; € AN[t, t+1].
Maintenant, pour un ¢ > r et 7 € A donné, on choisit i € {1,...,n} et s € T; tels que 7 = s — ;.

Puisque ¢ — ¢; > 0 on a, pour tout ¢ € [r, +00[ et pour tout h € H.

d(h(t +7), h(t)) = d(h(t — t; + 5), h((t — t;) + ;) < e.

Donc H est équi-asymptotiquement presque périodique au sens de Bohr.

Corollaire 5. Soit x € C(R™;E). Les deux énoncés suivants sont équivalents :
1. L’ensemble H*(x) = {Z(t),t € R*} est totalement borné dans C,(R*;E)

2. x est asymptotiquement presque périodique au sens de Bohr.
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