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Liste des notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de notre travail :
X espace de Banach, X* son espace dual.
A Un opérateur linéaire borné dans X.
Inv(X) Ensemble des opérateurs inversibles sur X.
L(X) Ensemble des opérateurs linéaires bornés dans X
K(X) L’ensemble des opérateurs compacts dans X.
N(A) Espace nul (ou noyau) d’un opérateur linéaire A R(A) son image
R, (A) Résolvante de A, p(A) Ensemble résolvant de A € L(X)
o(A) Spectre de A
op(A)  Spectre ponctuel de A, o.(A) Spectre continu de A
0-(A)  Spectre résiduel de A,  04(A) Spectre discret de A
oe(A) Spectre essentiel de A, o, (A) S-spectre essentiel de A
r(A) Rayon Spectral de A
a(A) Dimension de N(A), S(A) Codimension de R(A)
d(X) L’opérateur de Fredholm
o, (X) Semi-Fredholm supérieur, & _(X) Semi-Fredholm inférieur

P4 (X) Opérateur Semi-Fredholm,

i(A) Indice d’un opérateur de Fredholm
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F(X) Ensemble des perturbations de Fredholm
B(X) Opérateur de Browder

R(X) Opérateur de Riesz

asc(A) Ascent d'un opérateur A desc(A) Descent de A

P, Projection de Riesz



Introduction

Ce travail est consacré a I'étude du S-spectre essentiel d’un opérateur linéaire borné sur
un espace de Banach X, il portera aussi sur ’étude du S-spectre essentiel de la somme de
deux opérateurs.

Ce mémoire se compose de trois axes répartis en trois chapitres hors introduction. On consi-
dére A un opérateur linéaire borné inversible sur I’espace de Banach tout au long de ce travail.
Dans la premier chapitre introductif, on commence par présenter la théorie spectrale des opé-
rateurs linéaires bornés qui est une partie importante de ’analyse fonctionnelle. Ensuite on
rappelle quelques définitions et propriétés élémentaires standards de cette théorie et qui se-
ront des éléments de base de ce mémoire. En outre, on donne des définitions et des résultats
sur les opérateurs compacts et ’étude spectrale de ces opérateurs, en plus de ces opérateurs il
existe des classes des opérateurs s’appellant les opérateurs de Fredholm semi- Fredholm et les
perturbations de Fredholm supérieurs et inférieurs qui sont des classes trés inportantes pour
définir le spectre essentiel qui sera détaillé dans le chapitre suivant. Les opérateurs de Browder
sont des classes des Fredholm qui sont définis par 'acsent et le decsent d’un opérateur, on
introduira ainsi les opérateurs de Kato et de Riesz.

Dans le deuxiéme chapitre, on discutera sur le spectre essentiel d’un opérateur linéaire borné,
il est essentiellement centré sur les opérateurs de Fredholm. Tout d’abord on donne quelques
définitions et des caractérisation distinctes de ce spectre

Plusieurs définitions sont liées aux opérateurs de Fredholm, semi-Fredholm et les opérateurs

de Browder et introduites par des mathématiciens comme H. Weyl, T. Kato, M. Schech-
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ter, F. E. Browder, et R. Mennicken.

Dans le dernier chapitre on définit le S-spectre essentiel d’un opérateur borné. L’objectif de
cette partie est consacrée a 1’étude des caractérisations de S-spectre essentiel et la relation
entre le S-spectre essentiel de la somme de deux opérateurs et le S-spectre essentiel de chacun
de ces opérateurs.Ce chapitre est basé sur un travail récent de F, Abdelmouleh, A, Am-
maret A, Jeribi qui ont introduit le S-spectre essentiel et le S-spectre essentiel de Browder

et on donné et les relations qui leurs lient.



Chapitre 1

Théorie des opérateurs linéaire bornés

L’objectif de ce chapitre est de rappeler des notions et résultats utilisés tout au long de
ce travail. Tout d’abord, nous rappelons quelques définitions et propriétés élémentaires sur
la théorie spectrale des opérateurs linéaires bornés dans des espaces de Banach X. Ensuite
nous donnons quelques résultats sur les opérateurs compacts. En outre, nous rappellons les
définitions des opérateurs de Fredholm, Browder, Kato et les opérateurs de Riesz. Enfin nous

donnons I'étude spectrale de la somme et produits des opérateurs bornés.

On peut donner pour plus de lecture les références suivantes [[9], [14], [15], [19]], et qui

peuvent donner plus de détait.

1.1 Définitions et propriétés élémentaires

Nous donnons dans cette section quelques définitions et propriétés élémentaires des opé-
rateurs linéaires bornés et on parle sur I’adjoint et 'inverse d’un opérateur, ensuite on définit

le spectre d’'un opérateur.
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1.1.1  Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.1. ( Opérateurs linéaires )
Soient X etY deux espaces vectoriels normés. On appelle opérateur linéaire, toute application
linéaire u — Au définie sur X ou sur un sous-espace vectoriel de X appelé domaine de A

noté D(A) a valeurs dans Y, c’est a dire : D(A) ={x € X, Az € Y}

Remarque 1.1.1. Dans le cas de notre étude, l'opérateur A sera défini sur tout X donc

borné.

Définition 1.1.2. (Opérateur linéaire borné ) :
Un opérateur continu ou borné est un opérateur tel que sup ||Az|| < +o00. On note L(X)

llz]|<1
l’espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés sur X.

Définition 1.1.3. Soient X et Y deux espaces de Banach. On appelle un opérateur borné
de X dans Y toute application linéaire continue de X dans Y. Pour A € L(X,Y), on note

limage d’un opérateur par R(A) = {Axz,x € X} et le nayau par N(A) = {x € X, Az = 0}

Remarque 1.1.2. L’opérateur identité de X dans Y sera noté par 1.

1.1.2 Inverse et Adjoint d’un opérateur linéaire borné

Définition 1.1.4. (Opérateur inverse) :
Soient X et'Y deux espaces de Banach. Un opérateur A : X — Y est dit inversible s’il existe

un opérateur borné S 1Y — X tel que
AS:]IY etSA:]IX
L’ensemble des opérateurs inversibles sera noté par : Inv(X)

Définition 1.1.5. (Adjoint d’un opérateur ) :
Soient XY deux espaces de Banach et A est un opérateur borné de X dans Y . L’adjoint de

A noté A*, est lopérateur borné de Y* dans X* vérifiant :
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(A*0)(z) = L(A(x))
avec £ est une forme lineaire continue.

Théoréme 1.1.1. Soient X etY deuxr Banach. L’application de L(X;Y) dans L(Y; X) qui

a A associe son adjoint A* est isométrique (i.e : ||A|| = ||A*|| pour tout A € L(X;Y))

Preuve. On a :

|Al| = sup [[Az| = sup (sup |[((Azx)|) = sup (sup |[{(Az)|) =

Jall<1 Jall<t [t HENEE!
sup [|A™][ = [|A7]
i<t

Proposition 1.1.1. On a les relations d’orthogonalité suivantes :
Soient X, Y deuz espaces de Hilbert et A € L(X;Y). Alors on a :
(i) N(A) = R(A") L,
(ii) N(A*) = R(A)*,

(iii) N(A)* 2 R(A"),
(iv) N(A*)1 = R(A).

Définition 1.1.6. (Opérateur transposé) :
Soient X et'Y deux espaces de Banach et A un opérateur densément définie de X dans Y ;
La transposée de A , c’est un opérateur de X dans Y de la facon suivante : 'A, et la forme

linéaire v € X — y*(A(z)) soit continue. On pose *A(y*) = z* . On a donc :

"Ay)(z) =y (Alz))

pour tout v € X ety* €Y
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1.1.3 Spectre d’un opérateur linéaire borné

Soit X un espace de Hilbert, £(X) ’ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dans

lui méme, muni de la norme ||A|| = sup ||Az||y L’espace £(X) est une algébre de Banach
=<1
unifére ( posséde un élément e telque |le|| = 1).

Définition 1.1.7. ( Ensemble résolvant, Résolvante) Soit A € L(X) on appelle 1l’en-

semble résolvant de A est :
p(A)={A € C/\ — A soit une bijection de X sur X}

(i,e : X\ — A a un inverse borné ; (A — A)~' € L(X)) L'opérateur (A — A )~! est appelé

la résolvante de A en et noté Ry(A)

Définition 1.1.8. (Spectre d’un opérateur ) :
Soit A € L(X), le spectre de A et on noté o(A) le complémentaire dans C de p(A)

( L’ensemble résolvant de A ). Donc :
o(A) ={N € C; A\ — A nlest pas inversible dans X } ,
et on écrit :
a(A) = C\p(4)

Alors on peut trouver trois types du spectre distincts :

1) Le spectre ponctuel : Noté par 0,(A) est 'ensemble des valeurs propres de A, il
est défini comme suit :
op(A)={A e C\ N\ —A)#{0} cad: I —A n'est pas injectif}
alors

gp(A)={ e C\ Az =Xz, z€X, x#0}

2) Le spectre continu : Noté par o.(A) est 'ensemble des A € C tel que (A — A) est

injectif, non surjectif, mais son image est dense dans X, c-a-d.

o(A)={AeC\ N —A)={0}, RAN —A) #X, R(I-A) =X}
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3) Le spectre résiduel Noté par 0,(A) est 'ensemble des A € C tels que \I — A est
injectif, non surjectif, mais son image n’est pas dense dans X, c-a-d.

0.(A) ={N(AI — A) = {0}, (R(AI—A))*#{0}}
Remarque 1.1.3. Le spectre de A est :
0(A) =0,(A)Uc.(A)Uao,.(A)

Définition 1.1.9. (Le rayon spectral) : Pour tout opérateur borné A € L(X), on definit

le rayon spectral de A comme étant la quantité :
r(A) = sup{[A[; A € o(A)}
On remarque que, r(A) < || Al
Lemme 1.1.1. Soit X un espace de Banach et A € L(X). Alors :

(i) lim ||A”H% existe et est égale a r(A).
n—oo

(ii) Si X est un espace de Hilbert et si A € L(X) est auto-adjoint, alors r(A) = || A]l.

1.2 Opérateurs Compacts

Dans cette section, on définit les opérateurs compacts et nous parlons sur la théorie spéc-

trale des opérateurs compacts.

1.2.1 Opérateur Compact

Applications linéaires compactes : Si X est un espace de Banach, on note Bx(0,r) la
boule ouverte de centre 0 et de rayon 7 > 0 et Bx (0,7) la boule fermée. Dans le cas ou 7 = 1,
on note pour simplifier Bx = Bx(0,1) et Bx = Bx(0,1). S’il n’y a pas d’ambiguité possible,
on oubliera parfois de préciser que la boule est dans X, en notant simplement B(0;r) ou

B(0;7).
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Définition 1.2.1. Soient X et Y deux espaces de Banach. Une application linéaire continue
A € L(X;Y) est dite compact si limage A(Bx) est une partie relativement compact

de Y. lensemble des applications linéaires compactes de X dans Y mnoté par K(X;Y) ou

seulement IC(X) st X =Y.
La proposition suivante décrit la structure de K(X;Y).

Proposition 1.2.1. Soient X et Y deux espaces de Banach; l'ensemble K(X;Y) est un

sous-espace vectoriel fermé de L(X;Y).

Proposition 1.2.2. Soient X, Y et Z des espaces de Banach, S € L(X;Y) et A€ L(Y;Z);
si S ou A est compact alors AS est compact. En particulier, K(X) est un idéal bilatére de

L(X).

Remarque 1.2.1. I] est clair que tout opérateur A de rang fini (i,e : l'image de A est
dimention fini) est compact : En effet, l'ensemble A(Bx) est alors un ensemble borné d’un
espace vectoriel de dimension finie. D’aprés le résultat précédent, si une suite (A,), d’opéra-
teur de rang fini dans L(X,Y") converge vers A dans L(X,Y), alors A est compact. C’est une

méthode assez efficace pour vérifier que certains opérateurs sont compacts.

Lemme 1.2.1. Soit A € L(X) un opérateur compact et X € C, avec A # 0. Alors R(A — \)

est fermé.
Lemme 1.2.2. Soit X un espace de Banach, A € K(X), alors A\ — A est a image fermée et
dimN(A — A) < 00

Un opérateur compact est nécessairement continu, car sinon il existerait une suite (z,),

bornée tel que ||Azx,| — oo, ce qui contredit la compacité.

Théoréme 1.2.1. Si A € L(X;Y) est compact alors pour tout suite (), tel que T, — x

n L. . . . .
on a Ax, — Ax. La réciproque est vraie si X est un espace réflexif.
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Définition 1.2.2. (Spectre d’un opérateur compact) :
Soit X un espace de Banach. On appelle spectre d’un opérateur A € L(X), le sous-ensemble

du plan complexe défini par :
o(A)={A € C: (N — A) nlest pas bijective}

On dit que \ € d(A) est une valeur propre de A de multiplicité m € N* si \I — A n’est pas
injective et dim(N (X — A) = m.
Lemme 1.2.3. Soit A est un opérateur compact, X € o(A) et X # 0, alors X est un point
isolé de o(A)
Théoréme 1.2.2. [20], Si un opérateur A est somme d’opérateur compact K et un opérateur
B, alors 0.(A) C o(B).

(Produit des opérateurs)

Définition 1.2.3. Soient X,Y, Z et H quatres espaces vectoriels, et A : X — Y et S :
Y — Z, deux opérateurs linéaires ,On définit ['opérateur composition SA (dit aussi opérateur

produit) de A et S par :
(SA)(z) = S(A(x))

o SiT est un opérateur de H dans Y, alors : (I'S)A =T(SA).

o Si T est un opérateur de Y dans H, alors :(T + S)A=TA+ SA.

Remarque 1.2.2. Dans le cas du produit, 1l est connu que le spectre du produit d’opérateur
auto-adjoint par un opérateur positive est toujour réel . Le question qui se pose naturellement :
Est-ce-que le spectre du produit de deuz opérateurs auto-adjoints est réel ?

La réponse n’est pas vraie méme en dimension 2. Il suffit de prendre en effet :
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On obtient un produit AB avec un spectre imaginaire donc non auto-adjoint.

Donnons queloques propriétés du produit des opérateurs auto-adjoints.

Théoréme 1.2.3. [13/, Si A et B sont des opérateurs auto-adjoints sur X, alors

1. 0(AB) est symétrique par rapport o l'axe des réels et 0.(AB) ne contient aucun réel

nul.
2. AB est tnversible st et seulement si A et B sont inversibles.

3. Dans le cas A et B sont des projections, AB est unitairement équivalents a son adjoint

et dont le spectre est non négatif. (voir [12])

Remarque 1.2.3. On se pose les questions suivantes : - Les inclusions o(A) C o(AB) et
o0(B) C 0(AB) et la réciproque sont elles vraies ?

- sachant les spectres (o(A) de A, 0(B)) de B, Est-ce- qu’on déterminer le spectre de AB ? On
donne une esquise de réponse, en fait ni o(A) C 0(AB) nio(B) C 0(AB) est ncéessairement
vérifié méme en dimension inférieure de l’espace.

Si AB = BA alors 0(AB) = o(BA).

D’autre part, si \ est une valeur propre de AB, avec A et B sont des matrices N X N (non
nécéssairement inversibles), alors X est aussi une valeur propre de de BA. En effet, si v est
un vecteur propre de AB différent de O par rapporet a A, alors Bv est un vecteur propre de
BA associé a la méme valeur propre.

Si 0 est une valeur propre de AB alors 0 = det(AB) = det(BA) = det(A)det(B), alors 0 est

aussi une valeur propre de BA

1.3 Opérateurs de Fredholm, Browder, Kato et Opéra-
teurs de Riesz

Cette section donne plusieurs définitions et propriétés différents sur les opérateurs de

Fredholm, Browder, Kato et opérateurs de Riesz sur 1’espace de Banach.
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1.3.1 Opérateurs de Fredholm, Semi-Fredholm

Définition 1.3.1. Soient X et Y deux espaces de Banach, L(X,Y) l'ensemble des opérateurs
linéaires bornés. Soit A € L(X,Y), on note N(A) le nayau de A et R(A) l'image de A. On
dit que :
1) A est un opérateur de Fredholm si dimN(A) et codimR(A) sont finies, 'ensemble
des ces opérateurs est noté par :
O(X,Y) ou ®(X) lorsque X =Y
2) A est un opérateur de semi-Fredholm supérieur si dimN(A) est finie et R(A) est
fermé, ’ensemble des ces opérateurs est noté par :
O, (X,Y) ou & (X) lorsque X =Y
3) A est un opérateur de semi-Fredholm inférieur sicodimR(A) est finie, I’ensemble
des ces opérateurs est noté par :
O_(X,Y) ou ®_(X) lorsque X =Y

4) A est un opérateur de semi-Fredholm si A€ &.(X,Y)=o, (X, Y)UD_(X,Y).

Remarque 1.3.1. Comme l'image d’un opérateur est fermée si elle est de codimension finie,
alors :

(i) (X, Y)=o, (X, Y)NP_(X,Y).

(11) ®(X) est un ensemble non-vide puisqu’il contient l'identité. Par contre ®(X,Y") peut-

étre vide lorsque X #Y .

Définition 1.3.2. Pour tout opérateur A € L(X,Y), on note a(A) = dim(N(A)) et f(A) =
codim(R(A)), On appelle indice d’un opérateur de Fredholm la fonction a valeurs entiéres

sutvante :

i LX)Y) = Z

A = i(A) = a(4) - B(A)
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Et dans ce cas, on a i(A) € Z U {xoo}, Il est clair que
o SiAec ®(X) alorsi(A) < 0.
o SiAe P (X)\P(X) alors i(A) = —o0.
e SiAe P (X)\P(X) alors i(A) = 4o0.

Remarques 1.3.1. Soient X et Y deux espaces de Banach, on remarque que :

(i) Dans le cas ou X et'Y sont de dimension finie, tous les opérateur sont de Fredholm
et leur indice est égale a dimX — dimY .

(ii) Tout opérateur inversible de L(X,Y) est de Fredholm d’indice nul, En effet, il
découle de Uinversibilité de A que N(A) = {0}, c’est a dire a(A) =0, et R(A) = X qui
est fermée et sa codimension est nulle (B(A) =0).

(iii) Si K € L(X) est un opérateur compact, alors K — X est un opérateur de Fredholm
pour tout compact non-nul A\ € C.

(iv) Tout opérateur injectif a image fermée est semi-Fredholm supérieur d’indice né-
gatif .

(v) Tout opérateur surjectif est de semi-Fredholm inférieur d’indice positif .

Voici un premier critére de ferméture des opérateurs linéaires.

Théoréme 1.3.1. soit A € L(X,Y) un opérateur a image fermée. Alors on a :
(i) A est semi-Fredhom supérieur si et seulement si A* est semi-Fredhom inférieur
(i) A est semi-Fredhom inférieur si et seulement si A* est semi-Fredhom supérieur
(11i) A est semi-Fredhom si et seulement si A* est semi-Fredhom
(iv) A est Fredhom si et seulement si A* est Fredhom

Et dans tous ces cas, on a : i(A*) = —i(A).
Preuve. Puisque R(A) est fermée alors R(A*) est fermée, donc :
R(A) = N(A*)* et R(A*) = N(A)*

Par conséquence, a(A*) = dim N(A*) = codimR(A) = B(A)
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et f(A*) = codimR(A*) = dim N(A) = a(A).
Et puisque dim N(A*) et codimR(A*) est finis alors A* est de Fredhom.
(A7) = a(A7) = B(A") = B(4) — a(A) = —i(4)
Maintenant, les autres assertions se vérifient facilement. [

Théoréme 1.3.2. Soient A € L(X;Y) et S € L(X;Y).
(i) SiAed (X,)Y) et Sed (Y,Z), alors SA € &, (X, 7).
(1) SiAe ®_(X,Y) et Sed_(Y,Z), alors SAe _(X,Z).
(i) Si Ae ®(X,Y) et SedY,Z) alors S € ¢(X, 7).

Preuve. Montrons l'assertion (ii).

Soient M et N des sous-espaces fermés de dimension finie tels que Y = R(A) & M

et Z = R(S)@ N. Alors il vient que Z = (R(S)+ SM) @ N, et comme SM est de dimension

finie, on obtient que SA € ®_(X, 7).

Les assertions (i) et (ii) se déduisent de (i) par dualité.
Corollaire 1.3.1. Soit A un opérateur borné sur X.
(i) St Ae & (X) alors A" € (X)) pour tout n > 1.
(i) Si A€ ®_(X) alors A" € &_(X) pour tout n > 1.
(iii) Si A € (X) alors A™ € ®(X) pour tout n > 1.
Théoréme 1.3.3. Soient A € L(X,Y) et S € L(Y, Z).

(i) Si SAe P, (X,Y) alors A€ &, (X,Y).

(11) Si SA € ®_(X,Y) alors S € P_(X,Y).
(i1i) Si SA € ®(X,Y) alors Ac d (X,)Y)etSecd (Y,Z2).

Preuve. (ii) comme R(SA) C R(S), on obtient que codimR(S) < codimR(SA).

Dou S € ®_(Y, Z). Les assertions (i) et (ii) se déduisent de (i) par dualité .
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Lemme 1.3.1. Soient A : X — Y un opérateur borné et M un sous-espace de X de codi-

mension finie n. Alors A est de Fredhom de plus i(A) = i(Ap) + n.
Lemme 1.3.2. Si A, B € ®(X ) alors BA € ®(X). De plus,
i(BA) = i(A) +i(B)

Preuve. Soit A la bijection associée a A et posons Ay, la restriction de A a Xj.(Notons
que Ay la restriction de A a Xj).
Comme A est un isomorphisme et B de Fredholm, l'opérateur BA est de Fredholm avec
i(BA) =i(B).
En identifiant X et X x {0}, on obtient que BAj est la restriction commune de BA et BA
a Xo
Par le lemme précédent BA a Xy est Fredholm < BA, est Fredholm < BA est Fredholm

De plus :

i(BA) = i(BAy) + dim(X/Xo)
— dim(BA) — dim(Xy x Yy/Xo x {0}) + a(A)

— i(B) +i(A)

Proposition 1.3.1. Soit A € L(X) les assertions suivantes sont équivalantes :
(i) @4 est un ouvert.
(ii) 1(\ — A) est constante sur composante de P 4.
(11i) (A — A) et B(A— A) sont constantes sur toutes les composontes de ® 4 sauf sur un

ensemble discret de point qui sont trés grands.

Théoréme 1.3.4. (Alternative de Fredholm) Soit A € L(X) un opérateur compact.

On a pour tout A € C* :
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(i) N(AI — A) est de dimension finie.
(ii) R(A — A) est fermé.
(iii) NAML —A)={0} & R\ -A)=X.

Perturbation de Fredholm et semi-Fredholm : On va exposer les résultat principaux

des perturbation de Fredholm basés essentiels papier de Abedlmouleh et Jiribi [1].

Définition 1.3.3. Soient X, Y deux espaces de Banach et lopérateur F' € L(X,Y), alors

on a:
(1) F est appelée perturbation de Fredholm si '+ A € ®(X,Y) avec A € O(X).

(ii) F est appelée perturbation de semi-Fredholm supérieur si F + A € &, (X,Y)

avec A € & (X).

(iii) F' est appelée perturbation de semi-Fredholm inférieur si F + A € &_(X,Y)
avec A € &_(X).

Remarque 1.3.2. Soient X,Y deux espaces de Banach donc :

1) Les ensembles du perturbation de Fredholm noté par :
F(X,Y) ou F(X) avec X =Y
2) Les ensembles du perturbation de semi-Fredholm supérieur noté par :
Fo(X,)Y) ou Fi(X) avece X =Y
3) Les ensembles du perturbation de semi-Fredholm inférieur noté par :

F(X,)Y) ou F_(X) avec X =Y

Remarque 1.3.3.

K(X,Y)C F(X,Y)C F(X,Y)
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Lemme 1.3.3. Soit A € L(X) et F € L(X), alors :
(i) SiAed(X) et FeF(X), alors A+ F € ®(X) eti(A+ F) =1i(A).
(i) St Aed(X) et Fe Fi(X), alors A+ F € (X)) et i(A+F)=i(A).

(iii) SiAed (X)et Fe F (X), alors A+ Fe®_(X) et i(A+ F)=i(A).
Ascent et Descent d’un opérateur linéaire borné :

Définition 1.3.4. [11] Pout A € L(X), on appelle ascent de A et on note asc(A) le plus
petit entier n tel que N(A™) = N(A™Y), si un tel entier n'eziste pas alors :asc(A) = oo, et
on écrit :

asc(A) = min{n € N: N(A") = N(A"™)}

Définition 1.3.5. Soit A € L(X), on appelle descent de A et on note desc(A) le plus petit
entier n tel que R(A™) = R(A™"1), si un tel entier n’existe pas alors :desc(A) = +oo et on
écrit :

desc(A) = min{n € N : R(A™) = R(A"™)}

1.3.2 Opérateurs de Browder, Semi Browder

Définition 1.3.6. [11]

Deux classes importants dans la théorie de Fredholm sont donnée par les classes des opérateurs
semi-Fredholm avec un ascent ou descent finie. Nous étudions deuz classes des opérateurs

la classe de tout les opérateurs semi- Browder supérieur dans un espace de Banach définie
par :

Bi(X)={Aec P, (X):asc(A) < oo}

la classe de tous les opérateurs semi-Browder inférieur dans un espace de Banach est
donnée par :

B_(X)={Aecd_(X):desc(A) < o0}
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Finalement la classe des opérateurs de Browder est définie par :

B(X) = B, (X) N B_(X)

Remarque 1.3.4. On remarque que ®(X), P (X) et _(X) sont des semi-groupes ouverts
dans B(X) et B (X),B_(X) sont des sous ensembles du B(X)

Théoréme 1.3.5. Soit A € L(X) alors :
1) A est un semi-Browder supérieur < A* est un semi-Browder inférieur.
2) A est un semi-Browder inférieur < A* est un semi-Browder supérieur.

3) A est un Browder < A* est un Browder.

Proposition 1.3.2. Soit A € L(X) alors :
1) A est un semi-Browder supérieur < R(A) est fermée et N® < oco.
2) A est un semi-Browder inférieur < codimR™ < oo.

3) A est un Browder < dimN®> < oo et codimR™ < o0.

Remarque 1.3.5. Soit A € L(X) alors on remarque que :
e A est un semi-Browder supérieur alors, i(A) <0 .
o A est un semi-Browder inférieur alors, i(A) >0 .

o A est un Browder alors, i(A) =0 .

1.3.3 Opérateur de Kato

Définition 1.3.7. [11] Soit A € L(X), on dit que A est un opérateur de Kato si R(A) est

fermée et A satisfait les conditions suivantes :
1. N(A) C R™(A) .
2. N*(A) C R(A) .

3. N*(A) C R®(A) .
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4. N(A) C R=(A) .
Avec : R*(A) = ﬂ R(A™)
n=1
Décompposition de Kato : 3]
Soit A un opérateur semi-Fredholm, alors il existe des sous-espaces fermé X, Xo C X inva-

riant avec respect de A tel que X = X; & X, dimX; < oo, A|x, est nilpotent et A|x, est de

Kato.

1.3.4 Opérateur de Riesz et Projection de Riesz

Algébre de Calkin

Définition 1.3.8. Soient L(X) l'algébre de Banach des opérateurs linéaires bornés et K(X)
Uidéal fermé de L(X). L’algebre L(X)/K(X) formé des classes A + K(X) est dite algébre

de Calkin avec A € L(X) et noté par C(X)

Théoréme 1.3.6. Soit A € L(X), A est un opérateur de Fredholm si et seulement si w(A)
est inversible dans l’algebre de Calkin. ot w: L(X) — C(X) est la projection canonique.

i.e (m(A) =A+K(X)).

Définition 1.3.9. (La partie quasinilpotente)

La partie quasinilpotente de A notée par :
Hy = {u € X, lim [|A™u||» =0}
n—oo

ou 0 est un point 1solée du spectre.

Définition 1.3.10. (Opérateur de Riesz) :[2]

A € L(X) est un opérateur de Riesz et on le note R(X) si pour A € C\{0}, A — A\ est de
Fredholm

Autrement dit A € R(X) si et seulement si A est quasinilpotent dans [’algébre de Calkin
C(X)
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Définition 1.3.11. (La projection de Riesz :)

Soit A € C(X), si Ao est un point isolé dans o(A), Notons :

Ty, = {A€C: A= Ao| = ¢}

le cercle orienté positivement, On définit le projecteur de Riesz de A associé a \g sur L'y, par :

1
P, = — A — M)~
Ao 9 FAO( x) ’



Chapitre 2

Spectre essentiel d’'un opérateur linéaire

borné

Dans ce chapitre on commence par des définitions sur les types du spectre essentiel d’'un
opérateurs linéaire borné dans un espace de Banach, ensuite nous étudions le spectre essentiel

de la somme de deux opérateurs linéaires bornés.

2.1 Spectre essentiel d’un opérateur linéaire borné

On plus de les types de spectre d'un opérateur linéaire borné, il existe un autre type qui
s’appelle le spectre essentiel pour définit cet dernier on donne d’abord la définition du

spectre discret :

Définition 2.1.1. (le spectre discret ) : C’est l’ensemble des valeurs propres isolées de

multiplicité finie, noté par o4(A).

Définition 2.1.2. Dans un espace de Hilbert, si A est un opérateur auto-adjoint on a une
seule définition du spectre essentiel : c’est ’ensemble du tous les points du spectre ne sont
pas des valeurs propres isolées de multiplicité finie, c-a-d : il est le complémentaire du spectre

discret, on note par o.(A), alors on écrit :
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0e(A) = o(A)\oa(A)

Mais dans un espace de Banach le spectre essentiel a plusieurs définitions non équivalents

la difinition la plus plausible du spectre essentiel est :

e.(A) ={A € C\ X — A n’est pas de Fredholm ®(A) d’indice 0}

Mais d’autre part il a des autres définitions par [6] on le présent comme suit :

oer(A) = {AeC\A-A¢ P (X)} =C\Piy
0e2(A) = AeC\A-A¢ P (X)} =C\D_4
oe3(A) = {AeC\A-A¢ZP.(X)} =C\Psy

cu(A) = {AeC\A—A¢D(X)} = C\by

ois(A) = (] oA+ K
) = Conl)

oer(A) = . DX oup(A + K)
oes(A) = :Dixj os(A+ K)

0pa(A) = {X € C\\ — A n’est pas & image fermé}

Avec :
ap(A) = {A € C\ inf A=Al =0}
os(A) = {\ € C\\ — A non surjective}
ps(A) = {\ € p5(A)\ tous les scalaires A dans p(A)}
et :

ps(A) = A e @\ i(A— A) =0}
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Propriété 2.1.1. 0.1(A) et o.2(A) sont les spectres essentiels de Gustafson et
Weidmann |, o.3(A) le spectre essentiel de Kato, o.4(A) est le spectre essentiel de Wolf |
0e5(A) le spectre essentiel de Schechter ou de Weyl, 0.5(A) est de Browder, o.7(A) est

deRakovcevié, o.s(A) le spectre essentiel introduit par Schmoeger .

Proposition 2.1.1. ( Caractérisation du spectre essentiel :) En général on a :
® 0.1(A)Noea(A) = 0e3(A C 0ea(A) Coes(A) C oes(A).
e 0.5(A)
o 0.1(A) Cor(A) .
o 0.0(A) Cos(A).

Proposition 2.1.2. Soit X un espace de Banach et A € C(X). Alors :

A & 0e5(A) si et seulement si X € Py, et i(A—A) =0.

Proposition 2.1.3. Soit A € C(X), alors
(i) N & oe7(A) si et seulement si A\ — A € &+ (X) et i(A—A) <0.
(1)) N & 08(A) si et seulement si \ — A € ®_(X) et i(A—A) > 0.

(iii) A est un opérateur linéaire borné, alors o.s(A) = oer(A*).

Remarque 2.1.1. Soit A € L(X), Sile le complémentaire de c.4(A) est connexe, alors :
064(14) = 065(14)

Rappelez le lemme suivant :

Lemme 2.1.1. [11]
Sotent A, B deux opérateurs linéaires bornés sur X.
(i) Si BA€ ®+ (X) alors A € &+ (X).
(i) Si BA€ ®_(X) alors V € &_(X).
(111) Si A€ ®(X) et Be ®(X) alors BA € ®(X) et i(AB) =i(A) +i(B).
(iv) Si AB € ®(X) et BA € ®(X) alors A € &(X) et B € P(X).
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2.2 Spectre essentiel de la somme (Produit) de deux opé-
rateurs linéaires bornés

Cette section donne le spectre essentiel de la somme de deux opérateus linéaires bornés
et son relation avec le spectre essentiel de chacun de ces opérateurs, avec leurs produits sont
des perturbation Fredholm ou des perturbation semi-Fredholm supérieur ou inférieur dans
I'espace de Banach X, on commence par le théoréme suivant du livre [6] :

Donnons un premier résultat du spectre du produit.

Théoréme 2.2.1. Si A € L(X) est de Fredholm d’indice 0 et B € L(X), alors
0(AB) = o(BA) (2.1)

0.(AB) = 0,(BA) (2.2)

Preuve. Puisque 0(AB)\{0} = 0(BA)\{0} et 0.(AB)\{0} = 0.(BA)\{0}

Au point 0, les assertions du lemme suivant achéve la preuve. [

Lemme 2.2.1. [5/, Si A € L(X) est un opérateur de Fredholm d’indice 0 et B € L(X), alors

AB  inversible &< BA inversible

AB Fredholm <= BA Fredholm

Théoréme 2.2.2. Soit A € C(X), si 0 € p(A). Alors pour A # 0, on a

1
A€ oy(A) & 3 € 0.i(A™h) pour 1=1,2,3,4,5,7,8.

1
Preuve. )\ € 0.,(A) & 1 € 0.,i(A™Y) pour i = 4,5.

D’autre part, peut étre écrit \ # 0.
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Puisque, A est injectif et surjectif, alors a(A—\) = a(A7'=A"1) et R(A—X) = R(A™1=\71).
1
Cela montre que A € ®, 4 (resp. P_4) si et seulement si X € D, 41 (resp. D_4-1)

et onai(A—N) =i(A"1— A1) Donc :

1
A € 0.i(A)  siet seulement si 3 €oi(A™Y) pour i=1,237,8

Théoréme 2.2.3. Soit A et B deux opérateurs linéaires bornés sur l’espace de Banach X.

(i) Si AB € F(X) alors
0ei(A+ B)\{0} C [0ei(A) Uoei(B)\{0},  i=4,5.
Si de plus, BA € F(X), alors
oea(A+ B)\{0} = [0ca(A) U oea(B)\{0}.
De plus, si le complément de 0.4(A) est conneze, alors
oes(A+ B)\{0} = [0e5(A) U oes(B)\{0} (2.3)

(11)Si hypothése de (i) est satisfait et si  Coes(A+ B),Coes(A) et Coes(B) sont connezes,

alors

es(A + B)\{0} = [0e6(A) U oes(B)\{0}.

(111) Si AB € F(X), alors

Uei(A + B)\{O} - [Uei(A) U geZ(B)]\{O}7 L= 17 7.
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Si de plus, BA € F.(X), alors

oe1(A+ B)\{0} = [0e1(A4) U oer (B)\{0}.

De plus, Si Coes(A) est connexe, alors

oer(A+ B)\{0} = [oer(A) U oer(VB)\{0}.

(iv) Si BA € F_(X), alors

0ei(B + AN0} C [0u(A) Ua(B)\{0},  i=2,8.

Si de plus, BA € F_(X), alors

Tea(B + AN\{0} = [02(A) U oea(B)\{0}.

De plus, Si le complémentaire de o.4(A*) est connexe, alors

oes(A+ B)\{0} = [oes(A) U oes(B)\{0}

(v) Si AB € Fo.(X)NF_(X), alors

0es(A+ B)\{0} C [(0e3(A) U ges(B)) U (9e1(A) N0ea(B)) U (0e2(A) N o (B))\{0}-

De plus, Si BA € F(X)NF_(X), alors

0es(A + B)\{0} = [(0e3(A) U ges(B)) U (0e1(A) N 0ea(B)) U (0e2(A) N aer (B))\ {0}

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Preuve. La démonstration de ce théoréme est généralisé dans [4] pour les perturbation
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de Fredholm et semi-Fredholm. Pour A € C, on écrit :

(A= M)(B—=X)=AB— XA+ B — ) (2.8)

(B—A)(A—X)=BA— XA+ B— ) (2.9)

(i) Soit A & oes(a) U oes(B) U {0}. Alors, (A — AI) € &(X) et(B — M) € ®(X). D’aprés
lassertion (iii) de lemme 2.1.1, donne (A — A\I)(B — AI) € ®(X). Puisque AB € F(X), on

applique I’équation 2.8, on a (A+ B — A\I) € ®(X), donc A € 0.4(A + B). On obtient :

oea(A+ B)\{0} C [0es(A) U oea(B)\{0} (2.10)

Soit A € 0e5(A) Uoes(B) U{0}. Alors par la proposition 2.1.2, (A — A\I) € ¢(X),
i(A—=X) =0, (B=X) e ®(X)eti(B—AI)=0 et alors par l'assertion (iii) de lemme 2.1.1,
donne (A—X)(B— M) € &(X) et i((A—A)(B—Al)) =0. De plus, puisque AB € F(X),

on applique 1’équation 2.8, et le lemme 1.3.3. Alors on a :
(A+ B—-X)ed(X)eti((A+B—\)=0.

Maintenant on applique la proposition 2.1.2, donc on a A € o.5(A + B), avec

065(A + B)\{O} - [UBS(A) U 065(B)]\{0} (211)

On démontre l'inclusion inverse des équations 2.10 et 2.11.
Supposons que A € o.4(A + B) U {0}, alors (A+ B — AI) € ®(X). Puisque AB € F(X) et

BA € F(X), alors par I'équations 2.8 et 2.9. On a :

(A= N)(B — M) € ®(X)et(B — M)(A — \I) € B(X) (2.12)

D’aprés I'équation 2.12 et Iassertion (iv) du lemme 2.1.1. Il est clair que (A — M) € ®(X)
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et (B—M\) € ®(X). Donc A € 0.4(A) Uce(B).
Cela démontre que : [0es(A) U oes(B)\{0} C 0ea(A+ B)\{0}.
Alors :

des(A+ B)\{0} = [0es(A) U oea(B)\{0}.

Ceci prouve que :

[05(A) U aes(B)\ {0} C 0es(A + B)\{0}.

Soit A ¢ o0.5(A + B) U {0}, alors par la proposition 2.1.2, (A + B — A\) € ®(X) _ et
i(A+ B — X)) = 0. Puisque AB € F(X) et BA € F(X), on voit que (A — XI) € &(X) et
(B—MX) e d(X).

On peut appliqué les équations ( 2.8, 2.12) et l'assertion (iii) du lemme 2.1.1 et le lemme

1.3.3,ona:

i[(A= A)(B = A)] = i(A— M) +i(B — M) = i(A+ B — \I) = 0. (2.13)

Puisque A est un opérateur linéaire borné, on obtient p(A) # 0, et Co.4(A) on déduit dans

la remarque 2.1.1 que :

0'64(14) = 0'65(14).

On utilise I’équation précédente que (A — AI) € ®(X), on déduire que i(A — AI) = 0.

dans I’équation 2.13, on a i(B — AI) = 0. On conclut A & o.5(A) U oe5(B) avec

[05(A) U aes(B)\ {0} C 0es(A + B)\{0}.

Donc on démontre I’équation 2.3.
(i) Les ensembles Co.5(A + B),Cocs5(A) et Coes5(B) sont connexe.
Puisque A et B sont des opérateurs bornés on a, p(A), p(B) et p(A + B) ne sont pas des

ensembles vides. Donc on utilise [§], on déduire que :
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0e5(A+ B) = 0e6(A+ B),0e5(A) = 0e6(A) et 0o5(B) = 0e6(B). Donc, I'équation 2.3 donne;

0es(A+ B)\{0} = [0e6(A) U 0¢,(B)\{0}-

(iii) Supposons que A & 01 (A)Uoe (B)U{0}, alors (A—A) € & (X) et (B—AI) € & (X).
On utilise [[17], p 129], on a (A — AI)(B — AI) € &, (X). Puisque AB € F,(X), on peut
appliqué 1'équation 2.8, et I'assertion (ii) de lemme 1.3.3 on a donc (A + B — \I) € ¢, (X).

Donc, A € 0.1(A+ B). Alors

ger(A+ B)\{0} C [0e1(A) U ger (B)\ {0} (2.14)

Maintenant, supposons que A € o.7(A)Uo.7(B)U{0}, alors par la proposition 2.1.3 I’assertion
(i), on a

(A=A ed, (X)), i(A=A) <0, (B=—X)ed, (X)and i(B—\)<O0.

On utilise [[17], p 129], et [[11], p 153], on a

(A=X)(B—=X)ed (X)eti[(A=A)(B—-A)] <0.

Puisque AB € F, (X), on applique I’équation 2.8 et ’assertion (ii) du lemme 1.3.3, on a alors

(A+B—-X)ed(X)eti(A+B—-A) <0

On peut applique la proposition 2.1.3 ennoncé (i), il est clair que A\ € o.7(A + B) Donc :

ger(A+ B)\{0} C [0e7(A) Uoer(B)\ {0} (2.15)

On démontre l'inclusion inverse des équations 2.14 et 2.15.
On suppose que A € 0.1(A+ B) U {0} alors (A+ B — Al) € &, (X). Puisque AB € F(X)

et BA € f.ﬁ,.(X),
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alors d’aprés les équations 3.6 et 3.7, et I'assertion (ii) de lemme 1.3.3 on a.

(A= M) (B = A) € (X)), (B—M)(A— ) € &, (X) (2.16)

D’aprés 1'équation 2.16, le lemme 2.1.1 et le lemme 2.1.1 'énnoncé (i),
il est clair que (A — M) € &, (X) et (B — ) € &,(X).
Alors A € 0.1(A) U o (B). Donc :

[0e1(A) U o (B)\{0} C oer(A + B)\{0}

Cela prouve I’équation 3.2 . Maintenant on démontre ;

[0e7(A) Uoer(B)\{0} C oer(A+ B)\{0}.

Soit A € o.7(A+ B) U {0}, alors par la proposition 2.1.3 (i),
(A+B— )€ d,(X) et i(A+B— ) <0.
Puisque AB € F(X)et BA € F(X), lest clair que (A—\I) € &, (X) et (B—AI) € ., (X).

On utilise les équations 2.8 et 2.16 et I'assertion (ii) de lemme 1.3.3. On a

i[(A—N)(B - )] =i(A+ B —\) <0.

Soit A\g € p(A), alors (A — N\l) € ®(X) et i(A — N\gI) = 0, puisque p(A) C ps(A) alors
Ao € pa(A).ps(A) = Coey(A) est connexe et par la proposition 1.3.1 'ennoncée (ii), on a
i(A— AI) est constante pour tout composant de ® 4, alors i(A—AI) = 0, pour tout A € py(A).

On applique [[11], p 153], il est clair que

i[(A— M) (B — AI)] = i[(A — AD)] +i[(B — M)] <0,
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Donc i(B — AI) < 0. Par la proposition 2.1.3 (i), on conclut A & o.7(A) U o.7(B) alors

[U€7<A> U 067(B)]\{0} C 067<A + B)\{O}a

Alors, on obtient I’équation 2.5.
(iv) La preuve de I’équation 2.6 est similaire que (iii) pour 1’équation 2.4.

Maintenant on démontre I’équation suivante :

oes(A + B)\{0} = [0es(A) U oes(B)[\{0}.

Soient A et B € £(X). On applique I'assertion (iii) de la proposition 2.1.3 :
On a 0.8(A) = 0e7(A"), 0es3(B) = 0e7(B*) et 0es(A + B) = 0e7(A* + BY).

Appliquant (iii) pour I’équation 2.5, on obtient :

er(A" + BY)\{0} = [oe7(A") U 0e7 (B")]\ {0}

Donc, on montre 1’équation 2.7
(v) Puisque, I'égaliteés :

UeS(A) = Oecl (A) N UeQ(A)
0e3(B) = 0¢1(B) Noea(B)

et

0e3(A+ B) =0 (A+ B)Now(A+ B)

sont connues, AB € F(X)NF_(X) et BA € Fi(X)NF_(X), alors par les équations 2.4 et
2.6 on déduit que :

ges(A + B)\{0} = [(0e3(A) U 0es(B)) U (9e1(A) Noea(B)) U (0e2(A) N o (B))\{0}- =



Chapitre 3

S-Spectre essentiel d’un opérateur borné

L’objectif de ce chapitre est d’introduire essentiellement le S-spectre essentiel d'un opé-
rateur linéaires borné, on commence par quelques définitions du S-spectre essentiel. En plus
nous donnons les caractérisations du S-spectre essentiel comme au chapitre précédent, parti-
culiérement le S-spectre essentiel de Browder. Enfin nous discuterons le S-spectre essentiel de
la somme de deux opérateurs linéaires bornés.

Dans ce chapitre, On s’intérésse a 1’étude de 'opérateur A\S — A, si S = I, on retrouve les

résultats du chapitre précédent. Dorénavent, on va considérer que 'opérateur S # 1.

3.1 S-spectre essentiel

Danc cette section on définit le S-spectre essentiel d’un opérateur borné, on plus elle donne

les caractérisations de ce dernier.

Définition 3.1.1. Soient X un espace de Banach, A et S deux opérateurs linéaires bornés

sur X, avec S # O, on définit ’ensemble S—résolvant de A par :

ps(A) :={A e C : A\S — A a un inverse borné}
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Le S-spectre de A est alors le complémentaire de [’ensemble S-résolvent c-a-d :

5(A) = C\ps(A).

Dans un espace de Hilbert X, si A est un opérateur auto-adjoint, on ne trouve qu’une

seule définition du spectre essentiel qui consiste en ’ensemble de tous les points du spectre

qui ne sont pas des valeurs propres isolées de multiplicité finie. Par ailleurs, dans un espace

de Banach le S-spectre essentiel d’'un opérateur linéaire borné posséde plusieurs définitions

mais non équivalentes comme on I’a déja vu au chapitre précédent.

Pour S borné, on donne les définitions et les variantes du S-spectre essentiel d'un opéra-

teur A, noté o, g(A) relativement aux définitions des différents opérateurs (Fredholm, Riesz,

Kato,....) :

Oe1.5(A) :
Oe2.5(A) :
Oes.5(A) :
Oea,5(A) :
Oe5.5(A) :
oen,,s(A):
Oep—s(A):
Oe6,5(A) :

oer.5(A) :

Oes.5(A) :

(AeC:AS —Agd, (X)}:=C\b, g,
{(AeC:AS —AZD_(X)}:=C\P_yg,
{AeC:AS —AZD.(X)} :=C\D:A4, S,
(AeC:AS —AZPX)}:=C\Pag,

(| os(A+K).
KeK(X)
{(AeC:\S —A¢g B (X)}:=C\B,as,
{(AeC:\S —A¢gB_(X)} :=C\B_as,
{AeC:\S —A¢g B(X)} :=C\Bag,

ﬂ O',lpﬂ(A—f-K).

Kek(X)

(| oss(A+K).

Kek(X)
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Teg.s(A): = {AeC:\S — An‘est pas essentiellement inversible a4 gauche}
oer0s(A): = {AeC:AS— An‘est pas essentiellement inversible & droite}
cars(4): = [ ous(A+K),

KeK(X)
Oer25(A): = m o,.s(A+ K).
KeK(X)
avec
oaps(A): = {XeC: inf AS — A)|| = 0},
psld)s = (e inf 08— 4)] = 0)
o55(A): = {AeC:A\S — An’est pas surjective},
o.5(A): = {AeC:\S — An’est pas inversible & droite}
et

0.5(A) ={A € C: \S — A n’est pas inversible & gauche}.

Proposition 3.1.1. Soit A € L(X) les assertions suivantes sont équivalantes :
1. &4 est un ouvert.
2. (NS — A) est constante sur composante de D4 .
3. a(AS — A) et B(AS — A) sont constantes sur toutes les composontes de ® 45 sauf sur

un ensemble discret de point qui sont trés grands.

La section suivante est inspirée du livre de Miiller [11].

3.2 Caractérisation du S-spectre essentiel

Dans cette section, on donne les différentes caractérisations du S-spectre essentiel d’un
opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X. Un premier résultat est établi par Jeribi

[Aref 2013].
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Théoréme 3.2.1. Soient S et A deux opérateurs linéaires bornés dans l’espace de Banach
X, alors :

(i) 025,5(A) = Gu15(A) U{A € C 1 i(A— AS) # 0},

(11) 0er,5(A) = 0ea1,5(A) U{A e C:i(A—A\S) > 0}.

(111) 0es,5(A) = 0e25(A) U{A € C:i(A—A\S) <0}

() Ge11,5(A) = 0e9 5(A) U{A € C:i(A—A\S) > 0}.

(v) Oe12,5(A) = 0e105(A) U{X € C:i(A - \S) < 0}.

Preuve.
(i) Supposons A & ce45(A) U{X € C: (A —AS) # 0}. Alors (A — \S) € O(X) et
i(A—A\S) =0, en appliquant [[11], p 173], il existe K € IC(X) tel que A — AS + K est

inversible, alors A € ps(A + K). Ceci montre que : A ¢ p I@(X)JS(A + K). On a alors
€
0e5,5(A) C oeas(A)U{A e C:i(A—A\S) #0} (3.1)

Montrons a présent l'inclusion inverse de I'équation 3.1. Supposons que A & o5 5(A),
alors il existe K € K(X) tel que A € ps(A + K), parsuite A — AS + K € &(X) et

i(A—AS+ K) = 0. L’opérateur A — \S peut écrit sous la la forme :
A-ANS=A+K-)\S—-K (3.2)
Puisque K € K(X), d’aprés [[11], p 161], on a A — \S € ®(X) et donc
i(A=MXS)=i(A+ K —\S)=0.
Ce qui permet de conclure que A &€ 0e45(A) U{A € C: i(A—\S) # 0}, et donc :

Ue4,S(A) U {/\ eC: Z(A — )\S) 7é O} C Ue5,S(A)-
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Ce qui achéve la démonstration de la premiére assertion.
Les démonstrations des autres cas sont analogues a celle de la premiére assertion. [
A partir au théoréme précédent on peut établir une caractérisation plus simple de quelques

S-spectres essentiels :

Corollaire 3.2.1. Soient S et A deux opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach
X, alors :

(i) X\ & 0e5.5(A) si et seulement si A € Py g et i(A—AS)=0.

(1)) N & o7.5(A) si et seulement si A\S — A € &, (X) et i(A—\S) <0.

(1ii) N\ & 0s.5(A) si et seulement si A\S — A € &_(X) et i(A—\S) > 0.

Preuve. La preuve de ce corollaire est immeédiate par le théoréme 3.2.1 [

Remarque 3.2.1. On remarque que :
(1) L’énoncé (i) du corollaire généralise le résultat donné par Schechter [16] lorsque S = I.

(2) Les ennoncés (ii) — (iii) du corollaire précédent étendent le résultat donné par Schmoe-
ger [18]

En faisant intervenir la théorie des indices des opérateurs, on peut connecter les S-spectres

essentiels de deux opérateurs par le bias de celui de leur produit, on a :

Proposition 3.2.1. Soit S et A € L(X) tel que S # A alors :
(i) Si a(S) < 00 alors oes(A) C 0es5(SA).
(11) Si B(S) < 0o alors ges(A) C ey 5(AS).
(iii) Si S € ®(X) alors 0ea(A) = 0e4,5(AS) = 0es,5(SA).

Preuve.

(i) Soit A & 0ess (SA), alors (AS — SA) € &(X) cela implique que S(A — A) € &(X).
Puisque a(S) < oo, d’aprés [[17], p 111] on déduit que (A — A) € &(X) ce qui implique
que A € g.4(A). Donc :

Oes(A) C 0ea5(SA). (3.3)
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(i) Soit A & 0eas (AS). Alors (AS — AS) € ®(X), cela implique que (A — A)S € &(X).
Puisque 5(S) < oo, Alors par [[17], p 114], on voit que (A—A) € ®(X), donc A & ges(A).

Par conséquent :

Oes(A) C 0es 5(AS). (3.4)

(iii) Soit A & ges(A), alors (A — A) € &(X), puisque S € ®(X) alors en appliquant, [[17],
p 106] on conclut que (A — A)S € &(X) et S(A — A) € ¢(X).
Parsuite A\ € 04 5(AS) et A € 004.5(SA) . Onadonc: oy 5(SA) C 0es(A) et 0es s(AS) C
0ea(A). Tenant compte des équations 3.3 et 3.4 on obtient :

064(A) = 064,S(AS) = 064,S(SA)

3.3 S- spectre essentiel de Browder

Il s’agit dans cette section d’étudier le S- spectre essentiel de Browder d’'un opérateur

linéaire borné sur un espace de Banach X, commencons par le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1. Soient S et A deux opérateurs linéaire bornés sur un espace de Banach

X, alors :

0e6,5(A) = 0e15(A) Uaccos(A)
oeB,,s(A) = 0e1,5(A) Uaccog(A)

UeB—,S(A) = O’Qﬁ(A)U(lCCUS(A)

ot acc og(A) désigne laccumulation du S-spectre de A.

Preuve. Soit A € 0.65(A) alors (AS — A) € B(X), par [[11], p 186], il existe une décom-

position X = X; & X, tels que :
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o dim X; < 400,

o A — \S|x, est nilpotent et

e S|x, est inversible
Alors pour tout g # A mais assez proche de A, A — uS est inversible, donc p € pg(A). Cela
induit que A n’est pas un point d’accumulation de og(A). D’autre part, A— S|y, est nilpotent

de dimension finie et alors, A & 0.4 5(A) ainsi A € 0.4 5(A)U acc o5(A). Par conséquent :

Oes,5(A) Uaccog(A) C 0e6,5(A) (3.5)

Montrons l'inclusion inverse de I’équation 3.5. Supposons que A & ¢4 5(A)U acc o5(A)
alors (A — AS) € ®(X). Notons par X = X; & X, la décomposition de Kato de A — \S,
ainsi (A — \S)|x, est nilpotent de dimension finie et (A — \S)|x, est un opérateur de Kato,
Par hypothése, A — S est inversible pour tout u proche de A\, ( u # \) et donc (A — uS)|x,
est inversible aussi. Ainsi (A — AS)|x, est un opérateur de Kato (A — AS)|x, qui est aussi

inversible. Alors (A — \S) € B(X), Par conséquence : A\ € o.5,5(A). Parsuite :

066,S<A) C 0'64,5(14) U CLCC(J'5(A)

Les assertions concernant les spectres de semi-Browder supérieur et semi-Browder inférieur

peuvent étre démontrées de la méme maniére. [

Proposition 3.3.1. Soient A, S et B € L(X) tel que r.(B) = 0, avec
re(B) = max{|z| : 2 € 0e,1(B)}) et B commute avec S et A. Alors :
(1) 0e6.5(A) = 0e6,5(A+ B).
(ii) oep, s(A) = 0ep, s(A+ B).
(iii) ocp—s(A) = oep—s(A+ B).

Preuve.

(i) Soit A & 06.5(A) alors (A — AS) € B(X). Puisque, AB = BA et SB = BS alors
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B(A—\S) = (A— \S)B.

L’utilisation de [[11], p 185] donne :

B+A—\S € B(X)

Donc : A & oe6,5(A+ B) Alors :

Ue6,S<A -+ B) Q UeG,S(A) (36)

L’inclusion inverse du I’équation 3.6 se déduit par symétrie, il suffit de remplacer A et
B par A+ Bet —B

(ii) Soit X\ & o.p, s(A) alors A — AS € . (X). Puisque AB = BA et SB = BS, alors
B(A —\S) = (A — \S)B. On utilise encore [[11], p 185], pour voir que B+ A — AS €

Bi(X), alors A € o, s(A+ B), cela implique que :

O-eB+,S(A + B) g U€B+,S<A) (37)

L’inclusion inverse du 1’équation 3.7 se démontre aussi par symétrie. L’assertion (iii) peut étre

vérifiée de la méme maniére & partir de l'assertion (ii) n

Remarque 3.3.1. 51 K € K(X) ou K est quasinilpotent commutant avec S et A alors, on

a !

Ueﬁ,S(A) = UeG,S(A + K),
UeB—,S(A) o= UeB—,S(A + K)a
Oep, s(A): = oep, s(A+ K).

Théoréme 3.3.2. Soit A, S € L(X) et K(X) = {K € K(X) : KA= AK et KS = SK}.
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alors :

Uer,S(A) = ﬂ 0575(14 -+ K)
KeK(X)
oess(A) 1 = ﬂ Oaps(A+ K).
KeK(X)
oss(A): = () os(A+K).
KeK(X)

Preuve. Soit A € o.5_ g(A) alors par la remarque (3.3.1) A € 0.5 s(A + K) pour tout

K € K(X), puisque o.5_ 5(A+ B) C 055(A+ K) pour K € K(X). Ainsi :

gep—s(A) C [ oss(A+K).
KeK(X)
Inversement, soit A & o.5— s(A), donc A — \S est semi-Browder inférieur,
en appliquant [[11], p 186], il existe une décomposition X = X; @ X, tels que dim X; <
+oo, AX; C X, (i=1,2), A— \S|x, est nilpotent et A — \S|x, est surjectif.
On considére 'opérateur K défini par K = I & 0 est de rang fini, commutant avec A et S tel

que A — \S + K est surjectif. Aussi, il existe K € K(X) tel que A & 0s5.5(A+ K) implique :

Mg () oss(A+K).

KeK(X)

et alors :

(| oss(A+K) Coep_s(A).
KeK(X)

La démonstration de assertions pour les spectres de semi-Browder supérieur et semi-Browder
inférieur peut étre obtenue de facon similaire.
On rappelle que le complémentaire d’un sous-ensemble @ C C sera noté par C ou .

Donnons un intérét de la connexité du S-spectre et de son complémentaire : [
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Proposition 3.3.2. Soit A et S € L(X) tel que S # A. Alors :

(i) Si Coeys(A) est conneze et ps(A) est non vide, alors :

Oe5.5(A) = Oess(A).

(11) Si Coess(A) est conneze ps(A) est non vide, alors :

UeS,S(A) = Ueﬁ,S(A)-

(11i) Si P4 s est connexe ps(A) est non vide, alors :

Oe1,5(A) = 075(A) et 02 5(A) = 055(A).

Preuve.

(i) D’aprés le théoréme (3.2.1), on a

es.5(A) = gers(A) U{N € C 1 i(A — \S) # 0}

alors : 0ey 5(A) C 0e5.5(A).

Inversement, soit A € 0.5 5(A), il suffit de voir que

{)\ e C: Z(A — )\S) 7é 0} C Ue4,S<A)

qui est équivalent a :

Coens(A)N{N € C:i(A—\S) £ 0} = 0.

par l’absurde ; on suppose que Coeqs(A)N{A € C: i(A—A\S) # 0} # 0 et soit

No € Cous(A)N{NeCi(A—)\S) #0}
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Puisque
ps(A) # 0, alors il existe \; € C tel que A\; € ps(A) et par conséquent A\ S — A € (X))
et i(A\ S —A) = 0. D’autre part, Co.y 5(A) est connexe, il résulte de I'assertion (ii) de la

proposition (3.1.1) que i(AS — A) est constant sur chaque composante de ® 4 g. Ainsi,

IS — A) = i(\S — A) =0

ce qui constitue une contradiction. Forcement,

Coer,s(A)N{X € C:i(A—A\S) #0} #0

Et par conséquent :

0e5,5(A) C 0ea5(A).

(ii) linclusion oes 5(A) C 0e6,5(A) est connue, il suffit de voir que o.6,5(A) C 0es 5(A) qui
est équivalent a :

Coess(A) Noegs(A) = 0.

Supposons que Coes s(A) Noess(A) # 0 alors il existe A\g € Coes.5(A) N e s(A). Soit

A € Cogs.5(A), par la Proposition 3.1.1, (iii)], il vient que :

a(AS — A) = aXgS — A) et B(AS — A) = B(AS — A).

Pour montrer que A € o.4,5(A), procédons par 'absurde. Supposons que A & o.6.5(A),
alors en appliquant [[11], p 186], il existe une décomposition X = X; & X, tels que
dim X; < +o00, A — \S|x, est nilpotent et A — A\S|x, est inversible. Donc pour tout u
assez proche de A et u # A\, A — S est inversible. alors il existe un voisinage V) de A tel

que V\\{A} C ps(A). Du fait que Co.5 g(A), est connexe alors il existe \; € Coep 5(A)
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tel que A\; € VA\{A} Donc

a(MS —A)=p(MS—A)=0 donc B(NS —A) = (y(AeS—A) =0

Donc : A\opS — A € B(X), ce qui en contradiction avec I'hypothése Ay € 0e6,5(A). Cela

montre que : Co.55(A) C 0es5(A). Et par conséquent :

0 # ps(A) C oes,s(A) C os(A),

qui est impossible. On conclut alors que Coes s(A) N oes5(A) = 0. Ainsi :

Ue6,S(A> C 085,S(A> .

(iii) Il est facile de vérifier que 0.1,5(A) C oers(A). Pour I'inclusion inverse on prend
p € Cog s(A), alors

PEPag=PagU(Pias\Pas).

Ainsi, nous allons discuter les deux cas suivants (selon ou se trouve ) :

o Sipu e Pyg alors i(A— puS) = 0. En effet, soit g € pg(A), alors py € Pu g et
i(A — pupS) = 0. Il suit de la Proposition (3.1.1) que i(A — uS) est constant pour
chaque composante de ®4 g, ainsi pg(A) C P4, alors : (A — pS) = 0 pour tout
p € P45 Cela montre que p € Coerg(A).

e Si n e ((I’—i-A,S\q)A,S)y alors

a(A—pS) < oo, et f(A — uS) =+o0

donc :

i(A—pS)=—00<0.
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De ce qui précéde, on obtient :

Ue?,S(A) C Oel,8 (A)

La deuxiéme égalité est obtenue de la méme maniére.

Définition 3.3.1.  Soit A un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X et \y un
point isolé de o5(A). Pour un contour admissible Ty,, on définit l'intégrale S — Riesz pour A
, S et A\ par :

Pys=—— ¢ (A—AS)"ld,

Proposition 3.3.3. Soient A, S € L(X) et \g un point isolé de o5(A). Soit Py, s l'intégrale
de S — Riesz pour A, S et \g. Alors :

(i) Py, est une projection.

(ii) Si AS™' = S7'A, alors N(A — XoS) C R(Py,.5)-

(111) En plus des hyptheéses de lassertion (ii), si X est un espace de Hilbert, A et S sont

auto-adjoints, alors Py, s est une projection orthogonale sur N(A — X\pS).

Preuve.
(i) Soit Ty, et Ty, deux contours admissibles définissant Py, g. Supposons que T, est
contenu dans l'intérieur dans la région borné par I'y,. Sachant Iidentité de la S— résol-

vante, on obtient :

S
Py = f A= AS)LS(A — pS)~dudA
Xo,S (217T)2 FADXf‘)\O( ) ( H ) 1%

_ 5 [(A=AS)™' = (A—pS)™]

- (2in)? fﬂo “ 720 A—p o
S ]{ » ]{ 1

_ A—\S = dpdA

G £, A8 T
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S 1 _

On applique le théoréme du résidus [10] a la premiére intégrale de 1'équation 3.8 pour

avolr :

1
7{ (A — )\S)‘lj{ ——dpd) = —2i7r7{ (A —AS)tdA. (3.9)
INW Iy, A—p T,

Pour la deuxiéme intégrale, on constate que :

1 1
——(A—puS)"'d d/\:}{ A— S—lf ——d\dp =0,
7{%7&&—#( pS) " dp fxo( p5) e

est analytique a l'intérieur

Puisque les intégrales sont absolument convergentes et

de T'y,. Il vient de I'équation 3.9 que :

2
P)\Q,S - P)\Oas'

(i) Soit f € N(A — \S), alors pour A # A,

(A= AS)™Lf = (AgS — AS)"1f.

On voit que :

Posf — ——d  (A—29)'fd
2mi T'rgs
= —i (AoS —AS) L fdA = f.
27Tl FAOS

Ce qui montre que f € R(Py,.s).
(iii) On montre que si A = A* et S = S*, alors ((A — AS)"1)* = (A —\S)~!
Choisissons 7 > 0 tel que I'y, = {A € C : |\ — \g| = r} est un contour admissible et

prenons A = \g + re'? alors :
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P)\O,S = —if (A — ()\0 + rew)S)*lrdQ
n

o )
et
* S " i6 —1\*
Py, = —5 (A= (Xo+re?)S) )" rdd
= —i ' (A% — (Ao +rei?)S) " trdd
2 J_. 0
_ 2 W(A — (Ao +7e7)S)"1rdl
2 ) . 0 ‘
Avec une nouvelle répartition telle que 6; = —60, on peut voir que :
S ™

P)TO,S = (A - (/\() + Tewl)S)_lT’dgl = P)\O,S'

5 3

On doit aussi montrer que N(A — AS) = R(P,,s). Par la partie (ii), il est seulement

nécessaire de montrer que N(A — AS) D R(P),.s), on calcule :

(A—XS)Pys = —; (A= XoS)(A—AS)~tdA
T Jr,,
= —i (A= XS +AS —AS)(A—A\S)1dA
27 Ty
— S -1
= 5= . (AS = XS)(A = AS) " dA
s R
= 5 s (A= Xo)(AS™T = A) 7 dA

Par U,,, on note l'intérieur de 'y, sur Uy,\{\o}, Popérateur (A — X\)(AS™' — X\)~1 est

analytique, a valeurs dans I’ensemble des fonctions et satisfait la borne :

_ _ A — Ao
_ 1_ 1 < | 0
A= dll(A5™ =07 < g,

ou d(z, y) est la distance entre = et y. A présent, on prend le diamétre de Iy, assez
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petite pour que (A — \g)(AS™! — X\)~! se prolonge en une fonction analytique sur Uy,

et alors par le théoréme de Cauchy on a :

5 S ag)(AST = N — 0.

2mi T'ag

Cela établit que :
N(A—=XS) D R(Py,.s)

Définition 3.3.2. Le S—spectre discret d’un opérateur A noté oq (A) est l’ensemble des
points isolés X € C du spectre tels que les projections S — Riesz correspondantes Py g sont de

dimensions finies.

Une autre partie du spectre qui est généralement plus grande que o6 5(A) est og(A)\ogs(A).

Avec la notation :

ops(A) = os(A)\oys(A) et pps(A) =C\ops(A)

Le plus grand ensemble ouvert sur lequel la résolvante est un meomorphisme fini et pré-

cisément :

pB.s(A) = 045 (A) U ps(A),

les points du o4, (A). Pour A € pps(A), Par Py s(A) et P, g on désigne respectivement la
projection S — Riesz (respectivement de rang fini) correspondante avec image et noyau notés
par Ry et K g, respectivement la projection de S-Riesz. En vertu de 'invariance de Py g

on définit 'opérateur :

AA75 = (A — /\S)(] — P>\75) + P)\,S,
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selon la décomposition :

X=K\,s®Rys et Arsg=((A=A9)|Krs)DI

On a, en fait, juste amputé la partie de dimension finie de A — \S dans la décomposition
de S-Riesz. Puisque :
o((A—=AS)IKys) = (A = AS\{O},

A, s aun inverse borné noté par Rg(A, \) appelé la S-résolvante de Browder i,e : Rg(A, \) =

((A—=MN)|Kys)"' @I Par rapport a X = Ky ¢ ® Rys. Ou bien :

RB75’(A, )\) = ((A — )\S)|’C)\7s)_1(1 — P)\75) + P/\,S pour A E pB,S(A)

Cela constitue une extension de la résolvante ordinaire Rg(A, X) de ps(A) & pps(A) et

conserve plusieurs de ses propriété importantes :

Proposition 3.3.4. Soit A et S € L(X). Alors pour A\, 1 € pps(A) on a :

Rps(A, \)=Rp,s(A ) = (A=) Rp,s(A, A)SRps(A, p)(A, p)+Rps(A, MR, p)Rps(A, p),

avec; R(-, ) est un opérateur de rang fini ayant pour expression :

R, p) =[(A=A+1)S5)Prs = (A= (u+1)S)Ps].

Preuve. On a Rp s(A, N)Rps(A, n) = Rps(A, N[A,s — Axs|Rps(4, p).

Donc,

Aus —Ans = [(A=pS)I = Pus) + Pus] = [(A=AS)(I = Pys) + Py

= [(A-A+1)SP s —(A—(p+1)S)P,s] + (A —p)S
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Alors :

Rps(AA) = Rps(A,p) = (A—p)Rps(A,N)SRps(A, 1)+

Rps(AN[(A=(A+1)9)Pys = (A= (p+1)5) P slRps(A, p).

3.4 S-spectre essentiel de la somme de deux opérateurs
linéaires bornés

Dans cette section, on s’intéresse au S-spectre essentiel de la somme de deux opérateurs

linéaires bornés, on commence par le théoréeme suivant :

Théoréme 3.4.1. Soit A et S € L(X). Si 0 € p(A)Np(S) alors on a :

1
A€ ous(A) & € Oeis1 (A7), i=1,2,3,4,5,7,8.

Preuve. On note que :
A—AS=-AS(A1—Xx1sHA (3.10)

1
Maintenant on suppose que 1€ Do — 1, alors, AL — A71S € B(X).
Puisque, 0 € p(A) N p(S) implique que A, S € &(X) et i(A) = i(S) = 0. on utilise [[17], p
111] et 'équation 3.10, on déduit que A — S € ®(X). Donc, A € &4 ¢ et
i(A—AS) =i(A) +i(A = A7LSTY) +i(9)

=i(A7t = A7), (3.11)
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Soit 0 # X\ € @4 ¢ implique que AS(A™! — A71S71) A € (X). Cependant, A € ®(X) alors :
S(ATH=XT1ST) € 9(X).

1
Puisque S € ®(X) alors (A7 — A71571) € ®(X). Par conséquence 1€ ®4-1 6-1 ,0n déduit
que :

1
A€ oeis(A) & 3 € Oeis-1(A7Y) pour i = 4,5

Puisque, A et S sont injectifs et sutjectifs, alors par I’équation 3.10 :

a(A—=AS) =a(At —A1sTh

et

R(A—\S) = R(A™' = \7Ls 1

1
Cela montre que A\ € 4 g (resp. P_4 g) si et seulement si X € Dyy-16-1, (resp. P_y-1 -1)

et par ’équation 3.11, Par conséquence :

1
A€ os(A) & X € Uei’Sfl(A_l) pouri=1,2,3,7,8.

]
Le théoréme suivant donne une relation entre le S-spectre essentiel de la somme de deux
opérateurs linéaires bornés et le S- spectre essentiel de chacun de ces opérateurs ou leurs

produits qui sont des perturbation Fredholm ou des perturbations semi-Fredholm sur I'espace

de Banach X.

Théoréme 3.4.2. Soient S, A et B trois opérateurs linéaires bornés sur un espace de
Banach X tel que S # A et S # B.
(i) Si AB € F(X),a(S) < oo et SA= AS, alors :

Tes,s(A + B)\{0} C [0e4,5(A) U dess(B)\{0}.
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Si on outre, BA € F(X),5(S) < 0o et SB = BS, alors
Tes,5(A+ B)\{0} = [04,5(A) U s, s(B)\ {0}
(ii) Si les hypothéses dans (i) sont satisaites et f(S) = «(S), alors
Ues,S(A + B)\{O} - [%5,5(14) U Ue5,S(B>]\{O}'
Si de plus, le complémentaire de o.4,5(A) est conneze, alors
0e5,5(A + B)\{0} = [05,5(A) U oes,s(B)]\ {0} (3.12)

(111) Si les hypothéses de (ii) sont satisaites et si Coo5(A + B),Coes s(A) et Coes s(B)

sont connexes alors

e6,5(A + B)\{0} = [0e5,5(A) U 0es,.5(B)]\{0}.

(iv) Si AB € F(X), a(S) <oo et SA=AS, alors

0e1,5(A+ B)\{0} C [0c1,5(A) Uoers(B)\{0}.

Si, on outre BA € F(X) et R(S) est fermée dans X, alors

oe1,5(A+ B)\{0} = [0e1,5(A) Uoer,s(B)\{0}

(v) Si les hypothéses de (iv) sont satisfaites et a(S) = B(S), alors

067’5(14 + B)\{O} - [0'67,5(14) U Ue?,S(B>]\{O}'

(3.13)
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Si on outre, 4 g BS = SB alors :

er,s(A + B)\{0} = [oe7,5(A) U oer s(B)\ {0} (3.14)

(vi) Si AB € F_(X) et BS =SB, alors

ea,s(A + B)\{0} C [0e2,5(A) U dea s(B)\{0}.

Si on ourte , BA€ F_(X) et S € &_(X), alors

Gers(A+ B0} = [00,5(A4) U 0,5 (B)\{0} (3.15)

(vii) Si les hypothéses de (vi) sont satisfaites et a(S) = (S), alors

0es,s(A + B)\{0} C [0es,5(A) U des s(B)\{0}.

Si on outre, ®4 g est connexe, alors

Oess(A+ B0} = [us.5(A4) U, s(B)\{0} (3.16)

(viii) Si AB € Fo(X) N F_(X), a(S) < o0 and S est comute avec A et B, alors
oe3,s(A+ B)\{0}
C ([0e3,5(A) Uoes,s(B)] U[oe1,5(A) NOe2,5(B)| U [0e2,5(A) Noer,s(B)])\{0}.
De plus, si :
BA€ F+ (X)NF_(X), B(S) < 00 et R(S) est fermée dans X.
alors
0us5(A+ B)\{0}
= ([0e3,5(A) U ez s(B)| U [0e1,5(A) N 0ea,5(B)] U [oea,s(A) Noer,s(B)]))\{0}-
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Preuve. Pour A € C. On écrit :

(AS — A)(AS — B) = AB + \(\S? — AS — SB) (3.17)

(AS — B)(AS — A) = BA+ A(AS? — SA — BS). (3.18)

(i) Soit A & 0ea.5(A)Uoess(B)U{0}. Alors, (AS—A) € &(X) et (AS—B) € (X). D’aprés
[[17], p 106] on a (AS—A)(AS—B) € ®(X). Puisque AB € F(X), on applique I’équation
3.17, on a (AS? — AS — SB) € ®(X), donc S(AS — A— B) € ®(X). Puisque a(S) < co
alors par [[17], p 111], on conclut que (AS — A — B) € ®(X) d'oit A € oes5(A+ B).
Alors :

0e4,S(A + B)\{O} - [Ue4,S(A) U 0e4,s(3)]\{0}- (3-19)

On démontre 'inverse de I'équation 3.19. Supposons que A € 0.4 5(A + B) U {0}, alors
(AS — A — B) € &(X). Puisque S € ®(X) et SB = BS, S(AS — A — B) € ®(X) et
(AS—A—B)S € ®(X). Puisque AB € F(X),BA € F(X), a(S) < oo et B(5) < 00

alors d’aprés les équations 3.17 et 3.18, on a :
(A= AS)(B—=AS) € P(X)et(B —AS)(A—\S) € D(X) (3.20)
On applique [[11], p 151], il est clair que (AS — A) € ¢(X) et (AS — B) € ®(X). Alors

A& 0es5(A) U0y s(B). Cela montre que :

[084’5(14) U 0'6475<B)}\{0} C 0'6475(14 + B)\{O} (3.21)

(H> Soit A §Z [065,S<A) U 065,5(3)]\{0}7 alors
(A—=XS) € &(X),i(A—=ANS) =0,(B—AS) € &(X) et i(B—AS) = 0. on [[17], p
106], tel que (A — AS)(B —AS) € &(X) et i((A — AS)(B — AS)) = 0. De plus, puisque

AB € F(X), on applique I’équation 3.17 et [7], alors :
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S(A+B—-)\S) e d(X) et i(S(A+B—-AS))=0
Puisque «(S) = 5(S) < oo alors par [[17], p 111 et p 106], il vient que :

(A+ B —AS) € B(X) et i(S) +i(A+ B — AS) = 0.
iy

alors, A € 0.5 (A + B), d’ou :

0e5,5(A+ B)\{0} C [0e5,5(A) Uoes s(B)\{0} (3.22)

On démontre U'inverse de 'éq 3.22 X\ € o.5.5(A + B)\{0}, alors (A + B — \) € &(X)
et i(A+ B — \S) = 0. Puisque AB € F(X),BA € F(X) et a(S) = 5(5) < oo, il est
facile de montrer que (A — AS) € ®(X) et (B — AS) € (X). D’autre part, on utilise

les équations 3.17 et 3.20 et [[17], p 106] et |7] pour voir :

i[(A—AS)(B — AS)] = i(A — AS) +i(B — \S)

—i(S) +i(A+ B —\S9) (3.23)
—i(A+B—\S) =0

Puisque A est borné, on obtient, p(A) # (). Coes 5(A) est connexe, ceci avec la premiére

assertion de la proposion 3.3.2, ce qui nous permet de déduire que :

Oes,s(A) = 0e5.5(A).

On utilise la derniére égalité et le fait que (A — AS) € ®(X), pour déduire que
i(A—AS) = 0. il résulte de 'équation 3.23 (B — AS) = 0. On conclut que A\ &

Oe5,5(A) Uoes s(B) alors :

[0e5,5(A) U 0es, s (B)I\{0} C 0es,5(A + B)\{0}
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Ce qui démontre I'équation 3.12

(ili) Les ensembles Coes 5(A+ B), Coes,5(A) et Coes.5(B) sont connexes, puisque A et B
sont des opérateurs bornés, on a ps(A), ps(B) et ps(B + A) ne sont pas des ensembles

vides. En utilisant le deuxiéme ennoncé de la proposition 3.3.2, on déduit que :

065,5(/4 + B) == 056,S<A + B)7 JeS,S(A) = JeG,S(A) et 065,5(8) = 066,5(8)'

Alors I'équation 3.12 donne :

es,s(A+ B)\{0} = [0e6,5(A) U oes,s(B)]\{0}.

(iv) Supposons que A & 0.1 5(A) U oe s(B) U {0}, alors

(A= \S) € ®,(X) et (B—A\S) €, (X)

On utilise ensuite [[17], p 122] pour voir que (A — AS)(B — AS) € ®,(X). Puisque
AB € F,.(X), on applique I'équation 3.17 et [7] On a S(A + B — AS) € &, (X),
puisque a(S) < oo et R(S) est fermée S € L(X) alors (A+ B — AS) € ¢, (X). Donc,

A & 0.1.5(A+ B). Parsuite :

er.5(A+ B\{0} C 0er.5(A) Uoes(B) U{0} (3.24)

Supposons que A € 0.1 s(A+B)U{0} alors (A+B—\S) € &, (X). Puisque S € ¢, (X)
alors S(A+B—\S) € &, (X) et (A+B—\S)S € ¢, (X). Et du fait que AB € F+(X)

et BA € F + (X), on applique les équations 3.17 et 3.18 et 7] pour obtenir :

(A= AS)(B — AS) € 3, (X), (B —AS)(A—AS) € ®,(X) (3.25)
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D’aprés I’équation 3.25 et [[11], p 151], Il est clair que (A—AS) € & (X) et (B—A\S) €
O, (X). Donc A € 0¢1,5(A) Uoe s(B). Alors

[Uel,S(A) U Uel,S<B>]\{O} - Uel,S(A + B)\{O}

Cela démontre I’équation 3.13

(v) Maintenant, on suppose que A € oer,.s(A)Uo.rs(B)U{0}, alors par le corollaire 3.2.1,

on a :

(A= \S) € B.(X) i(A—AS) <0

(B—AS) € ®,(X) i(B—AS)<0
En utilisant [[17], p 122] et [[11], p 153], on a :

(A—AS)(B —\S) € B, (X) et i[(A— AS)(B — AS)] < 0.
Puisque, AB € F,(X), par I'éq 3.17 et [7] alors :
S(A+B—\S) € ®,(X) et i(S(A+ B — \S)) < 0.
Alors :

i(S)+i(A+ B—\S) <0.
Puisque, a(S) = 5(S5) alors i(A+ B — AS) < 0.
En appliquant encore une fois le corollaire 3.2.1, il devient clair que A € 0.7 g(A) Donc :

ers(A+ B\{0} C 0er.s(A) Uoers(B) U{0} (3.26)

Maintenant, on démontre 'inclusion inverse de 1’éq 3.26
Soit A € 0e75(A+ B)\{0}, alors (A+ B —\S) € &,.(X) et i(A+ B —\S) <0.

Puisque AB € F.(X),BA e F.(X) et S € &, (X), alors un raisonnement similaire au
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précedent nous donne :

(A= \S) € B, (X), (B—AS) € &, (X)

et

(A= \S)(B — AS)) = i(A — AS) +i(B — AS) < 0.

Puisque A est un opérateur linéaire borné, on obtient p(A) # (. En plus du fait que

® 4 g soit connexe, alors

Oer.5(A) = 0e1.5(A).

Donc, i(A — AS) < 0 alors i(B — AS) < 0, Par concéquent A & 0.7.5(A) Uoers(B) d’ou

[067,5(14) U Ue?,S(B>]\{O} - 067,5(14 + B)\{O}

Cela montre I’équation 3.14

(vi) La preuve de (vi) peut etre vérifiée de la méme maniére que (v). Il suffit de remplacer
O, (X), ge1s(+), gers(t), i(-) <0, 'équation 3.14, et 'assertion (i) du corollaire 3.2.1
par ®_(X),002.5(+),0es.5(+), i(-) > 0, I’éq 3.16. et V'assertion (7i7) du corollaire 3.2.1
respectivement.

(vii) Puisque les égalités : oe35(A) = oe1.5(A) N oe25(A4), Oe3.5(B) = 0a5(B) N
Oe2.5(B) et

0'6375(14 + B) = 0'5175‘(14 ‘I— B) M UeZ,S(A —f- B)

sont connues, AB € F+(X)NF_(X) et BA € F+(X)NF_(X), alors par les équations

3.13, et 3.15, on déduit que :

0es,s(A+B)\{0} = [0e3,5(A)Uoes s(B)]U[0e3,5(A) N0es s (B)]U[0e2,5(A) 01,5 (B)\{0}-
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Théoréme 3.4.3. Soient S, A et B trois opérateurs linéaires bornés X tels que S # A et
S # B.
(i) St AB € F(X) alors :

0ei 52 (AS + SB)\{0} = [00s.5(A) Uouis(B)\{0},  i=4,5.

Si de plus, BA € F(X), SA=AS et BS =SB alors :
Oes,52(AS +SB)\{0} = ey 52(SA+ BS)\{0} = [0ea,5(A) Uess(B)|\{0}. Par ailleurs,
si le complémentaire 0.4 5(A) est connexe, alors :
Oes,52(AS + SB)\{0} = 065,52 (SA + BS) = [0e5,5(A) U 0e5,5(B)[\{0}.

(11) Siles hypotheses de (i) sont satisfaites et si Coes 52(AS+SB), Coes,5(A) et Coes 5(B)
sont connezes, alors :
Oe6,52(AS + SB)\{0} = 0e6,52(SA + BS) = [0c6,5(A) U 0e6,5(B)[\{0}.

(111) Si AB € F(X) alors :

0ei52(AS + SBI\{0} C [0es.5(A) U oes.s(B)\{O}, i = 1,7.

Si de plus, BA € F(X), SA=AS et BS =SB alors :

Ger52 (AS + SB\{0} = [001,5(4) U gt s(B)\{0}.

De plus, Si ® 45 est connexe; alors :

er,52(AS + SB)\{0} = [0e7,5(A) U ger,s(B)\{0}.



3.4 S-spectre essentiel de la somme de deux opérateurs linéaires bornés 64

(iv) Si AB € F_(X) alors :

Gei 52 (AS + SBI{0} C [00s.s(A) Uows(B)\{0},  i=2,8.

Si de plus, BA € F_(X), SA=AS et BS =SB alors :

Te,52(AS + SBI\{0} = [0e2,5(A) U 0e2,5(B)]\{0}-

De plus, si @4, est connexe alors :

0es,52(AS + SB)\{0} = [0es s (A) U 0es s (B)]\{0}-

(v) Si AB € F+ (X)NF_(X), alors :

0e3.52(ASH+SB)\{0} C [0e3,5(A)U0es 5(B)|U[0e1,5(A)Nea s(B)|U[oea,s(A)Noer (B)]\{0}.

De plus, BA€e F+ (X)NF_(X), SA=AS et BS =SB alors :

Oe3,52(AS+SB)\{0} = [0e3,5(A)U0es s(B)|U[oe1,5(A)N0ea 5(B)|U[0e2,5(A)Noer (B)]\{0}.

Preuve. La preuve est une adoption directe de la preuve du théoréme 3.4.2 [



Conclusion

Notre travail est consacré a I’étude du S-spectre essentiel d’'un opérateur linéaire borné,
et on plus on a étudié le S-spectre essentiel de la somme de deux opérateurs bornés et sa
relation avec le S-spectre essentiel de ces opérateurs. Tout d’abord la premiére partie de ce
travail on s’est intéréssé aux propriétés de la théorie spectrale des opérateurs linéaires bornés
sur l'espace de Banach X. Aprés avoir établi un résultat sur les opérateurs compacts, de
Fretholm, Browder, Kato et de Riesz, ensuite on a étudié les caractérisations de plusieurs
types de spectre essentiel et le spectre essentiel de la somme de deux opérateurs bornés.

Ce travail est complété par ’étude des propriétés de S-spectre essentiel d’un opérateur et
ses caractérisations. Enfin notre analyse donne la relation du S-spectre essentiel de la somme

avec le S-spectre essentiel de chacun de ces opérateurs.
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