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Introduction

rthur Geoffrey Walker (1909-2001)

La géométrie différentielle est une continuité du calcul infinitésimal, elle permet d'étudier
grace aux techniques du calcul différentiel une nouvelle famille d’espaces topologiques
appelées "variétés différentiables . Le calcul différentiel permet d'étudier I'évolution d'un
phénomeéne au voisinage d'un instant donné (sa vitesse, son accélération) lorsque celui ci
décrit une portion d'un espace dans lequel on a une structure d'espace vectoriel normé.
Notre but est de montrer qu'on peut faire de I'analyse mathématique en dehors des
espaces qui n'admettent pas de structure d'espace vectoriel normé. Plus encore, nous
pouvons mesurer des portions de la terre, nous nous déplacons entre les villes, les pays,
on peut décrire presque toutes les régions du globe terrestre d'une maniére adéquate, en
utilisant un petit livre, appelé atlas, formé d'un ensemble de cartes, qui sont des ouverts
du plan R2. Ici, chaque point du globe peut étre représenté dans une carte. En s'inspirant
de la cartographie, on définit une variété différentiable de dimension n (n € N) par un
atlas qui est un ensemble d'ouverts de R™ appelés cartes. H. Poincaré a saisi |'importance

du concept d'une variété différentiable, il s'est arrété sur les changements de cartes d'un
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atlas. C'est Whitney (en 1944) qui a réglé définitivement ce probléme; c'est dans les
changements de cartes ou réside la notion de variété différentiable [7, 24, 23].

Pour se déplacer entre divers villes de notre planéte terre, on choisit assez souvent
les chemins les plus courts (géodésiques), ces trajectoires ne sont pas des droites. La
formulation géométrique de ces notions a conduit a introduire des métriques sur des
variétés différentiables (variétés riemanniennes), et par la suite, a des modéles non
euclidiens :

1. Modéle de Riemann : La sphére S? (munie de la métrique induite par le produit
scalaire habituel de |'espace R?) admet pour géodésiques les grands cercles.

2. Le probléme cosmologique : L'univers (espace-temps) est une variété différentiable
de dimension 4. Le probléme cosmologique consiste a déterminer la forme globale de
cette variété, ainsi que les structures diverses exprimant la distribution et I'évolution de
I'énergie. Dans sa théorie de la relativité générale, A. Einstein représente le potentiel
gravitationnel, donc les distributions des masses, par une métrique locale d'espace temps.
La géométrie locale de I'espace-temps (en particulier les géodésiques, donc les rayons
lumineux qui sont des géodésiques particuliéres) est ainsi déterminé par la distribution
de masses, les Ffj de la connexion associée représentant la magnitude de la force
gravitationnelle.

L'étude des métriques indéfinies a donné naissance a la géométrie pseudo-Riemannienne
(aussi connu sous le nom de semi-Riemannienne) géométrie qui a montres valeurs dans
beaucoup d'applications en particulier dans des contextes physiques tels que la relativité
générale et la théorie des cordes [14, 3]. Etonnamment, il semble qu'une partie de
I'univers peut méme étre représentée par les modéles établis via la géométrie Lorentzienne
qui représente un cas particulier de géométrie pseudo-Riemannienne. Plus explicitement,
les variétés Lorentziennes sont des variétés lisses qui sont fournies avec la métrique
Lorentzienne, c'est-a-dire une métrique pseudo-Riemannienne avec signature (1,¢). Ces
variétés sont exploitées comme modéles cosmologiques pour prédire les phénomeénes se
produisant sur |'échelle des planétes tels que le Big Bang et |'expansion de ['univers [3].
Le lemme fondamental de la géométrie Riemannienne ou pseudo-Riemannienne affirme
qu’'une métrique g non dégénérée détermine une connexion symétrique compatible unique,

appelée connexion de Levi-Civita. Néanmoins, il est possible que plusieurs métriques
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engendrent la méme connexion. Cette non-unicité est étudiée pour les métriques de
signature arbitraire et pour les métriques de Lorentz, il apparait que cela provient soit
d'une décomposition de Rham-Wu, soit d'un champ de vecteur nul parallele. Il est
bien connu que |'existence d'un champ de ligne paralléle sur une variété Riemannienne
donne lieu & une décomposition locale de la variété en tant que produit direct. Cette
propriété s'étend aux variétés semi-Riemanniennes chaque fois que le champ de ligne est
non dégénéré, c'est-a-dire, qu'il est traversé par un champ de vecteur défini localement
non-nul. Cependant, les conséquences géométriques de |'existence d'un champ de ligne
dégénéré paralléle ne sont pas encore bien comprises. Une motivation supplémentaire
pour étudier l'influence d'un champ vectoriel nul paralléle provient de la non-unicité
de la connexion de Levi-Civita dans le cadre semi-Riemannien. De plus, les différentes
métriques Lorentziennes non décomposables localement peuvent avoir la méme connexion
Levi-Civita si et seulement s'il existe un vecteur nul paralléle sur le collecteur. Une de ces
variétés intéressantes sont les variétés pseudo-Riemanniennes qui admettent un champ
de ligne dégénéré paralléle. lls apparaissent naturellement dans de nombreux contextes
physiques divers. Walker a étudié ces variétés et en 1950, il a décrit leur structure locale
en dérivant une forme canonique [2] qui a joué un réle central pour d'autres investigations
[16, 21, 11]. Motivé par son travail, une variété semi-riemannienne qui admet un champ
de ligne dégénéré paralléle s'appelle un collecteur de Walker.

Notre travail s'articule autour de trois points essentiels :

1¢" chapitre : Il est consacré au rappel des notions de base essentielles a la compréhension
de la géométrie différentielle.

Il donne le cadre mathématique trés détaille, dans lequel se place ce document. Nous
définissons la notion de champs de vecteurs, de connexion linéaire, de transport paralléle
et les opérations classiques qui y sont associées au calcul de la dérivée covariante, citons

les géodésiques.

2¢m¢  chapitre : On introduira les notions fondamentales de métrique Rieman-
nienne, connexion de Levi-Civita sur une variété Riemannienne, tenseur de courbure et
géodésique.

3¢m¢ chapitre : Il constitue le coeur du travail ot nous développons avec beaucoup
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N

de détails I'objectif essentiel qui consiste a étudier les géodésique sur les 3-variétés de
Walker. Dans la section 1, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base de
la géométrie semi-Riemannien, en particulier la géométrie Lorentzienne. Nous définissons
I'espace métrique Lorentzien E? et le caractére causal des vecteurs tangents et des
sous-espaces. Tout vecteur non nul v dans |'espace tangent de M est dit étre temporel
(respectivement espace, lumiére) si g(v, v) < 0 (respectivement g(v,v) > 0, g(v,v) = 0).
Dans la section 2, nous introduisons les variétés tridimensionnelles de Walker, c'est-a-dire
une variété Lorentzienne tridimensionnelle admettant un champ de ligne dégénéré
paralléle. Les variétés Walker sont décrites en termes de coordonnées locales x,y, z et
une fonction de définition f = f(x,y,z). Si la variété est stricte, alors elle peut étre
caractérisée par f = f(y, z). Nous calculons, ainsi, les connexions et les courbures d'une
variété tridimensionnelle de Walker arbitraire. Enfin, dans la derniére partie, nous nous
intéressons aux géodésiques d'une variété de Walker tridimensionnelle (M, g¢), en particu-
lier celles a composante constante ou linéaire. Supposons que Y(t) = (71 (t),2(t), v3(t))
est une courbe dans (M, gy), nous prouvons que les droites sur A/ avec une constante 3
est une géodésique dans M et son caractére causal dépend de sa seconde composante,
c'est-a-dire que si 7, est constant, alors v est une géodésique de type lumiére; si elle
n'est pas constante, la courbe est une géodésique temporelle. De plus, nous établissons
que s'il existe une géodésique dans M avec une troisiéme composante linéaire, M est
une variété strictement Walker. Dans une variété strictement de Walker, si v est une
géodésique, alors 73 est soit constant soit linéaire. Nous montrons aussi que toute variété

de Walker de dimension trois est géodésiquement compléte.



Chapitre 1

(Généralités

La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel qu'on sait dé-
finir sur R™. Pour cela, nous allons introduire des objets mathématiques qui ressemblent
localement & R™, afin d'y transférer ce que nous savons déja y faire (i.e. continuité,
dérivabilité, vecteurs, applications diverses...), mais qui globalement ne seront pas topo-
logiquement identiques & R”™. De tels objets nous sont familiers dans R? : une sphére,
un tore, un cylindre, une selle, une nappe... ressemblent localement a R2. Nous voyons
toujours ces objets comme sous-ensembles de R?. Ce que nous allons définir ne peut a
priori pas étre vu comme sous ensemble d'un R™. Nous voulons en donner une définition
intrinséque, que nous appellerons variétés, sans faire référence a un espace plus grand.
Nous sommes dans la situation d'habitants d'une sphére qui voudraient définir leur habitat
sans connaitre ni se référer & R3. Un habitant d'une sphére, s'il était mathématicien, se
rendrait compte que localement (et seulement localement) son habitat ressemble & un
ouvert de R2. C'est cette propriété qui va &tre a la base de la construction des variétés.
Nous allons recoller ensemble des ouverts de R™. Globalement, nous n'auront pas néces-
sairement R”, mais localement, nous aurons a notre disposition tout ce que nous savons

faire sur un ouvert de R".
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1.1 Variétés Différentiables

Définition 1.1.1. Soit M un espace topologique', une carte de dimension n sur M

est un couple (U, ) formé de
1. un owvert U € M,
2. un homéomorphisme ¢ : U — ¢(U) C R™.

L’owvert U est le domaine de la carte. Pour p € U, ¢(p) = (x'(p),...,z"(p)) € R"

qu’on appelle une fonction coordonnées.

Un point de M peut appartenir & deux domaines différents correspondant & deux
cartes (U, ¢) et (V,1)). Un ensemble de cartes locales (U;, ¢;),.; tel que la réunion des
U; soit M tout entier est appellé atlas de la variété. On dira alors que (U;);es est un
recouvrement d’ouverts de M. A priori, cet atlas n’est pas unique. En particulier, la

réunion de deux atlas est encore un atlas.

Définition 1.1.2. Deux cartes (U, p)et (V,0) sur M sont dites compatibles si :
1. (UNV) =0, ou si
2. (UNV)#0, et dans ce cas

pop i py(UNV) = pUNV)

est un difféomorphisme entre les ouverts de R™ est illustrée sur la fig 2.1 qui suit.
En coordonnées locales, une carte (U, @) donne un systéme locale de coordonnées sur
UNV, on a deuz systémes de coordonnées ¢ = (z,..,2") et = (y',...,y"). Ces deux

applications s’écrivent :

(o

po™t 1 y=(' .y

—
Yoyt i x= (2" ... 2") —

Fr ), 2™ = (),
gt (x), ...,

W' =g'(x),....y" = g"(x)).

La compatibilité signifie que les fonctions f et g* sont de classe C™

1. ie M variété topologique de dim n si :M espace sépare, base comtable, localement homoumor-
phique a R*
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Définition 1.1.3. Un atlas de dimension n de M est un ensemble A = {(Ua, ¢a)}

de cartes de dimension n tel que :
1. les ouverts (Uy)aer recouvrent M ;
2. toutes les cartes de A sont compatibles deuz & deux.

Un atlas permet donc de définir des coordonnées locales partout sur M. On dit que
deuz atlas sont équivalents si leur réunions est encore un atlas, c’est-a-dire que, A =
{(Ua, a)} et A= {(Vs,15)} sont équivalents si toutes les cartes (Un, o) €t (Va,13)

sont compatibles deuz a deux.

Définition 1.1.4. Une variété différentiable est le couple (M, A) ot M est la variété
topologique de dimension n et A est 'atlas mazimal® de classe C* de M, on lappelle

aussi la structure différentiable de M.

Définition 1.1.5. Une variété différentiable de dimension n est un espace topologique

M séparé et a base dénombrable muni d’une structure différentiable de dimension n.

Définition 1.1.6. Soient (M™, A) et (N™,B) deux variétés différentiables. On dit
que application f : M — N est de classe C™ si chaque représentation locale de f
(respectivement A et B) est de classe C*™, c’est-a-dire, si la composition p o fop™!
est une application lisse de (U N f~H(V)) = o(V) pour toute carte (U, ) € A et
(V,9) € B, on dit que f: M — N est un difféomorphisme de classe C*™ si f et f~1
sont de classe C* ; (voir fig 3.1)

2. si toute carte compatible avec les cartes de I’atlas
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G 3.1

Remarques 1.1.1.

1. Sur un espace non séparé il n’existe pas de métrique, puisque tout espace muni
d’une distance est séparé. De méme un sous-espace compact n’est pas forcément
fermé et l'image d’un compact par une application continue n’est pas toujours

] . sy 2 1) . \ sy o2
compact. C’est pour avoir ce type de propriété que l’on impose 4 une variété
d’étre un espace séparé. En revanche, tout sous-espace d’un espace topologique

Séparé est séparé.

2. Base dénombrable : la classe d’équivalence d’un atlas A peut étre représentée par
son atlas maximal qui est [’ensemble de toutes les cartes compatibles avec celles
de A. On veut que la topologie définie par les domaines de ces cartes ait une
base dénombrable. Cette hypothése est importante, sans elle, il est par exemple
possible de munir R™ d’une topologie qui le rende homéomorphe & un R¥ muni

de la topologie canonique, pour k < n quelconque.

3. On peut construire des cartes incompatibles sur des variétés. Considérons par
exemple la droite réelle recouverte d’une part par la carte globale (R, 1) ot
o1 =1d:R = R:xzw—y ==z et dautre part la carte (R, ¢3) ot @3 = Cube :

R — R:xz— y=2a3 Les formules de changement de coordonnées sont

pro@yt R—oR:z—y=2"/3

waopit R R:iyrsz=9¢>

On vérifie aisément que ces transformations sont continues mais que

3

2y = 23 nlest pas différentiable en z = 0.



1.1 Variétés Différentiables 13

Tous

2.

Exemples 1.1.1.

. R™ est une variété différentiable de dimension n pour l’atlas aune seule carte

"
(R™,id).
Tout R-espace vectoriel E de dimension n est une variété de méme dimension :

tout isomorphisme ¢ : E — R™ définit un atlas (E, ). De méme tout ouvert

U C E de lespace vectoriel est également une variété, l’atlas étant (U, ).

L’espace euclidien E™ est une variété de dimension n : il est en bijection avec R™
via le choiz d’un systéme de coordonnées x. L’atlas a une carte (E", x) définit
donc une structure différentiable.

ces exemples sont triviaux puisqu’il s’agit d’espaces homéomorphes a R™.

Exemples 1.1.2.

Le cercle St C R?, muni de la topologie induite, est une variété de dimension
1, cependant il n’est pas homéomorphe & R (puisque S' est compact). Une seule

carte me sera donc pas suffisante pour créer un atlas. On définit deux cartes

(Ur, 1) et (Us, ) :

Ur =S"\{(1,0)};U> = S"\{(~1,0)}

o1+ SN\{(1,0)} —=]0,27[: (cosf,sin @) — 6
0o+ SN\{(~1,0)} =] — 7, 7[: (cosf,sinf) — 6.

Les domaines de ces cartes recouvvrent clairement le cercle : Uy U Uy = St
De plus ¢ o 05" est un difféomorphisme, ce qui montre que les deux cartes
sont compatibles. Ainsi {(Uy, 1), (Ua, p2)} est un atlas et définit une structure

différentiable sur S'.

La sphére unité
St={zeR"™ |2} + .. 42, =1} CR"!

est une variété de dimension n. En effet; on peut construire un atlas en utilisant

la projection stériographique, les points N = (1,0,...,0) etS = (—1,0,...,0)
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désignant respectivement les poles nord et sud, on considére les ouverts Uy =

S\ {N} et Ug = S™\ {S} et les applications :

©N - UN — R"

(l’l, ...,$n+1) — g(l’g, ...,C(Zn+1)

©Ys . US — R™

((L’l, ey l‘n+1) — ﬁ(l’g, ey xn—i—l)

Déterminons les applications de changement de cartes ¢ o ¢§1 et

b5 o oyt R*\ {0} — R\ {0} qui sont des difféomorphismes données par
r +— ==. Donc {(Un,¢n),(Us,ps)} défini une structure différentiable sur

2
lll

S™ (voir fig 4.1)

£1G 4.1

3. Tout sous-ensemble ouvert Q) d’une variété différentiable M est lui méme une

variété différentiable. Sa structure différentiable est definie par l’atlas :
AQ — {(er N Qa Pa |UamQ)}

ot A = {(Uy, va)} est un atlas de M.

4. Soient M et N deux variétés différentiables de dimension m et n et d’atlas
{(Ua, va)},{(Vs,15)} respectivement. Alors espace produit M x N est une
variété de dimension n+m dont la structure différentiable est définie par l’atlas

formé de toutes les cartes de la forme {(Uy X Vg, 00 X 13)}, ot
(ba X 1) (P, q) = (palp),¥s(q)) € R™H™.
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Le tore T? = S x S! est une variété, de méme que le tore plat de dimension n,
T = St x ... x St
5. L’espace projectif réel de dimension n noté P"R est l’espace quotient de

RN {0} par la relation d’équivalence

x ~ 1y si et seulement st x et y sont colinéaires

On peut donc considérer P"R comme [’ensemble des droites vectorielles de

R™. (voir fig 5.1)

i
1xR" Nt
Am“
FIG 5.1

On peut donc considérer P"R comme ’ensemble des droites vectorielles de R*1 On
définit Uespace projectif réel PPR comme l'ensemble des droites vectorielles de R™ 1.

On note p : R"\{0} — P"R la projection naturelle.

Remarque 1.1.1. Pour i = 0,...,n, on considere l’ensemble V; C P"R des droites
qui ne sont pas contenues dans Uhyperplan {x; = 0} et on définit p; Uapplication
Vi = R" qui associe a une droite son intersection avec I’hyperplan affine

{x; = 1} ~ R™. Pour (x;) € R"™ non nul, on note [zy : ... : x,] € P"R la droite

passant par le point de coordonnées (x;). Les x; s’appellent les coordonnées homogénes

[To: i) = (Yo it yn] © INER]| (2o, ooy @n) = AYo0s oy Yn)

OnaV;={[xg:...:2,) | x; #0}. L’application de carte est
P : Vi - R™
[To:..ixy] — %i(:zrl, ey L1, Tig 1y eey T

Son inverse est
R" — Vi
Y1y s ) = [yr st s L Yiga 2 Yl
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Ceci nous définit des cartes ¢; = (V;, @i, R™). Vérifions que ¢y est compatible avec cs.
D’une part, o1(ViNVay) = R™\{y1 = 0} et p2(ViNVy) = R™"\{y; = 0} sont des ouverts
de R™.

L’application de changement de cartes est :

p1(VinVa) = pa(VanVi)
) = (L2 yn)

qui est bien de classe C'. De la sorte on établit que les cartes sont deur & deux

compatibles. Les V; recouvrant le projectif, les ¢; forment donc un atlas.

Définition 1.1.7. Le (n + 1) — uple © = (xg,...x,) est un systéme de coordonnées
homogéne de p(x). On note [x] = [(x, ..., xn)] le point de coordonnées homogéne x.

Nous allons munir P"R d’un atlas (U;, ¢i)g<;<,, €t donc en faire une variété. Posons :

Vi={z = (z0,....wn) ER™ /2, £0 00 0 <i < n}

Définissons les applications ®; par :

oV, — R"
T — @Ax)z(ﬂ o

LB,L"

S

Tn
e

i /Ce sont des applications continues et ®; (x) = ;(y) si et seulement si p(x) = p(y)

Le signifie que le terme correspondant est omis.

i /D’apres les propriétés de la topologie quotient, U; = ®;(V;) est un ouvert de P"R
et ¢; passe au quotient et donne une application bijective et continue ¢; de U; dans
R™. Ezplicitement : ®;(p(x)) = (i—?, vy %, s ﬁ—j)

i1t /L’application réciproque est donnée par :

D (Yo, ooy Yno1) = P(Yos s Yio15 1, Yis o Yn_1) c€ qui montre que ®; est homéomor-
phisme de U; sur R™.

Les fonctions de transition ®; o ;1 sont bien des difféomorphismes de ®;(U; N U,)

sur ®;(U; NU;), car pour y; # 0 on a

_ i—1 1 Ui e
@joq)l- 1(y0,...,yn,1) = (@7’31 1,—,...,&,...,y 1) .
Yj Yi Y Yj Y
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Nous avons ainst une structure de variété lisse sur P"R de dimension n.

1.1.1 Espace Tangent

Définition 1.1.8. (Courbes Paramétrées sur une Variété)
Une courbe paramétrée sur M est une application v : R —M de domaine I C R. Son

expression locale dans une carte ¢ : U — R™ et la courbe :

Yy=¢oy: I — R™

La courbe vy est réquliere en t € I (x = y(t) € M), si pour toute carte p : U — R™
telle que U contient le point P, son expression locale ¥ = po~y est une courbe réguliére

ent, c-a-d 7(t) = G(t) £ 0.

t

Remarque 1.1.2. Si v est une courbe requliére en x, on peut toujours changer sa

paramétrisation pour avoir v(0) = x. Localement, autour de x, on peut aussi choisir

%
une carte @ telle que p(x) = (0,...,0) = 0 € R™. On peut donc toujours avoir une

courbe locale 7 : R — R™ reguliére en 7(0) = ﬁ

Considérons maintenant une variété différentiable M et un point x de M. On note C

lensemble des courbes dans M qui sont différentiables et qui passent par x (voir fig
6.1)
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Définition 1.1.9. Un vecteur tangent a M en un point x est le vecteur tangent a une
courbe v : R — M au point v(0) = z (ou elle est réguliére). On appelle espace tangent
a M en x [ensemble T, M des vecteurs tangent a M en x, c’est- a-dire [’ensemble
des vecteurs tangents en x a toutes les courbes sur M qui passent par x qui soient
réqulieres.

Par définition, ’espace tangent en x a M est l'ensemble des classes d’équivalences
dans C pour cette relation. Cette définition signifie donc que T, M est constitué des
« tangentes » des courbes dans M. L indépendance vis a vis du choix des coordonnées
locales est essentielle pour assurer la cohérence de cette définition.

1l faut cependant souligner qu’un « vecteur tangent » a M n’a pas de sens si M n’est
pas un sous-ensemble de R™. La tangente est plutot vue ici dans R™, grace aux cartes
locales.

Bien que nous puissions visualiser les vecteurs (au moins dans R™), cette définition
ne fait pas apparaitre une structure d’espace vectoriel de T, M. C’est pourquoi nous
avons recours a une seconde définition.

On considére ’espace vectoriel des fonctions de classe Ct sur M,
F(M)={f: M — R|f de classe C'}

Cet espace vectoriel est une algébre pour le produit usuel des fonctions :

(fg)(x) = f(x)g(z). Pour x € M, nous définissons sur F(M) une relation d’équiva-
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lence :

f~ge3UCM,U owert avec x € U, tel que fjy = giv

On note C)(M) = F(M),/ ~ Uensemble des classes d’équivalence dans F(M) pour
cette relation. Le produit sur F(M) passe au quotient. Donc C) (M) est une algebre.

Sur cet ensemble de fonctions on définit des opérateurs.

Proposition 1.1.1. L’espace tangent T, M est un espace vectoriel de dimension n,

z @ =1,...,m} forme une base de T,M en coordonnées locales. Par

Uensemble {2

conséquent, tout vecteur tangent a M en x est de la forme

o0
Xx:ZX(x)axi\x

ou X'(r) € R.
Soient M une variété différentiable, p € M, et v : I — M une courbe de classe C*

telle que v(t) = p pourt € I ou I C R est un ouvert, écrivant
C®p)={f:U—=R| feC®U),U voisinage de p}

La courbe v définie une application

Yo C=(p) — R
[ wf=en)®)

On peut interpréter v,f comme la dérivative de f dans la direction de v au point
p-(voir fig 7.1)
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Définition 1.1.10. Deux courbes 7, et o sont tangentes au point x si
71(0) = 72(0) = x et s il existe une carte locale (U, @) telle que x € U et
(@ om)(0) = F (w0 72)(0).

La définition est indépendante de la carte choisie.

En effet; si (V,1) est une autre carte autour de x, on a (voir fig 8.1)

%(womm) = %[(wow)o(w%)](@)

= Do (o) o 4 (eom)O
SWom)0) = Doy pl@)o !
o o = ow p(z)) 0 dt(goovg)( )
d
= E(@Z)O%)(O)

On définit ainsi une relation d’équivalence sur ’ensemble des courbes passant par
T I~ e St oelles sont tangentes en x.
Cette relation signifie que nous considérons deux courbes v, et vy, comme équivalentes

st elles ont méme « vecteur tangent en 0 dans R™ », sur nimporte quelle carte locale.

16 8. 1

Exemple 1.1.1. M = R™. Si v = (71,.,7) : I — R" est une courbe lisse et
Y(t) = (Y1(t), ..., Yu(t)) € R™ est la dérivé de v au point p, alors

Yof = (fo)(t) = fp)v(t) =+(1t). v f(p).
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En général, l’application v, satsfait @

1/ ’ﬂ(af—i—bg) = a"th‘i‘b"Ytga
2/ 7:(fg) = g7 S+ (P19

Pour tout f,g € C*® (p) et a,b € R. On dit que 7, est une dérivation.

Définition 1.1.11. Une dérivation en x est une application linéaire D, : CL(M) — R

qui vérifie la régle de Leibniz. Autrement dit, D, est une dérivation si, pour tous réels
a et B, et toutes fonctions f, § dans CL(M),

(i) Dy-(af + ) = aDy-f + 8D, -G (Linéarité),

(ii) Dor(f.§) = g(x)Dy -f + f(x)DyG (Leibniz)

Définition 1.1.12. [’espace tangent en x a M, T, M, est [’espace vectoriel des déri-
vations sur CL(M).

Remarque 1.1.3. la relation d’équivalence définie sur F(M) sert a ne faire dépendre

Dx(f) que des valeurs de f « autour » de x. En effet, la seule information que J}V
puisse conserver de f est son comportement dans un voisinage aussi petit qu’on le
veut de x . Donc aucun autre point que x ne peut intervenir dans la définition d’une
dérivation D, sur CL(M). Ensuite, la relation de Leibniz assure que cette dépendance
ne peut se faire qu’au maximum par la premiére dérivée de f en x, car une dérivation

d’ordre supérieur ne serait pas compatible avec cette relation.
Définition 1.1.13. Un vecteur tangent de M en p € M est une application
v:C™ (p) — R telle que :

1. v(af +bg) = av(f) +bu(g), f,9 € C(p), a,b € R;

2. v(fg) = g(p)v(f) + f(p)v(g) ( Regle de Leibniz).

L’espace tangent en p est le R-espace vectoriel linéaire de vecteur tangent au point p,
noté T, M.
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Remarques 1.1.2.

1. Siv,w e T,M etc,beR, alors : cv + bw est l'application

X =(av+bw): C®(p) — R
foo—= X)) = e(f) + bw(f)

cv + bw est un vecteur tangent au point p.
2. On note vf = v(f)
3. SiveT,M etce C™® (p) est une fonction constante, alors : cv = 0.

4. Soit U un voisinage de p interprété comme une variété différentiable. Puisque
nous utilisons les fonctions en C(p) dans la définition de T,M, les espaces

T,M et T, U peuvent étre identifiés de facon naturelle.

Soit (U,x), v = (z*, 2%, ...,2") une carte au point p. On défini un vecteur tangent

(821- )p au point p en fizant

0
( oxt

)o(f) = Di(f o7 )(x(p)), f € C*(p)

D; est la dérivée partielle par rapport ala i-éme variable. On note aussi

Exemple 1.1.2. Pour toute carte (U, p = (21, ...,2,)) en xg, on associe n dérivations

en To en posant

(g )eal ) = (S 06 (1) = ()

pour tout f € D, (M,R).(voir fig 9.1)
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Equivalence des définitions

Ces deux définitions sont équivalentes, nous pouvons les relier de la facon suivante.
Soit v € C un représentant d'une classe de C/ ~ . Soit f € F(M) un représentant

d’une classe de C°(M). On définit une dérivation associée a v par la formule :

fr (%(v(t))

On vérifie bien que c’une dérivation sur C°(M), ¢’est-a-dire que le résultat ne dépend

|t=0

que des classes de f et 7. Nous avons ainsi une relation entre la premiére définition
et la seconde. Il est possible de montrer que cette application est une bijection.
Nous tirons de tout cela que T, M est un espace vectoriel, dont tout vecteur X (z)
peut étre vu soit comme la dérivée d’une courbe (non unique) passant par x, donc
comme un « vecteur », soit comme une dérivation en z sur les fonctions définies au
voisinage de z.

Puisque nous avons un espace vectoriel, il est utile d’en trouver une base.Soient

(x1,...,2,) des coordonnées au voisinage de z. Une base de T, M est donnée par

les n dérivations (ai)x, pour 1 <13 < n, dont les courbes associées sont les 7; définies

par : x;(7;(t)) = 0 pour j # i et z;(7;(t)) = t.
En particulier, la dimension de T, M en tant qu’espace vectoriel est la dimension de

M en tant que variété. Donc tout vecteur X (z) € T, M s'écrit X (z) = X;(z)(52 ).,
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ou les X;(z) sont des réels. Cette écriture a l'avantage de suggérer que X (z) est un
vecteur puisqu’il a n composantes Xi(z), ..., X,,(x), et que c’est aussi une dérivation.

De plus, si la courbe définit ce vecteur, avec bien str +(0) = x, alors nous avons

Proposition 1.1.2. L’espace tangent T, M est un espace vectoriel de dimension n et

o)
ox

Uensemble {5 /i = 1,...,n} forme une base de T,M en coordonnées locales.

fe
Exemple 1.1.3. Soit v : I — S"™ une courbe sur la sphére unité dans R™1 tel que
7(0) = x et ¥(0) = X. La courbe satisafait a (y(t),v(t)) =1, alors

<’y(t),7(t)> + <’y(t),”'y(t)> = 0. Donc, (x,X) =0, (c-a-d) tout vecteur tangent
X € T,S" est orthogonal 4 x. D’autre part, si X # 0 tel que (xr,X) = 0, alors

v : R—=S" avec v : t — cos(t|X]).x + Sin(t|X|).% est une courbe sur S™ avec

7v(0) = z et ¥(0) = X. Par conséquent,

T,S" = {X e R" | (z,X) =0}

1.1.2 Application Tangente

Définition 1.1.14. Soient M™ et N™ deux variétés différentiables et soit f : M — N
une application de classe C*°. L’application tangent de f au point p est l’application
lineaire fo : T,M — TyoyN définie par : (fiv)g =v(go f),Vg € C®(f(p)),v € T,M.

On peut écrire ausst T,f ou fp.
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Remarques 1.1.3.

1. f.v est un vecteur tangent au point f(p) pour tout v € T,M et lapplication

f« est linéaire.

2.8 M = R™ et N = R", alors f.p = f'(p) (avec lidentification canonique
T,R" = R™).

3. Soient M, N et L trois variétés différentiables et f: M — N , g: N — L deux
application de classe C*, alors (g0 f)sp = Gufp) © fep, pour tout p € M.

4. Linterprétation de ’application tangente en utilisant les courbes : soient

veT,M ety:I— M une courbe de classe C* telle que y(0) = p et v, = v.

Proposition 1.1.3. On défini une application f : M — N de classe C* et a =

forn:I — N;alors fv = ap. Soit x = (z,...,2™) les coordonnées locales de

p e M™ ety = (y',..,y") les coordonnées locales de f(p) € N™. La matrice de

ox?

8 .
(axﬂ) Zf* <8xﬂ) <a—yj>f(p),1§]§m_

Ainsi, on obtient la matrice (a;;) dont la dimension est n x m :

fe : ToM — Ty N par rapport a les bases (2L )pi=1,...,m et (%)f(p),j =1,..,n,

est

a;; = f*(%)pyi = %(yi o f), cela s’appelle la matrice jacobienne de f au point p
(par rapport a des bases données), elle est de méme que la matrice de l'application

linéaire g =y o fox™! par rapport auz bases standards de R™ et R™. (voir fig 10.1)

LT _.'I /'_.-" ———

FIG 10. 1
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Proposition 1.1.4. Soit f : M — N de classe C™ et p € M. Alors f est un
difféomorphisme locale au point p si est seulement si f, : T,M — Ty, N est un

1somorphisme.

Exemples 1.1.3.

1. L’espace tangent d’un espace vectoriel de dimensionn. Soit V' un espace vectoriel
(réel) de dimension n. Rappelons que tout isomorphisme (linéaire) x : V — R"
induit la méme C*°-structure sur V, ainsi nous pouvons identifier V et T,V de
fagon naturelle pour tout p € V, i.e. sip e V.

, alors il existe un isomorphisme canonique 1 : V. — T, V. En effet; soitv eV

et y:R =V, v(t) =z +tv et on pose i(v) = v(0) (voir fig 11.1)

FIG 11.1

2. SiV =R", alors T,R"= R".

3. St f: M — R est de classe C™ et p € M, on définit la défférentielle de f par
df : T,M — R telle que dfv = vf, v € T,M, on peut la désigner aussi par df,
par Uisomorphisme, i : R — Ty,)R on obtient df = i~' o f,, nous identifions
df = f..(voir le diagramme 1.1)

4. L’espace tangent de variété produit : Soient M et N deuz variétés différentiables
et : M xN — M ,m: MxN — N deur projections. En utilisant ces
projections on peut identifier T(p o) (M x N) et T, M®T,N d’une fagon naturelle ;

on défini un isomorphisme canonique

7: Tpg(MxN) —  T,M&T,N

v > TU = T4V + Mo,V
~ =~

€TpyM  €Ip,N
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ToM > f'[—;.,..lp‘
;

df _/
| l

LG 1,

1.2 Fibré Tangent

Sur une variété, la notion de dérivation garde un sens. Dans ces conditions, on aimerait
bien avoir un résultat analogue a celui obtenu pour les dérivations ponctuelles : une
dérivation sur une variete M devrait pouvoir nous permettre d’associer a chaque
point x de M un vecteur tangent X, de T, M. Pour ce faire, nous allons montrer que

1’ensemble des vecteurs tangents est lui-meme une variété d’une fagon naturelle.

Définition 1.2.1. Soit M une variété differentiable. On définit le fibré tangent T M

de M comme union disjointe de tous les espaces tangents de M. (voir fig 12.1)

T™M = U T, M

zeM

Les points de T'M sont les couples (z,v) ot x € M et v € T, M et
m : TM — M la projection 7(z,v) = z. Pour le moment, TM est la somme en-

sembliste des différents espaces vectoriels tangents a M, sans aucune topologie. Pour
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chaque carte (U, ), 'application

est une bijection de TU sur (U} x R™. Un atlas {(U, ¢)}icr de M étant donne, on
munit 7'M d’une topologie en imposant les conditions suivantes :

a/ TU,; sont des ouverts de T'M.

b/ Les applications ®; sont des homeomorphismes.

Autrement dit, 0 C T'M est ouvert si et seulement si ®;(2 N TU;) est, pour tout i,
un ouvert de (U} x R™. Pour voir que ces conditions sont cohérentes, on remarque

que, d’apres la définition méme de I'espace tangent, si U; N U; # ¢, I'application

CI)io(I)j_l . QOj(UiﬂUj} x R* — @Z(Usz]} x R™
(y,v) = ((wio i (), Tulpio 97 )(v))

est un homéomorphisme, et méme un difféomorphisme. On a donc défini une topologie
sur TM qui en fait une variété topologique munie de latlas (TU;, ®;);c;. Cet atlas
étant lisse, T'M est une variete lisse de dimension 2dimM (si M est une variété C?
avec p > 0, alors T M est une variete CP~1). Cette variété s’appelle le fibré tangent a
M. Le fibré tangent TM a une structure canonique d’une variété differentiable.(Voir
fig 13.1)

T

] Ul = R™

L zU

171G 13.1

Soit M une variété differentiable de dimension n, le fibré tangent 7'M de M est muni
de la topologie naturelle et d'une structure de variété lisse de dimossion 2n telle que

la projection 7 : T'M — M est lisse.
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Proposition 1.2.1. Soient E, B, F' trois variétés. Une application lisse p de E dans
B est une fibration (de base B, de fibre type F et d’espace total E) si pour tout x €
B, il existe un ouvert U contenant x et un difféomorphisme ® : p~1(U) — UXF tel que
le diagramme 2.1 soit commutatif. On appelle espace fibré le quadruplet (E,p, B, F).

La projection canonique p de TM sur M est une fibration.

p= Y (U) O UxF

Preuve

IT suffit d’introduire I'application

Vi p N (U)=TU; — U;xR
a = (maTx(P(f))

Définition 1.2.2. Un fibré vectoriel réel sur une variété B est un espace fibré

(E,p, B, F) tel que :

a/ la fibre type F et les fibres p~1(b), b € B, sont des espaces vectoriels reels ;

b/ pour toutes trivialisation locale o, la restriction de ¢ a p~'(b) (qui envoie
p~L(b) dans {b} x F), induit un isomorphisme d’espaces vectoriels sur F. La fibre
p 1(b) est notée Ej,.

Remarque 1.2.1. la réstriction de ; a la fibre T,M de x est un isomorphisme

d’espaces vectoriels de T, M sur R™.

Remarque 1.2.2. Le fibré tangent est difféomorphe localement o un produit :
7N U) =~ U x R™ (qu’on appelle une trivialisation locale). En général TM n’est pas
globalement trivial, c’est-a-dire, qu’il n’existe pas de difféomorphisme de TM dans

M x R™ linéaire le long des fibres.
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Exemples 1.2.1.

1. Le fibré tangent a R™ admet une trivialisation globale
TR"™ ~ R"™ x R™ wvia l'identification canonique T,R™ ~ R™.

2. Le fibré tangent au cercle St admet une trivialisation globale car il est difféo-
morphe au cylindre : TS' ~ S' x R. En revanche le fibré tangent TS? n’admet

pas de trivialisation globale.

1.2.1 Champs de Vecteurs

Jusqu’a maintenant nous avons vu les notions d’espaces et de vecteurs tangents en un
point, qui correspondent aux mouvements infinitésimaux a partir d’une configuration
donnée. En considérant toutes les configurations possibles, nous sommes maintenant
en mesure de définir des mouvements sur toute la variété : ces mouvements vont étre
introduits comme des systémes dynamiques, c’est-a-dire des équations différentielles.
Du point de vue des espaces de configurations, cela signifie que 1'on caractérise les
mouvements par la donnée en tout point de la vitesse. L’outil principal sera ainsi
la notion de champ de vitesse ou de champ de vecteurs : il s’agit d’'une application

assignant & chaque point x de la variété un vecteur X, de 'espace tangent.

Définition 1.2.3. Un champ de vecteurs différentiable (ou champ de vecteurs) sur
M est une application différentiable X : M — TM qui, a un point x € M, associe
un couple formé de x et d’un vecteur tangent ¢ M en x : X (x) = (x, X,). Autrement

dit, mo X =idy. On notera X(M) l'ensemble de tous les champs de vecteurs sur M.

De méme qu'un vecteur tangent en x définit une dérivation sur I’ensemble des germes
C>(x), un champ de vecteur définit une dérivation sur I'ensemble C*°(M) des fonc-

tions de M dans R de classe C'*°. En effet, 'application

Co(M) — C=(M)
g = X(g)  tel que X(g) 12— X(g)(z) = X.(g)

définie par un champ de vecteurs X est linéaire et vérifie la régle de Leibniz. L’en-
semble X(M) s’identifiera donc avec 'espace vectoriel de dimension infinie des déri-
vations sur C*°(M).
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Exemple 1.2.1. (Champs de vecteurs sur R™). En la base naturelle de T,R", tout

champ de vecteurs sur R™ s’écrit comme X () = (z, Y, X'2%|.) ot X' est une

fonction différentiable de R™ dans R™. En particulier, pour i =1, ...,n, l'application

NAE
oz O g 1

est un champ de vecteurs sur R™.
En tant que dérivation, ce champ de vecteurs est la dérivée partielle par rapport & x°,
c’est-a-dire 'application g — %. On pourra réecrire le champ de vecteurs X comme

la dérivation

o) 0 ", . 0g
X=X'""—4... X"~ X'z
ozt * oxn 9= ; ox’

Un champ de vecteurs sur R™ peut aussi étre considéré comme une application de
R"™ — R™ en lidentifiant ax — (X(z), ..., X"(x)).
Considérons une carte (U, ) de M, avec ¢ = (p',...,0"). Sur le domaine U de la

carte, tout champ de vecteurs X sur M s’écrit

9
o'’

X:zeUw (IE,ZXZ(QZ)
i=1

ou X' = X(z') € C®(M).

En particulier, comme U est lui méme une variété,’application de U sur m=1(U)

9] ., 0 _ 0 B
axi—dgo o%ogp.xH(:ﬁ,@mCTmM—TzU

définit un champ de vecteurs sur U. On Uappelle champ de coordonnées.

Proposition 1.2.2. Les champs de vecteurs sur M sont les dérivations de C*°(M)a

valeurs dans C*(M), i.e.

X (M) ~ D(C®(M), C®(M)).
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Exemple 1.2.2. (Champs de vecteurs sur les sphéres)

1. Sur S' = {e"}, tout champ de vecteurs est de la forme X; = f(t)%, avec
feC=(sh),
2. Sur $* = {(z,y,2) € R | 2% + y* + 2z* = 1}, tout champ de vecteurs est de la

forme

0 0 0
X(m,y,z) = f(x7y7 Z)% +g($7y72)a_y + h(.T,y,Z)&

avec f,g,h € C®(S?) telles que xf(x,y,z) +yg(z,y,2) + zh(z,y,z) = 0.

1.2.2 Crochets et Algébre de Lie

Définition 1.2.4. Une algébre de Lie est un espace vectoriel g muni d’une opération

bilinéaire | || qu’on appelle crochet de Lie, qui a les propriétés suivantes :
1. le crochet est antisymétriques : [a,b] = —[b, a], pour tout a,b € g;

2. le crochet satisfait ’identité de Jacobi :
[a,b], ] + [[e,a], b] 4 [[b, ], a] = O

pour tout a,b,c € g.

Par conséquent, on a

Corollaire 1.2.1. Les champs de vecteurs X(M) forment une algébre de Lie, avec le

crochet

(X Y]f = X(Y(f) = Y(X(f)), [feC™(M)

qui vaut en coordonnées locales,

SNV A ) CANYG)
X Y] =2 (X o Y a)a—

,j=1
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Preuve

Le crochet de Lie sur X(M) est induit par le crochet de Lie naturel sur les dérivations
D(C>(M),C>*(M)), donné par [Dy, D3] = Dy o Dy — Dy o Dy.
Proposition 1.2.3. Si XY, Z € X(M), a,b € R; et f,g € C°(M), alors,

1. [a,a] =0, pour tout a € g;

2. [aX +bY, Z) = alX, Z] + b]Y, Z],

3. Uidentité de Leibniz : [[X,Y], Z) + [[Z, X], Y] = [X,[Y, Z]],

4 [FXgY] = FglX, YT+ [X(9)Y — gV ()X,

Lemme 1.2.1. Soient (U, ), ¢ = (¢1,..-,n), une carte et {% =0;, 1 =1,...,n},

les cootdonnées de champ de vecteur correspond, alors
[82-7 83] — 0, VZ, j

Exemple 1.2.3. Dans R", avec X = % etY =2 onaXY g= 29

B2’ Ox1ox2 "

1l est cependant possible de définir un champ de vecteurs a partir du produit.

Définition 1.2.5. Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X, Y € X(M) est

le champ de vecteurs

[X,Y]=XY - YX.

Pour que cette définition soit correcte il faut montrer que XY —Y X est bien un champ
de vecteurs, c’est-a-dire une dérivation sur C>®(M). Or la linéarité est évidente et la

régle de Leibniz se déduit du calcul de proposition(1.2.3) :
(X, Y]-(fg) = XY -(fg)=YX-(fg)
= fXY -g+9gXY - f—fYX.-g—gYX-f
= fIX, Y]-g+g[X Y] [

En coordonnées locales, un champ de vecteurs étant donné sous la forme

X(z) =37, X'(z) 5%, les composantes du crochet de Lie [ X, Y](z) sont

YT =3 (R0 - VDG @) =X Vi) - ¥ X
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oX!

57 (7)) la matrice jacobienne du vecteur des

Matriciellement, en notée JX(z) = (

composantes de X, on obtient

(X, Y] (2) X(z) Yi(x)

(X, Y] () X" (x) Y™ (x)

Exemples 1.2.2.

1. 8i X =2 etY = -2 alors [X, Y] = 0. Plus généralement si X et'Y sont

Ox* B’
constants dans un systéme des coordonnées, c’est-a-dire X*(z), ..., X"(x) et
Yi(x), ..., Y™(x) sont tous constants, alors [X, Y] = 0 sur le domaine des
coordonnées.

2. Dans R™, considérons des champs de vecteurs linéaires, c’est-a-dire que, dans
o

al’i 7

la base des ils s’écrivent matriciellement comme X (x) = Ax et

Y(xz) = Bx,z € R" tel que A et B étant des matrices (n X n) a coefficients

constants. Le crochet de Lie de ces champs de vecteurs s’écrit alors

(X, Y](x) =JY (2)X(z) — JX(2)Y (x) = (BA— AB)x.

1.3 Connexions Linéaires

Nous allons introduire maintenant une nouvelle structure sur une variété M. Cette
structure nous permettra de définir une nouvelle dérivation, la dérivation covariante.

Cette dérivation agira sur les champs de vecteurs, en général.

Définition 1.3.1. Une connexion linéaire sur M est une application V

V. X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — VyY

vérifiant les propriétés suivantes :
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2. V(X+y)Z =VxZ+VyZ

3. VixY = fVxY

4. VxfY = VY + X(f)Y

pour tous X, Y, Z € X(M), f e C®(M)

Définition 1.3.2. Soit V une connexion sur M et (U,¢) une carte sur M de co-

ordonnées locales (1, xa, ..., x,). On défini une fonction différentiable Ffj U = R

par

V o 0 _ r’?.i

T%‘al’j 1 K 8xk

appelé symboles de Christoffel. En général,

in

) Yk )
VxY = X" a—. +Thyd
al‘l J

9
oxk

X(M) — X(M) est la dérivée covariante associée a la connexion linéaire V.

Exemples 1.3.1.

Une connezion affine est une sorte de dérivée directionnelle de champs de
vecteurs sur une variété. Imaginez un champ de vecteurs Vsur R™ (qui est
une appliaction R™ — R"™). Prenez un point et choisissez un vecteur tangent
X e T,R" ~ R".

On note par VxV la dérivée covariante de V' en p dans la direction X. on écrit

X =d dii. Alors

VXV: a % € TPR

On peut voir la connexion canonique sur R™ comme

VxY = X(Yj)dii = X! ‘gj dfii. les symboles de Christoffel Ffj de la connexion

par rapport a la base dii sont identiquement nuls.
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1.4 Géodésiques

L’idée générale derriére le concept de géodésique est la généralisation des lignes droites
de I'espace euclidien aux variétés Riemanniennes. Une géodésique sera constamment
paramétrée, par une courbe lisse sur la variété, c’est localement la courbe la plus
courte reliant deux points. Ils sont d’une grande importance dans I’approfondissement
de la géométrie Riemannienne, ainsi que dans la physique théorique, en particulier
la relativité générale, ou ils sont les trajectoires d’objets test se déplagant dans une
géométrie d’espace temps non triviale.

Dans R™ usuel, les géodésiques sont précisément les droites, c’est-a-dire les courbes
d’accélération nulle. Pour une variété plongée dans un espace euclidien ambiant, on
pourrait envisager de calculer l'accélération d’une courbe v(¢) comme on le fait d’ha-
bitude, et de projeter orthogonalement ce vecteur sur ’espace tangent & M en ~(t).
Mais pour une variété quelconque, il va nous falloir trouver un moyen de définir
I’accélération d’une courbe, de maniére entiérement intrinséque.

Par ailleurs, dériver deux fois les coordonnées ne fonctionne pas, car il n’est juste-
ment pas possible d’interpréter cette double dérivation indépendamment du choix du
systéme de coordonnées, comme on voudrait le faire. On introduit, donc, un nouveau
type d’opérateur, les connexions, qui serviront ensuite a définir les notions de dérivée
covariante d'un champ de vecteurs selon une courbe, une géodésique et un transport

paralléle.

1.4.1 Transport Paralléle
Dérivation d’un champ de vecteur sur une courbe paramétrée

Cette dérivée covariante permet de définir une dérivation covariante le long dune
courbe dans M, elle nous donnera une interprétation géométrique de la connexion.
Pour cela, soit donné un champ de vecteurs Y (¢) le long d’une courbe 7. c’est-a-dire

que Y'(t) n’est défini qu’au dessus des points y(t) de M. Alors la dérivation covariante

de Y (t) le long de =, notée %Y , est par définition

DY

=)=V, Y
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C’est une dérivation le long d'un parameétre ¢t. On remarquer que la donnée de la déri-
vation covariante le long de toute courbe est équivalente a la donnée de la connexion
linéaire V, puisque tout vecteur est tangent & au moins une courbe.

Nous dirons que le champ Y () est paralléle le long de ~ si pour tout ¢, %(t) = 0.
Pour une condition initiale Y'(0) € T, M donnée, il existe un unique champ de
vecteurs Y (t) parallele le long de v qui admet cette valeur en ¢ = 0. Ceci définit alors

une application
v s TyoyM = Ty M

qui & Y'(0) associe Y'(h) ou le champ Y (¢) est I'unique solution ci-dessus, de valeur
initiale Y'(0). Cette application est linéaire et inversible, elle porte le nom de transport
paralléle le long de ~. (voir fig 14.1)

DY . 1

W(t) =V _ Y(t) = lim (JaY (t+h) =Y (t))

v(t)

J Yy ()

4,k

FlG 147

Définition 1.4.1. Un champ de vecteurs le long de la courbe v est une application
V' de classe C™ de I dans TM, telle que V (t) € T,y M pour tout t dans I. On note

T(y) Vespace des champs de vecteurs le long de .
Lemme 1.4.1. Pour toute courbe v, V détermine un unique opérateur :
Dy - Z(v) = T(v) (1.1)
possédant les propriétés suivantes :
1. R-linéarité a droite D, est R — linéaire,

2. Leibnitz-linéarité a droite Pour tout f € C=(I), D,(fV) = fV + fD,V.
3. Compatibilté avec V : D,V = VW)V
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Définition 1.4.2. (Champ de vecteur paralléle). On dit d’un champ de vecteurs le
long d’une courbe v est parallele le long de v st

DV
Théoréme 1.4.1. (Transport parallele). Soit v : I — M, to € I, X € Tyu)M.
1l existe un unique champ de vecteurs V le long de v parallele le long de  tel que

Vi(ty) = X.

Preuve

En reprenant la formule :

D,V(to) = > _(V*(to) + Z Z V(o) (t0)T% (Y (t0))) O (1.2)

la condition de parallélisme de V' s’écrit :

Wk, VE(to) + Z Z V3 (to) ' (to) T (7(to)) = 0.

Il s’agit maintenant d 'une équation diftérentielle d ’ordre llinéaire : le théoréme de
Cauchy- Lipschitz permet de conclure. Pour I‘unicité on remarque qu’'un tel opérateur
dépend seulement localement des valeurs de . On fixe donc tg dans I et on se place sur
un voisinage de y(tg) pour lequel on dispose d 'une base locale de l‘espace tangent en
chaque point : {E£;} de sections associées {0;}. Dans cette base un champ de vecteurs

V' quelconque s’écrit :

V(i)=Y V',

En développant a l’aide des propriétés de D; et en utilisant le fait que les 0; sont des
vecteurs extensibles on obtient la formule [1.2]|, pour 'existence il suffit de montrer
que cette formule définit bien un opérateur possédant les propriétés voulues.

Maintenant que l'on sait dériver le long d’une courbe algébrique on peut revenir a

notre motivation initiale : I’étude des géodésiques.
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Définition 1.4.3. On appelle géodésique toute courbe 7y telle que Dy est nul, ce que

l’on note souvent

Le théoreme principal concernant les géodésiques est le suivant :

Théoréme 1.4.2. (Existence et Unicité des géodésiques). Soient p € M,

X € T,M, ty € R, il existe un intervalle ouvert I de R contenant t, et une géo-
désique v : I — M telle que ¥(tg) = X. De plus deux telles géodésiques deffinies
respectivement sur des intervalles I et I' contenant ty sont égales sur leur domaine
de deffinition commun (I N1").

Preuve

Localement on dispose de la formule 1.2 pour un champ de vecteurs quelconque V.

En remplagant V' par 7 la condition D,y = 0 donne ’équation différentielle d ‘ordre2
en y(t) = (v'(t),....7"(#)) :

Yk, 5" + ZZ‘yi‘ijZ(fy(t)) = 0. (1.4)

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz qui donne I’existence et 1'unicité de solutions locales

pour de telles équations (ODE) permet de conclure.

Remarque 1.4.1. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz ne permet donc pas de disposer
de géodésiques définies pour tout temps. Ainsi, sur la bande (M =] — 1, +1[XR, gouer)

munie de la métrique Euclidienne canonique Geuer, on pourra montrer que la courbe

vt €] = V2, +V2[= (t/V2, t/V?2)

est une géodésique (au sens de la connexion métrique associée) de vitesse unitaire qui

ne peut étre prolongée : les bords du domaine sont atteints. (voir fig 15.1)
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Si 'on veut des géodésiques qui vont & 'infini "pour de vrai", il suffit de considérer

le changement de coordonnées

90 . (N = R X R’ gp*geucl) — (M :] — 1’ _|_1[>(R’ geucl)
(x,y) — (2arctan(z)/m,y)

et de munir R x R de la métrique pull-back ¢*geey. La courbe p=toy :] — V2, +\/§[—>
R xR
| = V2, +v2[ & M=]-1,+1[xR
N\ K%
N =R xR
est alors une géodésique pour la connexion associée, qui explose a l'infini aux deux

bornes de lintervalle de définition on sait en effet que ¢ est une isométrie entre (R x

R, varphi*geya) €t (] — 1, +1[XR, Geuet)-



Chapitre 2
Variété Riemannienne

Soient Vi, V5, ..., Vi et W des espaces vectoriels, soit [’ une application de
Vi x ... x Vi = W. On dit que l'application F' est k-linéaire ou (multilinéaire) si elle

est linéaire sur chaque variable c-a-d
F(v1, .o, aui, + By, oy Ug) = aF (01, ooy Uy oy U) + BF (V1 0, Vigy ooy Ug)

Pour tout a,8 € Ket i = 1,...,k. Soit V un espace vectoriel sur R, 'application
w : V — R est appelé un covecteur, l'’ensemble des covecteurs est appelé le dual de
V noté V*.

On va considérer que (w,v) = (v,w) =w(v) ER, v eV, we V™

Proposition 2.0.1. Si (vq,...,v,) est une base de V' espace vectoriel de dimension n,
alors (w',...,w™) est une base de V* et on a w(v;) = ;5. En particulier,
dim V =dim V*.

2.1 Notions de Tenseur

Définitions 2.1.1.

1. Un k-tenseur covariant sur V est une application k-linéaire V¥ — R telle que

VE =V x ... x V. On note TF(V) l’ensemble des tenseurs k-covariantes sur V
k foi



42 CHAPITRE 2. VARIETE RIEMANNIENNE

2. Un l-tenseur contravariant est une application linéaire sur V' — R. On note

T)(V) lensemble des tenseurs l-contravariant sur V

3. Un k-tenseur covariant et l-tenseur contravariante est une application (k +1)-

linéaire sur VF x V* — R.

un tenseur de type (k,l) est k-covariante et [-contravariante. On note

TF(V) Uensemble des tenseurs de type (k,1).

4. Par convention T°(V) = Ty(V) = R.

Définition 2.1.1. Le produit tensoriel de deux tenseurs F € TF(V) et G € TP(V)

. k
est le tenseur noté F @ G € 7}+Zp(V)

1 I I+qy _ 1 ! I+1
FRG (1, ooy Uy ooy Uy Wy ey W oy w0 ) = Fvy, oy U, w0 o, W) GV ey Uy W
Lemme 2.1.1. Si (vy,...,v,) est la base de V' et (wy,...,w,) la base duale correspon-

dante & V (i.e. w'(v;) = 0%), alors le tenseur

W R ... Qw* Q vy ® .. Quy, 1< gy, 1<

k+1

forme une base de TF(V). Par conséquent, dim TF(V) = n Tenseurs sur une

variété
Définition 2.1.2. Pour tout p € M, définissons [’espace vectoriel

M =T,M® ..o LM T M@ .0 T M
s fois T’}r‘)is

Un élément T € T;SS’T)M est un tenseur de type (s,r) au dessus de p. Dans une base

associée a des coordonnées (x;) au voisinage de p, il s’écrit

9 A .
(p) ® daf) @ ... ® da|

Ty = T35 () -

NP #)® @

s

g o

., wl—l—q)
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2.1.1 Meétrique Riemannienne

Définition 2.1.3. On appelle métriqgue Riemannienne de classe CP sur M la donnée

pour tout m € M d’un produit scalaire g, (forme bilinéaire symétrique définie posi-

tive) sur T, M dépendant de fagon CP de m (i.e. pour toute carte (U, yp) de classe

CP*L sur M, on suppose que la fonction m gm(%(m), (%(m)) = gij(m) est CP
i J

de U dans R. Les coefficients de la matrice g;;(m) sont appelés les coefficients de la

métrique dans la carte (U, ).

Définition 2.1.4. On appelle variété Riemannienne toute variété munie d’une mé-

trigue Riemannienne.

Exemple 2.1.1. sur M = R on pose g(m) = h(m)dz* ot h : R — R} est une

fonction CP et dx? est la forme quadratique sur R ~ T,,R définie par da?(u,u) = u?

pour tout u € R. Alors g est une métrique Riemannienne CP sur R( on construit

ainsi toutes les métriques possibles sur R).

Remarque 2.1.1. 5i X =), Xia%i et Y = ZiY;(% sont deux champs de vecteurs

sur M, alors on a

(X (m),Y (m)) =Y i3 (m) Xi(m)Y; (m)

)

Exemple 2.1.2. Si (U, x) une carte sur M, alors O, ..., 0y, forme une base pour T, M

sa base duale est dxjj—i ., alors la métrique g est donnée par

g= gijdxi ®dr’ = gijdxidacj

2.1.2 Isométrie

Définition 2.1.5. Soit f : M — (N, h) un difféeomorphisme local sur M et h une
métrique sur N. On définit une métrique g = f*h sur M, appelée métrique tirée en

arriere de h par f, en posant, pour tout (u,v) € T,, M

(f*h)m(u, v) = h(dp f (1), dm f(v))
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Définition 2.1.6. f: (M, g) — (N, h) est une isométrie (resp. une isométrie locale)

si seulement si f est un difféomorphisme (resp. difféomorphisme local) et g = f*h.

Exemple 2.1.3. (R", grn) est localement isométrique, mais pas isométrique.

2.1.3 Tenseur de torsion

Définition 2.1.7. Soient M une variété différentiable et V une connexion linéaire
sur M. Le tenseur de torsion associé a V est une application vectorielle C™(M)-

bilinéaire définie par

T: TYTM)xTY(TM) —s I'Y(TM)
(X,Y) —s T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

pour tout X, Y € TY(TM).

Remarques 2.1.1.
1. T est un champ de tenseur de type (1,2),
2. T(X, Y)=-T(Y, X) pour tout X, Y € TY(TM) (T est antisymétrique)

3. La connezion V est dite sans torsion si T =0 (i.e) pour tout X, Y € TY(TM) :
[(X,Y]=VxY —VyX

4. Pour tout x € M, le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire

vectoriel

T, T,MxT,M — .M
(v,w) — (VXY)QU — (VyX)x — [X, Y]x

ou X, Y € TYTM), tel que X, = v et Y, = w indépendamment du choiz de X
etY).
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2.2 Connexion de Levi-Civita

Théoréme 2.2.1. Sur toute variété Riemannienne (M™,g), il existe une unique
connexion linéaire V telle que pour tout (X,Y,Z) € X(M)? on a

1/VxY = VyX +[X,Y], torsion libre(T = 0)

2/Xg(Y,Z) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ), compatibilite avec g

V est appelée connexion de Levi-Civita de la métrique g.

Preuve

Unicité : Si une telle connexion existe, on a

Xg(Y,2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y) = g(vxY,Z)+g(Y,vxZ)+g9(VyZ,X)
+9(Z, vy X) —g(vzX,Y) —g(X,vzY)
= gV, [X, Z]) + g(X,[Y, Z]) + 9(Z, [X,Y]) + 29(Z, Vv X)

parce que
VxZ =X =X, Z], yvZ —vzY =Y, 7], vxY + Uy X = [X,Y]+2 vy X.

On a donc

g(Zv VXY) = % [Xg(YV, Z) +Y9(Z7X) - Zg(X’ Y) - g(Xv [K Z]) - g(Y> [X> Z]) - g(Z’ [XvY])]
(2.1)

ce qui prouve que V/xY est défini de fagcon unique.
Existance : L’identité 2.1 implique qu’il y’a une relation entre les symboles de Chris-

toffel de V et les coefficients de matrice de g

1 ag'k agki agi'
g = — (=2 : 1Y,
2 T = 5o + G + oat)

de cette expression suit la définition des F,’fj en termes des g;;

p 1 9951 Ogu  0Gij\ u,
iy = 5;(8x’ + ori Ozl )9
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Calculs en coordonnées locales

Soit (U, ¢) une carte sur M et (g;;) les coefficients de la métriques g dans la carte on

définit sur p(U) des fonctions

I~ w09  Ogi  Ogij
ko = Kl 9915 _ Y9
! QZg <8xi+8wj axk)

=1

n
ot les coefficients g% sont ceux de la matrice (g;;)~'. On a alors V 2 —, Z i ark

Les fonctions I‘,i-“j sont appelées les symboles de Christoffel de la métrique g dans la

carte (U, ¢).

Remarques 2.2.1.
1. Pour tout (i,7,k), on a Ffj = Fécz

2. (VxY)(m) ne dépend que des T'};(m), de X(m) et de la connaissance de'Y le
long d’une courbe v de M wvérifiant v(0) = m et 7/(0) = X (m).

Exemples 2.2.1.

1. On définit une connezion linéaire ¥V sur R en posant
VxY = szzl Xig_izej’ ou X =>7" Xie; et Y =" Yie;. Cette connexion
vérifie

S) ¢ 0X;

1/VyY = VyX = ) (Xi—2L-Y,
= ox; ox;

ej = [X,Y],

0X; aY;
—7.X. =2
aiL’ZY; Y 31’, )

2/ Zgen(X,Y) = > (%

ij=1

= gre(V2X,Y) + gre(X,VzY)

2. 5t M =R" et g = grn, alors dans la carte (R, Idgn) on a g;; = 6;; et donc
Y, = 0 pour tout (i,4,k). La connexion de Levi-Civita de (R", Idgn) est donc

V.
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Exemple 2.2.1. (Le tore ) : Notre modeéle d’un tore a un rayon majeur ¢ et un

rayon mineur a. Nous considérons seulement le tore annulaire, pour quel ¢ > a

2

Nous utilisons un systéme de coordonnée w, v pour lequel les plans de constante u

traversent 'axe du tore

Nous paramétrons la surface X par

= (c+ acosv)cosu
X(u,v) =< y=(c+acosv)sinu

zZ = asinv

Nous commencons par calculer

1/la métrique induite : Soit go, = dx? + dy* + dz* la métrique Euclidienne sur R3

.
dx = —(c+ acosv) sin udu — a cos u sin vdv
dy = (¢ + acosv) cosudu — asin usin vdv

dz = 0du + a cos vdv

\

(422 = (—(c+ acosv)sinu)?du® + (—a cos u sin v)dv?

dy* = ((c + acosv) cosu)?du? + (—asin usin v)%dv?
dz* = 0du® + (a cos v)*dv?
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Alors, gew = (c+acosv)?du®+a*dv®. La matrice et son inverse sont données par g;; =

(c+acosv)® 0 ] . il = [911 9" ] = [ (C-Hlios-v)Q 0 ]

go1 g22 0 a? g% g 0 ,%2

g1 912 ] o

00 —2acosv(c+acosv) 0
et gijo = 0 ol

les dérivées partielles sont : g;j., = [
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2/ les symboles de Christoffel :

U
Fuu

Fu

uu
u
Fuu
u
Puv
u
Fuv

u
FU’U

Fu

vu

Fu

VU

Fu

vu
u
FU'L)
u
FU’U
u
FU’U
X
FU/LL

v
Fuu

v
FU'L)

v
Fuv

v
Fuv

1
a [g“u (guu,u + guu,u - guu,u) + Guo (gvu,u + gvu,u - guu,v)]
2

1
§[guu(o + 0— O) + O(.gvu,u + gvu,u - guu,v)]

r,,=0

1 uu uv
5[9 (guv,u + guu,v - guv,u) + g (gvv,u + gvu,v - guv,v>]

1
§[guu<o + Guu,w — 0) + O(gvv,u + Gou,w — guv,v)]

asinv

(c+ acosv)

1 un uv
5[9 (guu,v + g'ufu,u - gvu,u) + g (gvu,v + gvv,u - gvu,v)]
1 un
5[9 (guuw +0 - 0) + O(gvu,v + Goou — gvu,v)]
w _ __ Gsinv
u (c+ acosv)
1 U uv
5[9 (guv,v + guv,v - gvv,u) + g (gvv,v + gm),v - gvv,v)]
1 un
5[9 (O + 0— 0) + O(gvv,v + Govw — gvv,v>]
0
1 VU
1.
—sinv(c + acosv)
a
1 VU VU
5[9 (guv,u + guu,v - guv,u) + g (gvv,u + gvu,v - guv,v)]
1 VU
§[O(guv,u + Guup — guv,u) +g (0 +0— 0)]
r,,=0
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3/la géodésique :(voir fig 3.2)

X TEX, X, — 0

pour k=u ona X,+)TEX,X;=X,+T¢ X, X, +T"%X, X, =0,

J

. ij . . .
pour k=v ona Xv—l—ZF’-’inXj:Xv—i—FZuXuXu:O,

1,

Alors
{ 2T i — i — 2esiny_gi
2

9 c+acosvu
. R R _
v+ I u =v+ ;sinv(c+acosv) +u =0,
La solution du systéme est :

Cst

= (c+acosv)?

. + cst®
= —y/— l
! a?(c+ acosw)? *

C’est la solution générale de l’équation géodésique. Pour trouver des géodésiques

réelles, nous devons trouver un paramétrage de la vitesse unitaire de la courbe dé-

finie par u et v
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Exemple 2.2.2. (la sphére S?)
Nous paramétrons la surface X par
x =rcosfsing
X(u,v) =< y=rsinfsinp
z=rcosf
Calculons dx,dy et dz en termes de dr,df et dp nous obtenons
dz? + dy* + d2* = dr* + r*df* + r? sin® pdp* (2.2)

Le long de la sphére r = 1 et donc dr = 0. Ainsi, I'équation 2.2 devient

de? + dy? + dz* = db* + sin® Odp?.

Nous avons, dans les composantes de la matrice et son inverse sont donnée

g11
gij = [
g21

. 911
9= 921

gz | |10
g22 0 sin20
g'? R
922 0 ﬁ
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2/ les symboles de Christoffel :

k 0 _ o o_TY —
donc on a les I'j; sont nuls sauf I'y,, = —sinfcosd et 'y =17, =

1
5[911 (9111 + 9111 — q111) + 912(g12.1 + G121 — G11.2)]

1
5[(0+0—0)+0(0+0—0)]
r2,=0

1

5[911(911,2 + 92110 —ga11) + 912(922,1 + G212 — G122)]

1
5[1(0+0—0)+0(0+2008181H1—0)]

I, =0
Loy 12
5[9 (G122 + G122 — 922.1) + 9 (9212 + 9212 — Go2,2)]
1 .
5[1(O+ 0—2coslsinl) +0(0+0—0)]
—cosfsind
Lo 22
5[9 (G110 + 9111 — 911,1) + 97 (9121 + G121 — G11,2)]
0
Lo 22
5[9 (G121 + 9112 — 912.1) + 97 (922,1 + 21,2 — G12,2)]
1 .
=[0(04+0—-0) 4+ —5=(0+2cosfsinf — 0)]
2 sin” 0
, cosf
21 —

sin 6

cos 0
sin 6
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3/la géodésique Xk + FZX Xj =0, les équations a résoudre sont maintenant,

{ Cg—qf + Fgﬁuo‘uﬁ =0,

du® P a8
S+ Faﬁu u” =0,
En élargissant le premiére, il n’y a qu’un seul terme de connexion non-nul,

0
{ ddLT + F?wu“"u“’ =0,

' _ (4#)2sin 6 cosf = 0,

dar
Pour la seconde,

[0}

du? P 0 P 0,0 —
G tlguru” + Iy u'u? =0,

{ ? 4 lwﬁuo‘uﬁ =0,

du? cos
4wl = 0
dr +eutu sin 6

Laisser les conditions initiales étre Oy = 7,0 = 0,uf = 1;ul = 0. Comme chaque
point et chaque direction de la sphere sont équivalents, il n’y a pas de perte de géné-

ralité dans ce choix. Ensuite, nous avons d’abord

d 0
(%)0 = (uf)?sinfycosfy =0

et u? ne change pas. Pour I'équation ¢, il s’ensuit que

du? cos
T ol 2 —
dr u sin 6

donc u¥est également constante et le vecteur de vitesse est u' = (0,1). Intégrer pour

ae __
{E_O’
dp _
d‘r_]"

alors 0 = 0y = 5 est ¢ = po + 7 = 7. La courbe est donc l’équateur,

trouver la courbe,

(6,¢) = (0,7)
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Nous pouvons caractériser l’équateur comme ['intersection du plan unique normal a
la surface, contenant le vecteur de vitesse initiale. Un tel plan passe toujours par le

centre de la sphere, donc toutes les géodésiques sont donné par de grands cercles.

Définition 2.2.1. (Tenseur de courbure)

Soit M une variété muni d’une connexion linéaire V. On définit le tenseur de cour-
bure, R : TYTM) x TYTM) x TYTM) — THTM), associé a V par : pour tout
X, Y,V e (TM),on a

R(X,)Y)V =VxVyV = VyVxV = VixyV
1. La courbure R est C*°(M) — 3 linéaire
2. R(X,Y)V = —R(Y, X)V pour tout X, Y € TYTM) etV € TY(TM) (antisymétrie)

Définition 2.2.2. Sur une variété Riemannienne (M, g), le tenseur de courbure de
la connezion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Riemannienne.

Le tenseur de courbure Riemannienne s’exprime en fonction des symboles de Chris-

toffel :

R(0;, 0;)0x = > Ri0,

=1
Rij = 0i(T) = 95(Th) + > T3 — T,
m=1

ot, (0;)i=1.nest une base locale de champs de vecteurs sur M.
Proposition 2.2.1. Soit(M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure
Riemannienne R a les propriétés suivantes :
1. R est un champ de tenseurs de type (3,1).
2. g(R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z).
3. g(R(X,Y)Z, W) =g(R(Z,W)X,Y).
4. R vérifie l'identité de Bianchi algébrique
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.
. R vérifie l'identité de Bianchi différentielle, pour VX,Y, Z, W € TY(T M)

[

(VxR)(Y, Z) + (VyR)(Z, X)+ (VzR)(X,Y) = 0.



Chapitre 3

3-Variétés Lorentziennes de Walker

3.1 Meétriques semi-Riemanniennes

Définition 3.1.1. Un tenseur métrique ou métrique semi-Riemannienne sur M |

est une famille des applications g, : T,M x T,M — R (x € M), telle que :
1. Pour tout x € M, g, est une forme bilinéaire symétrique et non-dégénérée.
2. i X, Y e TYTM), la fonction g(X,Y)(z) = g.(X,, Ya) est différentiable.

3. L’indice de g est constant, et noté IndM , c’est-a-dire :
dp € N,Ve € M, Ind(T, M) = p (par rapport g,).

Définition 3.1.2. Une variété semi-Riemannienne est un couple (M,g), ot M est

une variété différentiable de dimension n et g est un tenseur métrique sur M.

Remarque 3.1.1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, alors :
o 0 <IndM < dim M.
e SiIndM =0,(M,g) est dite variété Riemannienne,

e Sip=1etdimM > 2, (M,gq) est dite variété de Lorentz ou variété Lorentzienne.

Définition 3.1.3. Etant donnée une carte (U, ) de (M,g) avec les champs de bases

O1,...,0, associé, on appelle composantes du tenseur métrique les n X n fonctions g;;

1. Soit M une variété différentiable de dimension n.



56 CHAPITRE 3. 3-VARIETES LORENTZIENNES DE WALKER

définies par g;; = g(0;,0;). Localement, si M est munie d’un systéme de coordonnées

locales (z;), alors :

ij=1
Exemple 3.1.1. L’espace Euclidien R™ muni de la métrique :

g:—dm%—...—dxi+dx12)+1+...—l—dx2

n’

noté RY, est une variété semi-Riemannienne, et IndR} = p. Soit ¢; = g(0;, 9;), alors :

—1,si 1=1,p;
€; =
+1,si i=p+1,...,n.

Pour n > 2, Lfespace R} est appelé espace de Minkowski, et si n = 4,R} est dite
espace-temps de Minkowski. Les composantes de la métrique g sont données par g;; =

dij€j, c’est-a-dire :

g = Z 6ij€jdxi X dl’j.

ij=1

Définition 3.1.4. Soitn >2 et 0 < p <n.
1. La pseudo-sphere de RZ“ est définie par :

SZ - {(xb S anrl) S Rn+1| - ?:1 333 + Z?:lerl 33,2 = 1}.

2. Le pseudo-hyperbolique de jofll est définie par :

Hy = {2, o) € R = S 0t + 20 5 0t = —1}
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Exemple 3.1.2. Sur la pseudo-sphere :
S? = {(z1, 72, 73) ER?| — 2]+ 25+ 15 =1}
de R3, on considére la paramétrisation :
x1 = sinh «

ZTo = cosha sin 8

x3 = cosha cos f.

La métrique g = —dz? + da3 + do? de R3 induit sur S? une métrique semi-
Riemannienne h, soit 0, et O les champs de vecteurs de bases associé a cette pa-

ramétrisation, les composantes de la métrique h sont données par :
hu = g(aa,ﬁa) = —1, hlg = g(aa, 85) = 0, h22 = 9(85,85) = COSh2 «,

¢’est-a-dire h = —do® + cosh? ad32.

Si on consideére une nouvelle paramétrisation dans S?

Ilzt
Ty = \V/t2 4+ 1cosl
x3 = Vt? 4 1sind,

alors la métrique h associée a cette derniére paramétrisation est donnée par :

—1

h =
t2+1

dt* + (£* + 1)do?

Exemple 3.1.3. On considére sur la pseudo-sphére :
S = {(x1, w2, 23, 14) ERY — 2% + 22 + 22+ 22 =1}
de RY, la paramétrisation suivante :
1 = sinh o
29 = cosh asin 8

x3 = cosh a.cos B sin

x4 = cosh acos (3 cos .
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R} induit sur S? une métrique semi-Riemannienne h, donnée par :

h = —do® 4 cosh? o df? + cosh? a cos? Bdr?

3.1.1 Variétés Lorentziennes

Définition 3.1.5. Une variété Lorentzienne est une variété différentiable M, munie
d’une métrique Lorentzienne g (g est C(M)-bilinéaire, symétrique et non-dégénérée
de signature (—, +,...,4) c’est-a-dire IndM = 1).
Définition 3.1.6. Un vecteur tangent v a (M, g) en p est :

1. de type espace si g(v,v) >0 ou v =0,

2. nul st g(v, v) =0 et v #0,

3. de type temps si g(v, v) < 0.

Exemple 3.1.4. Soit R = (R? g = da* — dy?) et soit v = (z,y) € T,Ri(p € R?),
alors g(v,v) = 2% — y? (le signe + varie)[voir fig 2.5)

16 2.8

Exemple 3.1.5. Soit R} = (R?, g = —da? + dy* + d2?), et soit v = (x,y,2) € T,R}
(p € R3), alors les vecteurs tangents de type espace, nul et type temps sont présentés

comme suit :(voir fig 3.5)

g, vV) =0 <= —2*+y*+22=0
— 2?=9y>+ 22
— x=+Vy?+ 22
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kEvu)y=x +y —z =0 ot

Type espace Type temps Type lumire

I1G 2.3

Définition 3.1.7. Une wvariété Lorentzienne (M, qg) est dite temps-orientable s’il

existe un champ de vecteurs X € TY(TM) de type-temps, c’est-a-dire :
9( X, X)) < 0,Vr € M.
(voir fig /.3)

Exemples 3.1.1.

1. R} est une variété Lorentzienne temps-orientable, avec :

X=—, g=—da]+das+... +da’.

2. La pseudo-sphere S? de R est une variété Lorentzienne temps-orientable.
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Exemple 3.1.6. Soit M =R avec g = —dx} — ... —dal+dal, +...+dx2, alors :

gij = dije;, € = .
T T4, pr1<i<n
Remarquant que les fonctions g;; sont constantes, d’apres la définition de coefficients

de Christoffel, on a Ffj =0 pour tout i, 5,k =1,...,n.

Exemple 3.1.7. L’espace euclidien (M,g) = (R™,0) ou § désigne la métrique Eucli-
dienne
§ = dyda'ds? = (dzy)* + ... + (dx,)?

est une variété Riemannienne.

Définition 3.1.8. Soient (M, g) une variété Lorentzienne, p € M et X € T,M.
Alors on dit que X est

(1) un vecteur de type espace si g(X,X) > 0,

(2) un vecteur de type temps si g(X,X) <0,

(3) un vecteur nul ou de type lumiére si g(X,X) = 0.

3.1.2 Espace de Minkowski E}

Définition 3.1.9. L’espace de Lorentz-Minkowski de dimension 3 est un espace mé-

trique B3 = (R3, <, >)ou la métrique <, > est
< u, v >=ugvy + Ugg — Uzvz, u = (uy, ug, uz),v = (v1, Ve, V3)

qui est appelé la métrique lorentzienne de dimension 3.

Nous utilisons également la terminologie de ’espace de Minkowski et la métrique de
Minkowski de se référer l'espace et la métrique, respectivement. La métrique lorent-
zienne est une métrique non-dégénérée d’indice 1. L’espace vectoriel R prend égale-
ment en charge la métrique euclidienne, qui seront désignés par <,>.. On écrit l’es-

pace euclidien a 3 dimensions E3 = (R?, <, >.) est un l'espace de Lorentz-Minkowski

Définition 3.1.10. Un vecteur v € E est dit :

1. wecteur de type espace st < v,v >1>0 ou v =0,
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2. wecteur de type temps si < v,v >1< 0
3. wvecteur de type lumiere si < v,v >1=10 et v # 0.

Le cone lumicre de E3 est [’ensemble de tous les vecteurs lumicre de E3
C={(r,y,2) € B3: 2% +y* - 22 =0} — {(0,0,0)}
L’ensemble des vecteurs de type temps est
T ={(z,y,2) € E}: 2? +¢* - 22 < 0}
Les deuzx composantes T et C' sont connezes.

Définition 3.1.11. Soit U C R3 un sous-espace vectoriel, on a la métrique induite
<, >y telle que
<u,v >p=<u,v > uv el
On a trois types de La métrique de U :
1. La métrique est définie positive alors U est appelé type espace.
2. La métrique a ["indice 1 alors Uest dit de type temps.

3. La métrique est dégénéré alors Uest appelé lumiére.

Le caractére causal d’un vecteur ou un sous-espace est la propriété d’étre de type
espace, type lumiere ou type temps. On a quelques caractérisations et propriétés de la

causalité d’un sous-espace de E3

Proposition 3.1.1. Soit U un sous-espace vectoriel de E3, on a
1. dim(U*) = 3 — dim(U).
(UhHt =U.

si U est non dégénéré, alors Urest un sous-espace non dégénéré.

U est de type temps (resp. de type espace, lumiere) si et seulement si Utest de
type espace (resp. de type temps, lumiére).

5. Siv est de type temps ou de type espace alors E3 = spanv & spanv+
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En comparant avec espace euclidien E3 l'existence de vecteurs lumiére et type

temps donnent les propriétés suivantes :

Proposition 3.1.2. Soient u,v € E3, alors on a :

1. 8t u,v deux vecteurs lumiére sont linéairement indépendants si et seulement

st <u,v>=0.

2. Siu et v sont deux vecteurs de type temps ou lumiere avec < u,v >= 0 alors

ils sont des vecteurs lumiere.
3. St u et v sont deux vecteurs de type temps alors < u,v >=# 0.
4. Si U est un sous-espace lumiere alors dim(U NUL) = 1.
Proposition 3.1.3. Soit P un plan vectoriel de E3. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
1. P est un sous-espace de type temps.
2. P contient deux vecteurs de type lumiére linéairement indépendants.

3. P contient un vecteur de type temps.

Proposition 3.1.4. Soit U un sous-espace vectoriel de E3. Les propriétés suivantes

sont équivalent :
1. U est un sous-espace lumaiére.
2. U contient un vecteur lumiére mais pas un type temps

3. UNC =L —{0} et L un sous espace vectoriel de dim L = 1.

Proposition 3.1.5. Soit P un plan vectoriel E3. On note par ne le vecteur orthogonal
par rapport a la métrique euclidienne. Alors P est un plan de type espace (resp. temps,

lumiére) si et seulement si n. est un type temps (resp. de type espace, lumiére).

Preuve

Si P={(z,y,2) €R®:ax + by +cz =0}
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alors 7, est proportionnelle le vecteur (a, b, ¢). On écrire P comme
P=(z,y,2) € R®:ax + by — (—¢)z = 0 = Span(a, b, —c)*

Le caractére causal de (a,b, —c) est le méme que n. et proposition 3.1.1 prouve le
résultat.

On définit la norme (ou module) d’un vecteur

Définition 3.1.12. Soit u € E3, la norme de u est
lull = VI < w,u>|
Le vecteur u est appelé unitaire si : ||u|| = 1.

Proposition 3.1.6. Si P = Spanv* est un plan de type espace, alors

[vlle = o]

Preuve
11 suffit que ||v]| = 1. On suppose 7, = (a,b,c) et a® + b2+ 2 =1

(a,b, —c)

v=+—- - ‘7
C2_a2_b2

La norme euclidienne |v|, est

o @04 1
‘/U‘ 2 2 - > 1
c2—a?2—-b c2—a?2-0h

e

Car * —a* —b*=1-2(a*+b*) <1

Définition 3.1.13. Soient u,v € E3 le produit vectoriel Lorentzienne de u et v est

lunique vecteur désigné par u X v qui satisfait
<u xv,w >= det(u,v,w) (3.1)

ot det(u,v,w) est le facteur déterminant de la matrice obtenue en placant des co-

lonnes les coordonnées des trois vecteurs u,v et w par rapport a B,.
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La bilinéarité de la métrique assure [’existence et ['unicité de ce vecteur u X v, En
prenant 3.1 chacun des vecteurs E; de B,, nous obtenons l’expression de u X v en

coordonnées par rapport a B,

- = =
1 7 —k
UXV=| U Uy Us
U1 V2 U3

Par conséquent, si on note u X v le produit vectoriel euclidien, alors u x v est le reflet

de u X, v par rapport au plan d’équation z = 0.

Définition 3.1.14. Notons que si u et v sont deux vecteurs non dégénérées, alors
B = u,v,u x v est une base de E}. Mais contrairement a l'espace euclidien, le carac-
tére causal de u et v détermine st la base est ou non orienté positivement. Fxactement,
st u, v sont de type espace, alors ux v est de type temps et B est orienté négativement
parce que det(u,v,u X v) = (u X v,u X v) < 0.

Siu et v ont un caractére causal différent, alors B est orienté positivement. La norme
de u dans E3 est noté par ||ul|y = /< u,u >1. Les vecteurs u et v sont orthogonauz
st < u,v>1=0.

3.1.3 Courbes dans I’espace de Minkowski

Dans cette partie, nous développons la théorie du triedre de Frenet pour les courbes
en E$. Une courbe (lisse) est une application différentiable o : I C R — E ou I est
un intervalle ouvert. Nous disons aussi que « est une courbe paramétrée. Une courbe

est dite réguliére si o/ (t) # 0 pour tout ¢ € I.

Théorie locale des courbes

Soit a : I — E3 une courbe réguliére. Si t € I, Pespace tangent T s’identifie avec R
et la carte différentielle (da); : T, =R — T,E} = R? est

(da)(s) = dii|u:00z(t +su) =s-d(t).
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Ainsi la carte linéaire (da); est une homothétie de R a R® donnée par t — s-/(t). Ici
nous identifions (da); par o/(t), ou en d’autres termes, si 9/0t est le vecteur tangent

unitaire sur 7}/, alors
0
do)(=) = d'(t).
(da)u(5)) = (1)
Nous dotons maintenant R?® de la métrique lorentzienne (,). Sur I nous considérons

la métrique induite de E? par la carte o qui convertit

Q. (Iaa*<v>) — E? = (R37 <7>)
ou si nous prenons la base 00t dans T;1,

0" (el ) = (1), (1)

Pour classer la variété (I, a*(,)) et comme [ est une variété unidimensionnelle, nous

devons connaitre le signe de (/(t),a/(t)). Ainsi
L. si(o/(t),d/(t)) >0, (I,a*(,)) est une variété riemannienne.
2. si (/(t),d/(t)) < 0,(I,a*(,)) est une variété lorentzienne, c’est-a-dire que la
métrique induite est non dégénérée avec l'indice 1.
3. s (d/(t),d/(t)) = 0,(I,a*(,)) est une variété dégénérée. Cette classification

justifie la définition suivante.

Définition 3.1.15. Une courbe o dans E3 est dite de type espace (resp. type temps,
lumiére) en t si o/(t) est un vecteur de type espace(resp. type temps, lumiére). La
courbe «v est de type espace (resp. type temps, lumiére) si elle est de type espace (resp.
type temps, lumiére) pour tout t € I.

En particulier, une courbe de type temps ou lumiere est régulicre. Nous rappelons
qu’une courbe en E3 peut ne pas étre de l'un des types ci-dessus. Cependant, la condi-
tion de type espace (ou type temps) est une propriété ouverte, c’est-a-dire que si av est
de type espace (ou type temps) si 4ty € I, il existe un intervalle (to — 0, to + 0) autour
de ty o « est de type espace (ou type temps) : si aty € I on a ((ty),a/(to)) # 0, la
continuité assure l'existence d’un intervalle autour de ty ot (o/(t),a/(t)) a le méme

signe qu’a t =ty
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Exemple 3.1.8. 1/nous considérons la courbe

t2
a : R— E? a(t) = (cosh(t), E,Sinh(t))

avec

o' (t) = (sinh(t), t, cosh(t)

a est une courbe réguliere et (o/(t),a(t)) = t* — 1 la courbe de type temps dans
Uintervalle (—oo, —1) U (1, 00), est de type espace dans lintervalle (—1,1) et lumiére
sur {—1, 1},

Exemples 3.1.2.

2/Considérons des courbes planes, c¢’est-a-dire des courbes incluses dans un plan affine
deR? et nous étudions son caractére causal :

a/ La droite a(t) = p + tv,p,v € R3 v #£ 0. Cette courbe a le méme caractére causal
que le vecteur v.

b/ Le cercle a(t) = r(cost, sint,0) est une courbe de type espace incluse dans un plan
de type espace de |’ équation z = 0.

c/ L’hyperbole a(t) = r(0, sinht, cosht) est une courbe de type espace dans un plan
de type temps de l’équation x = 0.

d/ L’hyperbole a(t) = r(0,cosht, sinht) est une courbe de type temps dans un plan
de type temps de [’équation x = 0.

e/ La parabole oft) = (t,t*,t*) est une courbe de type espace du plan lumicre de

I’équation. y — 2z =0

Exemples 3.1.3. 3/0n considére les courbes spatiales.

a/ L’hélice a(t) = (rcost,rsint, ht), h # 0, de rayon r > 0 et de pas 2wh. Cette courbe
est incluse dans le cylindre de 'équation x* + y* = r%. Sir?> > h?(resp. 1> — h? <
0,7% = h?), a est une courbe de type espace (resp.de type temps, lumiéere).

b/ Soit a(t) = (ht,rsinht, rcosht), h# 0, r > 0. cette courbe est de type espace et
incluse dans le hyperbolique cylinder de léquation y? — 2° = —r2.

c/ Soit a(t) = (ht, rcosht, rsinht), h #0, r > 0. Lei si h2—r* > 0 (resp. < 0,=0),
est une courbe de type espace (resp.de type temps, lumiére). De plus, la courbe o est

incluse dans Uhyperbolique cylindre de l’équation y* — 2* = r?



3.2 Variété de Walker 67

3.2 Variété de Walker

Dans ce section, nous donnons la définition d’une variété de Walker et d’une variété
stricte de Walker. Ensuite, nous étudions leurs connexions et leurs tenseurs de cour-
bure. Soit M une variété semi-Riemannienne et T (M) = V; @ V, ou V; et V4 sont
des sous-groupes lisses, appelés distributions. Ceci définit deux projections complé-
mentaires met my de T(M) sur Viet V5. On dit que V; est une distribution paralléle
si Vm; = 0. De maniére équivalente, cela signifie que si X; est un champ de vecteur
lisse prenant des valeurs dans V;, alors VX, prend également des valeurs dans V;.
Dans le cadre de Riemann, nous pouvons prendre V, = V4= pour étre le complément
orthogonal de V) et ensuite V5 est & nouveau parallele. Si M est semi-riemannien,
alors V; N V5 n’est pas forcément trivial. On dit que V; est une distribution paralléle
nulle si V] est paralléle et si la métrique induite sur V; s’annule identiquement. Une
variété est appelée une variété de Walker si elle admet une distribution paralléle nulle
et elle est appelée une variété strictement Walker si cette distribution est engendrée

par un vecteur nul [16, 21].

Définition 3.2.1. Une Variété de Walker de dimension 3, (M, gyr) est une variété
Lorentzienne de dimension 3 admettant un champ de ligne paralléle dégénéré avec les

coordonné local (z,y,z) ou le tenseur métrique est exprimé

0 0 1 —f 01
gr=10 € 0 avec linverse g;l =10 e 0
10 f 1 00

pour certaine fonctions différentiables f(x,y, z) définies sur la variété M et e = £1.
Tout au long de ce travail nous prendrons ¢ = —1. Notez que la variété de Walker
(M,g¢) a la signature (2,1) si e = 1 et (1,2) si e = —1 et est Lorentzienne dans
les deux cas. Dans ce manuscrit M est supposé étre un variété de Walker en trois

dimensions.

3.2.1 Produit vectoriel

Nous avons défini le produit vectoriel lorentzien. Nous allons maintenant définir le

produit vectoriel pour le cas particulier, c’est- a-dire que la métrique est une métrique
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de Walker g;. Soient u, v € M. Le produit vectoriel de u et v, u X v, est le vecteur

unique satisfaisant

w1 W2 W3
(uxwv, w)y=det(u, v, w)=| u; uy us | (3.1.1)

U1 V2 Vs

ou w € Fy, Fy, F3. Nous obtenons le vecteur de produit comme :

u X v = (uvg — ugvy — (Ugv3 — ugve) f, U V3 — U3V, UsU3 — UgVa). (3.1.2)

Maintenant, nous pouvons construire un cadre orthonormé sur (M, gy).

soit u = (0,1,0) et v = (0,0, \/ﬁ) Alors u x v = (—+/f, 0, \/L?)

3.2.2 Connexions de Levi-Civita

Proposition 3.2.1. Nous pouvons calculer les symboles de Christoffel en utilisant la

formule suivante :

i o— lzgiz(agm i 991 _ agjk) (3.2)

L) — oxJ — Oxk ox!

Vo, 0y = Y THop(1 <i,j <n) (3.3)
k
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et nous trouvons les symboles de Christoffel non-zéro possibles d’une métrique de

Walker gy comme suit,

S
1—‘13 -

Preuve

1
Il o=
3]. 2f )
1
P;Q = §fy7
1
SUH F1)
1
§fya
1

— T

En utilisant 3.2, nous établissons les symboles de Christoffel comme suit.

n

1 dgu g1 Og11
1 4 1 _

M = 2;‘(] (856 + ox &Ul)
1y dgui | dgu Ogn I
_29(8$+85£ ax) 29

L 13,0913  Og1is  Ogu
59 (8:70 * ox 02)
=0
5’931 3911 0913
Fi?’ - Z 82 81;’)
-1
_ 1 4 dg31 dg11 913
_29(6x+8z (?:E) 29
1 13,0933  Ogiz  Ogus
2 (895 * 0z 87:)
1
= _fx~

2

0g12 _ 8911)
ox dy
0912 - 5913)
0z dy
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De méme, nous pouvons calculer tous les composants F;»k des symboles de Chris-

toffel et trouver comme indiqué ci-dessus. Maintenant, comme nous connaissons les
symboles de Christoffel, nous pouvons calculer les composants de la connexion Levi-
Civita.

Théoréme 3.2.1. Les composantes non nulles possibles de la connexion Levi-Civita

de toute métrique gy sont :

1
vazaz = §fza’p

1
VB az = §fya:c

1 1 1
Vo, 0, = §<ff”” + f.)0, + éfyay — §fx(9z.

Preuve

Aprés un calcul simple en utilisant 3.3 et la proposition (3.2.1),

Vo,0u = Y Ik
k

= I',0,+T30,+ 13,0,
= 0

Vo, 0. = > Tho
k

= T30, + 11,0, + 3,0,

1
De méme, nous pouvons trouver tous les composantsV,0; de la connexion Levi-Civita

de gy comme indiqué ci-dessus .
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3.2.3 Géodésique sur les Variétés de Walker

Remarque 3.2.1. Dans ce qui suit, nous discuterons les courbes géodésiques d’une
3-variété de Walker en mettant l’accent sur les courbes a composante constante ou
linéaire .

Rappelons qu’une courbe v dans M est dite de type temps(respectivement type espace,
type lumiére) a t si~y'(t) est un vecteur de type temps (respectivement de type espace,

de type lumiére) pour toust € I. [5]

Exemple 3.2.1. Considérez les courbes de plan dans (M, gys), L’hyperbole v(t) =
r(cosht,sinht,0) est un courbe de type temps, trouvant dans le plan de la lumiére

défini par z = 0.

Preuve

Soit ¥/(t) = r(sinh ¢, cosht, 0).

Nous calculons :

('(t),'(t)) = (rsinhtdx 4 r cosh tdy, r sinh tdx + r coshtdy) = r?sinh®t(dx, dz) +
r?sinh ¢ cosh t(0x, Oy) + r? cosh t sinh t(Jy, Ox) + r? cosh® t(y, Dy) Avec

g(0z,0z) = 2dx(0x)dz(0z) — dy(0x)dy(0zx) + fdz(0x)dz(0z) =0
g(0z,0y) = 2dx(0x)dz(0y) — dy(0x)dy(Jy) + fdz(0x)dz(dy) =
g(0y,0x) = 2dz(0y)dz(0x) — dy(0y)dy(0z) + fdz(0y)dz(0x) =0
9(0y,0y) = -1

Donc (7/(t),7/(t)) = —r? cosh?¢

Ce qui est négatif pour tout ¢ € R. Par conséquent, I’hyperbole v est de type temps.
La métrique induite sur le plan z = 0 est gf|,—o = —y, donc elle est dégénérée. Par
conséquent, le plan représenté par z = 0 est un plan de type lumiére et la courbey se
trouve la-dessus

La géométrie euclidienne n’a pas de courbure et donc une ligne droite est le plus
court chemin entre deux points de la géométrie euclidienne. Cependant, en Relativité

Générale, 'espace est courbé par la masse. Une géodésique est la notion de droite
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a l'espace courbe, de sorte qu'une géodésique est (localement) le plus court chemin
entre les points de 1’espace.
Rappelons qu'une courbe v : I — M sur une variété semi-Riemannienne M est

appelée géodésique si /() = V,7/(t) = 0.

Corollaire 3.2.1. Soit v(t) étre une courbe définie sur U C M avec les fonctions
de coordonnées v1(t),y2(t),v3(t).y est une géodésique de M si et seulement si ses

fonctions de coordonnées 7y satisfont

+Z d%’%:

dt2 dt dt

pour k = 1,2, 3. Il s’ensuit que les équations géodésiques d’une variété tridimension-
nelle de Walker (M, gf) sont

2

LG+ L@ LR s+ L) (F) =0,
2

2. + 31§ =0,

3. d?y3 2fx(d73) =0,

d¢2

<0, 7 estde type temps
4.9, 9) =4 0, v estde type lumiére
>0, ~ estde type espace
Pour un f arbitraire,
(i) Si nous avons une courbe avec ~; constante, la courbe y(t) = (¢, 72, 73) satisfait

aux équations suivantes : 7 est une géodésique sur M
dye d d
L fy @@+ (et L)) =0,
d2 d
2. G5+ ny( L2 =0,

2
3.9 —1f, (412 =0,

<0, 7 estdetype temps
4.y, 4" = —(di) + f(di) =4 0, v est de type lumiére
>0, v estde type espace
(ii) Si nous avons une courbe avec 7, constante, la courbe y(t) = (y1, ¢, 73) satisfait

aux équations suivantes : 7  est une géodésique sur M



3.2 Variété de Walker 73

2
L@+ LG 3+ (e )G =0,

2. 35,()? =0,

d? 1 d
3. dtzs - §fx(%>2 = 07

<0, = estdetype temps
4.0y, ) = 2%% + f(d—gf)Q =14 0, ~ estde type lumiére
>0, = estde type espace
Notez que, si % # 0, alors il résulte de (2) que f, =0 et ainsif = f(z, 2).
(iii) Sinous avons une courbe avec 3 constante, la courbe () satisfait aux équations

suivantes : v est une géodésique sur M

d2~;
L =0,
d?vs _
2. 582 =0,
d?vys
3. 7 =0.

la courbe est de la forme : v = (agt + ag, bit + by, C).

<0, 7 estdetype temps
0, v est de type lumiére

4. <’)/7 7/> = _b% = {

v(t) = (aqt 4+ g, bit + by, ¢) est une géodésique de type temps by # 0. si
by =0, v(t) = (a1t + ag, be, ¢) est une géodésique de type lumiére dans M.

Corollaire 3.2.2. Toute droite y(t) = p + tv avec p,v € M et v = (vy,v2,0) est une
géodésique dans la variété (M, gy) avec un f arbitraire et son caractére causal est le

meéme que v.
Preuve
Soit () =p+tv et v = (v1,02,0).
Y =v = (v1,0,0).

Donc v a le méme caractére causal que v. De plus, y(t) vérifie les équations

géodésiques pour tout f.
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Corollaire 3.2.3. Soit (M, gs) une variété de Walker. S’il existe une courbe géo-
désique de la forme y(t) = (11(t),va(t), 1t + c2) dans M ou ¢y # 0, alors M est

strictement une variété de Walker. De plus, si o est également linéaire par rapport a
t, alors f = f(2).
Preuve

Soit y(t) = (7(t),72(t), c1t + c2) soit une géodésique dans M, ot ¢; # 0. Alors ~y

vérifie les équations géodésiques :

d*n dyy dy, 1,
ds2 +lewg+clfyg+§c1(ffm+fz) =0 (3.4)
dQ’}/Q 1 2
ds2 + §ley =0 (35)
L,
- iclfx =0 (36)

Puisque ¢; # 0, f, = 0 suivi de 3.6. Ainsi, f = f(y, 2), c’est-a-dire que M est stricte-
ment une variété de Walker.
Pour la seconde partie, soit v(t) = (71(t), b1t + ba, 1t + o). Alors v/ = (y1/(t), by, ¢1)

et les équations géodésiques deviennent :

d271 Mmoo, 1,
1 2
§ley =0 (3.8)
1 2
—54f=0 (3.9)

Il résulte de 3.8 et 3.9 que; f, = f, = 0. Donc f = f(2).
Pour la troiséme partie, soit y(t) = (ait + ag, byt + ba, c1t + ¢2). Alors 4/ = (ay, b1, ¢1)

et les équations géodésiques deviennent :
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e fuar + 5 fut £ =0 (3.10)
1 2
~3f,=0 (3.11)
2
— 1c2f =0 (3.12)
2 '

Il résulte de 3.10, 3.11 et 3.12 que; f, = f, = f. = 0. Donc f = 0.
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Conclusion

1/ Toute droite avec une troisiéme composante constante est une géodésique sur une
variété de Walker dont la causalité dépend de sa seconde composante.
2/ L’existence d’une géodésique dans une variété de Walker avec une troisiéme com-

posante linéaire implique que la variété est stricte.

Perspective

Etude des équations de surfaces minimales sur les variétés de Walker en trois dimen-
sions, avec un intérét particulier sur les surfaces qui sont représentées par le graphe

d’une fonction lisse.
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