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Introduction

La géométrie différentielle est une continuité du calcul infinitésimal, elle permet d’étudier

grâce aux techniques du calcul différentiel une nouvelle famille d’espaces topologiques

appelées ”variétés différentiables ”. Le calcul différentiel permet d’étudier l’évolution d’un

phénomène au voisinage d’un instant donné (sa vitesse, son accélération) lorsque celui ci

décrit une portion d’un espace dans lequel on a une structure d’espace vectoriel normé.

Notre but est de montrer qu’on peut faire de l’analyse mathématique en dehors des

espaces qui n’admettent pas de structure d’espace vectoriel normé. Plus encore, nous

pouvons mesurer des portions de la terre, nous nous déplaçons entre les villes, les pays,

on peut décrire presque toutes les régions du globe terrestre d’une manière adéquate, en

utilisant un petit livre, appelé atlas, formé d’un ensemble de cartes, qui sont des ouverts

du plan R2. Ici, chaque point du globe peut être représenté dans une carte. En s’inspirant

de la cartographie, on définit une variété différentiable de dimension n (n ∈ N) par un

atlas qui est un ensemble d’ouverts de Rn appelés cartes. H. Poincaré a saisi l’importance

du concept d’une variété différentiable, il s’est arrêté sur les changements de cartes d’un
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atlas. C’est Whitney (en 1944) qui a réglé définitivement ce problème ; c’est dans les

changements de cartes où réside la notion de variété différentiable [7, 24, 23].

Pour se déplacer entre divers villes de notre planète terre, on choisit assez souvent

les chemins les plus courts (géodésiques), ces trajectoires ne sont pas des droites. La

formulation géométrique de ces notions a conduit à introduire des métriques sur des

variétés différentiables (variétés riemanniennes), et par la suite, à des modèles non

euclidiens :

1. Modèle de Riemann : La sphère S2 (munie de la métrique induite par le produit

scalaire habituel de l’espace R3) admet pour géodésiques les grands cercles.

2. Le problème cosmologique : L’univers (espace-temps) est une variété différentiable

de dimension 4. Le problème cosmologique consiste à déterminer la forme globale de

cette variété, ainsi que les structures diverses exprimant la distribution et l’évolution de

l’énergie. Dans sa théorie de la relativité générale, A. Einstein représente le potentiel

gravitationnel, donc les distributions des masses, par une métrique locale d’espace temps.

La géométrie locale de l’espace-temps (en particulier les géodésiques, donc les rayons

lumineux qui sont des géodésiques particulières) est ainsi déterminé par la distribution

de masses, les Γkij de la connexion associée représentant la magnitude de la force

gravitationnelle.

L’étude des métriques indéfinies a donné naissance à la géométrie pseudo-Riemannienne

(aussi connu sous le nom de semi-Riemannienne) géométrie qui a montres valeurs dans

beaucoup d’applications en particulier dans des contextes physiques tels que la relativité

générale et la théorie des cordes [14, 3]. Étonnamment, il semble qu’une partie de

l’univers peut même être représentée par les modèles établis via la géométrie Lorentzienne

qui représente un cas particulier de géométrie pseudo-Riemannienne. Plus explicitement,

les variétés Lorentziennes sont des variétés lisses qui sont fournies avec la métrique

Lorentzienne, c’est-à-dire une métrique pseudo-Riemannienne avec signature (1, q). Ces

variétés sont exploitées comme modèles cosmologiques pour prédire les phénomènes se

produisant sur l’échelle des planètes tels que le Big Bang et l’expansion de l’univers [3].

Le lemme fondamental de la géométrie Riemannienne ou pseudo-Riemannienne affirme

qu’une métrique g non dégénérée détermine une connexion symétrique compatible unique,

appelée connexion de Levi-Civita. Néanmoins, il est possible que plusieurs métriques
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engendrent la même connexion. Cette non-unicité est étudiée pour les métriques de

signature arbitraire et pour les métriques de Lorentz, il apparaît que cela provient soit

d’une décomposition de Rham-Wu, soit d’un champ de vecteur nul parallèle. Il est

bien connu que l’existence d’un champ de ligne parallèle sur une variété Riemannienne

donne lieu à une décomposition locale de la variété en tant que produit direct. Cette

propriété s’étend aux variétés semi-Riemanniennes chaque fois que le champ de ligne est

non dégénéré, c’est-à-dire, qu’il est traversé par un champ de vecteur défini localement

non-nul. Cependant, les conséquences géométriques de l’existence d’un champ de ligne

dégénéré parallèle ne sont pas encore bien comprises. Une motivation supplémentaire

pour étudier l’influence d’un champ vectoriel nul parallèle provient de la non-unicité

de la connexion de Levi-Civita dans le cadre semi-Riemannien. De plus, les différentes

métriques Lorentziennes non décomposables localement peuvent avoir la même connexion

Levi-Civita si et seulement s’il existe un vecteur nul parallèle sur le collecteur. Une de ces

variétés intéressantes sont les variétés pseudo-Riemanniennes qui admettent un champ

de ligne dégénéré parallèle. Ils apparaissent naturellement dans de nombreux contextes

physiques divers. Walker a étudié ces variétés et en 1950, il a décrit leur structure locale

en dérivant une forme canonique [2] qui a joué un rôle central pour d’autres investigations

[16, 21, 11]. Motivé par son travail, une variété semi-riemannienne qui admet un champ

de ligne dégénéré parallèle s’appelle un collecteur de Walker.

Notre travail s’articule autour de trois points essentiels :

1er chapitre : Il est consacré au rappel des notions de base essentielles à la compréhension

de la géométrie différentielle.

Il donne le cadre mathématique très détaillé, dans lequel se place ce document. Nous

définissons la notion de champs de vecteurs, de connexion linéaire, de transport parallèle

et les opérations classiques qui y sont associées au calcul de la dérivée covariante, citons

les géodésiques.

2eme chapitre : On introduira les notions fondamentales de métrique Rieman-

nienne, connexion de Levi-Civita sur une variété Riemannienne, tenseur de courbure et

géodésique.

3eme chapitre : Il constitue le coeur du travail où nous développons avec beaucoup
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de détails l’objectif essentiel qui consiste à étudier les géodésique sur les 3-variétés de

Walker. Dans la section 1, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base de

la géométrie semi-Riemannien, en particulier la géométrie Lorentzienne. Nous définissons

l’espace métrique Lorentzien E3
1 et le caractère causal des vecteurs tangents et des

sous-espaces. Tout vecteur non nul v dans l’espace tangent de M est dit être temporel

(respectivement espace, lumière) si g(v, v) < 0 (respectivement g(v, v) > 0, g(v, v) = 0).

Dans la section 2, nous introduisons les variétés tridimensionnelles de Walker, c’est-à-dire

une variété Lorentzienne tridimensionnelle admettant un champ de ligne dégénéré

parallèle. Les variétés Walker sont décrites en termes de coordonnées locales x, y, z et

une fonction de définition f = f(x, y, z). Si la variété est stricte, alors elle peut être

caractérisée par f = f(y, z). Nous calculons, ainsi, les connexions et les courbures d’une

variété tridimensionnelle de Walker arbitraire. Enfin, dans la dernière partie, nous nous

intéressons aux géodésiques d’une variété de Walker tridimensionnelle (M, gf ), en particu-

lier celles à composante constante ou linéaire. Supposons que γ(t) = (γ1(t), γ2(t), γ3(t))

est une courbe dans (M, gf ), nous prouvons que les droites sur M avec une constante γ3

est une géodésique dans M et son caractère causal dépend de sa seconde composante,

c’est-à-dire que si γ2 est constant, alors γ est une géodésique de type lumière ; si elle

n’est pas constante, la courbe est une géodésique temporelle. De plus, nous établissons

que s’il existe une géodésique dans M avec une troisième composante linéaire, M est

une variété strictement Walker. Dans une variété strictement de Walker, si γ est une

géodésique, alors γ3 est soit constant soit linéaire. Nous montrons aussi que toute variété

de Walker de dimension trois est géodésiquement complète.



Chapitre 1

Généralités

La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel qu’on sait dé-

finir sur Rn. Pour cela, nous allons introduire des objets mathématiques qui ressemblent

localement à Rn, afin d’y transférer ce que nous savons déjà y faire (i.e. continuité,

dérivabilité, vecteurs, applications diverses...), mais qui globalement ne seront pas topo-

logiquement identiques à Rn. De tels objets nous sont familiers dans R3 : une sphère,

un tore, un cylindre, une selle, une nappe... ressemblent localement à R2. Nous voyons

toujours ces objets comme sous-ensembles de R3. Ce que nous allons définir ne peut a

priori pas être vu comme sous ensemble d’un Rn. Nous voulons en donner une définition

intrinsèque, que nous appellerons variétés, sans faire référence à un espace plus grand.

Nous sommes dans la situation d’habitants d’une sphère qui voudraient définir leur habitat

sans connaître ni se référer à R3. Un habitant d’une sphère, s’il était mathématicien, se

rendrait compte que localement (et seulement localement) son habitat ressemble à un

ouvert de R2. C’est cette propriété qui va être à la base de la construction des variétés.

Nous allons recoller ensemble des ouverts de Rn. Globalement, nous n’auront pas néces-

sairement Rn, mais localement, nous aurons à notre disposition tout ce que nous savons

faire sur un ouvert de Rn.
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1.1 Variétés Différentiables

Définition 1.1.1. Soit M un espace topologique 1, une carte de dimension n sur M
est un couple (U,ϕ) formé de

1. un ouvert U ∈M ;

2. un homéomorphisme ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn.

L’ouvert U est le domaine de la carte. Pour p ∈ U , ϕ(p) = (x1(p), ..., xn(p)) ∈ Rn

qu’on appelle une fonction coordonnées.

Un point de M peut appartenir à deux domaines différents correspondant à deux
cartes (U,ϕ) et (V, ψ). Un ensemble de cartes locales (Ui, ϕi)i∈I tel que la réunion des

Ui soit M tout entier est appellé atlas de la variété. On dira alors que (Ui)i∈I est un
recouvrement d’ouverts de M . A priori, cet atlas n’est pas unique. En particulier, la
réunion de deux atlas est encore un atlas.

Définition 1.1.2. Deux cartes (U,ϕ)et (V, ψ) sur M sont dites compatibles si :

1. (U ∩ V ) = ∅, ou si

2. (U ∩ V ) 6= ∅, et dans ce cas

ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V )→ ϕ(U ∩ V )

est un difféomorphisme entre les ouverts de Rn est illustrée sur la fig 2.1 qui suit.
En coordonnées locales, une carte (U,ϕ) donne un système locale de coordonnées sur
U ∩V, on a deux systèmes de coordonnées ϕ = (x1, .., xn) et ψ = (y1, ..., yn). Ces deux
applications s’écrivent :

ϕ ◦ ψ−1 : y = (y1, ..., yn) 7→ (x1 = f 1(y), ..., xn = fn(y)),

ψ ◦ ϕ−1 : x = (x1, ..., xn) 7→ (y1 = g1(x), ..., yn = gn(x)).

La compatibilité signifie que les fonctions f i et gi sont de classe C∞

1. ie M variété topologique de dim n si :M espace sépare, base comtable, localement homoumor-
phique a Rn
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Définition 1.1.3. Un atlas de dimension n de M est un ensemble A = {(Uα, ϕα)}
de cartes de dimension n tel que :

1. les ouverts (Uα)α∈I recouvrent M ;

2. toutes les cartes de A sont compatibles deux à deux.

Un atlas permet donc de définir des coordonnées locales partout sur M . On dit que
deux atlas sont équivalents si leur réunions est encore un atlas, c’est-à-dire que, A =

{(Uα, ϕα)} et Á = {(Vβ, ψβ)} sont équivalents si toutes les cartes (Uα, ϕα) et (Vβ, ψβ)

sont compatibles deux à deux.

Définition 1.1.4. Une variété différentiable est le couple (M,A) où M est la variété
topologique de dimension n et A est l’atlas maximal 2 de classe C∞ de M, on l’appelle
aussi la structure différentiable de M.

Définition 1.1.5. Une variété différentiable de dimension n est un espace topologique
M séparé et à base dénombrable muni d’une structure différentiable de dimension n.

Définition 1.1.6. Soient (Mm,A) et (Nn,B) deux variétés différentiables. On dit
que l’application f : M → N est de classe C∞ si chaque représentation locale de f
(respectivement A et B) est de classe C∞, c’est-à-dire, si la composition ϕ ◦ f ◦ ψ−1

est une application lisse de ψ(U ∩ f−1(V )) → ϕ(V ) pour toute carte (U,ϕ) ∈ A et
(V, ψ) ∈ B, on dit que f : M → N est un difféomorphisme de classe C∞ si f et f−1

sont de classe C∞ ; (voir fig 3.1)

2. si toute carte compatible avec les cartes de l’atlas
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Remarques 1.1.1.

1. Sur un espace non séparé il n’existe pas de métrique, puisque tout espace muni
d’une distance est séparé. De même un sous-espace compact n’est pas forcément
fermé et l’image d’un compact par une application continue n’est pas toujours
compact. C’est pour avoir ce type de propriété que l’on impose à une variété
d’être un espace séparé. En revanche, tout sous-espace d’un espace topologique
séparé est séparé.

2. Base dénombrable : la classe d’équivalence d’un atlas A peut être représentée par
son atlas maximal qui est l’ensemble de toutes les cartes compatibles avec celles
de A. On veut que la topologie définie par les domaines de ces cartes ait une
base dénombrable. Cette hypothèse est importante, sans elle, il est par exemple
possible de munir Rn d’une topologie qui le rende homéomorphe à un Rk muni
de la topologie canonique, pour k < n quelconque.

3. On peut construire des cartes incompatibles sur des variétés. Considérons par
exemple la droite réelle recouverte d’une part par la carte globale (R, ϕ1) où
ϕ1 ≡ Id : R → R : x 7→ y = x et d’autre part la carte (R, ϕ2) où ϕ2 ≡ Cube :

R→ R : x 7→ y = x3. Les formules de changement de coordonnées sont

ϕ1 ◦ ϕ−1
2 : R→ R : z 7→ y = z1/3

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : R→ R : y 7→ z = y3

On vérifie aisément que ces transformations sont continues mais que

z 7→ y = z1/3 n’est pas différentiable en z = 0.
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Exemples 1.1.1.

1. Rn est une variété différentiable de dimension n pour l’atlas àune seule carte
(Rn, id).

2. Tout R-espace vectoriel E de dimension n est une variété de même dimension :
tout isomorphisme ϕ : E → Rn définit un atlas (E,ϕ). De même tout ouvert
U ⊂ E de l’espace vectoriel est également une variété, l’atlas étant (U,ϕ).

3. L’espace euclidien En est une variété de dimension n : il est en bijection avec Rn

via le choix d’un système de coordonnées x. L’atlas à une carte (En, x) définit
donc une structure différentiable.

Tous ces exemples sont triviaux puisqu’il s’agit d’espaces homéomorphes à Rn.

Exemples 1.1.2.

1. Le cercle S1 ⊂ R2, muni de la topologie induite, est une variété de dimension
1, cependant il n’est pas homéomorphe à R (puisque S1 est compact). Une seule
carte ne sera donc pas suffisante pour créer un atlas. On définit deux cartes
(U1, ϕ1) et (U2, ϕ2) :

U1 = S1\{(1, 0)};U2 = S1\{(−1, 0)}

ϕ1 : S1\{(1, 0)} →]0, 2π[: (cos θ, sin θ) 7→ θ

ϕ2 : S1\{(−1, 0)} →]− π, π[: (cos θ, sin θ) 7→ θ.

Les domaines de ces cartes recouvrent clairement le cercle : U1 ∪ U2 = S1.
De plus ϕ1 ◦ ϕ−1

2 est un difféomorphisme, ce qui montre que les deux cartes
sont compatibles. Ainsi {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} est un atlas et définit une structure
différentiable sur S1.

2. La sphère unité

Sn =
{
x ∈ Rn+1 | x2

1 + ...+ x2
n+1 = 1

}
⊂ Rn+1

est une variété de dimension n. En effet ; on peut construire un atlas en utilisant
la projection stériographique, les points N = (1, 0, ..., 0) etS = (−1, 0, ..., 0)
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désignant respectivement les pôles nord et sud, on considère les ouverts UN =

Sn \ {N} ,et US = Sn \ {S} et les applications :

ϕN : UN → Rn

(x1, ..., xn+1) 7→ 1
1−x1 (x2, ..., xn+1)

ϕS : US → Rn

(x1, ..., xn+1) 7→ 1
1+x1

(x2, ..., xn+1)

Déterminons les applications de changement de cartes φN ◦ φ−1
S et

φS ◦ φ−1
N : Rn \ {0} −→ Rn \ {0} qui sont des difféomorphismes données par

x 7→ x
‖x‖2 . Donc {(UN , φN) , (US, φS)} défini une structure différentiable sur

Sn.(voir fig 4.1)

3. Tout sous-ensemble ouvert Ω d’une variété différentiable M est lui même une
variété différentiable. Sa structure différentiable est definie par l’atlas :

AΩ = {(Uα ∩ Ω, ϕα |Uα∩Ω)}

où A = {(Uα, ϕα)} est un atlas de M .

4. Soient M et N deux variétés différentiables de dimension m et n et d’atlas
{(Uα, ϕα)}, {(Vβ, ψβ)} respectivement. Alors l’espace produit M × N est une
variété de dimension n+m dont la structure différentiable est définie par l’atlas
formé de toutes les cartes de la forme {(Uα × Vβ, ϕα × ψβ)}, où
(ϕα × ψβ)(p, q) = (ϕα(p), ψβ(q)) ∈ Rm+n.
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Le tore T2 = S1×S1 est une variété, de même que le tore plat de dimension n,
Tn = S1 × ...× S1.

5. L’espace projectif réel de dimension n noté P nR est l’espace quotient de
Rn+1� {0} par la relation d’équivalence

x ∼ y si et seulement si x et y sont colinéaires

On peut donc considérer P nR comme l’ensemble des droites vectorielles de
Rn+1.(voir fig 5.1)

On peut donc considérer P nR comme l’ensemble des droites vectorielles de Rn+1 On
définit l’espace projectif réel P nR comme l’ensemble des droites vectorielles de Rn+1.
On note p : Rn+1\{0} → P nR la projection naturelle.

Remarque 1.1.1. Pour i = 0, ..., n, on considère l’ensemble Vi ⊂ P nR des droites
qui ne sont pas contenues dans l’hyperplan {xi = 0} et on définit ϕi l’application
Vi → Rn qui associe à une droite son intersection avec l’hyperplan affine
{xi = 1} ' Rn. Pour (xi) ∈ Rn+1 non nul, on note [x0 : ... : xn] ∈ P nR la droite
passant par le point de coordonnées (xi). Les xi s’appellent les coordonnées homogènes

[x0 : ... : xn] = [y0 : ... : yn]⇔ ∃λ ∈ R | (x0, ..., xn) = λ(y0, ..., yn)

On a Vi = {[x0 : ... : xn] | xi 6= 0}. L’application de carte est

ϕi : Vi → Rn

[x0 : ... : xn] 7→ 1
xi

(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn)

Son inverse est

Rn → Vi

(y1, ..., yn) 7→ [y1 : ... : yi : 1 : yi+1 : yn]
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Ceci nous définit des cartes ci = (Vi, ϕi,Rn). Vérifions que c1 est compatible avec c2.
D’une part, ϕ1(V1∩V2) = Rn\{y1 = 0} et ϕ2(V1∩V2) = Rn\{y1 = 0} sont des ouverts
de Rn.
L’application de changement de cartes est :

ϕ1(V1 ∩ V2) → ϕ2(V2 ∩ V1)

(yi) 7→ 1
y1

(1, y2, ..., yn)

qui est bien de classe C1. De la sorte on établit que les cartes sont deux à deux
compatibles. Les Vi recouvrant le projectif, les ci forment donc un atlas.

Définition 1.1.7. Le (n + 1) − uple x = (x0, ...xn) est un système de coordonnées
homogène de p(x). On note [x] = [(x0, ..., xn)] le point de coordonnées homogène x.
Nous allons munir PnR d’un atlas (Ui, φi)0≤i≤n et donc en faire une variété. Posons :

Vi =
{
x = (x0, ..., xn) ∈ Rn+1�xi 6= 0 où 0 ≤ i ≤ n

}
Définissons les applications Φi par :

Φi : Vi −→ Rn

x 7−→ Φi(x) =
(
x0
xi
, ..., x̂i

xi
, ..., xn

xi

)
Le signifie que le terme correspondant est omis.
i /Ce sont des applications continues et Φi (x) = Φi(y) si et seulement si p(x) = p(y)

ii /D’après les propriétés de la topologie quotient, Ui = Φi(Vi) est un ouvert de P nR
et φi passe au quotient et donne une application bijective et continue φi de Ui dans

Rn. Explicitement : Φi(p(x)) =
(
x0
xi
, ..., x̂i

xi
, ..., xn

xi

)
iii /L’application réciproque est donnée par :

Φ−1
i (y0, ..., yn−1) = p(y0, ..., yi−1, 1, yi, ..., yn−1) ce qui montre que Φi est homéomor-

phisme de Ui sur Rn.
Les fonctions de transition Φj ◦Φ−1

i sont bien des difféomorphismes de Φi(Ui ∩Uj)
sur Φj(Ui ∩ Uj), car pour yj 6= 0 on a

Φj ◦ Φ−1
i (y0, ..., yn−1) =

(
y0

yj
, ...,

yi−1

yj
,

1

yj
, ...,

ŷj
yj
, ...,

yn−1

yj

)
.



1.1 Variétés Différentiables 17

Nous avons ainsi une structure de variété lisse sur P nR de dimension n.

1.1.1 Espace Tangent

Définition 1.1.8. (Courbes Paramétrées sur une Variété)
Une courbe paramétrée sur M est une application γ : R→M de domaine I ⊂ R. Son
expression locale dans une carte ϕ : U → Rm et la courbe :

γ̃ = ϕ ◦ γ : I → Rm

t 7→ γ̃(t) = (γ̃1(t), ..., γ̃m(t)) = (x1(γ(t)), ..., xm(γ(t)))

La courbe γ est régulière en t ∈ I (x = γ(t) ∈ M), si pour toute carte ϕ : U → Rm

telle que U contient le point P , son expression locale γ̃ = ϕ◦γ est une courbe régulière

en t, c-à-d
·
γ̃(t) = dγ̃

dt
(t) 6= −→0 .

Remarque 1.1.2. Si γ est une courbe regulière en x, on peut toujours changer sa
paramétrisation pour avoir γ(0) = x. Localement, autour de x, on peut aussi choisir

une carte ϕ telle que ϕ(x) = (0, ..., 0) ≡ −→0 ∈ Rm. On peut donc toujours avoir une

courbe locale γ̃ : R→ Rm regulière en γ̃(0) =
−→
0 .

Considérons maintenant une variété différentiable M et un point x de M . On note C
l’ensemble des courbes dans M qui sont différentiables et qui passent par x (voir fig
6.1)

γ : ]− ε, ε[ → M

t 7→ γ(t)
; γ(0) = x
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Définition 1.1.9. Un vecteur tangent à M en un point x est le vecteur tangent à une
courbe γ : R→M au point γ(0) = x (où elle est régulière). On appelle espace tangent
à M en x l’ensemble TxM des vecteurs tangent à M en x, c’est- à-dire l’ensemble
des vecteurs tangents en x à toutes les courbes sur M qui passent par x qui soient
régulières.
Par définition, l’espace tangent en x à M est l’ensemble des classes d’équivalences
dans C pour cette relation. Cette définition signifie donc que TxM est constitué des
« tangentes » des courbes dans M . L’indépendance vis à vis du choix des coordonnées
locales est essentielle pour assurer la cohérence de cette définition.
Il faut cependant souligner qu’un « vecteur tangent » à M n’a pas de sens si M n’est
pas un sous-ensemble de Rn. La tangente est plutôt vue ici dans Rn, grâce aux cartes
locales.
Bien que nous puissions visualiser les vecteurs (au moins dans Rn), cette définition
ne fait pas apparaître une structure d’espace vectoriel de TxM . C’est pourquoi nous
avons recours à une seconde définition.
On considère l’espace vectoriel des fonctions de classe C1 sur M ,

F(M) = {f : M → R|f de classe C1}

Cet espace vectoriel est une algèbre pour le produit usuel des fonctions :
(fg)(x) = f(x)g(x). Pour x ∈ M , nous définissons sur F(M) une relation d’équiva-
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lence :
f ∼ g ⇔ ∃U ⊂M, U ouvert avec x ∈ U, tel que f|U = g|U

On note C1
p(M) = F(M)� ∼ l’ensemble des classes d’équivalence dans F(M) pour

cette relation. Le produit sur F(M) passe au quotient. Donc C1
p(M) est une algèbre.

Sur cet ensemble de fonctions on définit des opérateurs.

Proposition 1.1.1. L’espace tangent TxM est un espace vectoriel de dimension n,

l’ensemble { ∂
∂xi
|x, i = 1, ...,m} forme une base de TxM en coordonnées locales. Par

conséquent, tout vecteur tangent à M en x est de la forme

Xx =
∑

X i(x)
∂

∂xi
|x

où X i(x) ∈ R.
Soient M une variété différentiable, p ∈ M, et γ : I → M une courbe de classe C∞

telle que γ(t) = p pour t ∈ I où I ⊂ R est un ouvert, écrivant

C∞(p) = {f : U → R | f ∈ C∞(U), U voisinage de p}

La courbe γ définie une application

·
γt : C∞(p) → R

f 7→ ·
γtf = (f ◦ γ)́(t)

On peut interpréter
·
γtf comme la dérivative de f dans la direction de γ au point

p.(voir fig 7.1)
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Définition 1.1.10. Deux courbes γ1 et γ2 sont tangentes au point x si
γ1(0) = γ2(0) = x et s’ il existe une carte locale (U,ϕ) telle que x ∈ U et
d
dt

(ϕ ◦ γ1)(0) = d
dt

(ϕ ◦ γ2)(0).
La définition est indépendante de la carte choisie.
En effet ; si (V, ψ) est une autre carte autour de x, on a (voir fig 8.1)

d

dt
(ψ ◦ γ1)(0) =

d

dt
[(ψ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ γ1)](0)

= D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ d
dt

(ϕ ◦ γ1)(0)

d

dt
(ψ ◦ γ1)(0) = D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ d

dt
(ϕ ◦ γ2)(0)

=
d

dt
(ψ ◦ γ2)(0)

On définit ainsi une relation d’équivalence sur l’ensemble des courbes passant par
x : γ1 ∼ γ2 si elles sont tangentes en x.
Cette relation signifie que nous considérons deux courbes γ1 et γ2 comme équivalentes
si elles ont même « vecteur tangent en 0 dans Rn », sur n’importe quelle carte locale.

Exemple 1.1.1. M = Rn. Si γ = (γ1, .., γn) : I → Rn est une courbe lisse et
γ́(t) = (γ́1(t), ..., γ́n(t)) ∈ Rn est la dérivé de γ au point p, alors

·
γtf = (f ◦ γ)́(t) = f́(p)γ́(t) = γ́(t).5 f(p).
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En général, l’application
·
γt satsfait à

1/
·
γt(af + bg) = a

·
γtf + b

·
γtg,

2/
·
γt(fg) = g(p)

·
γtf + f(p)

·
γtg.

Pour tout f, g ∈ C∞ (p) et a, b ∈ R. On dit que
·
γt est une dérivation.

Définition 1.1.11. Une dérivation en x est une application linéaire Dx : C1
x(M)→ R

qui vérifie la règle de Leibniz. Autrement dit, Dx est une dérivation si, pour tous réels

α et β, et toutes fonctions f̃ , g̃ dans C1
x(M),

(i) Dx·(αf̃ + βg̃) = αDx·f̃ + βDx ·g̃ (linéarité),

(ii) Dx·(f̃ .g̃) = g(x)Dx ·f̃ + f(x)Dx·g̃ (Leibniz)

Définition 1.1.12. l’espace tangent en x à M , TxM , est l’espace vectoriel des déri-
vations sur C1

x(M).

Remarque 1.1.3. la relation d’équivalence définie sur F(M) sert à ne faire dépendre

Dx·(f̃) que des valeurs de f « autour » de x. En effet, la seule information que f̃
puisse conserver de f est son comportement dans un voisinage aussi petit qu’on le
veut de x . Donc aucun autre point que x ne peut intervenir dans la définition d’une
dérivation Dx sur C1

x(M). Ensuite, la relation de Leibniz assure que cette dépendance
ne peut se faire qu’au maximum par la première dérivée de f en x, car une dérivation
d’ordre supérieur ne serait pas compatible avec cette relation.

Définition 1.1.13. Un vecteur tangent de M en p ∈M est une application
v : C∞ (p)→ R telle que :

1. v(af + bg) = av(f) + bv(g), f, g ∈ C∞(p), a, b ∈ R ;

2. v(fg) = g(p)v(f) + f(p)v(g) ( Règle de Leibniz).

L’espace tangent en p est le R-espace vectoriel linéaire de vecteur tangent au point p,
noté TpM .
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Remarques 1.1.2.

1. Si v, w ∈ TpM et c, b ∈ R, alors : cv + bw est l’application

X = (av + bw) : C∞(p) −→ R
f 7−→ X(f) = cv(f) + bw(f)

cv + bw est un vecteur tangent au point p.

2. On note vf = v(f)

3. Si v ∈ TpM et c ∈ C∞ (p) est une fonction constante, alors : cv = 0.

4. Soit U un voisinage de p interprété comme une variété différentiable. Puisque
nous utilisons les fonctions en C∞(p) dans la définition de TpM , les espaces
TpM et TpU peuvent être identifiés de façon naturelle.

Soit (U, x), x = (x1, x2, ..., xn) une carte au point p. On défini un vecteur tangent

( ∂
∂xi

)p au point p en fixant

(
∂

∂xi
)p(f) = Di(f ◦ x−1)(x(p)), f ∈ C∞(p)

Di est la dérivée partielle par rapport àla i-ème variable. On note aussi

(∂i)p = Dxi(p) = ( ∂
∂xi

)p.

Exemple 1.1.2. Pour toute carte (U,ϕ = (x1, ..., xn)) en x0, on associe n dérivations
en x0 en posant

(
∂

∂xi
)x0(f) = d(f ◦ ϕ−1)ϕ(x0)(ei) =

∂f

∂xi
(x0)

pour tout f ∈ Dx0(M,R).(voir fig 9.1)
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Équivalence des définitions

Ces deux définitions sont équivalentes, nous pouvons les relier de la façon suivante.
Soit γ ∈ C un représentant d’une classe de C/ ∼ . Soit f ∈ F(M) un représentant
d’une classe de C∞x (M). On définit une dérivation associée à γ par la formule :

f̃ 7→
(
df

dt
(γ(t)

)
|t=0

On vérifie bien que c’une dérivation sur C∞x (M), c’est-à-dire que le résultat ne dépend
que des classes de f et γ. Nous avons ainsi une relation entre la première définition
et la seconde. Il est possible de montrer que cette application est une bijection.
Nous tirons de tout cela que TxM est un espace vectoriel, dont tout vecteur X(x)

peut être vu soit comme la dérivée d’une courbe (non unique) passant par x, donc
comme un « vecteur », soit comme une dérivation en x sur les fonctions définies au
voisinage de x.
Puisque nous avons un espace vectoriel, il est utile d’en trouver une base.Soient
(x1, ..., xn) des coordonnées au voisinage de x. Une base de TxM est donnée par

les n dérivations ( ∂
∂xi

)x, pour 1 ≤ i ≤ n, dont les courbes associées sont les γi définies

par : xj(γi(t)) = 0 pour j 6= i et xi(γi(t)) = t.
En particulier, la dimension de TxM en tant qu’espace vectoriel est la dimension de

M en tant que variété. Donc tout vecteur X(x) ∈ TxM s’écrit X(x) = Xi(x)( ∂
∂xi

)x,
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où les Xi(x) sont des réels. Cette écriture a l’avantage de suggérer que X(x) est un
vecteur puisqu’il a n composantes X1(x), ..., Xn(x), et que c’est aussi une dérivation.
De plus, si la courbe définit ce vecteur, avec bien sûr γ(0) = x, alors nous avons

Proposition 1.1.2. L’espace tangent TxM est un espace vectoriel de dimension n et

l’ensemble { ∂
∂xi|x

/i = 1, ..., n} forme une base de TxM en coordonnées locales.

Exemple 1.1.3. Soit γ : I → Sn une courbe sur la sphère unité dans Rn+1 tel que

γ(0) = x et
·
γ(0) = X. La courbe satisafait à 〈γ(t), γ(t)〉 = 1, alors〈

·
γ(t), γ(t)

〉
+
〈
γ(t),

·
γ(t)

〉
= 0. Donc, 〈x,X〉 = 0, (c-à-d) tout vecteur tangent

X ∈ TxSn est orthogonal à x. D’autre part, si X 6= 0 tel que 〈x,X〉 = 0, alors

γ : R→ Sn avec γ : t 7→ cos(t |X|).x + sin(t |X|). X|X| est une courbe sur Sn avec

γ(0) = x et
·
γ(0) = X. Par conséquent,

TxSn = {X ∈ Rn+1 | 〈x,X〉 = 0}

1.1.2 Application Tangente

Définition 1.1.14. Soient Mm et Nn deux variétés différentiables et soit f : M → N

une application de classe C∞. L’application tangent de f au point p est l’application
linéaire f∗ : TpM → Tf(p)N définie par : (f∗v)g = v(g ◦ f), ∀g ∈ C∞(f(p)), v ∈ TpM.

On peut écrire aussi Tpf ou f∗p.
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Remarques 1.1.3.

1. f∗v est un vecteur tangent au point f(p) pour tout v ∈ TpM et l’application
f∗ est linéaire.

2. Si M = Rm et N = Rn, alors f∗p = f ′(p) (avec l’identification canonique
TpRn = Rn).

3. Soient M,N et L trois variétés différentiables et f : M → N , g : N → L deux
application de classe C∞, alors (g ◦ f)∗p = g∗f(p) ◦ f∗p, pour tout p ∈M .

4. L’interprétation de l’application tangente en utilisant les courbes : soient

v ∈ TpM et γ : I →M une courbe de classe C∞ telle que γ(0) = p et
·
γ0 = v.

Proposition 1.1.3. On défini une application f : M → N de classe C∞ et α =

f ◦ γ : I → N ; alors f∗v =
·
α0. Soit x = (x1, ..., xm) les coordonnées locales de

p ∈ Mm et y = (y1, ..., yn) les coordonnées locales de f(p) ∈ Nn. La matrice de

f∗ : TpM → Tf(p)N par rapport à les bases ( ∂
∂xi

)p, i = 1, ...,m et ( ∂
∂yj

)f(p), j = 1, ..., n,

est

f∗

(
∂

∂xj

)
p

=
n∑
i=1

f∗

(
∂

∂xj

)
p

yj
(

∂

∂yj

)
f(p)

, 1 ≤ j ≤ m.

Ainsi, on obtient la matrice (aij) dont la dimension est n×m :

aij = f∗(
∂
∂xj

)py
i = ∂

∂xj
(yi ◦ f), cela s’appelle la matrice jacobienne de f au point p

(par rapport à des bases données), elle est de même que la matrice de l’application
linéaire g = y ◦ f ◦ x−1 par rapport aux bases standards de Rm et Rn.(voir fig 10.1)
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Proposition 1.1.4. Soit f : M → N de classe C∞ et p ∈ M . Alors f est un
difféomorphisme locale au point p si est seulement si f∗ : TpM → Tf(p)N est un
isomorphisme.

Exemples 1.1.3.

1. L’espace tangent d’un espace vectoriel de dimension n. Soit V un espace vectoriel
(réel) de dimension n. Rappelons que tout isomorphisme (linéaire) x : V → Rn

induit la même C∞-structure sur V, ainsi nous pouvons identifier V et TpV de
façon naturelle pour tout p ∈ V , i.e. si p ∈ V .
, alors il existe un isomorphisme canonique i : V → TxV. En effet ; soit v ∈ V

et γ : R→V , γ(t) = x+ tv et on pose i(v) =
·
γ(0)(voir fig 11.1)

2. Si V = Rn, alors TpRn∼= Rn.

3. Si f : M → R est de classe C∞ et p ∈ M, on définit la défférentielle de f par
df : TpM → R telle que dfv = vf, v ∈ TpM, on peut la désigner aussi par dfp
par l’isomorphisme, i : R → Tf(p)R on obtient df = i−1 ◦ f∗, nous identifions

df = f∗.(voir le diagramme 1.1)

4. L’espace tangent de variété produit : SoientM et N deux variétés différentiables
et π1 : M × N → M , π2 : M × N → N deux projections. En utilisant ces
projections on peut identifier T(p,q)(M×N) et TpM⊕TqN d’une façon naturelle ;
on défini un isomorphisme canonique

τ : T(p,q)(M ×N) −→ TpM ⊕ TqN
v 7−→ τv = π1∗v︸︷︷︸

∈TpM

+ π2∗v︸︷︷︸
∈TpN
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1.2 Fibré Tangent

Sur une variété, la notion de dérivation garde un sens. Dans ces conditions, on aimerait
bien avoir un résultat analogue a celui obtenu pour les dérivations ponctuelles : une
dérivation sur une variete M devrait pouvoir nous permettre d’associer à chaque
point x de M un vecteur tangent Xx de TxM . Pour ce faire, nous allons montrer que
1’ensemble des vecteurs tangents est lui-meme une variété d’une fagon naturelle.

Définition 1.2.1. Soit M une variété differentiable. On définit le fibré tangent TM
de M comme union disjointe de tous les espaces tangents de M .(voir fig 12.1)

TM = ∪
x∈M

TxM

Les points de TM sont les couples (x, v) où x ∈M et v ∈ TxM et
π : TM → M la projection π(x, v) = x. Pour le moment, TM est la somme en-
sembliste des différents espaces vectoriels tangents à M , sans aucune topologie. Pour
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chaque carte (U,ϕ), l’application

Φ : (x, ξ) 7→ (ϕ(x), Txϕ(ξ))

est une bijection de TU sur ϕ(U} × Rn. Un atlas {(U,ϕ)}i∈I de M étant donne, on
munit TM d’une topologie en imposant les conditions suivantes :
a/ TUi sont des ouverts de TM .
b/ Les applications Φi sont des homeomorphismes.
Autrement dit, Ω ⊂ TM est ouvert si et seulement si Φi(Ω ∩ TUi) est, pour tout i,
un ouvert de ϕ(U} × Rn. Pour voir que ces conditions sont cohérentes, on remarque
que, d’après la définition même de l’espace tangent, si Ui ∩ Uj 6= φ, l’application

Φi ◦ Φ−1
j : ϕj(Ui ∩ Uj} × Rn → ϕi(Ui ∩ Uj} × Rn

(y, v) 7→ ((ϕi ◦ ϕ−1
i )(y), Tx(ϕi ◦ ϕ−1

i )(v))

est un homéomorphisme, et même un difféomorphisme. On a donc défini une topologie
sur TM qui en fait une variété topologique munie de l’atlas (TUi,Φi)i∈I . Cet atlas
étant lisse, TM est une variete lisse de dimension 2dimM (si M est une variété Cp

avec p > 0, alors TM est une variete Cp−1). Cette variété s’appelle le fibré tangent a
M . Le fibré tangent TM a une structure canonique d’une variété differentiable.(Voir
fig 13.1)

Soit M une variété differentiable de dimension n, le fibré tangent TM de M est muni
de la topologie naturelle et d’une structure de variété lisse de dimossion 2n telle que
la projection π : TM →M est lisse.
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Proposition 1.2.1. Soient E,B, F trois variétés. Une application lisse p de E dans
B est une fibration (de base B, de fibre type F et d’espace total E) si pour tout x ∈
B, il existe un ouvert U contenant x et un difféomorphisme Φ : p−1(U)→ U×F tel que
le diagramme 2.1 soit commutatif. On appelle espace fibré le quadruplet (E, p,B, F ).
La projection canonique p de TM sur M est une fibration.

Preuve

II suffit d’introduire l’application

ψi : p−1(U) = TUi → Ui × R
ξx 7→ (x, Txϕ(ξ))

Définition 1.2.2. Un fibré vectoriel réel sur une variété B est un espace fibré
(E, p,B, F ) tel que :
a/ la fibre type F et les fibres p−1(b), b ∈ B, sont des espaces vectoriels reels ;
b/ pour toutes trivialisation locale ϕ, la restriction de ϕ a p−1(b) (qui envoie
p−1(b) dans {b} × F ), induit un isomorphisme d’espaces vectoriels sur F . La fibre
p−1(b) est notée Eb.

Remarque 1.2.1. la réstriction de ψi à la fibre TxM de x est un isomorphisme
d’espaces vectoriels de TxM sur Rn.

Remarque 1.2.2. Le fibré tangent est difféomorphe localement à un produit :
π−1(U) ' U × Rn (qu’on appelle une trivialisation locale). En général TM n’est pas
globalement trivial, c’est-à-dire, qu’il n’existe pas de difféomorphisme de TM dans
M × Rn linéaire le long des fibres.
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Exemples 1.2.1.

1. Le fibré tangent à Rn admet une trivialisation globale
TRn ' Rn × Rn via l’identification canonique TxRn ' Rn.

2. Le fibré tangent au cercle S1 admet une trivialisation globale car il est difféo-
morphe au cylindre : TS1 ' S1 × R. En revanche le fibré tangent TS2 n’admet
pas de trivialisation globale.

1.2.1 Champs de Vecteurs

Jusqu’à maintenant nous avons vu les notions d’espaces et de vecteurs tangents en un
point, qui correspondent aux mouvements infinitésimaux à partir d’une configuration
donnée. En considérant toutes les configurations possibles, nous sommes maintenant
en mesure de définir des mouvements sur toute la variété : ces mouvements vont être
introduits comme des systèmes dynamiques, c’est-à-dire des équations différentielles.
Du point de vue des espaces de configurations, cela signifie que l’on caractérise les
mouvements par la donnée en tout point de la vitesse. L’outil principal sera ainsi
la notion de champ de vitesse ou de champ de vecteurs : il s’agit d’une application
assignant à chaque point x de la variété un vecteur Xx de l’espace tangent.

Définition 1.2.3. Un champ de vecteurs différentiable (ou champ de vecteurs) sur
M est une application différentiable X : M → TM qui, à un point x ∈ M , associe
un couple formé de x et d’un vecteur tangent à M en x : X(x) = (x,Xx). Autrement
dit, π ◦X = idM . On notera X(M) l’ensemble de tous les champs de vecteurs sur M .

De même qu’un vecteur tangent en x définit une dérivation sur l’ensemble des germes
C∞(x), un champ de vecteur définit une dérivation sur l’ensemble C∞(M) des fonc-
tions de M dans R de classe C∞. En effet, l’application

C∞(M) → C∞(M)

g 7→ X(g) tel que X(g) : x 7−→ X(g)(x) = Xx(g)

définie par un champ de vecteurs X est linéaire et vérifie la règle de Leibniz. L’en-
semble X(M) s’identifiera donc avec l’espace vectoriel de dimension infinie des déri-
vations sur C∞(M).
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Exemple 1.2.1. (Champs de vecteurs sur Rn). En la base naturelle de TxRn, tout

champ de vecteurs sur Rn s’écrit comme X(x) = (x,
∑n

i=1 X
i ∂
∂xi
|x) où X i est une

fonction différentiable de Rn dans Rn. En particulier, pour i = 1, ..., n, l’application

∂

∂xi
: x 7→

(
x,

∂

∂xi
|x
)

est un champ de vecteurs sur Rn.
En tant que dérivation, ce champ de vecteurs est la dérivée partielle par rapport à xi,

c’est-à-dire l’application g 7→ ∂gi
∂x
. On pourra réecrire le champ de vecteurs X comme

la dérivation

X = X1 ∂

∂x1
+ · · ·Xn ∂

∂xn
: g →

n∑
i=1

X i ∂g

∂xi

Un champ de vecteurs sur Rn peut aussi être considéré comme une application de
Rn → Rn en l’identifiant àx 7→ (X1(x), ..., Xn(x)).

Considérons une carte (U,ϕ) de M, avec ϕ = (ϕ1, ..., ϕn). Sur le domaine U de la
carte, tout champ de vecteurs X sur M s’écrit

X : x ∈ U 7→ (x;
n∑
i=1

X i(x)
∂

∂xi
|x

où X i = X(xi) ∈ C∞(M).

En particulier, comme U est lui même une variété,l’application de U sur π−1(U)

∂

∂xi
= dϕ−1 ◦ ∂

∂xi
◦ ϕ : x 7→ (x,

∂

∂xi
|x) ⊂ TxM = TxU

définit un champ de vecteurs sur U . On l’appelle champ de coordonnées.

Proposition 1.2.2. Les champs de vecteurs sur M sont les dérivations de C∞(M)à
valeurs dans C∞(M), i.e.

X(M) ' D(C∞(M), C∞(M)).
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Exemple 1.2.2. (Champs de vecteurs sur les sphères)

1. Sur S1 = {eit}, tout champ de vecteurs est de la forme Xt = f(t) d
dt
, avec

f ∈ C∞(S1),

2. Sur S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}, tout champ de vecteurs est de la
forme

X(x,y,z) = f(x, y, z)
∂

∂x
+ g(x, y, z)

∂

∂y
+ h(x, y, z)

∂

∂z

avec f, g, h ∈ C∞(S2) telles que xf(x, y, z) + yg(x, y, z) + zh(x, y, z) = 0.

1.2.2 Crochets et Algébre de Lie

Définition 1.2.4. Une algèbre de Lie est un espace vectoriel g muni d’une opération
bilinéaire [ , ] qu’on appelle crochet de Lie, qui a les propriétés suivantes :

1. le crochet est antisymétriques : [a, b] = −[b, a], pour tout a, b ∈ g;

2. le crochet satisfait l’identité de Jacobi :

[[a, b], c] + [[c, a], b] + [[b, c], a] = 0

pour tout a, b, c ∈ g.

Par conséquent, on a

Corollaire 1.2.1. Les champs de vecteurs X(M) forment une algèbre de Lie, avec le
crochet

[X, Y ]f = X(Y (f))− Y (X(f)), f ∈ C∞(M)

qui vaut en coordonnées locales,

[X, Y ]|U =
n∑

i,j=1

(
X i∂Y

j

∂xi
− Y i∂X

j

∂xi

)
∂

∂xj
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Preuve

Le crochet de Lie sur X(M) est induit par le crochet de Lie naturel sur les dérivations
D(C∞(M), C∞(M)), donné par [D1, D2] = D1 ◦D2 −D2 ◦D1.

Proposition 1.2.3. Si X, Y, Z ∈ X(M), a, b ∈ R ; et f, g ∈ C∞(M), alors,

1. [a, a] = 0, pour tout a ∈ g;

2. [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z],

3. l’identité de Leibniz : [[X, Y ], Z] + [[Z,X], Y ] = [X, [Y, Z]],

4. [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

Lemme 1.2.1. Soient (U,ϕ), ϕ = (ϕ1, ..., ϕn), une carte et { ∂
∂xi

= ∂i, i = 1, ..., n},
les cootdonnées de champ de vecteur correspond, alors

[∂i, ∂j] = 0, ∀i, j.

Exemple 1.2.3. Dans Rn, avec X = ∂
∂x1

et Y = ∂
∂x2

, on a XY · g = ∂2g
∂x1∂x2

.
Il est cependant possible de définir un champ de vecteurs à partir du produit.

Définition 1.2.5. Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X, Y ∈ X (M) est
le champ de vecteurs

[X, Y ] = XY − Y X.

Pour que cette définition soit correcte il faut montrer que XY −Y X est bien un champ
de vecteurs, c’est-à-dire une dérivation sur C∞(M). Or la linéarité est évidente et la
régle de Leibniz se déduit du calcul de proposition(1.2.3) :

[X, Y ] · (fg) = XY · (fg)− Y X · (fg)

= fXY · g + gXY · f − fY X · g − gY X · f

= f [X, Y ] · g + g[X, Y ] · f.

En coordonnées locales, un champ de vecteurs étant donné sous la forme

X(x) =
∑n

i=1X
i(x) ∂

∂xi
, les composantes du crochet de Lie [X, Y ](x) sont

[X, Y ]i(x) =
n∑
j=1

(
Xj(x)

∂Y i

∂xj
(x)− Y j(x)

∂X i

∂xj
(x)

)
= X · Y i(x)− Y ·X i(x).
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Matriciellement, en notée JX(x) = (∂X
l

∂xj
(x)) la matrice jacobienne du vecteur des

composantes de X, on obtient


[X, Y ]1(x)
...
[X, Y ]n(x)

 = JY (x)


X1(x)
...
Xn(x)

 − JX(x)


Y 1(x)
...
Y n(x)


Exemples 1.2.2.

1. Si X = ∂
∂xi

et Y = ∂
∂xj

, alors [X, Y ] = 0. Plus généralement si X et Y sont

constants dans un système des coordonnées, c’est-à-dire X1(x), . . . , Xn(x) et
Y 1(x), . . . , Y n(x) sont tous constants, alors [X, Y ] = 0 sur le domaine des
coordonnées.

2. Dans Rn, considérons des champs de vecteurs linéaires, c’est-à-dire que, dans

la base des ∂
∂xi

, ils s’écrivent matriciellement comme X(x) = Ax et

Y (x) = Bx, x ∈ Rn tel que A et B étant des matrices (n × n) à coefficients
constants. Le crochet de Lie de ces champs de vecteurs s’écrit alors

[X, Y ](x) = JY (x)X(x)− JX(x)Y (x) = (BA− AB)x.

1.3 Connexions Linéaires

Nous allons introduire maintenant une nouvelle structure sur une variété M . Cette
structure nous permettra de définir une nouvelle dérivation, la dérivation covariante.
Cette dérivation agira sur les champs de vecteurs, en général.

Définition 1.3.1. Une connexion linéaire sur M est une application ∇

∇ : X(M)× X(M) → X(M)

(X, Y ) 7→ ∇XY

vérifiant les propriétés suivantes :

1. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ
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2. ∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇YZ

3. ∇fXY = f∇XY

4. ∇XfY = f∇XY +X(f)Y

pour tous X, Y, Z ∈ X(M), f ∈ C∞(M)

Définition 1.3.2. Soit ∇ une connexion sur M et (U,ϕ) une carte sur M de co-

ordonnées locales (x1, x2, ..., xn). On défini une fonction différentiable Γkij : U → R
par

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

n∑
k=1

Γkij
∂

∂xk

appelé symboles de Christoffel. En général,

∇XY = X i

(
∂Y k

∂xi
+ ΓkijY

j

)
∂

∂xk

∇X : X(M)→ X(M) est la dérivée covariante associée à la connexion linéaire ∇.

Exemples 1.3.1.

1. Une connexion affine est une sorte de dérivée directionnelle de champs de
vecteurs sur une variété. Imaginez un champ de vecteurs V sur Rn (qui est
une appliaction Rn → Rn). Prenez un point et choisissez un vecteur tangent
X ∈ TpRn ' Rn.
On note par ∇XV la dérivée covariante de V en p dans la direction X. on écrit

X = ai d
dxi
. Alors

∇XV = ai
dV

dxi
∈ TpRn

2. On peut voir la connexion canonique sur Rn comme

∇XY = X(Y j) d
dxi

= X i dY j

dxi
d
dxi
. les symboles de Christoffel Γkij de la connexion

par rapport à la base d
dxi

sont identiquement nuls.
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1.4 Géodésiques

L’idée générale derrière le concept de géodésique est la généralisation des lignes droites
de l’espace euclidien aux variétés Riemanniennes. Une géodésique sera constamment
paramétrée, par une courbe lisse sur la variété, c’est localement la courbe la plus
courte reliant deux points. Ils sont d’une grande importance dans l’approfondissement
de la géométrie Riemannienne, ainsi que dans la physique théorique, en particulier
la relativité générale, où ils sont les trajectoires d’objets test se déplaçant dans une
géométrie d’espace temps non triviale.
Dans Rn usuel, les géodésiques sont précisément les droites, c’est-à-dire les courbes
d’accélération nulle. Pour une variété plongée dans un espace euclidien ambiant, on
pourrait envisager de calculer l’accélération d’une courbe γ(t) comme on le fait d’ha-
bitude, et de projeter orthogonalement ce vecteur sur l’espace tangent à M en γ(t).
Mais pour une variété quelconque, il va nous falloir trouver un moyen de définir
l’accélération d’une courbe, de manière entièrement intrinsèque.
Par ailleurs, dériver deux fois les coordonnées ne fonctionne pas, car il n’est juste-
ment pas possible d’interpréter cette double dérivation indépendamment du choix du
système de coordonnées, comme on voudrait le faire. On introduit, donc, un nouveau
type d’opérateur, les connexions, qui serviront ensuite à définir les notions de dérivée
covariante d’un champ de vecteurs selon une courbe, une géodésique et un transport
parallèle.

1.4.1 Transport Parallèle

Dérivation d’un champ de vecteur sur une courbe paramétrée

Cette dérivée covariante permet de définir une dérivation covariante le long d’une
courbe dans M , elle nous donnera une interprétation géométrique de la connexion.
Pour cela, soit donné un champ de vecteurs Y (t) le long d’une courbe γ. c’est-à-dire
que Y (t) n’est défini qu’au dessus des points γ(t) deM . Alors la dérivation covariante

de Y (t) le long de γ, notée D
dt
Y , est par définition

DY

dt
(t) = ∇ ·

γ(t)
Y (t)
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C’est une dérivation le long d’un paramètre t. On remarquer que la donnée de la déri-
vation covariante le long de toute courbe est équivalente à la donnée de la connexion
linéaire ∇, puisque tout vecteur est tangent à au moins une courbe.
Nous dirons que le champ Y (t) est parallèle le long de γ si pour tout t, DY

dt
(t) = 0.

Pour une condition initiale Y (0) ∈ Tγ(0)M donnée, il existe un unique champ de

vecteurs Y (t) parallèle le long de γ qui admet cette valeur en t = 0. Ceci définit alors
une application

Jγ,h : Tγ(0)M → Tγ(h)M

qui à Y (0) associe Y (h) où le champ Y (t) est l’unique solution ci-dessus, de valeur
initiale Y (0). Cette application est linéaire et inversible, elle porte le nom de transport
parallèle le long de γ. (voir fig 14.1)

DY

dt
(t) = ∇ ·

γ(t)
Y (t) = lim

h→0

(
J−1
γ,hY (t+ h)− Y (t)

)

Définition 1.4.1. Un champ de vecteurs le long de la courbe γ est une application
V de classe C∞ de I dans TM , telle que V (t) ∈ Tγ(t)M pour tout t dans I. On note

T(γ) l’espace des champs de vecteurs le long de γ.

Lemme 1.4.1. Pour toute courbe γ, ∇ détermine un unique opérateur :

Dt : T(γ)→ T(γ) (1.1)

possédant les propriétés suivantes :

1. R-linéarité à droite Dt est R− linéaire,

2. Leibnitz-linéarité à droite Pour tout f ∈ C∞(I), Dt(fV ) = ḟV + fDtV .

3. Compatibilté avec ∇ : DtV = ∇ ·
γ(t)
V



38 CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Définition 1.4.2. (Champ de vecteur parallèle). On dit d’un champ de vecteurs le
long d’une courbe γ est parallèle le long de γ si

DtV =
DV

dt
(t) = ∇ ·

γ(t)
V = 0.

Théorème 1.4.1. (Transport parallèle). Soit γ : I → M, t0 ∈ I, X ∈ Tγ(t0)M .
Il existe un unique champ de vecteurs V le long de γ parallèle le long de γ tel que
V (t0) = X.

Preuve

En reprenant la formule :

DtV (t0) =
∑
k

(V̇ k(t0) +
∑
i

∑
j

V j(t0)γ̇i(t0)Γk
Ä

(γ(t0)))∂k (1.2)

la condition de parallélisme de V s’écrit :

∀k, V̇ k(t0) +
∑
i

∑
j

V j(t0)γ̇i(t0)Γk
Ä

(γ(t0)) = 0.

Il s’agit maintenant d ’une équation différentielle d ’ordre llinéaire : le théorème de
Cauchy- Lipschitz permet de conclure. Pour l‘unicité on remarque qu’un tel opérateur
dépend seulement localement des valeurs de γ. On fixe donc t0 dans I et on se place sur
un voisinage de γ(t0) pour lequel on dispose d ’une base locale de l‘espace tangent en
chaque point : {Ei} de sections associées {∂i}. Dans cette base un champ de vecteurs
V quelconque s’écrit :

V (t) =
∑
i

V i∂i

En développant à l’aide des propriétés de Dt et en utilisant le fait que les ∂i sont des
vecteurs extensibles on obtient la formule [1.2], pour l’existence il suffit de montrer
que cette formule définit bien un opérateur possédant les propriétés voulues.
Maintenant que l’on sait dériver le long d’une courbe algébrique on peut revenir à
notre motivation initiale : l’étude des géodésiques.
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Définition 1.4.3. On appelle géodésique toute courbe γ telle que Dtγ̇ est nul, ce que
l’on note souvent

∇ ·
γ
γ̇ = 0. (1.3)

Le théorème principal concernant les géodésiques est le suivant :

Théorème 1.4.2. (Existence et Unicité des géodésiques). Soient p ∈M,

X ∈ TpM, t0 ∈ R, il existe un intervalle ouvert I de R contenant t0 et une géo-
désique γ : I → M telle que γ̇(t0) = X. De plus deux telles géodésiques deffinies
respectivement sur des intervalles I et I ′ contenant t0 sont égales sur leur domaine
de deffinition commun (I ∩ I ′).

Preuve

Localement on dispose de la formule 1.2 pour un champ de vecteurs quelconque V .
En remplaçant V par γ̇ la condition Dtγ̇ = 0 donne l’équation différentielle d ‘ordre2
en γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)) :

∀k, γ̈k +
∑
i

∑
j

γ̇iγ̇jΓk
Ä

(γ(t)) = 0. (1.4)

Le théorème de Cauchy-Lipschitz qui donne l’existence et l’unicité de solutions locales
pour de telles équations (ODE) permet de conclure.

Remarque 1.4.1. Le théorème de Cauchy-Lipschitz ne permet donc pas de disposer
de géodésiques définies pour tout temps. Ainsi, sur la bande (M =]− 1,+1[×R, geucl)

munie de la métrique Euclidienne canonique geucl, on pourra montrer que la courbe

γ : t ∈]−
√

2,+
√

2[→ (t/
√

2, t/
√

2)

est une géodésique (au sens de la connexion métrique associée) de vitesse unitaire qui
ne peut être prolongée : les bords du domaine sont atteints. (voir fig 15.1)
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Si l’on veut des géodésiques qui vont à l’infini "pour de vrai", il suffit de considérer
le changement de coordonnées

ϕ : (N = R× R, ϕ?geucl) → (M =]− 1, +1[×R, geucl)
(x, y) 7→ (2arctan(x)/π, y)

et de munir R×R de la métrique pull-back ϕ?gecul. La courbe ϕ−1 ◦γ :]−
√

2,+
√

2[→
R× R

]−
√

2,+
√

2[
γ→ M =]− 1,+1[×R
↘ ↑ ϕ

N = R× R

est alors une géodésique pour la connexion associée, qui explose à l’infini aux deux
bornes de lintervalle de définition on sait en effet que ϕ est une isométrie entre (R×
R, varphi?geucl) et ( ]− 1,+1[×R, geucl).



Chapitre 2

Variété Riemannienne

Soient V1, V2, ..., Vk et W des espaces vectoriels, soit F une application de
V1 × ...× Vk → W. On dit que l’application F est k-linéaire ou (multilinéaire) si elle
est linéaire sur chaque variable c-à-d

F (v1, ..., αvi1 + βvi2 , ..., vk) = αF (v1, ..., vi1 , ..., vk) + βF (v1, .., vi2 , ..., vk)

Pour tout α, β ∈ K et i = 1, ..., k. Soit V un espace vectoriel sur R, l’application
ω : V → R est appelé un covecteur, l’ensemble des covecteurs est appelé le dual de
V noté V ∗.
On va considérer que 〈ω, v〉 = 〈v, ω〉 = ω(v) ∈ R, v ∈ V, ω ∈ V ∗.

Proposition 2.0.1. Si (v1, ..., vn) est une base de V espace vectoriel de dimension n,

alors (w1, ..., wn) est une base de V ∗ et on a wj(vi) = δij. En particulier,
dim V = dim V ∗.

2.1 Notions de Tenseur

Définitions 2.1.1.

1. Un k-tenseur covariant sur V est une application k-linéaire V k → R telle que
V k = V × ...× V︸ ︷︷ ︸

k fois

. On note T k(V ) l’ensemble des tenseurs k-covariantes sur V
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2. Un l-tenseur contravariant est une application linéaire sur V ∗l → R. On note
Tl(V ) l’ensemble des tenseurs l-contravariant sur V

3. Un k-tenseur covariant et l-tenseur contravariante est une application (k + l)-

linéaire sur V k × V ∗l → R.
un tenseur de type (k, l) est k-covariante et l-contravariante. On note

T kl (V ) l’ensemble des tenseurs de type (k, l).

4. Par convention T 0(V ) = T0(V ) = R.

Définition 2.1.1. Le produit tensoriel de deux tenseurs F ∈ T kl (V ) et G ∈ T pq (V )

est le tenseur noté F ⊗G ∈ T k+p
l+q (V )

F⊗G(v1, ..., vk, ..., vk+p, w
1, ..., wl, ..., wl+q) = F (v1, ..., vk, w

1, ..., wl)G(vk+1, ..., vk+p, w
l+1, ..., wl+q)

Lemme 2.1.1. Si (v1, ..., vn) est la base de V et (ω1, ..., ωn) la base duale correspon-

dante à V (i.e. ωi(vj) = δij), alors le tenseur

wi1 ⊗ ...⊗ wik ⊗ vi1 ⊗ ...⊗ vil , 1 ≤ jp, iq ≤ n

forme une base de T kl (V ). Par conséquent, dim T kl (V ) = nk+1 Tenseurs sur une
variété

Définition 2.1.2. Pour tout p ∈M , définissons l’espace vectoriel

T (s,r)
p M = TpM ⊗ ...⊗ TpM︸ ︷︷ ︸

s fois

⊗ T ∗pM ⊗ ...⊗ T ∗pM︸ ︷︷ ︸
r fois

Un élément T ∈ T (s,r)
p M est un tenseur de type (s, r) au dessus de p. Dans une base

associée à des coordonnées (xi) au voisinage de p, il s’écrit

T|p = T i1...isj1...jr
(p)

∂

∂xi1
(p)⊗ ...⊗ ∂

∂xis
(p)⊗ dxj1|p ⊗ ...⊗ dx

jr
|p
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2.1.1 Métrique Riemannienne

Définition 2.1.3. On appelle métrique Riemannienne de classe Cp sur M la donnée
pour tout m ∈ M d’un produit scalaire gm (forme bilinéaire symétrique définie posi-
tive) sur TmM dépendant de façon Cp de m (i.e. pour toute carte (U,ϕ) de classe

Cp+1 sur M , on suppose que la fonction m 7→ gm( ∂
∂xi

(m), ( ∂
∂xj

(m)) = gij(m) est Cp

de U dans R. Les coefficients de la matrice gij(m) sont appelés les coefficients de la
métrique dans la carte (U,ϕ).

Définition 2.1.4. On appelle variété Riemannienne toute variété munie d’une mé-
trique Riemannienne.

Exemple 2.1.1. sur M = R on pose g(m) = h(m)dx2 où h : R → R+
∗ est une

fonction Cp et dx2 est la forme quadratique sur R ' TmR définie par dx2(u, u) = u2

pour tout u ∈ R. Alors g est une métrique Riemannienne Cp sur R( on construit
ainsi toutes les métriques possibles sur R).

Remarque 2.1.1. Si X =
∑

iXi
∂
∂xi

et Y =
∑

i Yi
∂
∂xi

sont deux champs de vecteurs

sur M, alors on a

gm(X(m), Y (m)) =
∑
i

gij(m)Xi(m)Yj(m)

Exemple 2.1.2. Si (U, x) une carte sur M , alors ∂1, ..., ∂n forme une base pour TpM
sa base duale est dxj,j=1,...,n, alors la métrique g est donnée par

g = gijdx
i ⊗ dxj = gijdx

idxj

2.1.2 Isométrie

Définition 2.1.5. Soit f : M → (N, h) un difféomorphisme local sur M et h une
métrique sur N. On définit une métrique g = f ∗h sur M, appelée métrique tirée en
arrière de h par f, en posant, pour tout (u, v) ∈ TmM

(f ∗h)m(u, v) = h(dmf(u), dmf(v))
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Définition 2.1.6. f : (M, g)→ (N, h) est une isométrie (resp. une isométrie locale)
si seulement si f est un difféomorphisme (resp. difféomorphisme local) et g = f ∗h.

Exemple 2.1.3. (Rn, gRn) est localement isométrique, mais pas isométrique.

2.1.3 Tenseur de torsion

Définition 2.1.7. Soient M une variété différentiable et ∇ une connexion linéaire
sur M . Le tenseur de torsion associé à ∇ est une application vectorielle C∞(M)-
bilinéaire définie par

T : Γ1(TM)× Γ1(TM) −→ Γ1(TM)

(X, Y ) 7−→ T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

pour tout X, Y ∈ Γ1(TM).

Remarques 2.1.1.

1. T est un champ de tenseur de type (1, 2),

2. T (X, Y ) = −T (Y, X) pour tout X, Y ∈ Γ1(TM) ( T est antisymétrique)

3. La connexion ∇ est dite sans torsion si T ≡ 0 (i.e) pour tout X, Y ∈ Γ1(TM) :

[X, Y ] = ∇XY −∇YX

4. Pour tout x ∈ M , le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire
vectoriel

Tx : TxM × TxM −→ TxM

(v, w) 7−→ (∇XY )x − (∇YX)x − [X, Y ]x

où X, Y ∈ Γ1(TM), tel que Xx = v et Yx = w indépendamment du choix de X
et Y ).
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2.2 Connexion de Levi-Civita

Théorème 2.2.1. Sur toute variété Riemannienne (Mn, g), il existe une unique
connexion linéaire ∇ telle que pour tout (X, Y, Z) ∈ X(M)3 on a

1/∇XY = ∇YX + [X, Y ], torsion libre(T ≡ 0)

2/Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), compatibilite avec g

∇ est appelée connexion de Levi-Civita de la métrique g.

Preuve

Unicité : Si une telle connexion existe, on a

Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y ) = g(5XY, Z) + g(Y,5XZ) + g(5YZ,X)

+g(Z,5YX)− g(5ZX, Y )− g(X,5ZY )

= g(Y, [X,Z]) + g(X, [Y, Z]) + g(Z, [X, Y ]) + 2g(Z,5YX)

parce que
5XZ − 5ZX = [X,Z] , 5YZ − 5ZY = [Y, Z] , 5XY +5YX = [X, Y ] + 25Y X.

On a donc

g(Z,5XY ) =
1

2
[Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )− g(X, [Y, Z])− g(Y, [X,Z])− g(Z, [X, Y ])]

(2.1)
ce qui prouve que 5XY est défini de façon unique.
Existance : L’identité 2.1 implique qu’il y’a une relation entre les symboles de Chris-
toffel de ∇ et les coefficients de matrice de g

∑
l

Γlijglk =
1

2
(
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj

+
∂gij
∂xk

).

de cette expression suit la définition des Γkij en termes des gij

Γkij =
1

2

∑
l

(
∂gjl
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xl

)glk.
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Calculs en coordonnées locales

Soit (U,ϕ) une carte sur M et (gij) les coefficients de la métriques g dans la carte on
définit sur ϕ(U) des fonctions

Γkij =
1

2

n∑
l=1

gkl(
∂glj
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xk

)

où les coefficients gij sont ceux de la matrice (gij)
−1. On a alors ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

=
n∑
k=1

Γkij
∂
∂xk

.

Les fonctions Γkij sont appelées les symboles de Christoffel de la métrique g dans la

carte (U,ϕ).

Remarques 2.2.1.

1. Pour tout (i, j, k), on a Γkij = Γkji.

2. (∇XY )(m) ne dépend que des Γkij(m), de X(m) et de la connaissance de Y le

long d’une courbe γ de M vérifiant γ(0) = m et γ′(0) = X(m).

Exemples 2.2.1.

1. On définit une connexion linéaire ∇ sur R en posant

∇XY =
∑n

i,j=1 Xi
∂Yj
∂xi
ej, où X =

∑n
i=1 Xiei et Y =

∑n
i=1 Yiei. Cette connexion

vérifie

1/∇XY −∇YX =
n∑

i,j=1

(Xi
∂Yj
∂xi
− Yi

∂Xj

∂xi
)ej = [X, Y ],

2/ Z.gRn(X, Y ) =
n∑

i,j=1

(Zi
∂Xj

∂xiYj
− ZiXj

∂Yj
∂xi

)

= gRn(∇ZX, Y ) + gRn(X,∇ZY )

2. Si M = Rn et g = gRn , alors dans la carte (Rn, IdRn) on a gij = δij et donc

Γkij = 0 pour tout (i, j, k). La connexion de Levi-Civita de (Rn, IdRn) est donc

∇.
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Exemple 2.2.1. (Le tore ) : Notre modèle d’un tore a un rayon majeur c et un
rayon mineur a. Nous considérons seulement le tore annulaire, pour quel c > a

Nous utilisons un système de coordonnée u, v pour lequel les plans de constante u
traversent l’axe du tore

Nous paramétrons la surface X par

X(u, v) =


x = (c+ a cos v) cosu

y = (c+ a cos v) sinu

z = a sin v

Nous commençons par calculer
1/la métrique induite : Soit geu = dx2 + dy2 + dz2 la métrique Euclidienne sur R3

dx = −(c+ a cos v) sinudu− a cosu sin vdv

dy = (c+ a cos v) cosudu− a sinu sin vdv

dz = 0du+ a cos vdv
dx2 = (−(c+ a cos v) sinu)2du2 + (−a cosu sin v)dv2

dy2 = ((c+ a cos v) cosu)2du2 + (−a sinu sin v)2dv2

dz2 = 0du2 + (a cos v)2dv2
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Alors, geu = (c+a cos v)2du2+a2dv2. La matrice et son inverse sont données par gij =[
g11 g12

g21 g22

]
=

[
(c+ a cos v)2 0

0 a2

]
; gij =

[
g11 g12

g21 g22

]
=

[
1

(c+a cos v)2
0

0 1
a2

]
,

les dérivées partielles sont : gij,u =

[
0 0

0 0

]
et gij,v =

[
−2a cos v(c+ a cos v) 0

0 0

]
.
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2/ les symboles de Christoffel :

Γuuu =
1

2
[guu(guu,u + guu,u − guu,u) + guv(gvu,u + gvu,u − guu,v)]

Γuuu =
1

2
[guu(0 + 0− 0) + 0(gvu,u + gvu,u − guu,v)]

Γuuu = Γvvv = 0

Γuuv =
1

2
[guu(guv,u + guu,v − guv,u) + guv(gvv,u + gvu,v − guv,v)]

Γuuv =
1

2
[guu(0 + guu,v − 0) + 0(gvv,u + gvu,v − guv,v)]

Γuuv = − a sin v

(c+ a cos v)

Γuvu =
1

2
[guu(guu,v + guv,u − gvu,u) + guv(gvu,v + gvv,u − gvu,v)]

Γuvu =
1

2
[guu(guu,v +0− 0) + 0(gvu,v + gvv,u − gvu,v)]

Γuvu = Γuuv = − a sin v

(c+ a cos v)

Γuvv =
1

2
[guu(guv,v + guv,v − gvv,u) + guv(gvv,v + gvv,v − gvv,v)]

Γuvv =
1

2
[guu(0 + 0− 0) + 0(gvv,v + gvv,v − gvv,v)]

Γuvv = 0

Γvuu =
1

2
[0(guu,u + guu,u − guu,u) + gvv(0 + 0− guu,v)]

Γvuu =
1

a
sin v(c+ acosv)

Γvuv =
1

2
[gvu(guv,u + guu,v − guv,u) + gvv(gvv,u + gvu,v − guv,v)]

Γvuv =
1

2
[0(guv,u + guu,v − guv,u) + gvv(0 + 0− 0)]

Γvuv = Γvvu = 0
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3/la géodésique :(voir fig 3.2)

··
Xk + Γkij

·
X

·
i
Xj = 0

 pour k = u on a
··
Xu +

ij∑
Γuij

·
X i

·
Xj =

··
Xu + Γuuv

·
Xu

·
Xv + Γuvu

·
Xv

·
Xu = 0, .

pour k = v on a
··
Xv +

ij∑
Γvij

·
X i

·
Xj =

··
Xv + Γvuu

·
Xu

·
Xu = 0, .

Alors { ··
u+ 2Γuuv

·
u
·
v =

··
u− 2a sin v

c+a cos vu

·
u
·
v = 0,

··
v + Γvuu

·
u

2
=
··
v + 1

a
sin v(c+ a cos v) +

·
u

2
= 0, .

La solution du système est :

·
u =

cst

(c+ a cos v)2

·
v =

+
−

√
− cst2

a2(c+ a cos v)2
+ l

C’est la solution générale de l’équation géodésique. Pour trouver des géodésiques
réelles, nous devons trouver un paramétrage de la vitesse unitaire de la courbe dé-

finie par
·
u et

·
v
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Exemple 2.2.2. (la sphère S2)

Nous paramétrons la surface X par

X(u, v) =


x = r cos θ sinϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

Calculons dx, dy et dz en termes de dr, dθ et dϕ nous obtenons

dx2 + dy2 + dz2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 φdϕ2 (2.2)

Le long de la sphère r ≡ 1 et donc dr ≡ 0. Ainsi, l’équation 2.2 devient

dx2 + dy2 + dz2 = dθ2 + sin2 θdϕ2.

Nous avons, dans les composantes de la matrice et son inverse sont donnée

gij =

[
g11 g12

g21 g22

]
=

[
1 0

0 sin2θ

]

gij =

[
g11 g12

g21 g22

]
=

[
1 0

0 1
sin2θ

]
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2/ les symboles de Christoffel :

Γ1
11 =

1

2
[g11(g11,1 + g11,1 − g11,1) + g12(g12,1 + g12,1 − g11,2)]

Γ1
11 =

1

2
[(0 + 0− 0) + 0(0 + 0− 0)]

Γ1
11 = Γ2

22 = 0

Γ1
12 =

1

2
[g11(g11,2 + g21,1 − g21,1) + g12(g22,1 + g21,2 − g12,2)]

Γ1
12 =

1

2
[1(0 + 0− 0) + 0(0 + 2 cos 1 sin 1− 0)]

Γ1
12 = Γ1

21 = 0

Γ1
22 =

1

2
[g11(g12,2 + g12,2 − g22,1) + g12(g21,2 + g21,2 − g22,2)]

Γ1
22 =

1

2
[1(0 + 0− 2 cos 1 sin 1) + 0(0 + 0− 0)]

Γ1
22 = − cos θ sin θ

Γ2
11 =

1

2
[g21(g11,1 + g11,1 − g11,1) + g22(g12,1 + g12,1 − g11,2)]

Γ2
11 = 0

Γ2
12 =

1

2
[g21(g12,1 + g11,2 − g12,1) + g22(g22,1 + g21,2 − g12,2)]

Γ2
12 =

1

2
[0(0 + 0− 0) +

1

sin2 θ
(0 + 2 cos θ sin θ − 0)]

Γ2
12 = Γ2

21 =
cos θ

sin θ

donc on a les Γkij sont nuls sauf Γθϕϕ = − sin θ cos θ et Γϕθϕ = Γϕϕθ = cos θ
sin θ
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3/la géodésique :
··
Xk + Γkij

·
X

·
i
Xj = 0, les équations à résoudre sont maintenant,

{
duθ

dτ
+ Γθαβu

αuβ = 0,
duϕ

dτ
+ Γϕαβu

αuβ = 0, .

En élargissant le première, il n’y a qu’un seul terme de connexion non-nul,{
duθ

dτ
+ Γθϕϕu

ϕuϕ = 0,
duθ

dτ
− (uϕ)2 sin θ cos θ = 0, .

Pour la seconde, {
duϕ

dτ
+ Γϕαβu

αuβ = 0,
duϕ

dτ
+ Γϕϕθu

ϕuθ + Γϕθϕu
θuϕ = 0, .

duϕ

dτ
+ 2uϕuθ

cos θ

sin θ
= 0

Laisser les conditions initiales être θ0 = π
2
, ϕ0 = 0, uϕ0 = 1;uθ0 = 0. Comme chaque

point et chaque direction de la sphère sont équivalents, il n’y a pas de perte de géné-
ralité dans ce choix. Ensuite, nous avons d’abord

(
duθ

dτ
)0 = (uϕ0 )2 sin θ0 cos θ0 = 0

et uθ ne change pas. Pour l’équation ϕ, il s’ensuit que

duϕ

dτ
= −2uϕuθ

cos θ

sin θ
= 0

donc uϕest également constante et le vecteur de vitesse est ui = (0, 1). Intégrer pour
trouver la courbe, {

dθ
dτ

= 0,
dϕ
dτ

= 1,

alors θ = θ0 = π
2
est ϕ = ϕ0 + τ = τ . La courbe est donc l’équateur,

(θ, ϕ) = (0, τ)
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Nous pouvons caractériser l’équateur comme l’intersection du plan unique normal à
la surface, contenant le vecteur de vitesse initiale. Un tel plan passe toujours par le
centre de la sphère, donc toutes les géodésiques sont donné par de grands cercles.

Définition 2.2.1. (Tenseur de courbure)
Soit M une variété muni d’une connexion linéaire ∇. On définit le tenseur de cour-
bure, R : Γ1(TM) × Γ1(TM) × Γ1(TM) → Γ1(TM), associé à ∇ par : pour tout
X, Y, V ∈ Γ1(TM),on a

R(X, Y )V = ∇X∇Y V −∇Y∇XV −∇[X,Y ]V

1. La courbure R est C∞(M)− 3 linéaire
2. R(X, Y )V = −R(Y,X)V pour tout X, Y ∈ Γ1(TM) et V ∈ Γ1(TM) (antisymétrie)

Définition 2.2.2. Sur une variété Riemannienne (M, g), le tenseur de courbure de
la connexion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Riemannienne.
Le tenseur de courbure Riemannienne s’exprime en fonction des symboles de Chris-
toffel :

R(∂i, ∂j)∂k =
n∑
l=1

Rl
ijk∂l

Rl
ijk = ∂i(Γ

l
jk)− ∂j(Γlik) +

n∑
m=1

{Γ1
imΓtm

jk − Γ1
jmΓt

ik},

où, (∂i)i=1..nest une base locale de champs de vecteurs sur M .

Proposition 2.2.1. Soit(M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure
Riemannienne R a les propriétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (3, 1).

2. g(R(X, Y )Z,W ) = −g(R(X, Y )W,Z).

3. g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X, Y ).

4. R vérifie l′identité de Bianchi algébrique
R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

5. R vérifie l′identité de Bianchi différentielle, pour ∀X, Y, Z,W ∈ Γ1(TM)

(∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z, X) + (∇ZR)(X, Y ) = 0.



Chapitre 3

3-Variétés Lorentziennes de Walker

3.1 Métriques semi-Riemanniennes

Définition 3.1.1. Un tenseur métrique ou métrique semi-Riemannienne sur M 1 ,
est une famille des applications gx : TxM × TxM → R (x ∈M), telle que :

1. Pour tout x ∈M, gx est une forme bilinéaire symétrique et non-dégénérée.

2. Si X, Y ∈ Γ1(TM), la fonction g(X, Y )(x) = gx(Xx, Yx) est différentiable.

3. L’indice de g est constant, et noté IndM , c’est-à-dire :

∃p ∈ N,∀x ∈M, Ind(TxM) = p (par rapport gx).

Définition 3.1.2. Une variété semi-Riemannienne est un couple (M, g), où M est
une variété différentiable de dimension n et g est un tenseur métrique sur M .

Remarque 3.1.1. Soit (M, g) une variété semi-Riemannienne, alors :

• 0 ≤ IndM ≤ dimM .
• Si IndM = 0, (M, g) est dite variété Riemannienne,
• Si p = 1 et dimM ≥ 2, (M, g) est dite variété de Lorentz ou variété Lorentzienne.

Définition 3.1.3. Étant donnée une carte (U,ϕ) de (M, g) avec les champs de bases
∂1, . . . , ∂n associé, on appelle composantes du tenseur métrique les n×n fonctions gij

1. Soit M une varièté différentiable de dimension n.



56 CHAPITRE 3. 3-VARIÉTÉS LORENTZIENNES DE WALKER

définies par gij = g(∂i, ∂j). Localement, si M est munie d’un système de coordonnées
locales (xi), alors :

g =
n∑

i,j=1

gijdxi ⊗ dxj.

Exemple 3.1.1. L’espace Euclidien Rn muni de la métrique :

g = −dx2
1 − . . .− dx2

p + dx2
p+1 + . . .+ dx2

n,

noté Rnp , est une variété semi-Riemannienne, et IndRnp = p. Soit εi = g(∂i, ∂i), alors :

εi =

{
−1, si i = 1, p;

+1, si i = p+ 1, . . . , n.

Pour n ≥ 2, L‘espace Rn1 est appelé espace de Minkowski, et si n = 4,R4
1 est dite

espace-temps de Minkowski. Les composantes de la métrique g sont données par gij =

δijεj, c’est-à-dire :

g =
n∑

i,j=1

δijεjdxi ⊗ dxj.

Définition 3.1.4. Soit n ≥ 2 et 0 ≤ p ≤ n.

1. La pseudo-sphère de Rn+1
p est définie par :

Snp = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1| −
∑p

i=1 x
2
i +

∑n+1
i=p+1 x

2
i = 1}.

2. Le pseudo-hyperbolique de Rn+1
p+1 est définie par :

Hn
p = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1| −

∑p+1
i=1 x

2
i +

∑n+1
i=p+2 x

2
i = −1}.
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Exemple 3.1.2. Sur la pseudo-sphère :

S2
1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3| − x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1}

de R3
1, on considère la paramétrisation :

x1 = sinhα

x2 = coshα sin β

x3 = coshα cos β.

La métrique g = −dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 de R3

1 induit sur S2
1 une métrique semi-

Riemannienne h, soit ∂α et ∂β les champs de vecteurs de bases associé à cette pa-
ramétrisation, les composantes de la métrique h sont données par :

h11 = g(∂α, ∂α) = −1, h12 = g(∂α, ∂β) = 0, h22 = g(∂β, ∂β) = cosh2 α,

c’est-à-dire h = −dα2 + cosh2 αdβ2.
Si on considère une nouvelle paramétrisation dans S2

1
x1 = t

x2 =
√
t2 + 1 cos θ

x3 =
√
t2 + 1 sin θ,

alors la métrique h associée à cette dernière paramétrisation est donnée par :

h =
−1

t2 + 1
dt2 + (t2 + 1)dθ2

Exemple 3.1.3. On considère sur la pseudo-sphère :

S3
1 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4| − x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = 1}

de R4
1, la paramétrisation suivante :

x1 = sinhα

x2 = coshα sin β

x3 = coshα cos β sin γ

x4 = coshα cos β cos γ.
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R4
1 induit sur S3

1 une métrique semi-Riemannienne h, donnée par :

h = −dα2 + cosh2 α dβ2 + cosh2 α cos2 βdγ2

3.1.1 Variétés Lorentziennes

Définition 3.1.5. Une variété Lorentzienne est une variété différentiable M , munie
d’une métrique Lorentzienne g (g est C∞(M)-bilinéaire, symétrique et non-dégénérée
de signature (−, +, . . . ,+) c’est-à-dire IndM = 1).

Définition 3.1.6. Un vecteur tangent v à (M, g) en p est :

1. de type espace si g(v, v) > 0 ou v = 0,

2. nul si g(v, v) = 0 et v 6= 0,

3. de type temps si g(v, v) < 0.

Exemple 3.1.4. Soit R2
1 = (R2, g = dx2 − dy2) et soit v = (x, y) ∈ TpR2

1(p ∈ R2),

alors g(v, v) = x2 − y2 (le signe ± varie)[voir fig 2.3)

Exemple 3.1.5. Soit R3
1 = (R3, g = −dx2 + dy2 + dz2), et soit v = (x, y, z) ∈ TpR3

1

(p ∈ R3), alors les vecteurs tangents de type espace, nul et type temps sont présentés
comme suit :(voir fig 3.3)

g(v, v) = 0 ⇐⇒ −x2 + y2 + z2 = 0

⇐⇒ x2 = y2 + z2

⇐⇒ x = ±
√
y2 + z2.
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Définition 3.1.7. Une variété Lorentzienne (M, g) est dite temps-orientable s’il
existe un champ de vecteurs X ∈ Γ1(TM) de type-temps, c’est-à-dire :

g(Xx, Xx) < 0,∀x ∈M.

(voir fig 4.3)

Exemples 3.1.1.

1. Rn1 est une variété Lorentzienne temps-orientable, avec :

X =
∂

∂x1

, g = −dx2
1 + dx2

2 + . . .+ dx2
n.

2. La pseudo-sphère Sn1 de Rn+1
1 est une variété Lorentzienne temps-orientable.
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Exemple 3.1.6. Soit M = Rnp avec g = −dx2
1− . . .− dx2

p + dx2
p+1 + . . .+ dx2

n, alors :

gij = δijεj, εj =

{
−1, 1 ≤ j ≤ p;

+1, p+ 1 ≤ j ≤ n.

Remarquant que les fonctions gij sont constantes, d’après la définition de coefficients

de Christoffel, on a Γkij = 0 pour tout i, j, k = 1, . . . , n.

Exemple 3.1.7. L’espace euclidien (M, g) = (Rn, δ) où δ désigne la métrique Eucli-
dienne

δ = δijdx
idxj = (dx1)2 + . . .+ (dxn)2

est une variété Riemannienne.

Définition 3.1.8. Soient (M, g) une variété Lorentzienne, p ∈ M et X ∈ TpM .
Alors on dit que X est
(1) un vecteur de type espace si g(X,X) > 0,
(2) un vecteur de type temps si g(X,X) < 0,
(3) un vecteur nul ou de type lumière si g(X,X) = 0.

3.1.2 Espace de Minkowski E3
1

Définition 3.1.9. L’espace de Lorentz-Minkowski de dimension 3 est un espace mé-
trique E3

1 = (R3, <,>)où la métrique <,> est

< u, v >= u1v1 + u2v2 − u3v3, u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3)

qui est appelé la métrique lorentzienne de dimension 3.
Nous utilisons également la terminologie de l’espace de Minkowski et la métrique de
Minkowski de se référer l’espace et la métrique, respectivement. La métrique lorent-
zienne est une métrique non-dégénérée d’indice 1. L’espace vectoriel R3 prend égale-
ment en charge la métrique euclidienne, qui seront désignés par <,>e. On écrit l’es-
pace euclidien à 3 dimensions E3

1 = (R3, <,>e) est un l’espace de Lorentz-Minkowski

Définition 3.1.10. Un vecteur v ∈ E3
1 est dit :

1. vecteur de type espace si < v, v >1> 0 ou v = 0,
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2. vecteur de type temps si < v, v >1< 0

3. vecteur de type lumière si < v, v >1= 0 et v 6= 0.

Le cône lumière de E3
1 est l’ensemble de tous les vecteurs lumière de E3

1

C = {(x, y, z) ∈ E3
1 : x2 + y2 − z2 = 0} − {(0, 0, 0)}

L’ensemble des vecteurs de type temps est

T = {(x, y, z) ∈ E3
1 : x2 + y2 − z2 < 0}

Les deux composantes T et C sont connexes.

Définition 3.1.11. Soit U ⊂ R3 un sous-espace vectoriel, on a la métrique induite
<,>U telle que

< u, v >U=< u, v >, u, v ∈ U

On a trois types de La métrique de U :

1. La métrique est définie positive alors U est appelé type espace.

2. La métrique a l’indice 1 alors Uest dit de type temps.

3. La métrique est dégénéré alors Uest appelé lumière.

Le caractère causal d’un vecteur ou un sous-espace est la propriété d’être de type
espace, type lumière ou type temps. On a quelques caractérisations et propriétés de la
causalité d’un sous-espace de E3

1

Proposition 3.1.1. Soit U un sous-espace vectoriel de E3
1, on a

1. dim(U⊥) = 3− dim(U).

2. (U⊥)⊥ = U .

3. si U est non dégénéré, alors U⊥est un sous-espace non dégénéré.

4. U est de type temps (resp. de type espace, lumière) si et seulement si U⊥est de
type espace (resp. de type temps, lumière).

5. Si v est de type temps ou de type espace alors E3
1 = spanv ⊕ spanv⊥
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En comparant avec l’espace euclidien E3 l’existence de vecteurs lumière et type
temps donnent les propriétés suivantes :

Proposition 3.1.2. Soient u, v ∈ E3
1, alors on a :

1. Si u, v deux vecteurs lumière sont linéairement indépendants si et seulement
si < u, v >= 0.

2. Si u et v sont deux vecteurs de type temps ou lumière avec < u, v >= 0 alors
ils sont des vecteurs lumière.

3. Si u et v sont deux vecteurs de type temps alors < u, v >6= 0.

4. Si U est un sous-espace lumière alors dim(U ∩ U⊥) = 1.

Proposition 3.1.3. Soit P un plan vectoriel de E3
1. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1. P est un sous-espace de type temps.

2. P contient deux vecteurs de type lumière linéairement indépendants.

3. P contient un vecteur de type temps.

Proposition 3.1.4. Soit U un sous-espace vectoriel de E3
1. Les propriétés suivantes

sont équivalent :

1. U est un sous-espace lumière.

2. U contient un vecteur lumière mais pas un type temps

3. U ∩ C = L− {0} et L un sous espace vectoriel de dimL = 1.

Proposition 3.1.5. Soit P un plan vectoriel E3
1. On note par −→ne le vecteur orthogonal

par rapport à la métrique euclidienne. Alors P est un plan de type espace (resp. temps,
lumière) si et seulement si −→ne est un type temps (resp. de type espace, lumière).

Preuve

Si P = {(x, y, z) ∈ R3 : ax+ by + cz = 0}
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alors −→ne est proportionnelle le vecteur (a, b, c). On écrire P comme

P = (x, y, z) ∈ R3 : ax+ by − (−c)z = 0 = Span(a, b,−c)⊥

Le caractère causal de (a, b,−c) est le même que −→ne et proposition 3.1.1 prouve le
résultat.
On définit la norme (ou module) d’un vecteur

Définition 3.1.12. Soit u ∈ E3
1, la norme de u est

‖u‖ =
√
| < u, u > |

Le vecteur u est appelé unitaire si : ‖u‖ = 1.

Proposition 3.1.6. Si P = Span v⊥ est un plan de type espace, alors

‖v‖e ≥ ‖v‖

Preuve

Il suffit que ‖v‖ = 1. On suppose −→ne = (a, b, c) et a2 + b2 + c2 = 1

v = ± (a, b,−c)√
c2 − a2 − b2

La norme euclidienne |v|e est

|v|2e =
a2 + b2 + c2

c2 − a2 − b2
=

1

c2 − a2 − b2
≥ 1

Car c2 − a2 − b2 = 1− 2(a2 + b2) ≤ 1

Définition 3.1.13. Soient u, v ∈ E3
1 le produit vectoriel Lorentzienne de u et v est

l’unique vecteur désigné par u× v qui satisfait

< u× v, w >= det(u, v, w) (3.1)

où det(u, v, w) est le facteur déterminant de la matrice obtenue en plaçant des co-
lonnes les coordonnées des trois vecteurs u, v et w par rapport à Bu.
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La bilinéarité de la métrique assure l’existence et l’unicité de ce vecteur u × v, En
prenant 3.1 chacun des vecteurs Ei de Bu, nous obtenons l’expression de u × v en
coordonnées par rapport à Bu

u× v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i ~j −~k
u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Par conséquent, si on note u×e v le produit vectoriel euclidien, alors u×v est le reflet
de u×e v par rapport au plan d’équation z = 0.

Définition 3.1.14. Notons que si u et v sont deux vecteurs non dégénérées, alors
B = u, v, u× v est une base de E3

1. Mais contrairement à l’espace euclidien, le carac-
tère causal de u et v détermine si la base est ou non orienté positivement. Exactement,
si u, v sont de type espace, alors u×v est de type temps et B est orienté négativement
parce que det(u, v, u× v) = 〈u× v, u× v〉 < 0.
Si u et v ont un caractère causal différent, alors B est orienté positivement. La norme
de u dans E3

1 est noté par ‖u‖1 =
√
< u, u >1. Les vecteurs u et v sont orthogonaux

si < u, v >1= 0.

3.1.3 Courbes dans l’espace de Minkowski

Dans cette partie, nous développons la théorie du trièdre de Frenet pour les courbes
en E3

1. Une courbe (lisse) est une application différentiable α : I ⊂ R → E3
1 où I est

un intervalle ouvert. Nous disons aussi que α est une courbe paramétrée. Une courbe
est dite régulière si α′(t) 6= 0 pour tout t ∈ I.

Théorie locale des courbes

Soit α : I → E3
1 une courbe régulière. Si t ∈ I, l’espace tangent TtI s’identifie avec R

et la carte différentielle (dα)t : TtI ≡ R→ Tα(t)E
3
1 ≡ R3 est

(dα)t(s) =
d

du
|u=0α(t+ su) = s · α′(t).
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Ainsi la carte linéaire (dα)t est une homothétie de R à R3 donnée par t→ s ·α′(t). Ici
nous identifions (dα)t par α′(t), ou en d’autres termes, si ∂/∂t est le vecteur tangent
unitaire sur TtI, alors

(dα)t(
∂

∂t
) = α′(t).

Nous dotons maintenant R3 de la métrique lorentzienne 〈, 〉. Sur I nous considérons
la métrique induite de E3

1 par la carte α qui convertit

α : (I, α∗〈, 〉)→ E3
1 = (R3, 〈, 〉)

ou si nous prenons la base ∂∂t dans TtI,

α∗〈, 〉t(
∂

∂t
,
∂

∂t
) = 〈α′(t), α′(t)〉.

Pour classer la variété (I, α∗〈, 〉) et comme I est une variété unidimensionnelle, nous
devons connaître le signe de 〈α′(t), α′(t)〉. Ainsi

1. si 〈α′(t), α′(t)〉 > 0, (I, α∗〈, 〉) est une variété riemannienne.

2. si 〈α′(t), α′(t)〉 < 0, (I, α∗〈, 〉) est une variété lorentzienne, c’est-à-dire que la
métrique induite est non dégénérée avec l’indice 1.

3. si 〈α′(t), α′(t)〉 = 0, (I, α∗〈, 〉) est une variété dégénérée. Cette classification
justifie la définition suivante.

Définition 3.1.15. Une courbe α dans E3
1 est dite de type espace (resp. type temps,

lumière) en t si α′(t) est un vecteur de type espace(resp. type temps, lumière). La
courbe α est de type espace (resp. type temps, lumière) si elle est de type espace (resp.
type temps, lumière) pour tout t ∈ I.
En particulier, une courbe de type temps ou lumière est régulière. Nous rappelons
qu’une courbe en E3

1 peut ne pas être de l’un des types ci-dessus. Cependant, la condi-
tion de type espace (ou type temps) est une propriété ouverte, c’est-à-dire que si α est
de type espace (ou type temps) si à t0 ∈ I, il existe un intervalle (t0− δ, t0 + δ)autour
de t0 où α est de type espace (ou type temps) : si à t0 ∈ I on a 〈α′(t0), α′(t0)〉 6= 0, la
continuité assure l’existence d’un intervalle autour de t0 où 〈α′(t), α′(t)〉 a le même
signe qu’à t = t0
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Exemple 3.1.8. 1/nous considérons la courbe

α : R→ E3
1, α(t) = (cosh(t),

t2

2
, sinh(t))

avec
α′(t) = (sinh(t), t, cosh(t)

α est une courbe régulière et 〈α′(t), α(t)〉 = t2 − 1 la courbe de type temps dans
l’intervalle (−∞,−1) ∪ (1,∞), est de type espace dans l’intervalle (−1, 1) et lumière
sur {−1, 1},

Exemples 3.1.2.

2/Considérons des courbes planes, c’est-à-dire des courbes incluses dans un plan affine
deR3 et nous étudions son caractère causal :
a/ La droite α(t) = p + tv, p, v ∈ R3, v 6= 0. Cette courbe a le même caractère causal
que le vecteur v.
b/ Le cercle α(t) = r(cost, sint, 0) est une courbe de type espace incluse dans un plan
de type espace de l’ équation z = 0.
c/ L’hyperbole α(t) = r(0, sinht, cosht) est une courbe de type espace dans un plan
de type temps de l’équation x = 0.
d/ L’hyperbole α(t) = r(0, cosht, sinht) est une courbe de type temps dans un plan
de type temps de l’équation x = 0.
e/ La parabole α(t) = (t, t2, t2) est une courbe de type espace du plan lumière de
l’équation. y − z = 0

Exemples 3.1.3. 3/On considère les courbes spatiales.
a/ L’hélice α(t) = (rcost, rsint, ht), h 6= 0, de rayon r > 0 et de pas 2πh. Cette courbe
est incluse dans le cylindre de l’équation x2 + y2 = r2. Si r2 > h2(resp. r2 − h2 <

0, r2 = h2), α est une courbe de type espace (resp.de type temps, lumière).
b/ Soit α(t) = (ht, r sinh t, r cosh t), h 6= 0, r > 0. cette courbe est de type espace et
incluse dans le hyperbolique cylinder de l’équation y2 − z2 = −r2.
c/ Soit α(t) = (ht, r cosh t, r sinh t), h 6= 0, r > 0. Lci si h2−r2 > 0 (resp. < 0,= 0),
est une courbe de type espace (resp.de type temps, lumière). De plus, la courbe α est
incluse dans l’hyperbolique cylindre de l’équation y2 − z2 = r2
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3.2 Variété de Walker

Dans ce section, nous donnons la définition d’une variété de Walker et d’une variété
stricte de Walker. Ensuite, nous étudions leurs connexions et leurs tenseurs de cour-
bure. Soit M une variété semi-Riemannienne et T (M) = V1 ⊕ V2 où V1 et V2 sont
des sous-groupes lisses, appelés distributions. Ceci définit deux projections complé-
mentaires π1et π2 de T (M) sur V1et V2. On dit que V1 est une distribution parallèle
si ∇π1 = 0. De manière équivalente, cela signifie que si X1 est un champ de vecteur
lisse prenant des valeurs dans V1, alors ∇X1 prend également des valeurs dans V1.
Dans le cadre de Riemann, nous pouvons prendre V2 = V ⊥2 pour être le complément
orthogonal de V1 et ensuite V2 est à nouveau parallèle. Si M est semi-riemannien,
alors V1 ∩ V2 n’est pas forcément trivial. On dit que V1 est une distribution parallèle
nulle si V1 est parallèle et si la métrique induite sur V1 s’annule identiquement. Une
variété est appelée une variété de Walker si elle admet une distribution parallèle nulle
et elle est appelée une variété strictement Walker si cette distribution est engendrée
par un vecteur nul [16, 21].

Définition 3.2.1. Une Variété de Walker de dimension 3, (M, gf ) est une variété
Lorentzienne de dimension 3 admettant un champ de ligne parallèle dégénéré avec les
coordonné local (x, y, z) où le tenseur métrique est exprimé

gf =


0 0 1

0 ε 0

1 0 f

 avec l’inverse g−1
f =


−f 0 1

0 ε 0

1 0 0


pour certaine fonctions différentiables f(x, y, z) définies sur la variété M et ε = ±1.
Tout au long de ce travail nous prendrons ε = −1. Notez que la variété de Walker
(M, gf ) a la signature (2, 1) si ε = 1 et (1, 2) si ε = −1 et est Lorentzienne dans
les deux cas. Dans ce manuscrit M est supposé être un variété de Walker en trois
dimensions.

3.2.1 Produit vectoriel

Nous avons défini le produit vectoriel lorentzien. Nous allons maintenant définir le
produit vectoriel pour le cas particulier, c’est- à-dire que la métrique est une métrique
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de Walker gf . Soient u, v ∈ M . Le produit vectoriel de u et v, u × v, est le vecteur
unique satisfaisant

〈u× v, w〉 = det(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
w1 w2 w3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.1.1)

où w ∈ E1, E2, E3. Nous obtenons le vecteur de produit comme :
u× v = (u1v2 − u2v1 − (u2v3 − u3v2)f, u1v3 − u3v1, u2v3 − u3v2). (3.1.2)

Maintenant, nous pouvons construire un cadre orthonormé sur (M, gf ).

soit u = (0, 1, 0) et v = (0, 0, 1√
|f |

). Alors u× v = (−
√
f, 0, 1√

f
).

3.2.2 Connexions de Levi-Civita

Proposition 3.2.1. Nous pouvons calculer les symboles de Christoffel en utilisant la
formule suivante :

Γijk =
1

2

n∑
l=1

gil(
∂gkl
∂xj

+
∂gjl
∂xk
− ∂gjk

∂xl
) (3.2)

Où

∇∂i∂j =
∑
k

Γkij∂k(1 ≤ i, j ≺ n) (3.3)
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et nous trouvons les symboles de Christoffel non-zéro possibles d’une métrique de
Walker gf comme suit,

Γ1
13 = Γ1

31 =
1

2
fx,

Γ1
23 = Γ1

32 =
1

2
fy,

Γ1
33 =

1

2
(fz + ffx),

Γ2
33 =

1

2
fy,

Γ3
33 = −1

2
fx.

Preuve

En utilisant 3.2, nous établissons les symboles de Christoffel comme suit.

Γ1
11 =

1

2

n∑
l=1

g1l(
∂g1l

∂x
+
∂g1l

∂x
− ∂g11

∂xl
)

=
1

2
g11(

∂g11

∂x
+
∂g11

∂x
− ∂g11

∂x
) +

1

2
g12(

∂g12

∂x
+
∂g12

∂x
− ∂g11

∂y
)

−1

2
g13(

∂g13

∂x
+
∂g13

∂x
− ∂g11

∂z
)

= 0

Γ1
13 =

1

2

n∑
l=1

g1l(
∂g3l

∂x
+
∂g1l

∂z
− ∂g13

∂xl
)

=
1

2
g11(

∂g31

∂x
+
∂g11

∂z
− ∂g13

∂x
) +

1

2
g12(

∂g32

∂x
+
∂g12

∂z
− ∂g13

∂y
)

−1

2
g13(

∂g33

∂x
+
∂g13

∂z
− ∂g13

∂z
)

=
1

2
fx.



70 CHAPITRE 3. 3-VARIÉTÉS LORENTZIENNES DE WALKER

De même, nous pouvons calculer tous les composants Γijk des symboles de Chris-

toffel et trouver comme indiqué ci-dessus. Maintenant, comme nous connaissons les
symboles de Christoffel, nous pouvons calculer les composants de la connexion Levi-
Civita.

Théorème 3.2.1. Les composantes non nulles possibles de la connexion Levi-Civita
de toute métrique gf sont :

∇∂x∂z =
1

2
fx∂x

∇∂y∂z =
1

2
fy∂x

∇∂z∂z =
1

2
(ffx + fz)∂x +

1

2
fy∂y −

1

2
fx∂z.

Preuve

Après un calcul simple en utilisant 3.3 et la proposition (3.2.1),

∇∂x∂x =
∑
k

Γk11∂k

= Γ1
11∂x + Γ2

11∂y + Γ3
11∂z

= 0

∇∂x∂z =
∑
k

Γk13∂k

= Γ1
13∂x + Γ2

13∂y + Γ3
13∂z

=
1

2
fx∂x.

De même, nous pouvons trouver tous les composants∇∂i∂j de la connexion Levi-Civita
de gf comme indiqué ci-dessus .



3.2 Variété de Walker 71

3.2.3 Géodésique sur les Variétés de Walker

Remarque 3.2.1. Dans ce qui suit, nous discuterons les courbes géodésiques d’une
3-variété de Walker en mettant l’accent sur les courbes à composante constante ou
linéaire .
Rappelons qu’une courbe γ dans M est dite de type temps(respectivement type espace,
type lumière) à t si γ′(t) est un vecteur de type temps (respectivement de type espace,
de type lumière) pour tous t ∈ I. [5]

Exemple 3.2.1. Considérez les courbes de plan dans (M, gf ), L’hyperbole γ(t) =

r(cosh t, sinh t, 0) est un courbe de type temps, trouvant dans le plan de la lumière
défini par z = 0.

Preuve

Soit γ′(t) = r(sinh t, cosh t, 0).
Nous calculons :
〈γ′(t), γ′(t)〉 = 〈r sinh t∂x + r cosh t∂y, r sinh t∂x + r cosh t∂y〉 = r2 sinh2 t〈∂x, ∂x〉 +

r2 sinh t cosh t〈∂x, ∂y〉+ r2 cosh t sinh t〈∂y, ∂x〉+ r2 cosh2 t〈∂y, ∂y〉 Avec


g(∂x, ∂x) = 2dx(∂x)dz(∂x)− dy(∂x)dy(∂x) + fdz(∂x)dz(∂x) = 0

g(∂x, ∂y) = 2dx(∂x)dz(∂y)− dy(∂x)dy(∂y) + fdz(∂x)dz(∂y) = 0

g(∂y, ∂x) = 2dx(∂y)dz(∂x)− dy(∂y)dy(∂x) + fdz(∂y)dz(∂x) = 0

g(∂y, ∂y) = −1

Donc 〈γ′(t), γ′(t)〉 = −r2 cosh2 t

Ce qui est négatif pour tout t ∈ R. Par conséquent, l’hyperbole γ est de type temps.
La métrique induite sur le plan z = 0 est gf |z=0 = −y, donc elle est dégénérée. Par
conséquent, le plan représenté par z = 0 est un plan de type lumière et la courbeγ se
trouve là-dessus

La géométrie euclidienne n’a pas de courbure et donc une ligne droite est le plus
court chemin entre deux points de la géométrie euclidienne. Cependant, en Relativité
Générale, l’espace est courbé par la masse. Une géodésique est la notion de droite
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à l’espace courbe, de sorte qu’une géodésique est (localement) le plus court chemin
entre les points de l’espace.
Rappelons qu’une courbe γ : I → M sur une variété semi-Riemannienne M est
appelée géodésique si γ′(t) = ∇γ′γ

′(t) = 0.

Corollaire 3.2.1. Soit γ(t) être une courbe définie sur U ⊂ M avec les fonctions
de coordonnées γ1(t), γ2(t), γ3(t).γ est une géodésique de M si et seulement si ses
fonctions de coordonnées γk satisfont

d2γk
dt2

+
∑
i,j

Γ1
ijk(γ)

dγi
dt

dγj
dt

= 0

pour k = 1, 2, 3. Il s’ensuit que les équations géodésiques d’une variété tridimension-
nelle de Walker (M, gf ) sont

1. d2γ1
dt2

+ fx
dγ1
dt

dγ3
dt

+ fy
dγ2
dt

dγ3
dt

+ 1
2
(ffx + fz)(

dγ3
dt

)2 = 0,

2. d2γ2
dt2

+ 1
2
fy(

dγ3
dt

)2 = 0,

3. d2γ3
dt2
− 1

2
fx(

dγ3
dt

)2 = 0,

4. 〈γ′, γ′〉 =


< 0, γ est de type temps

0, γ est de type lumière

> 0, γ est de type espace

Pour un f arbitraire,
(i) Si nous avons une courbe avec γ1 constante, la courbe γ(t) = (c, γ2, γ3) satisfait
aux équations suivantes : γ est une géodésique sur M

1. fy dγ2
dt

dγ3
dt

+ 1
2
(ffx + fz)(

dγ3
dt

)2 = 0,

2. d2γ2
dt2

+ 1
2
fy(

dγ3
dt

)2 = 0,

3. d2γ3
dt2
− 1

2
fx(

dγ3
dt

)2 = 0,

4. 〈γ′, γ′〉 = −(dγ2
dt

)2 + f(dγ3
dt

)2 =


< 0, γ est de type temps

0, γ est de type lumière

> 0, γ est de type espace

(ii) Si nous avons une courbe avec γ2 constante, la courbe γ(t) = (γ1, c, γ3) satisfait
aux équations suivantes : γ est une géodésique sur M
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1. d2γ1
dt2

+ fx
dγ1
dt

dγ3
dt

+ 1
2
(ffx + fz)(

dγ3
dt

)2 = 0,

2. 1
2
fy(

dγ3
dt

)2 = 0,

3. d2γ3
dt2
− 1

2
fx(

dγ3
dt

)2 = 0,

4. 〈γ′, γ′〉 = 2dγ1
dt

dγ3
dt

+ f(dγ3
dt

)2 =


< 0, γ est de type temps

0, γ est de type lumière

> 0, γ est de type espace

Notez que, si dγ3
dt
6= 0, alors il résulte de (2) que fy = 0 et ainsif = f(x, z).

(iii) Si nous avons une courbe avec γ3 constante, la courbe γ(t) satisfait aux équations
suivantes : γ est une géodésique sur M

1. d2γ1
dt2

= 0,

2. d2γ2
dt2

= 0,

3. d2γ3
dt2

= 0.

la courbe est de la forme : γ = (α1t+ α2, b1t+ b2, c).

4. 〈γ′, γ′〉 = −b2
1 =

{
< 0, γ est de type temps

0, γ est de type lumière

γ(t) = (α1t+ α2, b1t+ b2, c) est une géodésique de type temps b1 6= 0. si
b1 = 0, γ(t) = (α1t+ α2, b2, c) est une géodésique de type lumière dans M .

Corollaire 3.2.2. Toute droite γ(t) = p+ tv avec p, v ∈M et v = (v1, v2, 0) est une
géodésique dans la variété (M, gf ) avec un f arbitraire et son caractère causal est le
même que v.

Preuve

Soit γ(t) = p+ tv et v = (v1, v2, 0).

γ′ = v = (v1, v2, 0).

Donc γ a le même caractère causal que v. De plus, γ(t) vérifie les équations
géodésiques pour tout f .
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Corollaire 3.2.3. Soit (M, gf ) une variété de Walker. S’il existe une courbe géo-
désique de la forme γ(t) = (γ1(t), γ2(t), c1t + c2) dans M où c1 6= 0, alors M est
strictement une variété de Walker. De plus, si γ2 est également linéaire par rapport à
t, alors f = f(z).

Preuve

Soit γ(t) = (γ1(t), γ2(t), c1t + c2) soit une géodésique dans M , où c1 6= 0. Alors γ
vérifie les équations géodésiques :

d2γ1

dt2
+ c1fx

dγ1

dt
+ c1fy

dγ2

dt
+

1

2
c2

1(ffx + fz) = 0 (3.4)

d2γ2

dt2
+

1

2
c2

1fy = 0 (3.5)

− 1

2
c2

1fx = 0 (3.6)

Puisque c1 6= 0, fx = 0 suivi de 3.6. Ainsi, f = f(y, z), c’est-à-dire que M est stricte-
ment une variété de Walker.
Pour la seconde partie, soit γ(t) = (γ1(t), b1t + b2, c1t + c2). Alors γ′ = (γ1′(t), b1, c1)

et les équations géodésiques deviennent :

d2γ1

dt2
+ c1fx

γ1

dt
+

1

2
c2

1(ffx + fz) = 0 (3.7)

1

2
c2

1fy = 0 (3.8)

− 1

2
c2

1fx = 0 (3.9)

Il résulte de 3.8 et 3.9 que ; fx = fy = 0. Donc f = f(z).

Pour la troiséme partie, soit γ(t) = (a1t+ a2, b1t+ b2, c1t+ c2). Alors γ′ = (a1, b1, c1)

et les équations géodésiques deviennent :
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c1fxa1 +
1

2
c2

1(ffx + fz) = 0 (3.10)

1

2
c2

1fy = 0 (3.11)

− 1

2
c2

1fx = 0 (3.12)

Il résulte de 3.10, 3.11 et 3.12 que ; fx = fy = fz = 0. Donc f = 0.
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Conclusion

1/ Toute droite avec une troisième composante constante est une géodésique sur une
variété de Walker dont la causalité dépend de sa seconde composante.
2/ L’existence d’une géodésique dans une variété de Walker avec une troisième com-
posante linéaire implique que la variété est stricte.

Perspective

Etude des équations de surfaces minimales sur les variétés de Walker en trois dimen-
sions, avec un intérêt particulier sur les surfaces qui sont représentées par le graphe
d’une fonction lisse.
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