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0.1 Introduction

En 1964, Eelles et Sampson ont dé�ni la notion générale des applications biharmoniques

comme une généralisation naturelle des applications harmoniques. Il est évident qu�une appli-

cation harmonique est une application biharmonique. Par conséquent, l�objectif est de trouver

et classer les applications biharmoniques propres, c�est-à-dire les applications biharmoniques

non-harmoniques qu�elles sont appelées applications biharmoniques propres.

Comme les courbes sont un cas particulier des applications dans une variété, on focalise

notre travail a déterminé les courbes biharmoniques propres dans un espace particulier de

variété appelé l�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu en dimension 3.

L�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu est un sous espace de R3 dé�nit par

M3
bcv = f(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 � �1

m
avec m 2 Rg

= f(x; y; z) 2 R3 : F = m(x2 + y2) + 1 � 0 avec m 2 Rg:

Il coïncide avec les espaces suivantes suivant les valeurs des constantes l et m; qu�on peut les

determinés par :

� Le groupe d�Heisenberg H3 : si m = 0 et l 6= 0 muni de la métrique invariante gauche sur

le groupe d�Heisenberg H3:

� L�espace spécial linéaire complexe SU(2) : si l 6= 0 et m > 0, M3
bcv est localement SU(2).

�L�espace spécial linéaire fSL(2;R) : si l 6= 0 et m < 0, M3
bcv est localement fSL(2;R):

Notre objectif dans ce travail est d�étudier les propriétés de biharmonicité des courbes et

donné leurs formes explicites dans l�espace M3
bcv.

D�autre part, il existe plusieurs résultats de classi�cation sur les courbes biharmoniques

dans les variétés riemanniennes. Les courbes biharmoniques du L�espace de Bianchi-Cartan-

Vranceanu sont étudiées par Caddeo et Al, qu�ils ont montré que les courbes biharmoniques

dans L�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu sont des hélices, c�est-à-dire des courbes avec le

quotion de la torsion � par la courbure � est constant.

Notre mémoire se compose de cequi suit :

Le premier chapitre : On donne quelque dé�nitions et des notions de base (variété di¤éren-

tiable, espace et �bré tangent, champs de vecteurs... ).
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Au deuxième chapitre : On dé�nit quelques outils fondamenteaux des courbes paramétrées

en dimension 3.

Dans le troisième chapitre : On va interpréter l�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu de

dimension 3 muni d�une structure riemannienne (i.e. nous permet de trouver les formules géné-

rales de connexion associée à la métrique riemannienne et le tenseur de courbure de l�espace de

Bianchi-Cartan-Vranceanu).

Finalement, au quatrième chapitre, on intoduit la notion des applications harmoniques et

biharmoniques qui sont le but de ce travail, dont On fait un rappel sur les applications harmo-

niques et biharmoniques dans les variétés riemanniennes et comme cas particulier, on dé�nit

les courbes harmoniques et biharmoniques dans des espaces particuliers notamment l�espace

de Bianchi-Cartan-Vranceanu M3
bcv. On caractérise les courbes biharmoniques non géodésiques

dans M3
bcv.En suite, On démontre que l�ensemble des courbes biharmoniques est inclu dans

l�ensemble des courbes hélices dans M3
bcv. A la �n, on donne la forme explicite des courbes

biharmoniques dans M3
bcv:

Notation :On travail dans la classe C1, c�est à dire les variétés, les métriques, les connexions,

les cartes seront supposés être lisses.
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Chapitre 1

Variété di¤érentiable

Dé�nition 1.1 Soit M un espace topologique séparé, une carte de M est le couple (U; �), où

U est un ouvert de M et �(U)est un ouvert de Rn tel que :

� : U ! �(U) est un homéomorphisme.

n est la dimension de M:

Dé�nition 1.2 Deux cartes (U; �), (V;  ) sont dite compatibles si :

U \ V 6= ; où � �  �1 :  (U \ V )! �(U \ V )

est un di¤éomorphisme de classe C1.

Sur U \ V; les deux systèmes de coordonées s�écrivent

� �  �1 : y = (y1; :::; yn)! (x1 = f 1(y); :::; xn = fn(y))

et

 � ��1 : x = (x1; :::; xn)! y = (g1(x); :::; gn(x))

Dé�nition 1.3 Un Atlas U de M est une famille de carte f(Ui; �i)gi2I tel que :

1) M = [i2IUi
2) Toutes les cartes ont la même dimension n.

3) Toutes les cartes sont compatibles entre eux.
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Dé�nition 1.4 On dit que M est une variété di¤érentiable de classe Cr(r � 1) si

1/-M est une variété topologique ,

2/- Il existe un atlas f(Ui; �i)gi2I de M tel que pour tous i; j tels que U \ V 6= ?;

�j � ��1i : �i(Ui \ Uj)! �j(Ui \ Uj)

est de classe Cr. On dit alors que l�atlasf(Ui; �i)gi2I est de classe Cr:

M est dite di¤érentiable si M est une variété de classe C1:

1.1 Espace et �bré tangent

1.2 Espace tangent

Soit M une variété di¤érentiable de classe C1.

Dé�nition 1.5 On considère l�espace vectoriel des fonctions de classe C1sur M ,

H(M) = ff :M ! R=f de classe C1g

pour p 2M , on dé�nit sur H(M) une relation d�équivalence :

f � g , 9U �M , U ouvert avec p 2 U , tel que fjU = gjU

On note C1p (M) = H(M)= � l�ensemble des classes d�équivalences dans H(M) pour cette

relation.

Dé�nition 1.6 Une dérivation v est une application linéaire

v : C1p (M)! R

Soit f : Rn ! R une fonction C1 dans un voisinage de m 2 Rn et soit v 2 Rn un vecteur on

leur associe la dérivée de f selon v en m

lim
t!0

f(m+ tv)� f(m)

t
= v(f)
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en coordonnées locales :

v(f) =
nX
k=1

vi
@f

@xi
(m)

On peut voir l�action de v comme étant une fonctionnelle (que l�on note encore v ) de f , qui

véri�e les propriétés de linéarité et de Leibniz :

v(�f + �g) = �v(f) + �v(g)

v(fg) = f(m)v(g) + g(m)v(f)

Dé�nition 1.7 L�espace tangent en p à M est l�espace vectoriel des dérivations sur C1p (M)

noté TPM

Puisqu�on a un espace vectoriel de dimension �ni, il faut determiné une base.

Soient (x1; :::; xn) des coordonnées au voisinage de p. Une base de TPM est donnée par les

n dérivations @
@xi
(p), pour 1 � i � n, dont les courbes associées sont les i dé�nies par

xj(i(t)) = 0

pour j 6= i et

xi(i(t)) = t

En particulier, la dimension de TPM en tant qu�espace vectoriel est la dimension de M en tant

que variété. Donc tout vecteur X(p) 2 TPM s�écrit

X(p) = X i(p)
@

@xi
(p)

où les X i(p) sont des réels.

Cette écriture a l�avantage de suggérer que X(p) est un vecteur puisqu�il a n composantes

(X1(p); :::; Xn(p)), et que c�est aussi une dérivation. De plus, si la courbe  dé�nit ce vecteur,

avec bien sûr (0) = p alors on a

X i(p) = (
di(t)

dt
)jt=0
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On utilise cette relation, qu�on écrit _(0) = X(p):

On considère l�e¤et d�un changement de coordonnées sur les n nombres X i(p) : si on passe des

coordonnées (xi) aux coordonnées (yj(xi)), alors si

X(p) = X i(p)
@

@xi
(p) = Y i(p)

@

@yi
(p)

On a

Y j(p) =
@yj

@xi
(p)X i(p)

Proposition 1.8 L�espace tangent TPM est un espace vectoriel de dimension n et l�ensemble

f @
@xi
np =i = 1; :::; n g forme une base de TPM en coordonnées locales .

Exemple 1.9 Soit  : I � R! Sn une courbe sur la sphère unité dans Rn+1 tel que (0) = p

et _(0) = X. La courbe satisfait h(t); (t)i = 1, alors

h _(t); (t)i+ h(t); _(t)i = 0:

Donc, hp;Xi = 0, (i.e) tout vecteur X 2 TPSn est orthogonal à p. D�autre part , si X 6= 0 tel

que hp;Xi = 0, alors  : R! Sn avec

 : t! cos(t jXj) � p + sin(t jXj) � XjXj

est une courbe sur Sn avec (0) = p et _(0) = X . par conséquent,

TPSn = fX 2 Rn+1=hp;Xi = 0g

En chaque p 2M , on dé�nit l�espace tangent .On a alors de considérer une application qui

associe à tout point p 2M un vecteur dans TPM . C�est la notion de champ de vecteurs.
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1.2.1 Fibré tangent

Dé�nition 1.10 Le �bré tangent à une variété M est dé�ni par

TM = [p2MTpM

et la projection

� : TM !M

VP ! �(VP ) = P

la projection cannonique de TM sur M .

On remarque que les ouverts des cartes de TM , dé�nies ci-dessus, sont les ouverts ��1(U) �

TM . Alors TM est une variété di¤érentiable. Un élément de TM est un couple (p;X(p)) avec

p 2M et X(p) 2 TpM .

On cherche des coordonnées sur TM . Soit (U; �) une carte locale sur M , de coordonnées

(xi) : Pour p 2 U , et X(p) 2 TpM , on prend comme coordonnées du couples (p;X(p)) les réels

(x1(p); :::; xn(p); X1(p; x); :::; Xn(p; x)) où on décompose X(p) selon X(p) = X i(p;X) @
@xi
(p) 2

TpM . On a donc 2n coordonnées pour caractériser un élément de TM , cette variété topologique

est de dimension 2n.

1.2.2 Champ de vecteurs

Champ de vecteurs di¤érentiable (ou champ de vecteurs) sur M est une application di¤é-

rentiable

X :M ! TM

qui, à un point p 2M , associe un couple formé de p et d�un vecteur tangent àM en p : (p;Xp).

Autrement dit, � �X = IdM . On notera H(M) l�ensemble de tous les champs de vecteurs sur

M .

De même qu�un vecteur tangent en p dé�nit une dérivation sur l�ensemble des germes C1(p),

un champ de vecteur dé�nit une dérivation sur l�ensemble C1(M) des fonctions de M dans R
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de classe C1. En e¤et l�application

C1(M) ! C1(M)

g ! X:g tel que X:g(p) = Xp:g

dé�nie par un champ de vecteurs X est linéaire et véri�e la règle de Leibniz. L�ensemble H(M)

s�identi�era donc avec l�espace vectoriel de dimension in�nie des dérivations sur C1(M).

Si U est un ouvert de M , alors TU est un ouvert de TM . Si X est un champ de vecteur sur

M , alors X jU est un champ de vecteur sur U

X j U : U ! TU

x ! Xx

Soit(U; x1;���; xn) une carte locale pour i 2 f1;���; ng on pose

@i : U ! TU � TM

x ! @ijx =
@

@xi

est un champ de vecteur surU . Pour tout p 2 U , ( @
@x1
; :::; @

@xn
) est une base de TpM donc

(@1; :::; @n) est une base locale de champ de vecteur.

1.2.3 Crochet de Lie

Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X; Y 2 H(M) est le champ de vecteurs

[X; Y ] = XY � Y X

Pour que cette dé�nition soit correcte il faut montrer que XY � Y X est bien un champ de

vecteurs, c�est-à-dire une dérivation surC1(M). Or la linéarité est évidente et la règle de Leibniz
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se déduit du calcul :

[X; Y ]:(fg) = XY:(fg)� Y X:(fg)

= fXY:g + gXY:f � fY X:g � gY X:f

= f [X; Y ]:g + g[X; Y ]:f .

Le crochet de Lie est :

� Antisymétrique en X et Y :

[X; Y ] = �[Y;X]

�Véri�e l�identité de Jacobi :

[X; [Y; Z]] + [Y; [X;Z]] + [Z; [X;Y ]] = 0

11



Chapitre 2

Courbes paramétrées en dimension 3

2.1 Courbes paramétrées

On peut dé�nir de deux manières une courbe dans le plan : en la paramétrant

 : [a; b] � R! R3

t 7! (t) = (1(t); 2(t); 3(t))

ou par une équation f(x; y) = 0.

Dans le premier cas le vecteur tangent

0(t) = (01(t); 
0
2(t); 

0
3(t))

dé�nit une droite et même une droite orientée si et seulement si

0(t) 6= (0; 0);

dans le deuxiéme cas la droite tangente en P = (x0; y0) est dé�nie par l�équation

@f

@x
(x0; y0)(x� x0) +

@f

@y
(x0; y0)(y � y0) = 0:

La droite tangente (non orientée) est bien dé�nit si et seulement si les deux dérivées partielles

sont non nulles, et on a la dé�nition suivante :
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Dé�nition 2.1 Un point singulier d�une courbe paramétrée  : [a; b] � R! R3 est un point où

0(t0) = 0

un point singulier d�une courbe f(x; y) = 0 est un point où

@f

@x
(x0; y0) =

@f

@y
(x0; y0) = 0:

Par un changement de paramétrisation, si (t) dé�nit une courbe paramétrée

[a; b] � R! R3;

soit

' : [c; d]! R

une fonction à valeurs dans l�intervalle [a; b] alors

�(u) = ('(u))

dé�nit une nouvelle courbe paramétrée ; c�est en fait la même courbe parcourue a une vitesse

di¤érente. Pour les dérivées on a par exemple

�0(u) = '0(u)0('(u)) et

�00(u) = '00(u)0('(u)) + '0(u)200('(u)):

Il existe une meilleur paramétrisation ; c�est la paramétrisation par la longueur.

Dé�nition 2.2 Pour mesurer la longueur d�une courbe paramétrée il est naturel de subdiviser

l�intervalle [a; b] en n parties a0 = a < a1 < � � � < an = b et d�introduire la longueur de la ligne

polygonale

L(a0; : : : ; an) := lim�!0

nX
i=1

k(ai+1)�  (ai)k :

On appellera pas de la subdivision la quantité � = maxi(ai+1 � ai).

On dit que la courbe  : [a; b] � R ! R3 est recti�able si la limite suivante, que l�on appellera
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longueur de la courbe, existe

L := lim�!0L(a0; : : : ; an) = lim�!0

nX
i=1

k(ai+1)�  (ai)k :

Théorème 2.3 Soit  : [a; b] � R ! Rn une courbe de classe C1 (ou même de classe C1 par

morceaux), alors la courbe est recti�able et sa longueur est égale à :

L =

Z b

a

k0 (t)k dt =
Z b

a

q
x
02
1 (t) + � � �+ x02n (t)dt

Dé�nition 2.4 Une courbe paramétrée  : [a; b] � R! R3 est régulière en t0 si  est dérivable

en t0 et 0(t0) 6= 0. Plus généralement, une courbe paramétrée  : [a; b] � R! Rn est k-régulière

en t0 si  est k fois dérivable en t0 et les vecteurs 0(t0); 00(t0) : : : ; (n)(k)(t0) sont linéairement

indépendants.

Remarque 2.5 Une courbe ne peut être k-régulière que si k � n. On utilise seulement les

notions de régulière et bi-régulière.

Soit une courbe paramétrée  : [a; b] � R! R3 de classe C1 et régulière, de longueur l, on peut

la reparamétriser par sa longueur. L�application

s(t) =

Z t

a

k0 (u)k du

dé�nit une bijection croissante [a; b] ! [0; l] dont la dérivée s0(t) = k0 (t)k est strictement

positive (c�est ici que l�hypothèse régulière est utilisée).

On peut donc inverser cette fonction et obtenir une fonction dérivable t = g(s) telle que g0(s) =

1=s0(t). Si on pose � =  � g : [0; l]! Rn alors

�0 (s) = g0 (s) 0 (g (s)) =
0 (t)

s0 (t)
=

0 (t)

k0 (t)k :

Ainsi 0(s) est unitaire, ce qu�on peut interpréter en disant que la courbe est parcourue avec une

vitesse constante égale à 1.

Dé�nition 2.6 On dit que  : [0; l] ! R3 est paramétrisée par sa longueur si k0 (s)k = 1.

Dans ce cas la longueur d�arc paramétrisé par [0; s] est égale à s.
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2.1.1 Courbure

Commençons par étudier le cas d�une courbe paramétrée par sa longueur s 7! (s).

Dans ce cas T (s) = 
0
(s) est un vecteur unitaire ; on dé�nit N(s) comme le vecteur normal

obtenu par rotation d�angle �=2 à partir de T (s). En formule, si T (s) = (a; b), on pose N(s) =

(�b; a).

Comme hT (s); T (s)i = 1 on constate que 2


T (s); T

0
(s)
�
= 0 et donc que T

0
(s)

est proportionnel à N(s), ce qui justi�e la dé�nition suivante.

Dé�nition 2.7 La courbure �(s) d�une courbe paramétrée par sa longueur est dé�nie par l�

équation :

T
0
(s) = �(s)N (s) :

Si (t) dé�nit une courbe paramétrée régulière, sa courbure est naturellement dé�nie comme la

courbure de la courbe reparamétrée par sa longueur, c�est- à-dire que si s (t) =
R t
a

0 (u) du et
 (t) = 1 (s (t)) on pose � (t) = �1 (s (t)).

Remarque 2.8 La dé�nition suppose deux choses : premièrement que la courbe soit deux fois

dérivable, en suite que la courbe soit régulière au point où l�on veut dé�nir la courbure (en un

point non régulier, on ne peut pas dé�nir le vecteur tangent unitaire).

Remarquons que sil�on écrit N
0
= aT + bN , on en tire b =



N;N

0�
= 0 et a =



T;N

0�
=

�


N

0
; T
�
= �� d�où

T
0
= �N et N

0
= ��T:

On démontrera à titre d�exercice les formules suivantes pour une paramétrisation quelconque

 (t) = (x (t) ; y (t)) :

T (t) =

0
(t)

k0 (t)k :

� (t) =
det

�

0
(t) ; 

00
(t)
�

k0 (t)k3
:

� (t) =
x
0
y
00 � x

00
y
0

(x02 + y02)3=2
:
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2.1.2 Torsion

On supposera ici les courbes paramétrées bi-régulières, i.e. 0 et 00 linéairement indépendants

en tout point. Comme pour les courbes planes, si la courbes est paramétrée par sa longueur, le

vecteur tangent unitaire est

T (s) = 0 (s) ;

Dé�nition 2.9 Le vecteur normal unitaire (appelé aussi vecteur normal principal) et la cour-

bure sont dé�nis par

N (s) =
T
0
(s)

kT 0(s)k et �(s) = kT
0(s)k :

Remarque 2.10 On a donc, comme pour les courbes planes

T
0
(s) = �(s)N (s) ;

mais ici par dé�nition, la courbure est positive et le vecteur unitaire normal est orienté dans

la même direction que T
0
. En e¤et, étant donné un vecteur unitaire dans l�espace et une droite

orthogonale à ce vecteur, il n�y a aucun moyen de choisir raisonnablement entre les deux vecteurs

unitaires de cette droite.

Dé�nition 2.11 On dé�nit ensuite le vecteur unitaire B (s) = T (s) ^ N (s) qui complète la

paire de vecteur en une base orthonormée directe fT;N;Bg appelé trièdre de Frenet.

On considére B
0
(s), c�est un vecteur orthogonal à B (s) mais aussi à T (s) car

B
0
(s) = T

0
(s) ^N (s) + T (s) ^N 0

(s) = T (s) ^N 0
(s)

donc B
0
(s) est colinéaire avec N (s) et on peut dé�nir un scalaire appelé la tortion par l�équation

B
0
(s) = �� (s)N (s) :

si  (t) dé�nit une courbe paramétrée birégulière, sa courbure et sa torsion sont dé�nir comme

la courbure et la torsion de la courbe reparamétrée par sa longueur, c�est-à-dire que si s (t) =R t
a
k0 (u)k du et  (t) = � (s (t)) on pose � (t) = �1 (s (t)) et � (t) = � 1 (s (t)).
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Certain auteurs dé�nissent la torion par

B
0
(s) = � (s)N (s) :

Remarque 2.12 La dé�nition suppose deux choses : premièrement que la courbe soit trois fois

dérivable, en suite que la courbe soit bi-régulière au point où l�on veut dé�nir la torsion ( en un

point non régulier, on ne peut pas dé�nir le vecteur tangent unitaire en un point non bi-régulier,

on ne peut pas dé�nir le vecteur normal unitaire car T 0 (s) = 0). On observera aussi que la

condition de bi-régularité impose que la courbure ne s�annule pas.

On calcule maintenant les coordonnées de N
0
dans la base fT;N;Bg. On écrive pour cela

N
0
= aT + bN + cB:

On obtient

a =
D
T;N

0
E
= �

D
T
0
; N
E
= ��;

b =
D
N;N

0
E
= 0 et

c =
D
B;N

0
E
= �

D
B

0
; N
E
= � ;

d�où

N
0
(s) = ��T (s) + � (s)B (s) :

Théorème 2.13 Soient g (s) et h (s) deux fonctions di¤érentiables avec g (s) > 0, il existe une

courbe paramétrée (unique à isométrie près) telles que la courbure et la torsion véri�ent

� (s) = g (s) et � (s) = h (s) :

Preuve. L�unicité provient d�un calcul similaire à celui e¤ectué dans le plan. Soit � (s) ; ~ (s)

ayant même courbure et torsion ; après avoir appliqué une isométrie de l�espace, nous pouvons

supposer que � (0) = ~ (0) ; T1 (0) = T2 (0) et N1 (0) = N2 (0) ; on a alors B1 (0) = B2 (0).

On considére la fonction

f (s) = hT1 (s) ; T2 (s)i+ hN1 (s) ; N2 (s)i+ hB1 (s) ; B2 (s)i :
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Un calcul direct donne

f 0 (s) = hT 01 (s) ; T2 (s)i+ hN 0
1 (s) ; N2 (s)i

+ hB0
1 (s) ; B2 (s)i+ hT1 (s) ; T 02 (s)i

+ hN1 (s) ; N 0
2 (s)i+ hB1 (s) ; B0

2 (s)i

= h�N1 (s) ; T2 (s)i+ h(��T1 (s) + �B1 (s)) ; N2 (s)i

� h�B1 (s) ; B2 (s)i+ h�T1 (s) ; N2 (s)i

+ hN1; (��T2 (s) + �B2 (s))i

� h�B1 (s) ; N2 (s)i

= 0:

Ainsi f (s) = f (0) = 3, mais hT1; T2i � 1 avec égalité si et seulment si T1 = T2 d�après l�inéga-

lité de Cauchy Schwarz ; on conclut donc que �0 (t) = ~0 (t) et comme � (0) = ~ (0) que � = ~.

L�existence est plus délicate. On peut la démontrer (comme dans le plan) dans le cas analy-

tique en observant que (n) (0) peut se calculer en terme de T (0) ; N (0) ; B (0) et des dérivées

successives de � et � en 0. Dans le cas général, on peut la démontrer en invoquant un théorème

garantissant l�existence de solution d�un système d�équations di¤érentielles.

Le système à résoudre est de dimension 9 et peut s�écrire comme

T
0
= �N; N

0
= ��T + �B et B

0
= ��N: (2.1)

Soit � (s) la reparamétrisation par sa longueur de la courbe  (t), i.e.  (t) = � (s (t)), alors

on a :

0 (t) = s0 (t) �0 (s (t)) = s0 (t)T1 (s (t)) :

00 (t) = s00 (t)T1 (s (t)) + s
02 (t)� (s (t))N1 (s (t))
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000 (t) =
�
s000 (t)� s03 (t)� (s (t))

�
T1 (s (t)) + (s

00 (t) s0 (t) + � (s (t))

+(s02(t� (s (t))0))N1 (s (t)) + s
03(t)��(s(t))B1(s(t)):

On en tire donc

0(t) ^ 00(t) = s03 (t)� (s (t))T1 ^N1 = s03 (t)� (t)B1:

En suite det (0 (t) ; 00 (t) ; 000 (t)) = s06� (s (t))2 � (s (t)) d�où les formules :

� =
k0(t) ^ 00(t)k
k0(t)k3

: (2.2)

� =
det (0 (t) ; 00 (t) ; 000 (t))

k0(t) ^ 00(t)k2
: (2.3)

Et les formules du repère de Serret-Frenet dans E3; sont données par0BBB@
T 0

N 0

B0

1CCCA =

0BBB@
0 � 0

�� 0 �

0 �� 0

1CCCA
0BBB@

T

N

B

1CCCA : (2.4)

2.1.3 Courbes particulière (hélice) dans E3

Dé�nition 2.14 L�espace des courbes où leurs vecteur tangent fait un angle �xe avec un vecteur

parallel le long de la courbe est appelé l�espace des courbes hélices.

Dé�nition 2.15 Soit  : I � R �! E3 une courbe paramétrée normale régulière muni d�un

vecteur vitesse unitaire T (i.e kTk = 1), alors  est une coube hélice si pour tous vecteur X

parallel le long de la courbe  (i.e rtX = 0) on a

< T;X >= c (constante non nulle)

Théorème 2.16 ( Lancret) Soit  : I � R �! E3 une courbe paramétrée normale régulière

muni d�un vecteur vitesse unitaire T (i.e kTk = 1), alors  est une coube hélice si est seulement

si
�

�
= c (constante non nulle )

Preuve. Voir [2] .
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Exemple 2.17 Soit la courbe donnée par  (t) = (a cos t; a sin t; bt), avec a; b > 0, qu�il est

appelée hélice. On trouve

s (t) =

Z t

0

p
a2 sin2 u+ a2 cos2 u+ b2du = t

p
a2 + b2:

On suppose que a2 + b2 = 1 on peut se ramener à s = t. Alors

T (s) = 0 (s) = (�a sin s; a cos s; b)

T 0 (s) = (�a cos s;�a sin s; 0) = �a (cos s; sin s; 0) ;

et donc � (s) = a et N (s) = (� cos s;� sin s; 0).

On en tire

B (s) = T (s) ^N (s) = (b sin s;�b cos s; 0) = �bN (s) :

La courbure est constante (� (s) = a) ainsi que la torsion (� (s) = b) donc

�

�
=
b

a
constante non nulle.

Si l�on ne suppose plus a2 + b2 = 1 on obtient en général :

� (s) = a=
p
a2 + b2 et � (s) = b=

p
a2 + b2:

On donne maintenant des formules pour calculer la courbure et la torsion dans le cas d�une

paramétrisation quelconque (mais toujours bi-régulière).
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Chapitre 3

Structure Riemannienne de l�espace de

Bianchi-Cartan-Vranceanu M3bcv

Ce chapitre est consacré à l�étude de la structure Riemannienne de l�espace de Bianchi-

Cartan-Vranceanu en dimension 3, pour plus de détail voir ([1],[1]).

3.1 Espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu M3
bcv

L�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu M3
bcv est un sous espace de R3 dé�ni par

M3
bcv = f(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 � �1

m
avec m 2 Rg

= f(x; y; z) 2 R3 : F = m(x2 + y2) + 1 � 0 avec m 2 Rg

Métrique de M3
bcv

On dé�nit la métrique riemannienne ds2l;m de M3
bcv par

ds2l;m =
dx2 + dy2

[1 +m(x2 + y2)]2
+ (dz +

l

2

ydx� xdy

[1 +m(x2 + y2]
)2 avec l;m 2 R: (3.1)

Matriciellement, elle est donnée par

ds2l;m :

0BBB@
1
F
+ L2

4F
y2 1

4
l2xy l

2
y

1
4
l2xy 1

F
+ l2

4F
x2 � l

2
x

l
2
y � l

2
x F

1CCCA
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Quand on calcule avec la métrique riemannienne ds2l;m, on emploit parfois h:; :i ; alors

ds2l;m(:; :) = h:; :i

La métrique de Bianchi-Cartan-Vranceanu s�écrit :

ds2l;m =

3X
i=1

!i 
 !i

Le produit scalaire des vecteurs ~a =
3X
i=1

aiXi et ~b =
3X
i=1

biXi dans TM est

D
~a;~b
E
= a1b1 + a2b2 + a3b3:

La norme d�un vecteur a est donnée par

k~ak = h~a;~ai
1
2 :

La métrique ds2l;m est invariante par rapport aux translations à gauche correspondant la multi-

plication.

On considère la base orthonormale des champs de vecteurs par

e1 = F
@

@x
� ly

2

@

@z
; e2 = F

@

@y
+
lx

2

@

@z
; e3 =

@

@z
; (3.2)

en voie clèrement qu�ils sont orthogonaux i.e

hei; eji = �ij; i; j = 1; 2; 3:

La base duale est

w1 =
dx

F
; w2 =

dy

F
; w3 = dz +

l

2

ydx� xdy

F
:

et on a

wi(ej) = �ij; i; j = 1; 3

On dé�nit les espaces suivantes :
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� Le groupe d�Heisenberg H3 dé�nit par

H3 (R) =

8>>><>>>:
0BBB@
1 x z

0 1 y

0 0 1

1CCCA 2 GL (3:R) j (x; y; z) 2 R3

9>>>=>>>;
� La sphère S3dé�nit par

S3 =
�
u 2 R4=u21 + u22 + u23 + u24 = 1

	
� L�hyperbloïde H2dé�nit par

H2 =
�
u 2 R3=u21 + u22 � u23 = �1, u3 > 0

	
� Le groupe spécial linéaire complexe SU(2) dé�nit par

SU(2) =

8<:
0@ � ���

� ��

1A : �; � 2 C; j�j2 + j�j2 = 1

9=;
� Le groupe spécial linéaire fSL(2;R) est le groupe des matrices réelles 2� 2 à déterminant

égale 1 telle que :

fSL(2;R) =
8<:
0@ a c

b d

1A : a; b; c; d 2 R et ad� bc = 1

9=;
Les tenseurs de Ricci sont dé�nit par

�11 = �22 = 4m�
l2

2
�33 =

l2

2
(3.3)

Remarque 3.1 1. si l = 0, alors M est le produit d�une surface S à courbure gaussienne

constante 4m et la ligne réelle R:

2. si �11 � �33 = 4m� l2 = 0 alors M a une courbure sectionnelle constante non négative.

3. De la classi�cation de Kowalski [3] nous savons que les courbes principales de Ricci de

SU(2) satisfont
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�33 > 0; �11 + �33 > 0 et �11 6= �33:Ainsi, forme (3.3), si : l 6= 0 et m > 0, M est localement

SU(2).

4. De même si l 6= 0 et m < 0, M est localement fSL(2;R) tandis que si m = 0 et l 6= 0 on

a la métrique invariante gauche sur le groupe d�Heisenberg H3:

la remarque précédente donne lieu à une belle description géométrique de la métrique ds2l;m

comme le montre la �gure 1

Figure 1

Remarque 3.2 1. Si l = m = 0, l�espace (M3
bcv, ds

2
l;m) est l�espace euclidien .

2. Si l2 = 4m et l 6= 0 alors (M3
bcv, ds

2
l;m) est localement la sphère S3.

3. Si l = 0 et m < 0; (M3
bcv, ds

2
l;m) est isométrie à H2 � R avec la métrique du produit.

4. Si m = 0 et l 6= 0; (M3
bcv, ds

2
l;m) est le groupe d�Heisenberg H3 muni d�une métrique invariante

gauche.

A partir de maintenant, nous supposerons que l2 6= 4m et m 6= 0.

3.2 Connexion

On détermine la connexion de Levi-Civita r associe à la métrique ds2l;m par rapport à la

base orthonormée invariante à gauche donnée dans par les formules Eq.(3.2).

Premièrement, les crochets de Lie de la base (ei)i=1;3 sont donnés par la proposition suivante ;
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Proposition 3.3 Le crochet de Lie des vecteurs (ei)i=1;3 est

[e1; e2] = �2mye1 + 2mxe2 + le3

[e3; e1] = [e3; e2] = 0:

Preuve. On utilise la propriété suivante du crochet de Lie

[fX; gY ] = fg[X;Y ] + f(Xg)Y � g(Y f)X:

pour le crochet de Lie des vecteurs e1 et e2, on a

[e1; e2] = [F
@

@x
� ly

2

@

@z
; F

@

@y
+
lx

2

@

@z
]

= [F
@

@x
; F

@

@y
] + [F

@

@x
;
lx

2

@

@z
]� [ ly

2

@

@z
; F

@

@y
]� [ ly

2

@

@z
;
lx

2

@

@z
]

= F (
@

@x
F )

@

@y
� F (

@

@y
F )

@

@x
+ F (

@

@x

lx

2
)
@

@z
� lx

2
(
@

@z
F
@

@x
)

� ly
2
(
@

@z
F )

@

@y
+ F (

@

@y

ly

2
)
@

@z
� ly

2
(
@

@z

lx

2
)
@

@z
+
lx

2
(
@

@z

ly

2
)
@

@z

= 2mxF
@

@y
� 2myF @

@x
+ Fl

@

@z

= 2mxF
@

@y
� 2myF @

@x
+ lmx2

@

@z
+ lmy2

@

@z
+ l

@

@z

= �2my(F @

@x
� ly

2

@

@z
) + 2mx(F

@

@y
+
lx

2

@

@z
) + l

@

@z

= �2mye1 + 2mxe2 + le3

Avec F = 1 +m(x2 + y2)

La preuve pour les deux autres crochets est de la même méthode.

Les formules de la connexion sont donnés par la proposition suivante ;
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Proposition 3.4 La connexion de Levi-Civita r associe à la métrique ds2l;m est donnée par8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

re1e1 = 2mye2; re1e2 = �2myE1 + l
2
E3;

re1e3 = re3e1 = � l
2
e2;

re2e1 = �2mxE2 � l
2
E3; re2e2 = 2mxe1;

re2e3 = re3e2 = l
2
e1;

re3e3 = 0;

(3.4)

Preuve. On utilisons la formule de Kosul suivante

hrXY; Zi =
1

2
fX hY; Zi+ Y hZ;Xi � Z hX; Y i � hZ; [Y;X]i � hX; [Y; Z]i � hY; [X;Z]ig

le calcul par rapport à la base (ei)i=1:3 donne :

hreiej; eki = �
1

2
fhek; [ej; ei]i+ hei; [ej; ek]i+ hej; [ei; ek]ig ; i; j; k = 1:3

On fait le calcul seulement pour re1e1:

hre1e1; e1i = �1
2
fhe1; [e2; e1]i+ he1; [e1; e1]i+ he1; [e1; e1]ig = 0

hre1e1; e2i = �1
2
fhe2; [e1; e1]i+ he1; [e1; e2]i+ he1; [e1; e2]ig = 2my

hre1e1; e3i = �1
2
fhe3; [e1; e1]i+ he1; [e1; e3]i+ he1; [e1; e3]ig = 0

alors

re1e1 = 2my e2

Les autres valeurs de la connexion se calculent de la même manière.

3.3 Tenseur de courbure

On rappel la dé�nition du tenseur de courbure et coé¢ cients par la dé�nition suivante ;

Dé�nition 3.5 Le tenseur de courbure de Riemann sur une variété riemannienne (M; g) est

dé�ni par

R (X; Y )Z = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z;
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où X; Y et Z sont trois champs de vecteurs de M: Tandis que le champ de tenseur de Riemann-

Christo¤el est

R(X;Y; Z;W ) = g(R(X; Y )Z;W )

Où X; Y; Z;W sont des champs de vecteurs lisses sur (M; g).

On note par

Rijk = R (ei; ej) ek; Rijkl = R (ei; ej; ek; el) ; i; j; k; l = 1:3

On donne maintenat le tenseur de courbure de Riemann sur (M3
bcv; ds

2
l;m) par rapport à la base

(ei)i=1:3 :

Proposition 3.6 Le tenseur de courbure de Riemann sur (M3
bcv; ds

2
l;m) est donné par les for-

mules suivantes 8>>><>>>:
R121 = 4m� 3

4
l2e2;

R131 =
l2

4
e3;

R232 =
l2

4
e3;

(3.5)

Rijkl =

8>>><>>>:
4m� 3

4
l2 si (ijkl) = (1212) où (2121) ;

l2

4
si (ijkl) = (1313) ; (3131) ; (2323) où (3232) ;

0 si non.

(3.6)

Les cas qui n�aparèssent pas du tenseurs R sont nuls.

Preuve. Pour calculer le tenseur de courbure de Riemann sur (M3
bcv; ds

2
l;m) on utilise les

formules suivantes 8<: R (X; Y )Z = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z;

R(X; Y; Z;W ) = g(R(X; Y )Z;W )

Alors 8<: Rijk = R (ei; ej) ek = reirejek �rejreiek �r[ei;ej ]ek;

Rijkl = R (ei; ej; ek; el) = g(R (ei; ej) ek; el) = hR (ei; ej) ek; eli
; i; j; k; l = 1:3
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On fait le calcul pour juste pour les champs de vecteurs (e1; e3; e1) ; on a

R131 = re1re3e1 �re3re1e1 �r[e1;e3]e1

= � l
2
re1e2 � 2my re3e2

= � l
2
(�2mx e2 �

l

2
e3)� 2my(

l

2
e1)

= �l m y e1 � l m x e2 +
l2

4
e3:

R1313 = hR (e1; e3) e1; e3i =
�
�l m y e1 � l m x e2 +

l2

4
e3; e2

�
=

l2

4
:

on fait le même calcul pour les autres tenseurs.
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Chapitre 4

Harmonicité et biharmonicité

On fait un rappel sur les applications harmoniques et biharmoniques dans les variétés rie-

manniennes et comme cas particulier, on dé�nit les courbes harmoniques et biharmoniques dans

des espaces particuliers notamment l�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu M3
bcv.

On caractérise les courbes biharmoniques non géodisiques dans M3
bcv. On démontre en suite

que l�ensemble des courbes biharmoniques est inclu dans l�ensemble des courbes hélices dans

M3
bcv.

A la �n, on donne la forme explicite des courbes biharmoniques dans M3
bcv:

4.1 Applications harmoniques et biharmoniques

Dé�nition 4.1 Soit � une application d�une variété riemannienne compacte (M; g) à une autre

variété riemannienne ( �M; �g). On dé�nit la fonction d�énergie par

E1(�) =
1

2

Z
M

kd(�)k2 vg:

Le point critique de la fonction energie est appelé une application harmonique.

Le cahmp de tension de � est donné par

� 1(�) = trace rd�
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L�application � est dite biharmonique si elle est un point critique de la bienergie fonctionnelle

E2(�) =
1

2

Z
M

k� 1(�)k2 vg

et le correspondant L�équation d�Euler-Lagrange est donnée par la disparition du champ de

tension

�(�) = tracerd�

Les applications biharmoniques sont les points critiques de la fonctionnelle bienergique

E2(�) =
1

2

Z
M

jd�j2 dvg

La première formule de variation du bienergie montrant que l�équation d�Euler-Lagrange pour

E2 est :

� 2(�) = �j(�(�)) = �4 �(�)� trace RN(d�; �(�))d� = 0; (4.1)

où J est l�opérateur Jacobi de � et

RN(X; Y ) = rXrY �rYrX �r[X;Y ]:

L�équation � 2(�) = 0, est appelée l�équation biharmonique Puisque J est linéaire, toute ap-

plication harmonique est biharmonique. Par conséquent, l�intérêt principal est de trouver et

classer les applications biharmoniques propres, c�est-à-dire les applications biharmoniques non-

harmoniques.

4.2 Cas des courbes

Comme les courbes sont un cas partuclier des applications, lorsque l�application � est une

courbe dans la variété (M; g), on la note par la suite cette courbe par 

 : I � R!(M; g)
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Dans ce cas, mettre T = 0 le champ de tension devient

�() = rTT

4.2.1 Courbes harmoniques

Soit  : I � R! (M; g) une courbe di¤érentiable paramétrée par la longueur d�arc. On dit

que  est une courbe harmonique dans M si et seulement si

� 1 () = r2
TT = 0 (4.2)

les seules solutions de l�équation sont les courbes qui véri�es

r2
TT = 0

on a la proposition suivante

Proposition 4.2 Soit  : I � R! (M; g) une courbe di¤érentiable paramétrée par la longueur

d�arc.  est une courbe harmonique dansM si et seulement si  est une géodésique i.e : r _ _ = 0.

4.2.2 Courbes biharmoniques

L�équation biharmonique d�une courbe se réduit à :

� 2() = r3
TT �R(T;rTT )T = 0: (4.3)

On décrit géométriquement l�équation (4.3) :

Les formules de Frenet fT;N;B; �; �g associé à une courbe  : I � R! (M; g) paramétrée

par la longueur d�arc, est l�orthonormalisation du 3-uples fr(k)
@
@t

d( @
@t
)gk=0:::3 décrit par :

8>>>>>><>>>>>>:

T = d( @
@t
)

rTT = �N

rTN = ��T + �B

rTB = ��N
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où les fonctionsf�; �g sont appelés la courbure et la torsion de la courbe :(voir 2.1)

En utilisant les formules de Frenet (2.1), l�équation biharmonique (4.3) se réduit à un système

di¤érentiel des courbures de  comme indiqué par la proposition suivante

Proposition 4.3 Soit  : I � R ! (M; g); une courbe paramétrée par la longueur d�arc d�un

intervalle ouvert I de R dans une variété riemannienne ( �M; �g). Alors  est biharmonique si et

seulement si 8>>><>>>:
�
0
� = 0

�
00 � �3 � �� 2 � �R(T;N; T;N) = 0

2�
0
� + ��

0 � �R(T;N; T;B) = 0

Preuve. D�aprés les formules de Frenet, l�équation biharmonique de  est

� 2() = r3
TT �R(T;rTT )T = 0

On a

rTT = �N

r2
TT = rTrTT = �0N + �(��T + �B)

r3
TT = �3�0�T + (�00 � �3 � �� 2)N + (2�0� + �� 0)B

d�autre part

R(T;rTT )T = R(T;rTT; T;N)N +R(T;rTT; T;B)B

d�où

� 2() = (�3�0�)T +
�
�00 � �3 � �� 2 � �

l2

4
�R(T;rTT; T;N)

�
N

+(2�0� + �� 0 �R(T;rTT; T;B))B

= 0

alors 8>>><>>>:
�3�0� = 0

�00 � �3 � �� 2 � � l
2

4
� �R(T;N; T;N) = 0

2�0� + �� 0 � �R(T;N; T;B) = 0
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d�où le résultat.

Si nous cherchons des solutions biharmoniques appropriées, c�est-à-dire pour des courbes

biharmoniques avec � 6= 0, on a 8>>><>>>:
� = constant 6= 0

�2 + � 2 = R(T;N; T;N)

�
0
= �R(T;N; T;B)

(4.4)

4.3 Courbes biharmoniques dans (M3
bcv; ds

2
l;m)

Soit
�
M3
bcv; ds

2
l;m = h:; :i

�
la variété de Bianchi-Cartan-Vranceanu de dimension 3 muni de la

connexion de Levi-Civita r et de tenseur de courbure noté par R donnés dans (Chapitre 4).

Dans ce qui suit les courbes dans (M3
bcv; ds

2
l;m) sont suppossées non géodésiques.

Soit  : I � R ! M3
bcv une courbe di¤érentiable paramétrée par la longueur d�arc et soit

fT;N;B; �; �g le repère de Frenet associé.

Théorème 4.4 Soit  : I � R ! M3
bcv une courbe di¤érentiable paramétrée par la longueur

d�arc. Alors  est une courbe biharmonique si et seulement si8>>><>>>:
k = c; non nulle constante;

k2 + � 2 = l2

4
� (l2 � 4m)B2

3 ;

�
0
= (4m� l2)N3B3:

(4.5)

Pour la preuve du théorème, on utilise le lemme suivant

Lemme 4.5 Les coé¢ cients du tenseur de courbure suivant le repère de Frenet sont8>>><>>>:
1: hR(T;N)T; T i = 0

2: hR(T;N)T;Ni = l2

4
� (4m� l2)B2

3

3: hR(T;N)T;Bi = (l2 � 4m)N3B3

hR(T;N)T; T i = 0

Preuve. 1. Par dé�nition du tenseur de courbure, on a hR(T;N)T; T i = R(T;N; T; T ) = 0
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2.

hR(T;N)T;Ni =
3X

i;j;k;l=1

TiNjTkNlRijkl

= 4m� 3
4
l2
�
(T1N2)

2 + (T2N1)
2 � 2T1N2T2N1

�
+
l2

4

0@ (T1N3)
2 + (T3N1)

2 + (T2N3)
2

+(T3N2)
2 � 2T1N3T3N1 � 2T2N3T3N2

1A
= (4m� 3

4
l2) (T1N2 � T2N1)

2 +
l2

4
(T1N3 � T3N1)

2 +
l2

4
(T2N3 � T3N2)

2

= (4m� 3
4
l2)B2

3 +
l2

4
B2
2 +

l2

4
B2
1 = 4mB

2
3 �

3

4
l2B2

3 +
l2

4
B2
2 +

l2

4
B2
1

= 4mB2
3 +�l2B2

3 +
l2

4

�
B2
3 +B2

2 +B2
1

�
= 4mB2

3 � l2B2
3 +

l2

4

=
l2

4
+ (4m� l2)B2

3

3.

hR(T;N)T;Bi =
3X

i;j;k;l=1

TiNjTkBlRijkl

= (4m� 3
4
l2)
�
T 21N2B2 + T 22N1B1

�
+
l2

4

�
T 21N3B3 + T 23N1B1 + T 22N3B3 + T 23N2B2

�
= (l2 � 4m)N3B3

Preuve. (du théorème 4.4) La condition du biharmonicité est

� 2 () = r3
TT �R(T;rTT )T = r3

TT � �R(T;N)T

= (�3�0�)T +
�
�00 � �3 � �� 2 � �

l2

4
� �(4m� l2)B2

3

�
N

+
�
2�0� + �� 0 + �(l2 � 4m)N3B3

�
B:

et puisque (T;N;B) est une base orthonormée, alors on a la preuve du théorème
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4.3.1 Cas d�une courbe hélice

Dé�nition 4.6 Par analogie avec R3(Théoreme de Lancret [2]), on dit qu�une courbe  dans

une variété riemannienne est une courbe hélice si le quotion de la torsion par la courbure est

constant i.e.
�

�
est une constante non nulle

Maintenant, pour toute courbe hélice  dans M3
bcv, le système (4.5) devient d�aprés la

dé�nition (4.2), 8>>>>>><>>>>>>:

� = c; constant 6= 0

� = c; constante 6= 0

�2 + � 2 = l2

4
� (l2 � 4m)B2

3 ;

(l2 � 4m)N3B3 = 0:

(4.6)

On remarque que B3 est également constant d�aprés (4.63) .

Ainsi, les courbes hélices biharmoniques satisfont8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

1: � = c; constant 6= 0

2: � constante 6= 0

3: B3 constante;

4: �2 + � 2 = l2

4
� (l2 � 4m)B2

3 ;

5:N3B3 = 0 :

(4.7)

L�équation Eq( 4.5) montre que l�étude des courbes biharmoniques dansM3
bcv se base sur l�étude

du comportements des fonctions N3; B3 et les constantes �; � :

4.3.2 Courbes hélices biharmoniques dans (M3
bcv; ds

2
l;m)

Les courbes biharmoniques non géodésiques dans M3
bcv sont des courbes hélices donné par

le théorème suivant

Théorème 4.7 Si  : I � R ! M3
bcv est une courbe biharmonique paramétrée par longueur

d�arc alors  est une hélice.
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Preuve. Soit  : I � R ! M3
bcv une courbe non géodésique paramétrée par la longueur

d�arc. Alors d�aprés les équations de Frenet on a :

hrTB; e3i = �N3:

Par les dérivées covariantes, nous obtenons

hrTB; e3i = B
0

3 +
l

2
T1B2 �

l

2
T2B1

= B
0

3 +
l

2
(T1B2 � T2B1)

= B
0

3 �
l

2
N3:

La comparaison des deux équations donne

�N3 = B
0

3 �
l

2
N3 (4.8)

Supposons maintenant que  est une courbe biharmonique.

On montre d�abord que B3 6= 0. En e¤et, si B3 = 0: Alors (4.8) implique que

N3(� +
l

2
) = 0:

Cette dernière équation donne deux possibilités :

Si N3 = 0: (et B3 = 0); alors T = �E3 et la courbe  est une géodésique contradiction avec la

suposition.

Si (� + l
2
) = 0 alors, en utilisant la deuxième équation de Eq.(4.5), nous devons avoir que  est

à nouveau une géodésique (� = 0). Donc, B3 6= 0:

La seconde équation de (4.5) donne

2��
0
= �2(l2 � 4m)B3B

0

3

��
0
= �(l2 � 4m)B3B

0

3
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et, en tenant compte de la troisième équation de (4.5), donne

��
0
= �(l2 � 4m)N3B3

) �(l2 � 4m)N3B3 = �(l2 � 4m)B3B
0

3

) �(l2 � 4m)N3B3 + (l2 � 4m)B3B
0

3 = 0:

Donc

B3(l
2 � 4m)(�N3 +B

0

3) = 0

Ainsi, �N3 = �B
0
3 qui donne

�N3 = B
0

3 �
l

2
N3

et

N3(4� + l) = 0

et par conséquent � = �l
4
est constant.

Comme dans les cas précédents, nous avons

Corollaire 4.8 Soit  : I � R ! (M3
bcv, ds

2
l;m)une courbe paramétrée par la longueur d�arc.

Alors  est une courbe biharmonique propre si et seulement si8>>>>>><>>>>>>:

� non nulle constante

� constante

N3 = 0

�2 + � 2 = l2

4
� (l2 � 4m)B2

3

(4.9)

A partir de maintenant, nous supposerons que l2 6= 4m et m 6= 0. Il s�agit essentiellement

du seul cas laissé à étudier selon la remarque (4.9)

4.4 Formules explicites des courbes biharmoniques dans

M3
bcv

Dans cette section, on utilise le Corollaire 4.8 pour donner les équations paramétriques ex-

plicites de courbes biharmoniques dans l�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu M3
bcv. On prouve
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d�abord le lemme suivant :

Lemme 4.9 Soit  : I � R ! M3
bcv une courbe non-géodésique paramétrée par la longueur

d�arc. Si N3 = 0; alors :

T (t) = sin�0 cos �(t)e1 + sin�0 cos �(t)e2 + cos�0e3 (4.10)

où �0 2 (0; �):

Preuve. Si 0 = T = T1e1 + T2e2 + T3e3, on a

rTT = (T
0

1 + lT2T3 + 2mxT
2
2 � 2myT1T2)e1

+(T
0

2 � lT1T3 + 2myT
2
1 � 2mxT1T2)e2

+T
0

3e3

= kN

il résulte que N3 = 0; si et seulement si T
0
3 = 0, c�est-à-dire si et seulement si T3 = constant.

De plus T3 2 (�1; 1) et la norme de T est k T k= 1, il existe une constante �0 2 (0; �) et une

unique telle que cos�0 = T3 et une fonction lisse � telle que

T (t) = sin�0 cos �(t)e1 + sin�0 sin �(t)e2 + cos�0e3:

A partir de l�expression (4.10) de T nous sommes prêts à l�étape du résultat principal.

Théorème 4.10 Soit (M3
bcv, ds

2
l;m) l�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu avec m 6= 0

et l2 � 4m 6= 0:Suppose que

� = l2 + (16m� 5l2) sin2 �0 � 0; �0 2 (0; �)

et notons par

2!1;2 = �l cos�0 �
p
�:

les équations paramétriques de toutes les courbes biharmoniques propres de (M3
bcv,ds

2
l;m) sont

données en trois types suivantes :
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Type 1 : 8>>><>>>:
x(t) = b sin�0 sin �(t) + c

y(t) = �b sin�0 cos �(t) + d

z(t) = l
4m
�(t) + 1

4m
[(4m� l2) cos�0 � l!1;2]t;

(4.11)

où � est une solution non constante de l�ODE suivante :

�
0
+ 2md sin�0 cos � � 2mc sin�0 sin � = l cos�0 + 2mb sin

2 �0 + !1;2; (4.12)

et les constants satisfont :

c2 + d2 =
b

m
f(l cos�0 + !1;2 �

1

b
) +mb sin2 �0g

Type 2 :

Si � = �0 =constante et cos �0 sin �0 6= 0; les équations paramétriques sont :8>>><>>>:
x(t) = x(t)

y(t) = x(t) tan �0 + �

z(t) = 1
4m
[(4m� l2) cos�0 � l!1;2]t+ b:

avec b 2 R

� =
!1;2 + l cos�0
2m sin�0 cos �0

et x(t) une solution de l�ODE suivante :

x
0
(t) = (1 +m[x2(t) + (x(t) tan �0 + �)2] sin�0 cos �0 (4.13)

Type 3 :

Si cos �0 sin �0 = 0, jusqu�à interchenge de x avec y, cos �0 = 0 et les équations paramétriques

sont : 8>>><>>>:
x(t) = x0 = �!1;2+l cos�0

2m sin�0

y(t) = y(t)

z(t) = 1
4m
[(4m� l2) cos�0 � l!1;2]t+ b; b 2 R
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où y(t) est une solution de l�ODE suivante :

y
0
(t) = �(1 +m[x20 + y2(t)]) sin�0: (4.14)

Preuve. Soit (t) = (x(t); y(t); z(t)) une courbe paramétrée par la longueur d�arc. La dérivée

covariante du champ vectoriel T du Lemme (4.9)

T (t) = sin�0 cos �(t)e1 + sin�0 sin �(t)e2 + cos�0e3:

est

T
0

1 = ��0(t) sin�0 sin �(t):

T
0

2 = �0(t) sin�0 cos �(t):

T
0

3 = 0:

on utilise les formules de Frenet on a

rTT = (T
0

1 + lT2T3 + 2mxT
2
2 � 2myT1T2)e1

+(T
0

2 � lT1T3 + 2myT
2
1 � 2mxT1T2)e2 + T

0

3e3

= �N

on a alors

rTT = [�� 0 sin�0 sin � � 2my sin2 �0 cos � sin �

+2mx sin2 �0 sin
2 � + l cos�0 sin�0 sin �]e1 +

[�
0
sin�0 cos � + 2my sin

2 �0 cos
2 � �

2mx sin2 �0 cos � sin � � l cos�0 sin�0 cos �]e2

= �N;

on a

� = krTTk
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où

� = j�0 + 2my sin�0 cos � � 2mx sin�0 sin � � l cos�0j sin�0:

on suppose que

! = �0 + 2my sin�0 cos � � 2mx sin�0 sin � � l cos�0 > 0: (4.15)

alors on a

� = ! sin�0 (4.16)

et

N =
1

�
rTT

=
1

�
[�� 0 sin�0 sin � � 2my sin2 �0 cos � cos � sin �

+2mx sin2 �0 sin
2 � + l cos�0 sin�0 sin �]e1

+[�
0
sin�0 cos � + 2my sin

2 �0 cos
2 � �

2mx sin2 �0 cos � sin � � l cos�0 sin�0 cos �]e2

N = � sin �e1 + cos �e2:

en suite,

B = T ^N =

���������
e1 �e2 e3

sin�0 cos � sin�0 sin � cos�0

� sin � cos � 0

��������� (4.17)

B = � cos�0 cos �E1 � cos�0 sin �E2 + sin�0E3

et

rTB = [�
0
cos�0 sin � + 2my sin�0 cos�0 sin � cos � � 2mx cos�0 sin�0 sin2 �

� l
2
cos2 �0 sin � +

l

2
sin2 �0 sin �]e1

+[�� 0 cos�0 cos � + 2my sin�0 cos�0 cos2 � + 2mx sin�0 cos�0 sin � cos �

+
l

2
cos2 �0 cos � �

l

2
sin2 �0 cos �]e2:
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Il s�ensuit que la torsion géodésique � de  est donnée par

� = �hrTB;Ni = �[(�
0
cos�0 sin � + 2my sin�0 cos�0 sin � cos � (4.18)

�2mx cos�0 sin�0 sin2 � �
l

2
cos2 �0 sin � +

l

2
sin2 �0 sin �)� (� sin �)

+(�� 0 cos�0 cos � � 2my sin�0 cos�0 cos2 � + 2mx sin�0 cos�0 sin � cos �

+
l

2
cos2 �0 cos � �

l

2
sin2 �0 cos �)� cos �]

= �
0
cos�0 �

l

2
cos2 �0 +

l

2
sin2 �0 + 2my sin�0 cos�0 sin

2 � cos �

�2mx sin�0 cos�0 sin � cos2 � � 2mx cos�0 sin�0 sin3 � + 2my sin�0 cos�0 cos3 �

= 2my sin�0 cos�0 cos � � 2mx sin�0 cos�0 sin � + �
0
cos�0 � l cos2 �0 �

l

2

= (�0 + 2my sin�0 cos � � 2mx sin�0 sin � � l cos�0) cos�0 +
l

2

= �[(��0 � 2my sin�0 cos � + 2mx sin�0 sin � + l cos�0) cos�0]�
l

2

= �! cos�0 �
l

2
:

Pour trouver les équations explicites de (t) = (x(t); y(t); z(t)) nous devons intégrer le système

d=dt = T .

De la matrice de passage de ( @
@x
; @
@y
; @
@z
) vers (e1; e2; e3), on a

0BBB@
@
@x

@
@y

@
@z

1CCCA =

0BBB@
1

2+2m(x2+y2)
0 ly

2+2m(x2+y2)

0 1
2+2m(x2+y2)

�lx
2+2m(x2+y2)

0 0 1

1CCCA
0BBB@

e1

e2

e3

1CCCA
8>>><>>>:

x0

1+m(x2+y2)
= sin�0 cos �(t)

y0

1+m(x2+y2)
= sin�0 sin �(t)

z0 = cos�0 +
l
2
sin�0(x sin �(t)� y cos �(t)):

(4.19)

1. Forme explicite de Type 1.

On suppose que �0 6= 0; On remplaçons � et � donnés par Eq. (4.16 et 4.18) dans la quatrième

équation du Corollaire 4.8, nous obtenons

�
00
(t) = �

0
(t)
2mxx0 + 2myy0

1 +m(x2 + y2)
:
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par l�intégration de la dernière équation on trouve

1 +m(x2 + y2) = b�
0
; b > 0 (4.20)

remplacent (4.20) dans (4.19) et on intègre ; on obtient la solution8>>><>>>:
x(t) = b sin�0 sin �(t) + c

y(t) = b sin�0 cos �(t) + d

z(t) = (cos�0 +
bl
2
sin2 �0)t+

l
2

R
(c sin�0 sin � � d sin�0 cos �)dt:

(4.21)

Pour déterminer � on remplace dans (4.5) les valeurs de �, � et B3 sont données en (4.16),

(4.18) et (4.17) respectivement. Cela donne

!2 + !l cos�0 + (l
2 � 4m) sin2 �0 = 0 (4.22)

Suppose que � = l2 + (16m� 5l2) sin2 �0 � 0; alors les solutions de (4.22) sont :

!1;2 =
�l cos�0 �

p
�

2
;

qui sont toujours di¤érents de zéro. Puisque nous avons supposé que !:est une constante posi-

tive,nous devons choisir la racine positive de (4.22). Nous rappelons que si ! est négatif, nous

obtenons même équation (4.22), donc nous gardons les deux solutions de (4.22).En remplaçant

(4.15) les valeurs de x ety données en (4.21), on trouve

�0 � 2m(c sin�0 sin � � d sin�0 cos �) = l cos�0 + 2mb sin
2 �0 + !1;2:

En�n, en prenant en compte l�intégrale de cette dernière équation, la valeur de z donnée en

(4.21) devient celui désiré.

2. Forme explicite de Type 2 et 3.

Le cas du type 2 et du type 3 peut être dérivé de la même manière. Nous soulignons que l�ODE

(4.13) et (4.14) peut être écrit comme l�équation de Riccati avec des coe¢ cients constants

x0 = ax2 + bx+ c; a; b; c 2 R; (4.23)
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ce qui est une équation séparable.

L�ODE (4.12) est de type

x0 = a cosx+ b sin x+ c; a; b; c 2 R

qui peut être réduit à (4.23). Les courbes biharmoniques de type1, données en (4.11), se trouvent

dans le "cylindre rond"�

S = f(x; y; z) 2M : (x� c)2 + (y � d)2 = b2 sin2 �0g

et ils sont des géodésiques de S. La surface S est invariante par des traslations le long de l�axe

z, qui sont des isométries par rapport à la métrique de Bianchi-Cartan-Vranceanu ds2l;m. De

même, les courbes biharmonique appropriées de type 2 et de type 3 sont des géodésiques des

"cylindres"

y = x tan �0 + a

et

x = x0

respectivement.

Pour l�a¤aire l2 = 4m, l 6= 0, c�est-à-dire le cas de la sphère tridimensionnelle, il était prouve,

dans [1], que les courbes biharmoniques appropriées sont des géodésiques sur le Cli¤ord Torus

qui est une surface SO(2) invariante de S3.

Exemple 4.11 (type2) On prend8>>>>>><>>>>>>:

�0 =
�
4
alors cos �0 sin �0 6= 0

�0 =
�
4

b = 0

l =
p
3 et m = 1

on a alors

� =
7

2
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alors

!1;2 = �
p
3

2
p
2
�
p
7

2
p
2
= 0:32304 pour +

donc

� =

p
3

2
p
2
�
p
7

2
p
2
= 1:5478 pour +

x(t) est une solution de l�équation

x
0
(t) =

1

2
(1 + x2(t) + (x(t) +

p
2

2
p
2
�
p
7

2
p
2
)2)

x
0
(t) = x2(t) +

p
2�

p
7p

2
x(t) +

17

16
�
p
7

4
p
2

alors

x (t) = (

s
27

16
� 7 + 2

p
14

4
p
2

tan
t+ cq

27
16
� 7+2

p
14

4
p
2

) +

p
2�

p
7

2
p
2

on prend c = 0, on a :

x (t) = (

s
27

16
� 7 + 2

p
14

4
p
2

tan
tq

27
16
� 7+2

p
14

4
p
2

) +

p
2�

p
7

2
p
2

x (t) = 2:061 tan
t

2:061
+ 1:4354

alors la courbe  est de la forme (Voir �gure 2)

 (t) =

8>>><>>>:
x(t) = 2:061 tan t

2:061
+ 1:4354

y(t) = 2:061 tan t
2:061

+ 2: 983 2

z(t) = 3: 689 6� 10�2t:
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Figure 2

Exemple 4.12 (type3) Si on prend8>>><>>>:
�0 =

�
2
) cos �0 = 0;

b = 0, �0 = �
2
;

l = 3, m = 2

Donc

� = 1:

et

!1;2 = �
1

2
= 0:5 pour +

Donc

x0 = �
1

8
= 0:125 pour +

alors

z(t) = � 3
16

t = 0:1875 t pour +

et

y
0
(t) = �(1 + 2[ 1

64
+ y2(t)])

y
0
(t) = �(2y2(t) + 1:0313)
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où y(t) est une solution de l�équation

y
0
(t) = �(2y2(t) + 1:0313)

donc

y(t) = 1:0155 tan
tp

1:0313

alors la courbe  est de la forme (Voir �gure 3)8>>><>>>:
x(t) = x0 = 0:125

y(t) = 1:0155 tan (0:98471 t)

z(t) = �0:1875 t

6
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4
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2

1

1

x

z 2

y

0
00

1

1

2 10
3

4
205

Fugure 3
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Chapitre 5

Conclusion

D�aprés l�étude des courbes harmoniques et biharmoniques dans (M3
bcv; ds

2
l;m), on déduit que

les courbes harmoniques dans M3
bcv sont des géodésiques ce qu�ils ne sont pas intéréssant dans

notre travail. Dans l�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu on montre qu�il existe des courbes

biharmoniques non géodésiques qui sont des courbes hélices avec des conditions et on donne

leurs formes explicites dans l�espace Bianchi-Cartan-Vranceanu de dimension 3.
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Chapitre 6

Perspective

1. Caractériser les courbes harmoniques et biharmoniques dans des variétés riemanniennes

de dimension 3:

2. Etudier les propriétés de biharmonicité des courbes dans l�espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu

M3
bcv au cas Lorentzien

3. Généraliser l�étude de la biharmonicité sur la variété au cas pseudo-Riemanien.
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