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Introduction

En 1964, Eelles et Sampson ont défini la notion générale des applications biharmoniques
comme une généralisation naturelle des applications harmoniques. Il est évident qu’une appli-
cation harmonique est une application biharmonique. Par conséquent, I’objectif est de trouver
et classer les applications biharmoniques propres, c’est-a-dire les applications biharmoniques
non-harmoniques qu’elles sont appelées applications biharmoniques propres.

Comme les courbes sont un cas particulier des applications dans une variété, on focalise
notre travail a déterminé les courbes biharmoniques propres dans un espace particulier de
variété appelé 'espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu en dimension 3.

L’espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu est un sous espace de R3 définit par

1
M, = {(z,y,2) €R®:2?+y? < — avec m € R}
m

bev

= {(v,y,2) e R*: F =m(2* +y*) + 1 < 0 avec m € R}.

Il coincide avec les espaces suivantes suivant les valeurs des constantes [ et m, qu’on peut les

determinés par :

e Le groupe d’Heisenberg Hjs : si m = 0 et [ # 0 muni de la métrique invariante gauche sur

le groupe d’Heisenberg Hij.

e L’espace spécial linéaire complexe SU(2) : sil # 0 et m > 0, M3 est localement SU(2).

bev

el ’espace spécial linéaire gj)(2, R) :sil#0etm <0, M;, estlocalement 3’1(2, R).

bev
Notre objectif dans ce travail est d’étudier les propriétés de biharmonicité des courbes et

3

donné leurs formes explicites dans ’espace M, .

D’autre part, il existe plusieurs résultats de classification sur les courbes biharmoniques
dans les variétés riemanniennes. Les courbes biharmoniques du L’espace de Bianchi-Cartan-
Vranceanu sont étudiées par Caddeo et Al, qu’ils ont montré que les courbes biharmoniques
dans L’espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu sont des hélices, c’est-a-dire des courbes avec le
quotion de la torsion 7 par la courbure x est constant.

Notre mémoire se compose de cequi suit :

Le premier chapitre : On donne quelque définitions et des notions de base (variété différen-

tiable, espace et fibré tangent, champs de vecteurs... ).



Au deuxiéme chapitre : On définit quelques outils fondamenteaux des courbes paramétrées
en dimension 3.

Dans le troisieme chapitre : On va interpréter I’espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu de
dimension 3 muni d’une structure riemannienne (i.e. nous permet de trouver les formules géné-
rales de connexion associée & la métrique riemannienne et le tenseur de courbure de I'espace de
Bianchi-Cartan-Vranceanu).

Finalement, au quatriéme chapitre, on intoduit la notion des applications harmoniques et
biharmoniques qui sont le but de ce travail, dont On fait un rappel sur les applications harmo-
niques et biharmoniques dans les variétés riemanniennes et comme cas particulier, on définit
les courbes harmoniques et biharmoniques dans des espaces particuliers notamment 1’espace
de Bianchi-Cartan-Vranceanu M, . On caractérise les courbes biharmoniques non géodésiques

dans M3, .En suite, On démontre que l'ensemble des courbes biharmoniques est inclu dans

3

I’ensemble des courbes hélices dans M, .

A la fin, on donne la forme explicite des courbes

3

biharmoniques dans M, .

Notation : On travail dans la classe C*, c’est a dire les variétés, les métriques, les connexions,

les cartes seront supposés étre lisses.



Chapitre 1

Variété différentiable

Définition 1.1 Soit M un espace topologique séparé, une carte de M est le couple (U, ¢), ot
U est un ouvert de M et ¢p(U)est un ouvert de R" tel que :

¢:U — ¢(U) est un homéomorphisme.

n est la dimension de M.

Définition 1.2 Deuz cartes (U, ¢), (V,1)) sont dite compatibles si :
UNV#DQougoyp™t:p(UNV) = o(UNV)

est un difféomorphisme de classe C*.

Sur U NV, les deux systémes de coordonées s’écrivent

potp iy=(y',..y") = (@' = Y),...a" = "))

et
Yootz = (z', ..., 2") =y = (¢" (), ..., ¢"(x))

Définition 1.3 Un Atlas U de M est une famille de carte {(U;, ¢;) }ier tel que :
1) M = Uie,U;
2) Toutes les cartes ont la méme dimension n.

3) Toutes les cartes sont compatibles entre eu.



Définition 1.4 On dit que M est une variété différentiable de classe C"(r > 1) si
1/-M est une variété topologique ,

2/- 1l existe un atlas {(U;, ¢;) }ier de M tel que pour tous i,j tels que UNV # &,
¢j0 0 ¢(U;NU;) — 6,(UiNTy)

est de classe C". On dit alors que Uatlas{(U;, ¢;) }icr est de classe C".

M est dite différentiable si M est une variété de classe C*.

1.1 Espace et fibré tangent

1.2 Espace tangent

Soit M une variété différentiable de classe C°.

Définition 1.5 On considére l’espace vectoriel des fonctions de classe C*sur M,
HM)={f:M — R/f de classe C*}
pour p € M, on définit sur H(M) une relation d’équivalence :
f~g&3UCM,U ouert avecp € U , tel que fly = giu

On note C°(M) = H(M)/ ~ l'ensemble des classes d’équivalences dans H(M) pour cette

relation.

Définition 1.6 Une dérivation v est une application linéaire
v:Cl (M) —R

Soit f : R" — R une fonction C*> dans un voisinage de m € R" et soit v € R™ un vecteur on
leur associe la dérivée de f selon v en m
t —
i L) = F )

t—0 t




en coordonnées locales :
v(f) = vi=——(m
k=1
On peut voir laction de v comme étant une fonctionnelle (que l’on note encore v ) de f, qui

vérifie les propriétés de linéarité et de Leibniz :

v(Af +pg) = M(f)+ p(g)
o(fg) = flm)v(g) + gm)v(f)

Définition 1.7 L’espace tangent en p a M est 'espace vectoriel des dérivations sur Cx°(M)

noté TpM

Puisqu’on a un espace vectoriel de dimension fini, il faut determiné une base.
Soient (z1,...,2™) des coordonnées au voisinage de p. Une base de TpM est donnée par les

n dérivations %(p), pour 1 < i <n, dont les courbes associées sont les 7, définies par
2 (7,(t)) =0

pour j # i et
7' ((t) =t

En particulier, la dimension de TpM en tant qu’espace vectoriel est la dimension de M en tant

que variété. Donc tout vecteur X (p) € TpM s’écrit

ou les X*(p) sont des réels.
Cette écriture a l'avantage de suggérer que X (p) est un vecteur puisqu’il a n composantes
(X1(p),..., X"(p)), et que c’est aussi une dérivation. De plus, si la courbe ~ définit ce vecteur,

avec bien str v(0) = p alors on a




On utilise cette relation, qu’on écrit 4(0) = X (p).
On considere effet d’'un changement de coordonnées sur les n nombres X*(p) : si on passe des

coordonnées (') aux coordonnées (y7(z*)), alors si

X () = X'(0)55(0) = V') 550
On a '
_ o

Y/ (p) = 5= ()X (p)

Proposition 1.8 L’espace tangent TpM est un espace vectoriel de dimension n et l’ensemble

{:Z\, /i=1,..,n} forme une base de TpM en coordonnées locales .

Exemple 1.9 Soit v: I C R — S" une courbe sur la sphére unité dans R" ™ tel que v(0) = p
et ¥(0) = X. La courbe satisfait (y(t),v(t)) =1, alors

(1), 7(8) + (v (#), ¥(#)) = 0.

Done, (p,X) =0, (i.e) tout vecteur X € TpS™ est orthogonal & p. D’autre part , si X # 0 tel
que (p, X) =0, alors v: R — S" avec

. X

vt —cos(t|X])-p + Sm(t|X|)-m

est une courbe sur S" avec y(0) = p et ¥(0) = X . par conséquent,
TpS" = {X € R™!/(p, X) = 0}

En chaque p € M, on définit I’espace tangent .On a alors de considérer une application qui

associe a tout point p € M un vecteur dans TpM. C’est la notion de champ de vecteurs.



1.2.1 Fibré tangent

Définition 1.10 Le fibré tangent a une variété M est défini par

TM = Uper/ T,M

et la projection

T  ITM—M

Vp — W(VP)ZP

la projection cannonique de T'M sur M.

On remarque que les ouverts des cartes de T'M , définies ci-dessus, sont les ouverts 71(U) C
TM. Alors TM est une variété différentiable. Un élément de M est un couple (p, X (p)) avec
p€ M et X(p)eTpM.

On cherche des coordonnées sur 7M. Soit (U, ¢) une carte locale sur M, de coordonnées
(%) : Pour p € U, et X(p) € TpM, on prend comme coordonnées du couples (p, X (p)) les réels
(z*(p), ..., z"(p), X*(p, x), ..., X"(p, x)) ot on décompose X (p) selon X (p) = X'(p, X)5%(p) €
TpM . On a donc 2n coordonnées pour caractériser un élément de T'M , cette variété topologique

est de dimension 2n.

1.2.2 Champ de vecteurs

Champ de vecteurs différentiable (ou champ de vecteurs) sur M est une application diffé-

rentiable

X:M—>TM

qui, & un point p € M, associe un couple formé de p et d’un vecteur tangent & M en p: (p, X,).
Autrement dit, m o X = Idy;. On notera H(M) ensemble de tous les champs de vecteurs sur
M.

De méme qu’un vecteur tangent en p définit une dérivation sur I’ensemble des germes C*(p),

un champ de vecteur définit une dérivation sur ’ensemble C*(M) des fonctions de M dans R



de classe C*. En effet ’application

Co(M) — C®(M)

g — X.g tel que X.g(p) = X,.9

définie par un champ de vecteurs X est linéaire et vérifie la régle de Leibniz. L’ensemble H (M)
s’identifiera donc avec ’espace vectoriel de dimension infinie des dérivations sur C>(M).
Si U est un ouvert de M, alors T'U est un ouvert de T'M. Si X est un champ de vecteur sur

M, alors X |y est un champ de vecteur sur U

X | v:U—=TU

r — X,

Soit(U, z!,+-, ™) une carte locale pour i € {1,---,n} on pose

o : U—-TUCTM

0
r — Ojp = —
est un champ de vecteur surlU. Pour tout p € U, (8%1, o %) est une base de 7,M donc

(01, ..., 0p) est une base locale de champ de vecteur.

1.2.3 Crochet de Lie

Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X, Y € H(M) est le champ de vecteurs

(X,Y]=XY -YX

Pour que cette définition soit correcte il faut montrer que XY — Y X est bien un champ de

vecteurs, c¢’est-a~dire une dérivation surC> (M ). Or la linéarité est évidente et la régle de Leibniz

10



se déduit du calcul :

(X, Y].(fg) = XY.(fg)—-YX.(fg)
= fXY.g+gXY.f— fYX.g—gYX.f

= f[X> Y].g—l—g[X, Y]f .

Le crochet de Lie est :
e Antisymétrique en X et Y :
[X’ Y] = _[Y7 X]

o Vérifie I'identité de Jacobi :

XY Z] + [V, [X, Z]] + [Z, [ X, Y]] =0

11



Chapitre 2

Courbes paramétrées en dimension 3

2.1 Courbes paramétrées

On peut définir de deux maniéres une courbe dans le plan : en la paramétrant

vy : [a,b) CR— R?

to= () = (71(8),72(t), 75(t))

ou par une équation f(z,y) = 0.

Dans le premier cas le vecteur tangent
V() = (V) 7a(1), 75(1))
définit une droite et méme une droite orientée si et seulement si
Y'(t) # (0,0);

dans le deuxiéme cas la droite tangente en P = (g, o) est définie par I’équation

0 0
8_£(x0’ Yo)(z — x0) + a—;};(%,yo)(y — 1) = 0.

La droite tangente (non orientée) est bien définit si et seulement si les deux dérivées partielles

sont non nulles, et on a la définition suivante :

12



Définition 2.1 Un point singulier d’une courbe paramétrée ~y : [a,b] C R — R3 est un point ot

7 (to) =0

un point singulier d’une courbe f(x,y) = 0 est un point ou

0 0
8_£($0’y0) = 8—];(950,90) = 0.

Par un changement de paramétrisation, si y(¢) définit une courbe paramétrée
[a,b] C R — R,
soit
p:le,d =R

une fonction a valeurs dans l'intervalle [a, b] alors

définit une nouvelle courbe paramétrée; c’est en fait la méme courbe parcourue a une vitesse

différente. Pour les dérivées on a par exemple

Y (u) = ¢ (u)y(p(u)) et

V') = ¢" (W) () + ¢ (W)Y (p(u).
Il existe une meilleur paramétrisation ; c’est la paramétrisation par la longueur.

Définition 2.2 Pour mesurer la longueur d’une courbe paramétrée il est naturel de subdiviser
Uintervalle [a,b] en n parties ap = a < ay < --- < a, = b et d’introduire la longueur de la ligne

polygonale

L(ag, -, an) = lims 0 > _ [Iy(ais1) = v (@) -

i=1
On appellera pas de la subdivision la quantité 5 = maz;(a; 11 — a;).

On dit que la courbe 7y : [a,b] C R — R? est rectifiable si la limite suivante, que l'on appellera

13



longueur de la courbe, existe

L :=lims_oL(ac, .., a,) = lims o 3 |y(aiss) — 7 (@)

i=1

Théoréme 2.3 Soit v : [a,b] C R — R" une courbe de classe C* (ou méme de classe C' par

morceauz), alors la courbe est rectifiable et sa longueur est égale a :

L:/abuwwudt:/ab¢x12<t>+---+x;3<t>dt

Définition 2.4 Une courbe paramétrée 7 : [a,b] C R — R3 est réguliere en ty siy est dérivable
enty et ' (ty) # 0. Plus généralement, une courbe paramétrée +y : [a,b] C R — R™ est k-réguliére
en ty siy est k fois dérivable en ty et les vecteurs o' (ty), 7" (to) ..., 7™ (k)(to) sont linéairement

indépendants.

Remarque 2.5 Une courbe ne peut étre k-réguliére que si k < n. On utilise seulement les
notions de réquliére et bi-réquliere.
Soit une courbe paramétrée v : [a,b] C R — R? de classe C' et régulicre, de longueur I, on peut

la reparamétriser par sa longueur. L’application

)= [ 1 W] du

définit une bijection croissante [a,b] — [0,1] dont la dérivée s'(t) = ||v' (t)| est strictement
positive (c’est ici que [’hypothése réguliére est utilisée).
On peut donc inverser cette fonction et obtenir une fonction dérivable t = g(s) telle que ¢'(s) =

1/5'(t). Si on pose ¥ =~y og:[0,l]] = R" alors

Ainsi ~'(s) est unitaire, ce qu’on peut interpréter en disant que la courbe est parcourue avec une

vitesse constante égale a 1.

Définition 2.6 On dit que v : [0,1] — R3 est paramétrisée par sa longueur si ||y (s)|| = 1.

Dans ce cas la longueur d’arc paramétrisé par [0, s] est égale a s.

14



2.1.1 Courbure

Commengons par étudier le cas d’'une courbe paramétrée par sa longueur s — ().

Dans ce cas T'(s) = v (s) est un vecteur unitaire ; on définit N(s) comme le vecteur normal
obtenu par rotation d’angle 7/2 & partir de T'(s). En formule, si T'(s) = (a,b), on pose N(s) =
(—b,a).

Comme (7T'(s),T(s)) = 1 on constate que 2(7T'(s), T (s)) = 0 et donc que 1" (s)

est proportionnel a N(s), ce qui justifie la définition suivante.

Définition 2.7 La courbure k(s) d’une courbe paramétrée par sa longueur est définie par I
équation :

T (s) = k(s)N (s).

Si y(t) définit une courbe paramétrée réguliére, sa courbure est naturellement définie comme la

courbure de la courbe reparamétrée par sa longueur, c’est- a-dire que si s (t) = f; |7 (w)]| du et

7 () = 7, (5 (1)) on pose r (£) = 1 (s (1)).

Remarque 2.8 La définition suppose deux choses : premiérement que la courbe soit deux fois
dérivable, en suite que la courbe soit réguliére au point ou 'on veut définir la courbure (en un
point non régulier, on ne peut pas définir le vecteur tangent unitaire).
Remarquons que sil’on écrit N = aT + bN , on en tire b = <N, N/> =0eta= <T, N/> =
— <N’,T> = —k d’ou

T =kN et N = —xT.

On démontrera o titre d’exercice les formules suivantes pour une paramétrisation quelconque

v ()= (x(t),y (1) :

15



2.1.2 Torsion

On supposera ici les courbes paramétrées bi-réguliéres, i.e. 7' et 7 linéairement indépendants
en tout point. Comme pour les courbes planes, si la courbes est paramétrée par sa longueur, le

vecteur tangent unitaire est

Définition 2.9 Le vecteur normal unitaire (appelé aussi vecteur normal principal) et la cour-

bure sont définis par

!

T (s)
17" ()

Remarque 2.10 On a donc, comme pour les courbes planes

N (s) =

et ri(s) = [T'(s)] -

mais ict par définition, la courbure est positive et le vecteur unitaire normal est orienté dans
” . . ! . . .. .

la méme direction que T . En effet, étant donné un vecteur unitaire dans l’espace et une droite

orthogonale a ce vecteur, il n’y a aucun moyen de choisir raisonnablement entre les deux vecteurs

unitaires de cette droite.

Définition 2.11 On définit ensuite le vecteur unitaire B (s) = T (s) A N (s) qui compléte la
paire de vecteur en une base orthonormée directe {T, N, B} appelé triédre de Frenet.

On considére B’ (s), c’est un vecteur orthogonal & B (s) mais aussi o T (s) car

B (s)=T (s)AN(s)+T(s) AN (s) =T (s) AN (s)

donc B' (s) est colinéaire avec N (s) et on peut définir un scalaire appelé la tortion par I'équation
B (s) = —7(s) N (s).

sty (t) définit une courbe paramétrée biréguliére, sa courbure et sa torsion sont définir comme

la courbure et la torsion de la courbe reparamétrée par sa longueur, c’est-a-dire que si s (t) =

Jo I () du ety (8) = 7 (s () on pose ki (t) = w1 (s (t)) et 7(t) = 71 (s (¢)).

16



Certain auteurs définissent la torion par
B (s) =7(s)N (s).

Remarque 2.12 La définition suppose deux choses : premiérement que la courbe soit trois fois
dérivable, en suite que la courbe soit bi-réguliére au point ot 'on veut définir la torsion ( en un
point non régulier, on ne peut pas définir le vecteur tangent unitaire en un point non bi-réqulier,
on ne peut pas définir le vecteur normal unitaire car T'(s) = 0). On observera aussi que la
condition de bi-régularité impose que la courbure ne s’annule pas.

On calcule maintenant les coordonnées de N' dans la base {T, N, B}. On écrive pour cela

N’ = aT +bN + cB.

On obtient
a = <T, N’> - <T’,N> —
h o= <N,N’> —0 et
¢ = <B,N’> — <B’,N> — 7
d’ou

N'(s) = —kT (s) 4+ 7(s) B(s).
Théoréme 2.13 Soient g (s) et h(s) deux fonctions différentiables avec g (s) > 0, il existe une

courbe paramétrée (unique & isométrie prés) telles que la courbure et la torsion vérifient

K(s)=g(s) etT(s)=h(s).

Preuve. L’unicité provient d’un calcul similaire a celui effectué dans le plan. Soit 7 (s) , 7 (s)
ayant méme courbure et torsion; aprés avoir appliqué une isométrie de ’espace, nous pouvons
supposer que 7 (0) =4 (0), 77 (0) = T3 (0) et N1 (0) = N5 (0); on a alors By (0) = Bz (0).

On considére la fonction



Un calcul direct donne

f'(s) = (T1(s), Ta(s)) + (N1 (), N2 (s))
+ (B (s), B2 (5)) + (T1 (5) , T3 (5))
+ (N1 (s), Nz (5)) + (Bi(s), By (9))

= (kN1 (s), T3 (s)) + (=K1 (s) + TB1(s)) , N2 (s))
—(7Bi1(s), Bz (s)) + (k11 (s), N2 (s))
+ (N1, (—=KT5 (s) + 7By (s)))
—(7B1(s), N2 (s))

= 0.

Ainsi f (s) = f(0) = 3, mais (T, T5) < 1 avec égalité si et seulment si 77 = T, d’apres I'inéga-
lité de Cauchy Schwarz ; on conclut donc que 7' (t) = 7' (¢) et comme 7 (0) = 7 (0) que 7 = 7.
L’existence est plus délicate. On peut la démontrer (comme dans le plan) dans le cas analy-
tique en observant que 7™ (0) peut se calculer en terme de T (0), N (0), B (0) et des dérivées
successives de x et 7 en 0. Dans le cas général, on peut la démontrer en invoquant un théoréme
garantissant I'existence de solution d’un systéme d’équations différentielles.

Le systeme a résoudre est de dimension 9 et peut s’écrire comme

/ !

T'=kN, N = —kT+7Bet B = —7N. (2.1)

Soit 7 (s) la reparamétrisation par sa longueur de la courbe v (t), i.e. v (t) = 7 (s (t)), alors

on a :
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V) = (8" () =P () k(s (1) Ta (s (8) + (" (8) 5" () + £ (s (1))
+(s™(tr (s (1)) N1 (s (1)) + " ()r7(s(8) Ba(s(1)).-

On en tire donc

Y () Ay (t) = s (t) k(s () Ty ANy = 5" (t) k (t) By

En suite det (7 (£) ,7" (t) ,7" (t)) = %k (s (t))* 7 (s (t)) d’on les formules :

e Al
)P

Lo et (@) ()" ()
Iy () Ay )11

Et les formules du repére de Serret-Frenet dans 3, sont données par

T 0 k 0 T
N | = -k 0 7 N
B’ 0O —7 0 B

2.1.3 Courbes particuliére (hélice) dans [E?

(2.2)

(2.3)

Définition 2.14 L’espace des courbes ot leurs vecteur tangent fait un angle fize avec un vecteur

parallel le long de la courbe est appelé [’espace des courbes hélices.

Définition 2.15 Soit v : I C R — E? une courbe paramétrée normale réguliére muni d’un

vecteur vitesse unitaire T (i.e |T|| = 1), alors 7y est une coube hélice si pour tous vecteur X

parallel le long de la courbe v (i.e V;X =0) on a

< T, X >= c (constante non nulle)

Théoréme 2.16 ( Lancret) Soit v: I C R — E3 une courbe paramétrée normale réguliére

muni d’un vecteur vitesse unitaire T (i.e ||T'|| = 1), alors «y est une coube hélice si est seulement

St

-
— = ¢ (constante non nulle )
K

Preuve. Voir 2] . =
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Exemple 2.17 Soit la courbe donnée par v (t) = (acost,asint, bt), avec a,b > 0, qu’il est

appelée hélice. On trouve

t
s(t) = / Va2 sin®u + a2 cos? u + b2du = tvVa® + b2
0
On suppose que a* +b*> =1 on peut se ramener a s =t. Alors
T (s) =7 (s) = (—asins,acoss,b)

T'(s) = (—acos s, —asins, 0) = —a (cos s,sin s, 0),

et donc k(s) =a et N (s) = (—coss,—sins,0).
On en tire

B(s)=T(s) AN (s) = (bsins,—bcoss,0) = —bN (s).

La courbure est constante (k (s) = a) ainsi que la torsion (1 (s) =b) donc
b
= — constante non nulle.

K a

Si l’on ne suppose plus a* +b?> = 1 on obtient en général :
k(s)=a/Va?+b% et (s)=b/Va®+ b2

On donne maintenant des formules pour calculer la courbure et la torsion dans le cas d’une

paramétrisation quelconque (mais toujours bi-réguliére).
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Chapitre 3

Structure Riemannienne de I’espace de

3

Bianchi-Cartan- Vranceanu Mbcv

Ce chapitre est consacré a 1’étude de la structure Riemannienne de l’espace de Bianchi-

Cartan-Vranceanu en dimension 3, pour plus de détail voir ([1],[1]).

3

3.1 Espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu M

L’espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu M3 est un sous espace de R? défini par

bev

—1
M;., = {(z,y,2) €R3:$2+y2§ — avec m € R}
m

bev

= {(z,y,2) ER*: F=m(2* +y*) + 1 <0 avec m € R}

Métrique de M}

bev

, . , . . . 2 3
On définit la métrique riemannienne ds;,, de My, par

da? + dy? [ ydr — zdy
ds? = dz &+ =
S = T+ T T i m@ 4

)2 avec I,m € R. (3.1)

Matriciellement, elle est donnée par

1 L2 2 172 1
7Y iy 2Y
2 . 172 1 2 2 l
dSl,m . Zl Ty i + ECL’ —51’
l _1
5Y 5T F
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Quand on calcule avec la métrique riemannienne ds?, , on emploit parfois (.,.), alors

dsi () = ()

La métrique de Bianchi-Cartan-Vranceanu s’écrit :

3
ds%m = E w'w'
i=1

3 3
Le produit scalaire des vecteurs a = Z a; X; et b= Z b; X; dans TM est

=1 =1

<a, 5> — arby + agby + azbs.

La norme d’un vecteur a est donnée par

S
I
—~
Sl
Sy
~
[NIES

La métrique dsﬁm est invariante par rapport aux translations & gauche correspondant la multi-
plication.

On considére la base orthonormale des champs de vecteurs par

0 lyo L0 Iz 0
61—F8—x—5$, 62—F—+—— , €3 = —, (32)

en voie clerement qu’ils sont orthogonaux i.e
(eiye;) =075 4,5 =1,2,3.

La base duale est
[ ydx — xdy

3
—_ —_—— —_ —_—— _d
w w , W Z+2

et on a

wi(ej) =6Y:4,7=1,3

On définit les espaces suivantes :
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e Le groupe d’Heisenberg Hs définit par

1 =z 2
Hs (R) = 01y | €GLEBR)| (v,y,2) R’
0 01

e La sphére S3définit par
S* = {u e RY/uj +uj +uj +uj =1}
e L’hyperbloide H2définit par
H? = {u € R®/u} +uj —uj = —1, uz > 0}
e Le groupe spécial linéaire complexe SU(2) définit par

su =1 | % 7 | rapeciofviar =1
(0%

e Le groupe spécial linéaire g\l/}(Q, R) est le groupe des matrices réelles 2 x 2 & déterminant

égale 1 telle que :
— a
SL(2,R) = ca,b,e,d e Ret ad —be=1

Les tenseurs de Ricci sont définit par

12 I?
P11 = pop = 4m — 9 PBT 5 (33)

Remarque 3.1 1. si [ = 0, alors M est le produit d’une surface S a courbure gaussienne
constante 4m et la ligne réelle R.
2. 8i py; — P33 = 4m — 12 =0 alors M a une courbure sectionnelle constante non négative.

3. De la classification de Kowalski [3] nous savons que les courbes principales de Ricci de

SU(2) satisfont
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P33 > 0,p11 + ps3 > 0 et pyy # psg-Ainsi, forme (8.8), si : 1 #0 et m >0, M est localement
SU(2).
4. De méme sil #0 et m <0, M est localement §Z(2,R) tandis que sim =0 et # 0 on

a la métrique invariante gauche sur le groupe d’Heisenberg Hs.

la remarque précédente donne lieu & une belle description géométrique de la métrique ds?, |

comme le montre la figure 1

S xR

e Y 3
dm =¥ i S

H? x R
Figure 1

Remarque 3.2 1. Sil=m =0, l’espace (M;, , dsl%m) est l'espace euclidien .

2. Sil>=4m etl#0 alors (M},,, dsj,,) est localement la sphere S°.

3.8i1=0etm <0, (M}, dsi,) est isométric a H* x R avec la métrique du produit.
4.Sim=0etl#0, (M., dsim) est le groupe d’Heisenberg Hz muni d’une métrique invariante

gauche.

A partir de maintenant, nous supposerons que [? # 4m et m # 0.

3.2 Connexion

On détermine la connexion de Levi-Civita V associe a la métrique ds?’m par rapport a la
base orthonormée invariante & gauche donnée dans par les formules Eq.(3.2).

Premiérement, les crochets de Lie de la base (e;),_13 sont donnés par la proposition suivante ;

24



Proposition 3.3 Le crochet de Lie des vecteurs (e;);_13 est

le1,€a] = —2mye; + 2maxey + les

{637 61] - [637 62] = 0.
Preuve. On utilise la propriété suivante du crochet de Lie
[fX,gY] = [glX. Y]+ f(Xg)Y —g(Y [)X.

pour le crochet de Lie des vecteurs e; et ey, on a

o) pd WO 0 o
‘el = or 209z 0y 20z
B o 0 d lz 0 lyd _ 0 ly d lx 0
N [Fﬁx’Fay] * [Fax’ 2 (92] [2 0Z’F0y] [2 0z 2 82]
0 0 0 0 dlr, 0 lx,0 _ 0
= Fotey o e T e 25~ 25 ar)
_l_y(8F8 F@ly@ ly, 0le. 0 lz,6 0 ly, O

& TG, 2 e Ye T2 Y,

0 0 0
0 0 0 0 0
= 2mxF— — 2myF— 2_— 2 41—
mx By my agg—i—lmx az—l—lmy az—i-laz
o lyo 0 lx 0 0
= 2my(F— — =>—)+2mz(F— + —— —
my( ox 282)+ ma( 8y+ 28z)+l82

= —2mye; + 2mzes + leg

Avec F =1+ m(2? + y?)
La preuve pour les deux autres crochets est de la méme méthode. m

Les formules de la connexion sont donnés par la proposition suivante ;
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Proposition 3.4 La connexion de Levi-Civita V associe a la métrique ds? . est donnée par

( Ve, 61 = 2myes, Ve es = —2myF; + %Eg,

Ve e3 = Veses = —éeg,

Ve,€1 = —2maxFEy — %Eg, Ve, €2 = 2mzey, (3.4)
V.63 = Veses = %el,

v63€3 = 0,

\

Preuve. On utilisons la formule de Kosul suivante
1

le calcul par rapport a la base (e;),_15 donne :

(Veesrex) = —g Lew fegel) + (e [egreal) + (e, e esl)}; 4,7k = T3

On fait le calcul seulement pour V., e;.

1

(Vaene) = —5{{en ez e]) +en [er en]) + (e [er, ea])} = 0
(Veeres) = =5 {lealexenl) + fex e, eal) + (ex,fer, al) } = 2my
1

(Vese1,e3) = {{es, [e1, e1]) + (e1, [e1, es]) + (e1, [er, e3])} =0

2

alors

V6161 = me €2

Les autres valeurs de la connexion se calculent de la méme maniére. m

3.3 Tenseur de courbure
On rappel la définition du tenseur de courbure et coéfficients par la définition suivante;

Définition 3.5 Le tenseur de courbure de Riemann sur une variété riemannienne (M, g) est
défini par
R(X,Y)Z =VxVyZ —=VyVxZ =V xyZ,
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ou X,Y et Z sont trois champs de vecteurs de M. Tandis que le champ de tenseur de Riemann-
Christoffel est
R(X,)Y, Z, W) =g(R(X,Y)Z,W)

Ou X, Y, Z,W sont des champs de vecteurs lisses sur (M, g).

On note par

Rijk = R (ei,e;) ex, Riju = R(e;,ej, e, e); 1,7, k1 =13

On donne maintenat le tenseur de courbure de Riemann sur (M

bevs d57,,,) Par rapport a la base

(ez‘)i:ﬁ :

Proposition 3.6 Le tenseur de courbure de Riemann sur (M

b d57,,) €st donné par les for-

mules suivantes
— 372
R121 =4m — Zl €9,

R131 == %63, (35)

_ 2
Raso = 763

dm — 312 si (ijkl) = (1212) ou (2121),

Ry =4 % si (ijkl) = (1313), (3131),(2323) ou (3232), (3.6)
0 sinon.

Les cas qui n’aparéssent pas du tenseurs R sont nuls.

Preuve. Pour calculer le tenseur de courbure de Riemann sur (M

bevs d57,,) on utilise les

formules suivantes

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — VixyZ,
R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)

Alors

Rijk = R (e;,e5)e ZVEiVE'e _VE'Veie _Veie‘e ’ 12
= Rlee)en sTh T Ve Vet T HlenelTh i k=13
Riji = R (e, €5, ex,€1) = g(R (e, ¢5) ex, &) = (R (e, €5) ex, 1)
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On fait le calcul pour juste pour les champs de vecteurs (e, e3,e1), on a

R131 - Vel v6361 - v63V€161 - v[el,eg]el

l
= —§V61€2 —2my V.,es

l l [
= —5(—2mx ey — 563) - 2my(§€1)

l2
= —lmyel—lmx62+zeg.

l2
Riz13 = (R(e1,e3)eq,e3) = <—l mye —lmaxey+ Zeg,€2>

Z2

1

on fait le méme calcul pour les autres tenseurs. m

28



Chapitre 4

Harmonicité et biharmonicité

On fait un rappel sur les applications harmoniques et biharmoniques dans les variétés rie-

manniennes et comme cas particulier, on définit les courbes harmoniques et biharmoniques dans

3

des espaces particuliers notamment 1’espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu M., .

3

- On démontre en suite

On caractérise les courbes biharmoniques non géodisiques dans M
que ’ensemble des courbes biharmoniques est inclu dans I’ensemble des courbes hélices dans

M3

bev*

3

A la fin, on donne la forme explicite des courbes biharmoniques dans M, .

4.1 Applications harmoniques et biharmoniques

Définition 4.1 Soit ¢ une application d’une variété riemannienne compacte (M, g) a une autre

variété riemannienne (M, §). On définit la fonction d’énergie par

B0) =5 [ 1@ v,

Le point critique de la fonction energie est appelé une application harmonique.

Le cahmp de tension de ¢ est donné par

T1(¢p) = trace Vdo
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L’application ¢ est dite bitharmonique si elle est un point critique de la bienergie fonctionnelle

Bao) = 3 [ Im(@)IPv,

et le correspondant L’équation d’Euler-Lagrange est donnée par la disparition du champ de

tension

7(¢) = traceVde

Les applications biharmoniques sont les points critiques de la fonctionnelle bienergique

1
Balo) =5 [ Vol dv,

La premiére formule de variation du bienergie montrant que I’équation d’Euler-Lagrange pour
FEs est :
72(¢) = —j(7(¢)) = — A 7(¢) — trace R™(dg, 7(¢))de = 0, (4.1)

ou J est 'opérateur Jacobi de ¢ et
RN(X,Y)=VxVy —VyVx — Vix,yl-

L’équation T9(¢) = 0, est appelée I’équation biharmonique Puisque J est linéaire, toute ap-
plication harmonique est biharmonique. Par conséquent, l'intérét principal est de trouver et
classer les applications biharmoniques propres, c’est-a-dire les applications biharmoniques non-

harmoniques.

4.2 Cas des courbes

Comme les courbes sont un cas partuclier des applications, lorsque ’application ¢ est une

courbe dans la variété (M, g), on la note par la suite cette courbe par y

v: 1 CR—(M,g)
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Dans ce cas, mettre T' = ' le champ de tension devient

7(y) = V7T

4.2.1 Courbes harmoniques

Soit v : I C R — (M, g) une courbe différentiable paramétrée par la longueur d’arc. On dit

que v est une courbe harmonique dans M si et seulement si
T1(y)=V5T =0 (4.2)
les seules solutions de I’équation sont les courbes qui vérifies
ViT =0

on a la proposition suivante

Proposition 4.2 Soity: I CR — (M, g) une courbe différentiable paramétrée par la longueur

d’arc. y est une courbe harmonique dans M si et seulement si 7y est une géodésique i.e : V7 = 0.

4.2.2 Courbes biharmoniques

L’équation biharmonique d’une courbe se réduit a :
To(y) = VT — R(T,VT)T = 0. (4.3)

On décrit géométriquement 1'équation (4.3) :
Les formules de Frenet {T, N, B, k, 7} associé a une courbe v : I C R — (M, g) paramétrée

par la longueur d’arc, est 'orthonormalisation du 3-uples {V(ng)d’)/(%)}k:omg décrit par :
t

(T = dy(§)
VT = kN
VN =—kT +71B
VrB =—1N
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ou les fonctions{x, 7} sont appelés la courbure et la torsion de la courbe ~.(voir 2.1)
En utilisant les formules de Frenet (2.1), ’équation biharmonique (4.3) se réduit a un systéme

différentiel des courbures de v comme indiqué par la proposition suivante

Proposition 4.3 Soit v: I C R — (M, g), une courbe paramétrée par la longueur d’arc d’un
intervalle ouwvert I de R dans une variété riemannienne (M, g). Alors v est biharmonique si et

seulement si
!

kk=0
k' — K> — k1?2 = KR(T,N,T,N)=0
2k'T + k7 — kR(T,N,T,B) =0

Preuve. D’aprés les formules de Frenet, I’équation biharmonique de vy est

To(y) = VAT — R(T,V7T)T =0

On a

VTT = kN

ViT = ViViT = K'N+ k(—kT + 7B)

VaT = —3&'kT + (K" — Kk* — kT®)N + (2k'T + k7') B
d’autre part

R(T,VtT)T = R(T,NV7T,T,N)N + R(T,V;T,T,B)B
d’on

l2
To(v) = (=3k'R)T + (li” — K2 — kT — K~ R(T,V,T,T, N)) N
+ (26'T + k7' = R(T,V1T,T,B)) B

=0

alors

—3k'k =0
fill—li3—f€7'2—/{§ —kR(T,N,T,N)=0
2k'T + k' — KR(T,N,T,B) =0
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d’ot le résultat. m

Si nous cherchons des solutions biharmoniques appropriées, c’est-a-dire pour des courbes

biharmoniques avec k # 0, on a

k = constant # 0

k*+ 72 = R(T,N,T,N) (4.4)

/

7 = —R(T,N,T, B)

4.3 Courbes biharmoniques dans (M, ds7,,)

Soit (M,

b dst, = (.,.)) la variété de Bianchi-Cartan-Vranceanu de dimension 3 muni de la

connexion de Levi-Civita V et de tenseur de courbure noté par R donnés dans (Chapitre 4).

Dans ce qui suit les courbes dans (M}

bev: dS7,,) sONt suppossées non géodésiques.

Soit v : I € R — M} une courbe différentiable paramétrée par la longueur d’arc et soit
Y bev

{T, N, B, k, 7} le repére de Frenet associé.

Théoréme 4.4 Soit v : I C R — M. une courbe différentiable paramétrée par la longueur

d’arc. Alors v est une courbe biharmonique si et seulement si

k = ¢, non nulle constante,
K472 =8 — (12— 4m)B?, (4.5)
7 = (4m — 1>) N3 Bs.

Pour la preuve du théoréme, on utilise le lemme suivant

Lemme 4.5 Les coéfficients du tenseur de courbure suivant le repére de Frenet sont

(R(T, NT,T) =0
R(T,N)T,N) =& — (4m — 1?) B
(R(T,N)T, B) = (I — 4m)N3 B,

w o=
—

(R(T, N)T,T) =0

Preuve. 1. Par définition du tenseur de courbure, on a (R(T, N)T,T) = R(T, N, T,T) =0
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3
(R(T,N)T,N) = Z T;N; TN R

1,7,k,l1=1

3
= 4m — 112 ((T1N2)2 —+ (T2N1)2 - 2T1N2T2N1)

+f (TyN3)* + (TsN1)* + (ToNs)?
4\ 4 (T3N)? — 2T\ N3T3 N, — 2T N3 Ty N,
3 2 12
= (4m— Z12) (Ty Ny — ToN,)? + 7 (N5 — TsNy)? + 7 (N5 — T5Ns)
32 2 l22 l22 2 322 l22 l22
12 2
= 4mBj+ —I’B5 + 1 (B + B3 + B}) = 4mB; — I’B; + 1
2
= Z + (4m — 12)B§
3.
3
(R(T,N)T,B) = > TiN/T}BiRiju
1,5,k l=1
3
= (4m — ZF) (T?N2By + T3 N1 By)
l2 2 2 2 2
+ (T2N3Bs + TZN, By + TZN3 By + TN, By)
= (I* — 4m)N3Bjs
|

Preuve. (du théoréme 4.4) La condition du biharmonicité est

5 (y) = ViT — R(T,VyT)T = V3T — kR(T,N)T
2
= (=3x'k)T + (/{" — K2 — kT — /ilz — Kk(4m — l2)B§> N

+ (26T 4+ k7' + k(I — 4m)N3B3) B.

et puisque (7', N, B) est une base orthonormée, alors on a la preuve du théoréeme m

34

2



4.3.1 Cas d’une courbe hélice

Définition 4.6 Par analogie avec R3(Théoreme de Lancret [2]), on dit qu’une courbe vy dans
une variété riemannienne est une courbe hélice si le quotion de la torsion par la courbure est
constant i.e.

-
— est une constante non nulle
K

3

Maintenant, pour toute courbe hélice v dans M, ,

définition (4.2),

le systéme (4.5) devient d’aprés la

Kk = ¢, constant # 0
T = c¢,constante # 0
K24+ 712 = % — (I — 4m) B2,

L (l2 - 4m)Nng = 0.

(4.6)

On remarque que Bj est également constant d’aprés (4.63) .

Ainsi, les courbes hélices biharmoniques satisfont

1. Kk = ¢, constant # 0
2. T constante # 0

{ 3. B3 constante, (4.7)

3

i Se base sur I'étude

L’équation Eq( 4.5) montre que I’étude des courbes biharmoniques dans M

du comportements des fonctions N3, B3 et les constantes k, T.

4.3.2 Courbes hélices biharmoniques dans (M, ds7,,)

3

Les courbes biharmoniques non géodésiques dans M,

sont des courbes hélices donné par

le théoréme suivant

Théoréme 4.7 Si v : I C R — M. est une courbe biharmonique paramétrée par longueur

d’arc alors v est une hélice.
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Preuve. Soit 7 : I C R — M;_ une courbe non géodésique paramétrée par la longueur

d’arc. Alors d’aprés les équations de Frenet on a :
<VTB, €3> = TN3.

Par les dérivées covariantes, nous obtenons

b1 [
<VTB, €3> = BS + §T]_BQ — §TgBl

oo
- B3+§(T132—T231>

oo
== Bg_ﬁN?’.

La comparaison des deux équations donne

ro
TN3 = B3 - §N3 (48)

Supposons maintenant que v est une courbe biharmonique.
On montre d’abord que B # 0. En effet, si B3 = 0. Alors (4.8) implique que

[
Ng(T + 5) =0.

Cette derniére équation donne deux possibilités :

Si N3 = 0. (et B3 =0), alors T'= £ Fj3 et la courbe 7 est une géodésique contradiction avec la
suposition.

Si(1+ %) = 0 alors, en utilisant la deuxiéme équation de Eq.(4.5), nous devons avoir que 7y est
a nouveau une géodésique (k = 0). Donc, Bs # 0.

La seconde équation de (4.5) donne

!

2r7 = —2(1> — 4m)Bs3B,

I

7 = —(I = 4m)BsB,
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et, en tenant compte de la troisieme équation de (4.5), donne

= 7(I* —4m)N3Bs

7(1 — 4m)N3Bs = — (1> — 4m)BsB,

o

7(1* — 4m)N3Bs + (1> — 4m) B3 B; = 0.

Donc
Bs(I?> — 4m)(tNs + By) = 0
Ainsi, TN3 = —Bé qui donne
ro
TN3 = B3 — §N3
et
N34t +1) =0
et par conséquent 7 = ’Il est constant. m

Comme dans les cas précédents, nous avons

Corollaire 4.8 Soity : I C R — (M},,, ds},,)une courbe paramétrée par la longueur d’arc.

Alors v est une courbe biharmonique propre si et seulement si

)
Kk non nulle constante

T constante
(4.9)

2
K2+ 72 = —l4
\

— (I —4m)B3

A partir de maintenant, nous supposerons que /2 # 4m et m # 0. Il s’agit essentiellement

du seul cas laissé a étudier selon la remarque (4.9)

4.4 Formules explicites des courbes biharmoniques dans

MS

bev

Dans cette section, on utilise le Corollaire 4.8 pour donner les équations paramétriques ex-

3

plicites de courbes biharmoniques dans ’espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu M, .

On prouve
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d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.9 Soit v : [ C R — M} une courbe non-géodésique paramétrée par la longueur

d’arc. Si N3 =0, alors :
T(t) = sinag cos 5(t)ey + sin ag cos 5(t)ea + cos apes (4.10)

o ap € (0, ).

Preuve. Si 7, =T =Ties + Tses + Tses, on a

VT = (T, + IT5Ts + 2maT2 — 2myTi T )e;

+(T) — IT\Ts + 2myT? — 2maTyTh)e,
+T?;€3

= kN

il résulte que N3 = 0, si et seulement si T. :; = 0, c’est-a-dire si et seulement si T3 = constant.
De plus Ty € (—1,1) et la norme de T est || T ||= 1, il existe une constante g € (0,7) et une

unique telle que cos oy = T3 et une fonction lisse [ telle que

T'(t) = sin ag cos B(t)ey + sin ag sin S(t)es + cos apes.

A partir de I'expression (4.10) de T' nous sommes préts a 1’étape du résultat principal.

Théoréme 4.10 Soit (M3,,, dsf,,) Uespace de Bianchi-Cartan-Vranceanu avec m # 0

et 1> — 4m # 0.Suppose que
§ = 1>+ (16m — 51%)sin® ap > 0, 9 € (0, 7)

et notons par

2wy = —lcosag = V8.

les équations paramétriques de toutes les courbes biharmoniques propres de (M3

2
bcv,dshm) sont

données en trois types suivantes :
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Type 1 :
z(t) = bsinag sin 5(t) + ¢

y(t) = —bsin oy cos f(t) + d (4.11)
2(t) = £&=8() + &= [(4m — 1%) cos ag — lws ]t

am

ou 3 est une solution non constante de ’ODFE suivante :
B+ 2mdsin ag cos B — 2mesin ag sin B = [ cos ag + 2mbsin® ag + W12, (4.12)
et les constants satisfont :

b 1
A+ d* = E{(l cos g + Wi — 5) + mbsin® ag}

Type 2 :

Si B = B, =constante et cos By sin By # 0, les équations paramétriques sont :

y(t) = z(t) tan 5, + «
2(t) = = [(4m — 1%) cos a — lwy o]t + b.

avec b € R
w12 + L cos oy

2m sin oy cos 3

et z(t) une solution de I’ODE suivante :

’

x (t) = (1 +ml2?(t) + (x(t) tan B, + a)?] sin oy cos 3, (4.13)

Type 3 :

Si cos B sin By = 0, jusqu’a interchenge de x avec y, cos B, =0 et les équations paramétriques

sont :

o o w1,2+1 cos g
iU(t) =To =+ 2m sin ag

y(t) = y(t)
2(t) = = [(4m — %) cos ag — lwy o]t + b,b € R

39



ot y(t) est une solution de I’ODE suivante :
y (t) = £(1 + mlz2 + y*(t)]) sin ag. (4.14)

Preuve. Soit v(t) = (z(t),y(t), z(t)) une courbe paramétrée par la longueur d’arc. La dérivée

covariante du champ vectoriel 7' du Lemme (4.9)
T'(t) = sin ag cos B(t)e; + sin o sin B(t)eq + cos apes.

est

T, = —pB'(t)sinagsin(t).
T, = p'(t)sinagcosS(t).
T, = 0.

on utilise les formules de Frenet on a

VT = (T, +ITyTs + 2maT? — 2myTiTh)e
+(Ty — IT\Ts 4 2myT? — 2maTiTy)es + Tyes

= kN
on a alors

VT = [—ﬁl sin ag sin B — 2my sin? oy cos 3 sin 3

+2ma sin?

apsin? B + 1 cos ag sin ayg sin Bler +
[ﬁ/ sin o cos B + 2my sin? o cos® B —
2maz sin® a cos B sin B — I cos o sin ag cos B)es

= KN,

on a

r=[IVeT]|
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ou

k= |8 + 2mysin ag cos B — 2mz sin ag sin § — [ cos ap| sin .

on suppose que
w =B+ 2mysin ag cos B — 2max sin g sin 3 — [ cos ag > 0. (4.15)

alors on a

Kk = wsin ag (4.16)
et

1
N = —VTT
K
1 p
= —[—f sinagsin B — 2my sin’ oy cos 3 cos B sin 3
K
+2ma sin? o sin? 5 + [ cos oy sin ag sin Ble

+[A sin ag cos B + 2my sin® a cos? 5 —

2ma sin” a cos B sin 3 — [ cos o sin ag cos [B)ey

N = —sin feq + cos [es.

en suite,

€1 —E€9 €3
B = TAN=|sinagcos sinagsin3 cos g (4.17)
—sin g cos (3 0

B = —cosagcosBE] — cosagsin fEs + sin agFE3
et

VrB = [ﬂ, cos oy sin B + 2my sin oy cos g sin 5 cos f — 2ma cos oy sin oy sin? 3
[ [
—3 cos® o sin 3 + 3 sin? g sin 3le;
—l—[—ﬁ/ cos oy cos B + 2my sin oy cos oy cos? 3 + 2ma sin ag cos o sin 3 cos 3

[ [
—i—§ cos® oy cos B — 2 sin? ag cos Bles.
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Il s’ensuit que la torsion géodésique 7 de v est donnée par

7 = —(V¢B,N) = —[(8 cosagsin  + 2mysin ag cos agsin 3 cos 3 (4.18)
[ [
—2ma cos oy sin ag sin? 8 — 5 cos® ag sin 3 + 3 sin® ag sin 3) x (—sin 3)
—i—(—ﬁ/ cos oy €os 3 — 2myy sin o cos ag cos? 5 + 2ma sin oy cos oy sin 3 cos 3

[
—i—§ cos’ ag cos B — 2 sin? a cos B) x cos 3]

/ l [ . ) .
= [ cosag — 3 cos® o + 5 sin? ag + 2my sin ag cos o sin’ 3 cos B
—2ma sin oy cos ag sin B cos? f — 2ma cos oy sin o sin® 5 + 2my sin a cos ag cos® 5

l

. . . /
= 2mysin ag cos ag cos f — 2max sin ag cos ag sin 5 + 3 cosag — [ cos? ag — 3

= (8 + 2mysin ag cos B — 2max sin ap sin 3 — [ cos ag) cos o + 3

= —[(—f" — 2mysin ag cos B + 2mz sin ag sin 5 + [ cos ag) cos ap) — 5
[

= —wcosay— 5

Pour trouver les équations explicites de y(t) = (x(t), y(t), 2(t)) nous devons intégrer le systéme
dy/dt =T.

De la matrice de passage de (%, 8%, %) vers (e, e2,€3), on a

o) 1 0 ly

Oz 2-+2m(z2+y?) 24+2m(x2+y2) €1
0 — 0 1 —lz e
Ay 2+2m(x2+y2)  24+2m(z2+y?) 2
o)
92 0 0 1 €3
x’ o
m — S1I1 (¥g COS 6(1})
y’ _ . .
m — S1I (g S1N B(t) (419)

2 = cosap + £ sin ag(zsin B(t) — y cos 5(t)).
1. Forme explicite de Type 1.

On suppose que 3’ # 0, On remplagons « et 7 donnés par Eq. (4.16 et 4.18) dans la quatriéme

équation du Corollaire 4.8, nous obtenons

" o C2max’ + 2myy’
t)=p(t .
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par l'intégration de la derniére équation on trouve
1+ma?+¢y?) =05 ,b>0 (4.20)
remplacent (4.20) dans (4.19) et on intégre; on obtient la solution

x(t) = bsinagsin 5(t) + ¢
y(t) = bsinag cos 5(t) + d (4.21)

2(t) = (cosap + L sin® ap)t + L [(csinagsin B — dsin ag cos B)dt.

Pour déterminer J on remplace dans (4.5) les valeurs de x, 7 et B3 sont données en (4.16),

(4.18) et (4.17) respectivement. Cela donne
w? +wlcosag + (1> — 4m)sin® ap = 0 (4.22)

Suppose que ¢ = [2 + (16m — 5I2) sin® g > 0, alors les solutions de (4.22) sont :

—lcosay = Vo
2 )

W12 =

qui sont toujours différents de zéro. Puisque nous avons supposé que w.est une constante posi-
tive,nous devons choisir la racine positive de (4.22). Nous rappelons que si w est négatif, nous
obtenons méme équation (4.22), donc nous gardons les deux solutions de (4.22).En remplagant

(4.15) les valeurs de z ety données en (4.21), on trouve
' — 2m(csin ag sin 3 — dsin ag cos 3) = I cos a + 2mbsin® ag + w12

Enfin, en prenant en compte l'intégrale de cette derniére équation, la valeur de z donnée en
(4.21) devient celui désiré.

2. Forme explicite de Type 2 et 3.

Le cas du type 2 et du type 3 peut étre dérivé de la méme maniére. Nous soulignons que ’'ODE

(4.13) et (4.14) peut étre écrit comme 1'équation de Riccati avec des coefficients constants

¥ =ax’ +br+ec, abccER, (4.23)
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ce qui est une équation séparable.

L’ODE (4.12) est de type
¥ =acosx +bsinx +c, a,b,ceR

qui peut étre réduit a (4.23). Les courbes biharmoniques de typel, données en (4.11), se trouvent

dans le "cylindre rond"’
S={(r,y,2) €M : (x—c)*+ (y—d)? =0b*sin’ ap}

et ils sont des géodésiques de S. La surface S est invariante par des traslations le long de I'axe
z, qui sont des isométries par rapport a la métrique de Bianchi-Cartan-Vranceanu d312,m~ De

méme, les courbes biharmonique appropriées de type 2 et de type 3 sont des géodésiques des

"cylindres"
y=axtanf,+a
et
r = X9
respectivement.

Pour Daffaire 12 = 4m, | # 0, c’est-a-dire le cas de la sphére tridimensionnelle, il était prouve,
dans [1], que les courbes biharmoniques appropriées sont des géodésiques sur le Clifford Torus

qui est une surface SO(2) invariante de S*. =

Exemple 4.11 (type2) On prend

;

By = 7 alors cos Bysin By # 0
ag =7
b=10

\ l=V3etm=1

on a alors
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alors

3 7
Wig = VB VT 0.32304 pour +
22 2v/2

donc

3 7
we V3L VT s pour +
22 2V2

x(t) est une solution de I’équation

S T N
ﬂf(t) = 5(1+$(t>+($(t)+ \/— 2\/—))
V2 +V7 L VT V7

F(0) = a0+ S a0 4 g E

alors

x(t):<\/27 T+2v1 tre ), V24T

— tan
16 42 2z 7+3\[F 2v/2
1

on prend ¢ =0, on a :

_ (\/ L T2V ¢ - V2 VT
16

tan
44/2 27 + 7+2\%ﬂ 2v/2
4

+ 1.4354

t
= 2.061
x (1) 061 tan 5 061

alors la courbe v est de la forme (Voir figure 2)

2(t) = 2.061 tan m +1.4354
v(t) =1 y(t) = 2.061 tan 52 + 2.9832

2(t) = 3.6896 x 1072t
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Figure 2

Exemple 4.12 (type3) Si on prend

[=3,m=2
Donc
c=1
et
1
Wig = i§ = 0.5 pour +
Donc
1
Ty = j:g = 0.125 pour +
alors
3
2(t) = j:1—6 t=0.1875t pour +
et

Y1) = =1+ 2+ 0)

y () = £(292(t) 4+ 1.0313)
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ot y(t) est une solution de l’équation

!

y (t) = £(2y%(t) + 1.0313)

donc

t
t) = 1.0155 tan ————
y(t) v/1.0313

alors la courbe 7y est de la forme (Voir figure 3)

x(t) = xo = 0.125
y(t) = 1.0155 tan (0.98471 ¢)
z(t) = —0.1875 t

Fugure 3
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Conclusion

D’aprés I'étude des courbes harmoniques et biharmoniques dans (M3, | dsl%m), on déduit que
les courbes harmoniques dans Mj_ sont des géodésiques ce qu’ils ne sont pas intéréssant dans
notre travail. Dans ’espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu on montre qu’il existe des courbes
biharmoniques non géodésiques qui sont des courbes hélices avec des conditions et on donne

leurs formes explicites dans ’espace Bianchi-Cartan-Vranceanu de dimension 3.
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Perspective

1. Caractériser les courbes harmoniques et biharmoniques dans des variétés riemanniennes
de dimension 3.
2. Etudier les propriétés de biharmonicité des courbes dans I’espace de Bianchi-Cartan-Vranceanu

MS

b au cas Lorentzien

3. Généraliser ’étude de la biharmonicité sur la variété au cas pseudo-Riemanien.
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