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Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons au probléme de la prévision en considérant des
modeéles complétes et incomplétes non paramétrique pour le quantile conditionnel dont la
variable explicative est réel et fonctionnel. Plus précisément, les points étudiés entre une
variable réponse réelle et une variable réel et fonctionnelle est le quantile conditionnel. Nous
établissons la convergence presque compléte, la normalité asymptotique d'un estimateur a
noyau. Ces propriétés asymptotiques sont obtenus sous des conditions assez générales telles,
I’hypothése de mélange forte et I’hypothése de concentration de la mesure de probabilité de
la variable explicative fonctionnelle. Le modéle des quantiles conditionnels est abordé dans la
deuxiéme partie est traité comme fonction inverse de la fonction de répartition conditionnelle
qui est estimée par un estimateur tronquée a gauche. Sous les mémes conditions que celles du
modéle précédent, nous donnons 'expression de la vitesse de convergence et nous démontrons
la normalité asymptotique de I'estimateur construit.
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Introduction

L’estimation des quantiles conditionnels joue un role cruciale. elle est utilisée comme outils
de prévision, pour la détermination des intervalles prédictive. la détermination des courbes
des références ou a la détermination d’événements rares. la modélisation via I'estimation des
quantiles conditionnels est mieux sensible & ce type d’erreurs qui proviennent d’une mauvaise
lecture ou d’un mauvaise enregistrement. L’objectif de ce mémoire est d’étudier cette alter-
native de prévision non paramétrique dans le cas des données réels et fonctionelles par des
données complétes et incomplétes.

Dans le cas des données complétes, de nombreux résultats ont été énoncés; Roussas (1969,
[21]) a montré la convergence et la normalité aymptotique de I'estimateur du quantile condi-
tionnel sous des conditions de Markov. Gannoun (1989, [?]) a étudie les propriétés de I’estima-
teur de Collomb dans le cas de données indépendantes et identiquement distribuées puis a—
mélangentes. Stone (|22], 1977) a étudié I'estimation des quantiles conditionnelles. Il a obtenu
la convergence en probabilité d'un estimateur basé sur ’estimation empirique de la fonction
de répartition conditionnelles. En 1989, Samanta ([23]) a établit la normalité asymptotique et
la convergence uniforme de I'estimateur & noyau de quantiles quantiles conditionnels dans le
cas iid. (2], 1991). Berlinet , Gannoun et Matzner (2001,[2]) étandent ces résultats aux don-
nées non indépendantes. ils considérent le procesus (X;,Y;) stationnaire et a— mélangeant.
ils énoncent des théorémes qui établissent qu’un estimateur convergent du quantile construit
a partir d'un estimateur convenables de F(./x) est asymptotiquement normal.

Dans le cas fonctionnel, les premiers résultats ont été obtenue par Cardot et al. ([5], 2004), ils
ont construit un estimateur des quantiles conditionnels par la méthode de fonctions splines
en considérant des observations iid la convergence presque compléte et ont été généralisé au
cas a-mélange par Ferraty et al (|?], 2005). Ezzahrioui et Ould-said ([6], 2005) ont étudié la
normalité asymptotique quand la variable explicative est dans un espace normé vérifiant une
condition de type fractale généralisé. Niang et Laksaci ([11], 2006) ont établit la convergence
en norme LP, la convergence presque compléte et la normalité asymptotique sous I’hypothése
de concentration de la mesure de probabilité de la variable explicative. Plusieurs approches ont
été développées pour 'estimation des quantiles conditionnels. L’approche paramétrique peut
parfois étre mal adaptée a la réalité des données en particulier biologiques. Une approche non
paramétrique du probléme a alors été développée afin de pallier les problémes d’hypothéses et
de modélisation paramétriques. De nombreux travaux récents ont été menés pour ’estimation
non paramétrique des quantiles conditionnels aussi bien dans un cadre théorique que sur le
plan des applications. Ces méthodes ne nécessitent pas d’hypothése sur la nature de la distri-
bution. Les quantiles conditionnels sont fréquemment utilisés en statistique. par exemple, la
médiane est un indicateur robuste de la tendance centrale d’une population, I'intervalle inter-
quartile est un bon indicateur de sa dispersion. Dans la pratique, les domaines d’utilisation



10 TABLE DES MATIERES

de quantiles sont assez variés. Les quantiles représentent également un moyen robuste de pré-
vision. En pratique, ces quantiles sont calculés suivant un crictére d’ordre sur I'observations.
Pour mieux apprendre les quantiles conditionnels, nous allons approfondir cette étude au cas
ded donnés aléatoirement tronquées a gauche. Giirler, Stute et Wang ([14], 1993) ont donné
une représentation pour la fonction quantile et sa normalité asymptotique. Son extension aux
analyses de séries temporelles a été obtenue par Lemdani, Ould-Said et Poulin ([17], 2005).
Une note sur 'estimateur de la limite de produit sous la censure a droite et la troncature
a gauche (1987)), Anderson, Borgan et Keiding ([1], 1993). Ces données se produisent en
astronomie et en économie (voir Woodroofe (|24]), He et Yang ([15]).

Le présent mémoire est divisé en quatre chapitre et il considére les deux cas des observations :
i.i.d et le cas mélane fort.

Le premier chapitre est consacré a I'introduction des définitions et outils techniques utilisées
pour I’élaboration de nos résultat. En particulier, nous rappelons la définition de processus
de mélange, les définitions de différents modes de convergence. On trouvera aussi dans ce
chapitre un nombre trés important outils intéressant pour I’élaboration des résultat obtenus.
Dans le deuxiéme chapitre, on considére le cas des observations indépendantes identiquement
distribuées et on établit sous des conditions générales la convergence presque compléte et la
convergence en normalité asymptotique de I'estimateur a noyau du quantile conditionnel. On
trouvera aussi le cas des obervations dépendantes, nous avons opté pour des conditions un
peu plus restrictives, mais, qui donne la méme vitesse de convergence du cas i.i.d.

Dans le troisiéme chapitre, on obordera le cas fonctinnel, nous avons opté pour des conditions
dans un espace de dimension infini.

Le quatrieme chapitre est consacré a des données incomplétes dans le cas tronquée a gauche
par des données indépendants et dépendants.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude de ce dernier modéle au cas fonctionnel.

On trouvera aussi quelques commentaires sur notre résultat.



Chapitre 1

Définitions et Notations

[’analyse de survie est un domaine des statistiques qui trouve sa place dans tous les
champs d’application ot 'on étudie la survenue d’un événement. L’objectif de cette analyse
réside dans l'analyse du délai de survenue d'un événement dans un ou plusieurs groupes
d’individus. Dans le domaine biomédical, par exemple, plusieurs événements sont intéressants
a étudier : le développement d’une maladie, la réponse & un traitement donné, la rechute
d’une maladie ou le décés. Une des caractéristiques des données de survie est l’existence
d’observations incomplétes. La censure et la troncature font partie de processus générant ce
type de données. Dans ce chapitre nous allons rappeler quelques notions de base dans I'analyse
de survie pour rendre la lecture plus facile.

1.1 La durée de survie et la date d’origine

La durée de survie, notée par T', définie comme le délai écoulé entre deux états (états 0
etl). Pour définir ce délai il est nécessaire de définir une date d’origine qui est la date de
début du phénoméne étudié. Par exemple, dans ’étude de 1’évolution d’une maladie, la date
d’origine Tj est la date de début de la maladie et si on s’intéresse a 1’age du sujet a la survenue
de I’événement, la date d’origine sera la date de naissance du sujet Ty = 0. Chaque individu
peut avoir une date d’origine différente.

1.2 Troncature

Les troncatures différent des censures au sens ou elles concernent ’échantillonnage lui
méme. Ainsi une variable X est tronquée par un sous ensemble éventuellement aléatoire A de
R, si au lieu de X, on observe X uniquement si X € A. les points de I’échantillon tronqué
appartient tous a A, et suivant donc la loi de T" conditionnée par 'appartance & A. Il ne faut
pas confondre censure et troncature. S’il y a troncature, une partie des individus (donc des X;)
ne sont pas observables et on n’étendie quun sous-échantillon (probléme d’échantillonage).
le biais de sélection est un particulier de troncature.
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1.2.1 La troncature a gauche

Soit Z une variable aléatoire indépendante de X, on dit qu’il y a troncature & gauche
lorsque X n’est observable que si X > Z. On observe le couple (X, Z) avec X < Z. Par
exemple, si la durée de vie d’une population est étudiée a partir d'une cohorte tirée au sort
dans cette population, seule la survie des sujets vivants & I'inclusion pourra étre étudiée (il
y a troncature a gauche car seuls les sujets vivants a inclusion pourra étre étudiée (il y a
troncature a gauche car seuls ayants survécu jusqu’a la date d’inclusion dans la cohorte sont
observables.

1.2.2 La troncature a droite

De méme il y a troncature a droilte lorsque X n’est observable que si X < Z.

1.2.3 La troncature par intervale

Quand une durée est tronquée a droite et a gauche, on dit qu’elle est tronquée par inter-
valle.

1.3 Définitions et Notations

Soient (£2, .4, P) un espace de probabilité et {A;},. > une famille des variables aléatoires dé-
) z]'>i¢j dans ZU{—o00,+00},
la tribu engendrée par {Ay,i < k < j} et par Ly(o]) lespace des variables aléatoires o7-

mesurable et de carrée sommable.

finie sur (€2, A, P) a valeurs dans un espace probabilisable (E, £). On note (o

Définition 1.3.1. Soit {A;},.; une famille des variables aléatoires définie sur (2,4, P) &
valeurs dans un espace probabilisable (E, £). On dit que la famille {A;,7 € Z} est a- mélangent
si la suite

= sup |P(AN B) — P(A)P(B)|

+
{kez, Aec*  Beo s,

tend vers 0 quand n tend vers l'infinie. La suite «,, est appelée coefficient de mélange forte.

Définition 1.3.2. On dit que une famille {A;,7 € Z} de variables aléatoire 4 valeurs dans
un méme espace probabilisable (E,c) est algébriquement a-mélangeante, s’il existe deux
constantes ceR*t et acR** telles que les coefficients de melange verifient

a(n) <en
Définition 1.3.3. On dit que une famille {A;,7 € Z} de variables aléatoire & valeurs dans

un méme espace probabilisable (E,e) est géometriquement a-mélangeante, s’il existe deux
constantes sER*' et t€]0,1] telles que les coefficients de melange verifient

a(n) < st™.
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Définition 1.3.4. Une fonction K de RP dans R est dite noyau d’ordre k, k € N*, si :
Ti,.ip(I) = 0, Y(i1,... i) € RE  wérifiant i; <k, 1 <5 <p.

et
T;(K) #0, Vj < k.
ou
T;,,..i,(K) = / ul, ... ,u;PK(ul, cUp)dug, . dug,.
RP
et

T]-(K):/]R ufK(ul,...,up)dul,...,dup.

1.4 Outils

Lemme 1.4.1. ([10]) Soit Ay,..., A, des variables aléatoires réelles centrées, indépendantes
et identiquement distribuées, telles qu’il existe deux réels positifs d et ¢ vérifiant :

Al <det EA? <§%

Alors, pour tout € €]0, %[ on a

p [nl

cette inégalité a été donnée par W.Hoeffding en (1963, ([10])). Les lemmes suivants donnent
les deux version de I'inégalité de Fuk Nagave

>a

i=1

TLE2
> 5] < 2e 487,

Lemme 1.4.2. ([10]) Soit{A;, ieN} une suite des variables aléatoires réelles a-mélangeante,
de coefficient de mélange «,, vérifiant :

Je e R, aeR* a(n) <en ™

et siVi, ||Alle < o0, alors, pour tout e >0 et r >0, on a

n 2 5 9 a+1
|ZAk] > 45] < (1 + %) + 2ner™! (g) : (1.1)
k=1 n

Pour calculer I'expression de S2, définie dans le lemme précédent, on utilise le lemme
suivant :

P

Lemme 1.4.3. (|10]) Soit{A;, ieN} une suite des variables aléatoires réelles a-mélangeante,

de coefficient de mélange «,, vérifiant :
de e R*Y, aeR*f a(n) <cen™

et si [|Aj]|s < 00, Vi, alors, pour tout € > 0 et r > 0

5= 303 feon(An Ay

i=1 j=1
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pour calculer I'expression de S?, définie dans le lemme précédent, on utilise le lemme
suivant :

Lemme 1.4.4. ([10]) Soit{A;,eN} une suite des variables aléatoires réelle a-mélangeante,
de coefficient des mélange a,, telle que ||A;|l« < 00, Vi. On a pour tout 7 # j :

|cov(Ai, A)] < 4| Adlloo | Aglloocvsi—y-

Lemme 1.4.5. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilité, indépendantes. Supposons que pour n > 1 X ait une espérance finie u, et

un écart-type fini o, et posons S? = Zai et Z, = 5 Z . Si, pour tout € > 0,

1
lim — ZE ((Xl - Mi)Ql\Xi—mbeSn) = 0 alors la loi de Z, converge vers la loi normale
=1
centrée réduite N (0,1).

Lemme 1.4.6. (|7], 2001) Soit F une fonction mesurable borné et pour quelque soit o2 et u
tel que

o* > sup Vary, u>sup||fllew, e 0<o<u
fer fer

En suite, ils y a trois constantes ¢, k dépend seulement par la méthode de validation vroisée
par A et v dans la classe F, tel que

tu

k(v/no + uy |log (%)

{HZfC@ —-Ef C@)||f>t> < kexp —%%log I+

Tel que

[ A
t> <ulog&+\/ﬁa log—u>
o



Chapitre 2

L’estimation non paramétrique du
quantile conditionnel : Cas Réel

Dans ce chapitre, nous étudions I’estimateur a noyau du quantile conditionnel dans le cas
des observations sont indépendant et identiquement distribuée. Ce chapitre est divisé en deux
sections sections. Dans la premiére section nous établissons la convergence presque compléte
de notre estimateur. La convergence en normalité asymptotique se trouve dans la deuxiéme
setcion.

2.1 Modéle

Soit (X,Y) un couple des variable aléatoire & valeurs dans R x R. Pour tout z € R, on
désigne par FX la fonction de répartition conditionnelle deY sachant X = x (resp.F ’”(j)) la
dérivée d’ordre j de F**. Pour « €]0, 1], on définit le quatile conditionnel d’ordre «, notée t,
par

F*(ty) =«

pour assurée l'unicité des quantiles conditionnels, on suppose que la fonction de répartition
conditionnelle F** est strictement croissente. Etant donnée (X1, Y]), ..., (X1, Y1) une suite des
observations de (X,Y), 'estimateur & noyau de la fonction de répartition F'* notée F T est
défini par :

foy = o K (hid e = x0) ) H (h' v = Y9)
Sy K (b o = X0)

: Vy € R,

avec la convention % = 0, K est un noyau dans R, H est un fonction de répartition et

hx = hgn(resp.hy = hy,) est un suite des nombers réels positifs. L’estimateur naturel de
t, est :

~

Fo(ty) = a
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2.2 Casi.i.d

On suppose que les observations sont indépendants et identiquement distribuées.

2.2.1 Convergence presque complete

Pour établir la convergence presque compléte, on a besoin des hypothéses suivants :

2.2.2 Hypothéses

— (H1) la densité conditionnelle est k-fois continument différentiables relativement a (z, y).
— (H2) La densité f de la variable explicative est strictement positive au pointz.

— (H3) Le noyau K est supposé d’ordre K ,borné ,positif et a support compact.

— (H4) Le parameétre de lissage est telque :

h
lim hg =0, da>0, limn“hg =00 et lim nAK =00
n—00 n—»00 n—oo logn
— (H5) la fonction H est strictement croissante d’ordre k tel que
/ R HO (1)dt < oo
Remarque 2.2.2.1. — Les hypothéses (H1) — (H2) sont des conditions de régularité de

I’espace fonctionnelle de F*
— les hypothéses (H3) — (H5) sont des hypothéses techniques nécessaires pour le calcule.

Théoréme 2.2.1. Sous les hypothéses (H1) — (H5), on a :

—~ 1
ta —toa = O(RE) +O(ME) + O (g/ ogn) : p.co.
nhK

Démonstration des résultats téchniques R
On considére le développement du Taylor d’ordre 1 pour 'estimateur F* au point £, ceci est
possible car cette fonction est de classe C!, alors :

F\w(?a) - ﬁx(ta) = (ga - ta>ﬁ$(1)(t2)
ou t} est un point entre ¢, et tAa.

~

ot = e [[F(t0) — F (1)

P ty)

Il suffit de montrer que

Fo(ty) — F*(ty) = O(E) +O0(hk) +0 (, / :i;) . p.co. (2.1)
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et

36 > 0 tel que ZP[‘ﬁx(l)(t(’;) < (5} < 00

La preuve de I’équation (2.1) repose sur la décomposition suivante :

Fta) = F(ta) = = i:w | (Gn(e,ta) ~ EGa(e,t0)) = (F7(ta) f(2) — Egu(a. 1))
Fx(ta) 7 X
=5 (@) = Fu)
. 1 < r— X; ta = Y;
On(z,ts) = e ZIK( e >H< e >
et

Ainsi, le théoréme (3.2.1) est une conséquence directe des lemmes suivants :

Lemme 2.2.2.1. Sous les hypothéses (H1) — (H5), on a :

Egn(@,ta) = F*(ta) f(x) = O(h) + O(hiy),  p-co.

Lemme 2.2.2.2. Sous les hypothéses (H1) — (H5), on a :

~ ~ logn
(T, te) — Egn(x,ty) = O P.co.
Gu(,ta) — EGa(z 1) ( nhK) co

Lemme 2.2.2.3. Sous les conditions (H1) — (H4), on a,

f@) = Jule) = 0<hz>+0(\/f§§>, p.co.

An(rc)‘ < oo>

et

40 >0 , tel que, Z]P(

n

Corollaire 2.1. Sous les hypotheses (H1) — (H5), on a :

dr >0, tel que Z]P’Hﬁw(l)(t:;) < 7‘} < 00.

(2.3)
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Démonstration du lemme (2.2.2.1)
Les observations (X;,Y;) étant équidistribuées, alors,

i) = [ SR(5 ()
= e e (o))

Une intégration par partie, ensuite un changement de variable hj;'(z — u) = ¢

(=52 = [t

- / HY(t)F*(t, — hgt)dt

Donc,

) OV F (o — hact) f ()

i - &[5

Le changement de variable ¢ = hy'(t, — u) donne
1
Edulte) = - / / K (2) H (£ F™ 5 (1, — hyet) (& — hyc=)dzdt
K

On pose g(x,t,) = F=(t,) f(x) tel que g est une fonction définie sur R

Egn oc //K IE - hKZ,ta - th) — g(x,ta))dzdt

(2.5)

On utilise le développement de Taylor de g au voisinage (z,t,) qui est de classe C*, alors

o0 — hicerte —hict) —glot) = — 3 29D (i)

71 12
i1+ia=j=1 Oz 0t

Ox} ota

i1+ig=j=2

1
2
(=

Dt Ot

k!
i1+io=j=Fk
+ 0(hE) +0(hk)

n
J

(1)
_ ; E

+ 0(hE) +0(hk)

Ozt otz

11+i2=j

Z M((h;{zl)“(hﬂ)i) +

) M((hﬂl)“ (hu

i > —ajg(x’t'a)((thl)“(th)i)

t)")
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On remplace dans 1'équation (4.2.1),

Eu(r,ta) — F(ta) f(z) = / / ka0 Y C

=

07 to . .
> %((Wl)“(hm)”)dzdt
i1+io= 8[[‘1 ota

+ O(h) + O(h’;,)

k .
—1)7
= Z< ,) “6)1”2 /K )(hicz) “dz/H(l )(hart)2dt

|
7=1 J: i1 +z =jJ

+ O(hE) 4+ O(h%).

Finallement, il suffit d’utiliser le fait que le noyau K (resp H) est d’ordre k pour achever le
lemme.

Egn(, ta) = F*(ta) f () = O(Ri) + O(hiy)

Démonstration du lemme (2.2.2.2)

On a,
G 1) — Egn(2,ta) = ﬁ 3 K (1 (e = X)) H (i (10— )
=1
K ﬁ Xn: K(h;g(x - XZ-))H(h;;(ta - }g))
i=1
On pose :

1 Qf—Xz ta—Y Xl ta—Y;
A"‘EM P )H< » ) EK( P )H( i )]

Pour appliquer I'intégalité de Hoeffding (lemme 4.2.1, [10]) aux variables A;, il est nécessaire
de majorer les deux termes : |A;] et EAZ.
En effet, le noyau K est borné et 0 < H < 1 donne

C
<< —
’AZ| - h/

K

Pour le moment d’ordre deux de A;, on pose

1 QI—XZ ta—Y;'
= K H
" hK[ ( hi ) ( hy H

L €
hi
Donc o
T —u
Er? =< —- h2 /Kz( T )f(u)du.
. ) T —u
On considére le changement de variable z = , alors,
K

du = —hh.dz,
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Er? < %/f(x — zhg)K%(2)dz.

Puisque la densité f est continue et le nouau K est a support compact, alors il existe une
constante C' telle que :

De la définition de A\; et 7; on constate que le moment d’ordre deux de A; est égale a la
variance de 7;, ainsi, il est évident que :
2 2 C
EA; = var(r;) <Er < —.
hx

Le lemme (1.1) permet alors d’écrire que , pour tout €, on a :

P1§n:A> P[[G. (2. 1) ~Efu(a.12)] > ] <2 —nec
- % €l = n\ Ty la) — n\ZT, la €| > 4€X .
n| & g g P A
En prenant :
logn
€E=¢€ .
0 nhK

On arrive pour tout ¢y > 0,

P||gn(z,ts) — Eg,(x,t,)

: ;
> €gy ogn < on~Ce,
nhK
/logn_ _ce2
> € i < ZQTL 0,

Donc,

|

Il suffit de choisir ¢, > \% pour que la série converge.

/g\n (IL‘, tot) - E/g\n(x7 toz)

Démonstration du lemme (2.2.2.3) La démonstration est similaire & celle qui procéde,
il suffit de H est égale a 1.

Démonstration du corollaire (2.1)
Le lemme (2.2.2.3) entraine en particulier la convergence persque compléte de fAn(x) vers f(z).
Ainsi, pour tout € > 0 ,on a :

On remarque que,

On peut écrire alors,
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I1 suffit maintenant de prendre 6 = @

Démonstration du corollaire
Puisque la fonction H est strictement croissante, ’estimateur F'* est inversible et d’inverse
continue, donc,

Ye>0, 30(e) >0, Wy, ‘ﬁ”(y) )| < 8(e) =y — tal <,

alors,

Ve>0, 30(e) >0, P([ta—ta| >¢) < P(]fx(?a) — F*(ta)

> 5(6)).

Ce qui nous permet de déduire la convergence persque complete de ¢ vers t,. Finallement,
en suivant les méme lignes de la décomposition du théoréme précédente, en remplacant H
par HW(hy), pour obtenir le résultat.

2.2.3 Normalité asymptotique

On s’intéresse dans ce paragraphe a la normalité asymptotique, pour laquelle, on garde
les hypothéses de la partie précédente et on ajoute la condition suivante :
On fixe un point z € R,
L . T (y)
e (HO) il existe deux constontes ¢1, ¢, tq Vy € R,Vj > k,0 < ¢; < ﬁ—yﬂ <

2.2.4 Reésultats
Théoréme 2.2.2. Sous les hypothéses (H1) — (H5) et (H6), on a :

m[tg - ta} — N(o, 0(:8))

ou
ala—1)

70) = F) o)

Démonstration R
Le développement de taylor d’ordre 1 de 'estimateur F* au point t,, ceci est possible car la
fonction est de classe C!, alors :

~ ~ o~ ~

Fm(?a) — F*(ta) = (ta — ta)Fi(l)(t:;)
avec t* € (tq,ta), Alors

1

%\a — ta = =
| | F ()]

Fo(ta) = F*(t)]].

Ainsi, pour montrer le Théoréme (2.2.2), il suffit de prouver que
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Lemme 2.2.4.1. Sous les hypothéses (H1) — (H5) et (H6), on a :
Vil { (F(ta) = F(ta) }) = N(0,0(x)),  pco.
Corollaire 2.2. Sous les hypothéses (H1) — (H5),0n a :

Ir>0,  telque Y PFO(#)] < T] < .

Démonstration du lemme 2.2.4.1
La preuve est basé sur la décomposition suivante :

Vnh(F(t) — F¥(to) = /nhi((ty — to)F*O(t),  avec t- € (ty, 1)

Dans ce qui suit, nous avons

fa(z)
Alors R R
Vil @n(E) = gn(ta)) = Vb (Fo — )7 0(E2)
donc,
Vnhg (afp(x) — gu(ta)) = \/nhK((fa — ta)ﬁw(l)(t;‘;) avec t € (ta,tAa)
Alors

v/ nhg (tAa—ta):\/nh (g 3)(75*)( o)

Ainsi, ce lemme est une conséquence directe des lemmes suivants :

Lemme 2.2.4.2. Sous les hypotheses (H1) — (H5) et (HG6), on a :

V nhK <afn<n) - gn(ta) - E(O‘fn(x) - gn(ta))) — N(O> a(@ - 1))? b.co.
Corollaire 2.3. Sous les hypotheses (H1) — (H5), on a :

Ir > 0, tel que Z]P’ |<7’] < 0.

Démonstration du lemme 2.2.4.2 La preuve repose sur le Théoréme de centrale limite
(4.2.1). En effet, il suffit de montrer qu’il existe 6 > 0 vérifiant :

246

E‘M%m@s) L)

— — 0

>
(UCLT’ <m% i L,(m)) ) 2
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Ou
1

— | KiH; - ok

Pour le terme de variance, nous avons

%UCI,T Z Li(n) = wvar(gn(ta) — afu(z)

= (to) — aK;)
= #Uar(KlHl( o) — aKy)
1 1,
Alors,
nhicvar (gu(ta) — afa(e)) = TERNHi(ta) — 0)? — (BE(H (1) - o))
Puisque
E(Hy(t,)/x) — / H1<tah z)dFI(Z)
- /H (t - Z)F (2)
_ /H [ (to — hirly )}dy
= o) +O(hy)
donc

B Kl =) = o [ K (0o = 2) [F(0) = P

Par le changement de variable ¢ = (h'(z — 2)), on peut écrire
E (K, H,(t /K ) [F 4 (L) — F*(ta)] f(z — hyt)dt — 0

Passons maintenant au premier terme du c6té droit de (2.6), nous avons

iE(Kl(Hl(ta)—aO = il@f@m( )+aiEK2 20 %EK%Hl(tQ)
— BN ) - ) - -aB(KH(Hi(t) - a)
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puisque 2 [ H(t)H (t)dt = 1 et par intégration par partie, on obtient

1
nh_}rgo EE((HZ-(ta) —a)=a-—ad?

Donc
nhrvar((af,(n) — gn(te) = a(a—1)

On a évaluer a la limite de nomirateur, pour laquelle on utilise I'inégalité C,.

(0 i) S (EL ~BLI < 275 i) 4 YO BL
=1

=1

+ 21+5<n71hK)1+g| Z(ELi)era'

i=1
Pour le premier terme, on a

i EL2+6

=1

21+5(n71hK)1+g _ 2“571’5/211?5/21[3([(2*5([{1(ta) _ a)2+5)

_ 246/2
< Cn 5/2hK /

Le deuxiéme terme,

21+6(n71hK)1+%’ Z(EL")QJH;‘ < 21+6n—5/2h?5/2(E’K(Hi(ta) _ a)|)2+6
=1
< COn PR 0

Il reste de montrer que,

E(fu(n) — galta)) — 0 (2.7)
Alors :
E(afu(z) — galta) = iEmKl@)—Em@)HM))
_ iEKl (2)(a — E(Hi(ta) /7)) — 0

Démonstration du corollaire (2.3) D’aprés les hypothéses (H1), (H3)-(H5) et (H6), on a

g (t5) = F*Of(x) = fal@)[F"O(t) = FrO(t)]

e} «

+ FEOW) [fale) = f(@)] + f(2)[F*O(t;) — F* O (ta)]

Puisque la fonction H est strictement croissante, I'estimateur F'* est inversible et d’inverse
continue, donc,

Ve>0, 36(e) >0, Vy,|F(y) — F7(ta)] < 6(e) = |y —ta] <,
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Alors,

Ve >0, 35(e) >0, Pty —tal >e€) <
<

On déduit la convergence persque compléte de t¥ vers t,. Comme t} est entre ces deux
derniers, on obtient le résultat. Finallement, on utilise la continuité de F*™M)(.) pour obtenir
le résultat.

2.3 Cas de Mélange

Le but de ce chapitre est la généralisation du résultat donné dans le cas précédent a des
observations mélangeantes. On établit, sous des conditions plus restrictives la convergence
presque compléte.

2.3.1 Convergence presque compléte

Dans cette section, on étudie la convergence presque compléte de I'estimateur & noyau du
quantile conditionnel.

2.3.2 Hypothéses

On considére des observations a—mélangeant et on garde les mémes notations, ainsi, les
mémes hypothéses du cas précédent et on ajoute les conditions ci-dessous permettant de
trouver la méme vitesse de convergence que le cas i.i.d.

— (H6) La suite (X;,Y;),i =1, -+ ,n est a—mélangeante

— (H7) Le couple des variables aléatoires (X;, X;) admet une densité continue notée f;;,

pour tout ¢ # j
— (H8) Il existe deux constantes C' € R*" et a € R*T telles que

a(n) < Cn™
n—aoo 1
~ (H10) lim hg =0, lim —2 =
n—s00 n—o0 Nhg

3—a 1
362 > 0,¢1 > 0,¢9 > O,CQnaTlJ“B2 < hg < anm_ﬁl

Remarque 2.3.2.1. Les hypothéses (H6) — (H10) sont ajoutés pour éviter 1'expression de
covaraince dans la vitesse de convergence. Autrement dit, on peut démontrer la convergence
presque compléte sans ces hypotheéses. Cependant, la vitesse de convegence sera donnée en
fonction de covariance des observations et elle sera lente par rapport a la vitesse du cas
indépendant. Ainsi nous établissons la convergence presque compléte avec la méme précision,
mais, sous des conditions un peux plus fort que le cas i.i.d.
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2.3.3 Reésultats
Théoréme 2.3.1. Sous les hypothéses (H1) — (H9),on a :

~ 1
to —to = O(h5) + O(h%) + O( s}gl;:), p.co.

Démonstration : Le caractére de I'indépendance des observations n’intervient pas dans
la partie biais. Autrement dit, les vitesses de convergence de la partie biais du cas précédent
seront les mémes dans le cas de mélange. Cependant, la partie dispersion est basé sur les deux
lemmes suivants :

Lemme 2.3.3.1. Sous les hypothéses (H1) — (H9), on a :

—~ ~ logn
En 7ta_n 7toz =0 N .CO.
(o) = Bt = O ({252 o

Lemme 2.3.3.2. Sous les hypothéses (H1) — (H9), on a :

~

fn(x)—Efn(fﬂ):O( bg”), bco.

nhK

Démonstration du lemme 2.3.3.1
On pose
- X; t, — Y, x—X; to — Y;
A=K LVH( = L) —EK VH( = ‘).
( hi ) ( hi ) ( h ) ( hi )

In(z,t) — Eg,(x,ts) nhK ZA

Alors

Donc, nous appliquons 'inégalté Fuk-Nagaev (Rio [10], 2005) pour obtenir pour tout r > 0

et € >0,
1 n
IP’(An ) — Ego(x, ta 4):]P’ N A >4
Gn(z,te) — Egn(z,ts)| > 4e (nhK; >e)
—r/2 a+1
n?hye? 8r
<4l 1 2nCr~!
- ( + 167“8%) ancr (nhKe>
—_—— ——
Q1 Q1
Tel que
COU(Ai,AJ’)
i=1 j=1

On vérifie aisément que

52 = S* + nwar(A).
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Par ailleurs,

. [ .T}—XZ ta—Y; QIZ’—XJ' ta—Y}
i) = el (k=) (o) ) (e (527 (o))
[ x_Xz ta_Y;
- el ()

[ (- X; x—X; r— X; x— X;
< : L) - “)|E|K !
< el () ()| 2l () e ()
< C’//K(x_u)K(x_v)[fij(u,v)—f(u)f(v)]dudv.

hk hy
On prend le changement des variable usuelles —— = —zet — v =1t, d’ou
hg hk

lcov(A, A})| < Ch3, / / |K(2)K(t) [fij(x — hgt,x — hgt) — f(x — hgz) f(x — hit)]| dzdt.

Pour n assez grand, on trouver une constante C' telle que :

lcov(Ay, A})| < Ch, // |K(2)K(t) [fij(x, ) — f*(2)]| dzdt.
Puisque les fonction K, f et f;; sont bornées, alors,
lcov(Ay, Aj)| = O ().
D’autre part, on peut majorer cette covariance en utilisant l'inégalité du lemme (4.2.1, [10])
|cov(As; Aj) < Al Ailloo-[[ A |scx(li = j1)-

Par la suite, on utilise les téchniques de Masry ([10]), en considérent une suite w,, des entiers
naturels et on montre a 1’aide des majorations précédentes que,

52*<clz b+ > alli—jl)

0<|i—j|<un [i—F|>un

(h%{nun + n2a(un)),

le choix de u,, = [ } implique que,

hx logn

S =0 <h§<n + n*a(hg log n)_l)

hi logn

nhx 2 -1
= 1
O(logn) + O(n“a(hklogn)™)

= O(nhg), ainsi,

Il claire que
ogn

S = O(nhg) + O(n*a(hklogn)™)
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Pour le deuxiéme terme de quantité S2, on a :
. of T — X1 of ta —Y; 2 r— X to — Y1
(@) = Bl (T () e (T (e
2
C/K2 i f(u)du — C’/K i f(u)du
hK hK
C/K2<x_u>f(u)du.
hk

On prend le changement de variable

IN

IN

=t, d’ou,
K

var(Ay) < C’hK/K2f(x — hyt)dt,
Pour n assez grand , on obtient,
var(Aq) < C’hK/Kzf(a:)dt,
Puisque les fonctions K, f sont bornées ,alors,

var(Ay) = O(hk)

Cela nous permet pour un choix de r = C'(logn)? et (H9) que,

Q1 < Ce M (logn) iy~ 1ol Ti’i+ﬂ2]a

Alors, il existe v > 0,
Q1 =0(Mn"1") (2.8)
Pour le deuxiéme terme, on a :
Q2 < Cn (2.9)

Les deux équations (2.8) et (2.9) implique que,
>

Démonstration du lemme 2.3.3.2 La démonstration est smilaire a celle qui précéde ,pour
reprendre H est égale a 1.

~ N |
n(,t0) — Egn(z,ts)| > € ogn] < 0

nhK



Chapitre 3

L’estimation non paramétrique du
quantile conditionnel : Cas fonctionnel

Nous rappelons dans ce chapitre quelques résultats concernant I’estimation non paramé-
trique de la fonction du quantile conditionnelle lorsque la variable explicative prend ses valeurs
dans un espace de dimension infinie. Sous certaines conditions de régularité, nous établissons
la convergence presque compléte et la normalité asymptotique. Ces propriétés asymptotique
sont obtenues sous certains conditions d’indépendance et de dépendance (Mélange).

3.1 Modéle

On considére le champs aléatoire Z; = (X;,Y;) a valeur dans F x R ou (F,d) est un
espace semi-métrique de dimension éventuellement infinie. Pour x € F on définit la fonction
de répartitin conditionnelle de Y sachant X = x, notée F'* par

F*(y) = P(Y <y|X =x) VyeR

On suppose que cette distribution conditionnelle de Y sachant X est absolument continue
par rapport a la measure de Lebesgue dont, on désigne par f* la densité conditionnelle et par
f*U) 1a dérivée d’ordre j de cette densité conditionnelle. On estime la fonction de répartition
conditionnelle par

> K(hi'(x— X)) H(hy'(y - Y7))
Frly) = = - . VyeR,
Z K(hi(z — X;)

i=1

avec la convention % = 0, K est un noyau dans H est un fonction de répartition et hx =
hin(resp.hg = hp,) est un suite des nombers réels positifs. En ce qui concerne I'estimation
du quantile conditionnel d’ordre « €]0, 1], on note ¢, (z) ce quantile, solution de ’équation

F(ga(2)) = a
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Pour assurer l'existence et 1'unicité de g, (z) on suppose que la fonctin de répartition condi-
tionnelle F'* est strictement croissante. On estime le quantile conditionnel g, (x) de ¢, (x) tel
que

F(Ga(r)) = o

3.2 Cas1.1.d.

Dans cette Section, nous considérons le cas ol les observations sont indépendantes iden-
tiquements distribuées et nous établissons la convergence presque compléte de 'estimateur a
noyau de t,.

3.2.1 Convergence presque compléte

On fixe un point x € F et on introduit les conditions suivants :

o (H1) B(X € B(z, h) = 6 (hic) > 0

e (H2) la fonction f* est j-fois continument différentiable relativement a y sur
(ta — €,to +¢€) verifiant F*O(t,) =0si 1 <l < jet 0 < |F*W(t,)| < o0

( 3) (ylayQ) eRx Rav(XhXZ) S NXI X NXQ’

| F™ (y1) — F*2(y) |< Co(d(zy, 22)" + |y — y2 |

(H4)
| Fo10) (yy) — F220) () |< Cpld(y, 22)" + | g1 — 2 |2 .

e (H5) Le paramétre de lissage est tel que :

h
lim hg =0, da >0, lim n*hg =occ et lim M = 00
n—0o0 n—00 n—oo logn

(H6) K est une fonction a support compact dans [0, 1] verifiant :

0<Ci<K(t) <(Cy <o

tl2 HO (t)dt < oo
J 1

: 1+o .
(H7) ¢ Fo>0,1im [y 7] H(y) |= 0

H est une fonction strictement croissante,

Théoréme 3.2.1. Sous les hypothéses (H1) — (H7), on a :

~ ; ; logn 12
fo = to = O(RST 4 pb2/3 —_— .CO.
a & O( K + H )+O TLbe(hK) ) b.co

Démonstration des résultats techniques Ce dernier théoréme va découler des lemmes
suivants :
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Lemme 3.2.1.1. Sous les hypothéses (H1), (H3), (H5)-(H7), on a

DrT\ _ o _ b1 ba loi
F (ta) F (ta) = O(hK) + O(hH) + o ( n¢z(h[{))

Lemme 3.2.1.2. Si les hypotheses (H1), (H4)-(H7) sont satisfaits, alors

sO)V(F) — P01 ) = O(ht # nou(hr)
JadY (ta> FrU (ta) = O(h}() + O<hH) + O ( ngbx(h}())

Lemme 3.2.1.3. Sous les hypothéses du théoréme, on a
?a — tq, p.co

Lemme 3.2.1.4. Sous les conditions (H1) (H7), on a

Ir >0, tel que, Z]P’|Fz |>T} < 00.

Démonstration du lemme 3.2.1.1 La démonstration suit le méme démarche de la
décomposition du cas précédent :

Fe(l) - P(ta) = ﬁ—g(% ~EF§(ta)) = (F*(ta) ~ EF3 (ta )
_ Fm(t ) (EFD FD)
Tel que
5 (1) E;ZK {(x, X)) H (hi (1 — Y7)
Et
Fp—— X))
On pose

Hi(to) = H(hy (ta = Y3)), et K;=K(hi (ta = Y7))

La preuve est trés voisine de celle du Théoréme précedent, avec une modification dans les
fonctions Fy resp Fpp qui devient dans F. Le lemme (3.2.1.1) est un conséquance directe des
lemme suivants :

Lemme 3.2.1.5. Sous les hytpothéses (H1),(H6)-(H5), on a :

~ ~ logn
Fr—EBF:E=0|,/—- ], .co.
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Lemme 3.2.1.6. Sous les hytpothéses (H1),(H3)-(H7), on a :

3)-(HT)
F*(ty) — EFE(t,) = O(R%) + (%), p.co.
3)-(H5)

Lemme 3.2.1.7. Sous les hytpothéses (H1),(H3)-(H5), on a :

~ ~ logn
Fr(toa) —EFy(ta) = O — |, .Co.
N(ta) v(ta) ( nqbw(hK)> p
Corollaire 3.1. Sous les hytpothéses (H1),(H6)-(H5), on a :
> P(Ff < 1/2) < co. (3.1)
n=1
Et .
ar >0, tel que Z]P’ <]ﬁx(1)(t(’;)| < 7') < 00. (3.2)
i=1
Démonstration du lemme 3.2.1.5
On a
~ ~ I~ K 1 <
Ff —EFj = — ——1)==) A,
p-m7 =53 (1) ~n o
Avec )
ER )

D’aprés 'hypothése (H1) et (H6), on a,
Co,(hi) < EK; < C ¢, (hi)
et puisque la fonction K est bornée et H < 1, alors on peut écrire,
|Ai| < C/pe(hi) =d

et
E|A]> < C'/¢p(hg) =6

On applique maintenant I'inégalité de Hoeffging (lemme (4.2.1, [10])) aux variables A; :

- —ne?C
> e) =P <Z|Al| > 6) < 2exp (W) :

P (‘ﬁD _EF

En prenant
logn

€ = €
On arrive, pour tout €y > 0 a

~ ~ logn / 2
iy )Fx—EF””‘> - L R
( D D €0 nqu(hK)) ~0n
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Donc,

~ ~ logn O
;P(OFD—EFD‘ >6°‘/n¢x - ) ch .

Il suffit de choisir € > % pour que série converge,

Démonstration du lemme 3.2.1.6 On a, par équidistribution des observations,

1

EF(ta) = F*(ta) = g

E(K (E(Hy(ta)/ X)) = F*(ta),

avec

E(H, (t)/X) = / H(hig (t — 2)) f*(2)d2

On applique l'intégrale par partie et par le changement de variable ¢t = (h'(t, — 2)) pour

obtenir,

E(H, (t,)/X) = /R HOWF(t,, — hyt)dt,

donc,
[E(Hy(ta)/X) = F*(ta)] < /H(l)(t)le(ta) — hyt) — F*(ta)|dt,

L’hypothése (H3) permet d’obtenir,
IE(Hy(ta)/X) — F*(t.)] < C, /H t)(RY + [t2h32)dt,
et puisque, [y HD(t)dt =1 et [, HV(t)[t|*2dt < oo, alors,
EFS(ta) — F(ta) = O(h%) + 0(h%).

Démonstration du lemme 3.2.1.7 On a :

B — EFY(t.) = ﬁ (K (d@f{,{ X)) i <%) - (d(hKX>) b (y Y,

on pose

fi= E}Q (K (d(z’KX)> H (y}:HY> EK (d(iKX)> H (y}:HY»

D’aprés ’hypothése (H6), on a :
OEHB(z,hK)<Xi> < EKl < C,E]IB(w,hK)(Xi)a

Alors,
Cor(hi) <EK; < C ¢p(hk),

Et puisque la fonction K est bornée et H < 1, on peut majorer directement

/

O C
A? .

Al <
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On applique 'inégalité de Hoeffging (4.2.1,[10]) aux variable|A,;|, on obtient ,

1 —ne2C )
€| =P >e| <2exp| ——F——=
) <(” ) - P (4¢x(h1{)

€ = €

P (|3 (Fa) — EF3 (t)] >

En prenant

logn

On arrive, pour tout ¢y > 0,

logn _oe
> €| —— | < 2n 0.
" n(bx(hK)) B

logn _ce
< 2 €0,
7N g () hK> Z "

1
Il suffit de choisir € > Ve pour que la série converge. Ceci achéve la preuve de lemme.

P (‘ﬁ;@(ta) _EF(t,

donc,

ZP(\ ~ EF(ta)

Démonstration du corollaire (3.1) On remarque que :
|F2| <1/2= |F—1]>1/2 = |F5 —EFE| > 1/2.
Alors, on peut écrire,
P[|F3| < 1/2} < P[|Fz —EF2| > 1/2].
Donc,

ipuﬁgl < 1/2] < 0.

n=1

Démonstration du lemme (3.2.1.3) Puisque la fonction H est strictement croissante,
I’estimateur F* est inversible et d’inverse continue, donc,

Ve > 0,36(e) > 0,¥y, |F*(y) — F*(ta)] < 5(e) = [y —tal < e,
alors,

Ve > 0,36(€) > 0,P(|to — to] > € P(|F*(t.) — F(to)| = 6(e)
t

<
< P(F(t,) -

~—
—~
~
Q
P
v
(=)
[

Ce qui nous permet de déduire la convergence persque compléte de ¢}, vers ¢, Finallement, en
suivant les méme lignes de la décomposition du théoréme précedente, en remplacant H par
H®M (h') ;pour obtenir le résultat.
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Dmonstration du lemme 3.2.1.2 La démonstration est essentiellement basée sur la dé-

composition suivante :

A o~ ~ . 1 ~— Y ~ . ~
POE) = PO = = ((R ) ~ERY (1) = (P9 (1) ~ER (1))
D
FxU (¢, ~ ~
- % (EFﬁ—Fﬁ).
FD
On pose
SIS ] — B N
FXO(T,) = ey S K (hidd(x, X)) HD (hi (ta — V7)),
=1

Le lemme (3.2.1.1) est un conséquence directe des lemme suivants :

Lemme 3.2.1.8. Sous les hytpotheses (H1),(H6)-(H5),0n a :

~ ~ logn
Fy, —EFf, =0 — |, .CO.

Lemme 3.2.1.9. Sous les hytpotheses (H1),(H3)-(H7),0n a :
P (ta) = B (ta) = o(A) + o{hi7),

Lemme 3.2.1.10. Sous les hytpotheses (H1),(H3)-(H5),0n a :

(7)) ~a(j logn
FN(J)(ta) . EFN(])(ta) — 0 < W) ’

Corollaire 3.2. Sous les hytpothéses (H1),(H6)-(H5),0n a :

> P(Ff < 1/2) < co.
n=1

Corollaire 3.3. Sous les hytpothéses (H1)-(H5),on a :

P.CO.

dr >0, tel que ZIF’ <]ﬁx(1)(t2)| < T> < 00.
i=1

Démonstration du lemme 3.2.1.9 Nous avons :

1

EFN (ta) = FX9(ta) = - E(K1 (E(H] (ta) /X)) = F*0(t),

H

et

E(HD(1,)/X) = / HO () (to — 2)) f*(2)d

zZ.
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Par le changement de variable ¢ = (h;'(t, — 2)) on obtient,

BUR()/X) = [ HO 0 (o = 2) ()
= iy / F (A (i (1o~ )
R
On applique l'intégrale par partie
E(H{(t.)/X) = hH(fz(Z)Hj_l(hBI(ta—2))+hH/f1(X)(Z)Hj_1(hf}l(ta—Z))dz
R
— —hy(f ()" 1<h Uty — 2)) = W (F7(2) 2 (gt — 2)
; / JROO () I3 (B (Lo — 2))d2
— _Zhl V() dH Y h (te — 2))
¥ / PO (=) H (b (0 — 2))dz
D’aprés 'hypothése (H7) et par une deuxiéme intégration, on a
B (ta)/X) = Wy [ POt~ 2)ds
_ / FIOO () HO (b= (o — 2))d>
R

o — 2
Pour ¢t =
h

, donc
H

E(H](t,)/X) = h},/RFM (to — hut)HO(t)dt
Alors,

[E(H (ta) /X) = hipF*V(ta)| < by /R HW ()| FPN(t, — hygt) — FIO(t,)|dt,
L’hypothése (H3) permet d’obtenir,

E(H (t)/X) — Wy F*O(t,)] < Cully ( / HO (0 + / Hﬂ)(t)\trb%’;?dt) ,

Comme [, HV(t)dt =1 et [, HY(t)[t|*2dt < oo, alors

EFX(t,) — FXO(t,) = o(h%) + o(h%2).
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Démonstration du lemme 3.2.1.10 On a :

~ ~ (i 1 - d(z, X) Ny =Y,
Ff\(,(j)(ta) B EFJ)\;O)(M) - nh’,EK Z <K ( hk ) . ( h )
H 1

=1

d(z, X) Ny =Y

- EK 2222 gU) d )
( hk ) < hu ))
on pose :

e ({520 (52) o (2520 52
hg)EKl hi hy h hu

D’aprés 'hypothése (H5), on a,

CEHB(az,hK)<Xi> < EKl < C/E]IB(x,hK)(Xi);

alors,

Conlhg) < EK, < C ¢y (hi),

et puisque la fonction K est bornée et H < 1, on peut majorer directement
C of
EA?

A € 57—, PSS
Wy ¢ (hi) hg ¢(hi)

On applique maintenant I'inégalité de Hoeffging (4.2.1,[10]) aux variable|A,],

1] — —ne2C
>e)=P —‘ Al >e] <2e _——
) (<n ZZI 6) - (4’12_1%(@))
logn
E=€ | —57———
"\ nhE . (h)
logn 2
SO BV PP,

logn = _oe2
> €| T ——— S 2n~ -,
\/niﬁ; 1¢x(hK)) Z

P (| (0) — ERO ()

Avec

On arrive, pour tout ¢y > 0,

P (‘ﬁlff(ta) - ]EF\Jg\cf(ta

donc,

=1

>or (\ﬁfew ~ EF}(t.)

. 1 . .
Il suffit de choisir € > — pour que la série converge. Ceci achéve la preuve de lemme.

Ve

3.2.2 Normalité asymptotique

Dans cette section, nous établissons la normalité asymptotique de I'estimateur du quantile
conditionnel lorsque la variable explicative est fonctionnelle.
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3.2.3 Hypothéses

On garde les hypothéses (H1) -(H5) du cas paragraphe précédent et on ajoute les hypo-
theses suivants :
e (H6)H est un nouyon vers fonction

i) il 3 une fonction intégrable g tel que,

|H(t) — H(s)| < Cglt — s

ii) /|t|b2H(1)(t)dt < 0

Théoréme 3.2.2. Sous les hypothéses (H1)- (H5) et (H6), on a

nYg\Ni 1/2 .
(fx(tgl/gg(/;)) (fa = ta) — N(0, Va(a = 1)). (3.3)

O Y (hie) = — [ gV (t) gy (hrct)dt

Démonstration des résultats techniques R
On utilise le développement de taylor d’ordre 1 de 'estimateur F* au point ¢, car la fonction
H est de classe C!, alors :

Fo(t,) — F(ta) = (ta — ta) F*O(t2)

~

avec t* € (ta,ta)

Tt ‘ﬁx(ll) . Hﬁ“(ta) _ FE(t,) ]
Alors,
n(dy(hg))? |- _ | n(Yk(hg))? 1 Se .
\/f”(taWw(hK) o ~ta] = \/fx(ta)l/JKZ(hK) ‘ﬁx(l)(tz) HF (fa) = F7{8) ]

La démonstration est basé sur les lemmes suivants :

Lemme 3.2.3.1. Sous les hypothéses (H1) — (H5) et (H6), on a,

AR (o5~ P ) o = 2() = V(0o =T). oo

Corollaire 3.4. Sous les hypotheses (H1) — (H5), on a,

Ir >0, Tel que Z]P’Hﬁjf,(l)(tZ) < 7'} < 0.
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Démonstration du lemme 3.2.3.1
D’aprés le Théoréme de centrale limite, il existe o > 0, tel que

244

| Li(e) ~ L) |

=
=
Q
~
BdE
STl
=
>
A
5\‘6

Avec .
Liz) = g [KH K]
Donc,
1 & A R
— L; = F5(ta) — aFy
nvm“; (z) var(Fy(te) — afp)
1 n
= WZUQT(Kin‘(ta>—aKi)
i=1
1
= mvar(KlHl(ta)—a[(l)
1
1
= mE(K1H1<tQ) — OZK1>2 — E2 (KlHl(ta) — OCK,L)
1
B 1 o (K2(Hy(ty) —a)?\ 1 Ki(Hi(ty) —a\\’
B n(EKl)QE(KlE( E(K? o\ EK,
D’autre part, )
X. d(z,X;)
E(Kd(x Z>) — [ K = ()
0
On a .
/ K'(t)dt = K (u) — K(0)
0
Donc

. 1 d(x,zl) d(x,z1)
E(Kw) — K(O)dP hE u / / K/ dtdp hk (U)
K

d(x,X;)
— K (O)6(hie) + //K VLo, (E)dEdP - (1)

d(z,X;)
— K(0)éu(hx) //K Vg ()dtdP i (u)

— K(O)¢x(hK)+/ K’(u)IP t< (92’[{1) < 1>dt

= /K )i (hit)dt, car K(1)=0
= Yx(hx)
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De la méme maniére, on trouve d’ou

(EK;)?
EK?

= 0(1)
Et a l'aide de ’hypothéses (), on trouve
[E(H;(ta)/X) —a)] < C <h§é + h24|t|b2H’(t)dt) (3.4)
Et
IE(H}(ta)/X) — )] < Cy (h’}é+hl}§/RQH(t)H’(t)|t\b2dt> (3.5)

11 suffit d’écrire

1 2 1
E( K;(H; — = — (EK?H? ‘EK? — 20EK?H,;
s E(KH ) = o (BK2H? + BK? - 208K2H)

1 2/ 172 2 2
= e (BUSX(? —0) = 20E(K?(H, — ) + (a — ?))

Donc

n(Yx(hi))” e T e —
WUC”’(@FD FE: (ta)) — of 1)

Il reste a évaluer la limite, pour laquelle

(IS, | <o (B iww
1 -
B’l
+21+5n—1( (BE,)° )1+2 ZEL2+5
) 52
Comme on a : EK )l
IEKI{ =0@)

Pour le terme D4, on a
s 2448
Dy < 200 5 (BK,) A EK2Y {Hl( o) — a}
;,5
< c(maKf) P EK2/EK?

< C’(nqu(hK)); =0
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Puis Do,

EK.)2\ 1+2 2+6

Dy < 21053 (%) ’ (E(Kl(Hl-(ta) — a))
1

EK;\1+3

< On 3 EK)E () o0

Démonstration On a,

(o5~ i) = B(o( S K) ~ i S R

1
= EFK —EH X
nEKl ]_(Oé l(tOé/ )) HO

Ky (o - ) = (M0 =00) | By )=o)

3.3 Cas de mélange

Dans cette Section , nous considérons le cas ou les observations sont a-mélangeantes et
nous établissons la convergence presque compléte de I'estimateur a noyau de to. Nous sommes
amenes a fait sur les hypothéses sont du méme ordre que celles discutées dans le i.i.d et aussi
s’ajoute les conditions suivants :

— (H8) (X;,Y;)ien une suite des variable aléatoires a-mélangeantes,de coefficient de mé-

lange «, verifiant :

Jda>0,3c>0:Yn e N,a(n) <en™

- (H9)O < supP|(X,,Y;) € B(x,hg) x B(z, th)i| _ O((qsx(hK))(aH)/a)

i#j nl/a
~ (H10)

n—oo

dn >0, C’ni%“?ggbz(hK)gClnﬁ, avec  a > (54 V17)/2.

3.3.1 Propriétés asymptotiques
Théoréme 3.3.1. Sous les hypothéses (H1) — (H9), on a :

~ logn 1z
ta — ta = O(h% + hZQ) +o (m) , p.Cco.

En reprend les mémes arguments employées dans la démonstration du lemme (3.2.1.6),
donc on va démontrer seulement la partie de dispersion
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Lemme 3.3.1.1. Sous les hypothéses (H1) — (H4) et (H6) — (H9), on a :

~ ~ logn )
Fy, —EF}, =0 — ], P.co.
¥ 5 (\/ ngs(hx)

Lemme 3.3.1.2. Sous les hypothéses (H1) — (H4) et (H6) — (H9), on a :

. . [
F]f,(ta)—EFﬁ(ta)—o< %) P.co.

Démonstration du lemme 3.3.1.1 Il suffit de montrer que

1
> 77 ﬂ) S Cn_l_y

P (‘Ff@(ta) — EF(ta) no.(hi)

Pour cela, on applique I'inégalité de Fuk-Nagaevs(|10]), on obtient,

> 4)\> _ P(‘E}( zn:Ai > 4>\) < 2nC’7‘_1<2§>a+1+ (1+A—2)r/2,
Lz

P(‘ﬁj{,(ta) _EF2(t,)

rS2

n

Tel que

En ce qui concerne le deuxiéme terme, on a

S2 = iikov(AiAj)\

i=1 j=1
= Zcov(Ai,Aj)—i-Zvar(Ai)
i 7]

~\~ v
cov var
ST Sy

J/ J

Pour la quantité S°, on a

‘Cov(Ai, A))

_ ‘E(Ai,Aj) —E(A)E(A))
= E(K,H;K,H;) +E(K;H,)E(K,H;)
< CE(KK;) +E(K,)E(K;)

Comme le noyau K est bornée a support compact [0, 1] alors, il existe une constante vérifiant

COU(AZ‘, AJ)

< CEIpgohi) (Xi)Laeohi) (X5)) + CE(Iphie) (X)) B i) (Xi)
= < CIP’((XZ-,XJ-) € B(z, hy) x B(z, hK))
+ C'P(Xi € B(z, hK))]P’<Xj € B(z, hK))

O (ulhae) (i) + C'62(hic))

IN
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La derniére égalité a cause de 'hypothése (H10), donc
= O (Xx(hx)¢u(hi)) (3.6)

D’autre part, nous avons d’aprés I'inégalité de covariance (4.2.1,[10])

‘OOU(AZ', Aj)

Vi # j, ‘COU(A,-, A,)

< Ca(li —jl) (3.7)

En effet, on utilise les techniques de Masry (|10], 1986) et on partage la somme sur les deux

ensembles
STcLov — Z Z ‘COU<A1'7 A]> + Z Z ‘COU(Ai, AJ)

0<|i—j|<un [i—j]|>un

Ou u, est une suite des entiers tend vers l'infinie quand n tend vers l'infinie. Alors,

oy ¥ (PN s wgie)

0<|i—j|<un [i—F|>un

= 0 (nun (XX(hK)%(hK) + 71204(%)) ;

1
Siu, = , alors
(Xx(hK)>

s = 0fuanth) 1t (L))
< C(nge(hi) +n?(xe(hr))®)

S;CLOU <

Pour la quantité S;*", on a
'UCI/'I"(AZ') = E(K1H1)2 — E2(K1H1)
On utilise I'hypothése (H1) pour on obtenir
S < C(0a(h) + (62(h))?).
D’on,
Nous appliquons, maintenant l'inégalité de Fuk-Nagaev (4.2.1, [10]) aux variables A, on ob-

tient,
>)\) = IP(
i=1

< of
i=1

. anr_l (L)a—i_l
- Anxy (hi)

(1 0P T
16rS?

P(|Fi(ta) - EF3 (1)

I 4nxxihK)A)
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logn
nxy (i)

log n n?logn "
> M —— < 4(1
nxx(hr) | — ( * 167 )

Sion prend A = )\ , on obtient alors

P (\E@(m —EF}(t,)

a+1
8
+ 2nert !
logn
nxx(hr)m | ——
X( ) nXx(hK)
2 —r[2
< 4(1_77 logn 32)
- —r|2

a+1
+ 2nCrt (%) (nlog nXX(hK))—(aH)\z

Donc,

~ ~ logn 2

P ‘Fl’ 1) —EFE(t)] > A\ | —2BL ) < gl
( N( ) N( ) nXx(hK>>

+ Cnf(a+1)n(lf(a+l)|2)ran((a73)\275(a+1)|2)(logn)f(a+1)\2

On choisi r = C(logn)?, on trouve

a 5 1
P(‘F;@(ta)—EF;@(ta) > A ﬂ) < CpoPis

nXx(hx)
i Cnflfﬁ(a+1)|2(logn>(3a71)\2

Pour 7 suffisament grand, on a

>0, P <’ﬁj\”,(ta) CEFE (L)

> A loi < COn~t7v
”Xx<hK)

Démonstration du lemme 3.3.1.2 En reprend les méme arguments du lemme précédente.



Chapitre 4

L’estimation du modéle de troncature a
gauche : Cas réel

Ce travail effectué¢ dans le cadre de ce mémoire considére la tronquée a gauche ot n’est
pas observé que si (Y; > T;). la question posé est d’expliquer la durée de survie y sujette a
une variable T par une variable aléatoire réelle X. pour ce faire, nous disposons de n copies
indépendants (X, Y;,T;) du triplet (X,Y,T).

4.1 Cas1.1.d

4.1.1 Modéle

Considérons une suite de variables aléatoires indépendantes Y7, - - - , Yy de méme fonction
de répartition F' inconnue. Ces variables aléatoires sont regardées comme les durées de vie des
sujets étudiés. La troncature aléatoire a gauche peut notamment avoir lieu si le temps d’origine
de la durée de vie étudiée précéde le temps d’origine de I’étude. Ce modéle peut survenir dans
différents champs d’applications comme 'astronomie et les études médicales. Soit T, -+ , Ty
une suite de variables aléatoires indépendantes de méme fonction de répartition G inconnue.
On suppose aussi que ces variables sont indépendantes des Y;. La taille de 1’échantillon N
est déterministe mais inconnue Dans le modéle de troncature a gauche, (X;,T;) est observé
lorsque Y; > T;, si non rien n’est observé. Pour éviter la confusion, on note (X;,T;,i =
1,---,n)(n < N) l'échantillon observé (i.eY; > T;). Une conséquence de la troncature, la
taille de I’échantillon vraiment observé n est une variable aléatoire distribuée selon la loi
Binomiale de paramétre N 1l est clair que si = 0, aucune donnée peut observer. Pour cela,
nous supposons, dorénavant, que p # 0 par la loi forte des grands nombres on a, lorsque N
tend vers oo

.n
=7 =i DS
Lemdani et Ould-Said (2007) ont prouvé que la propriété i.i.d de I’échantillon observé de taille
n est déduite de celle de ’échantillon de taille N. Sous le modéle de troncature a gauche la
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distribution conjointe conditionnelle (Stute (1993), et Zhou (1996) d™un (Y, T")observé devient
J(y,t) = PY <y, T <t)
P(Y <y, T <t/Y >T)
P(Y <y, T<tY >T)
PY >T)
P(Y <y, T<t,T<Y)
P(Y >7)
v
= /fl/ G(t N u)dF(u)

—00

Ou t A u = min(¢,u). Les distributions marginales sont donc définies par
Fy) = J(y,0)
Yy
= ;fl/ G(u)dF (u)

—00

et
G*(t) = J*(oo,t)

= ut /00 G(u A u)dF(u)

= u! /: ; /_ t::dG(v)dF(u)

= ut / OOdG(v) / dF (u)

= [ (1= PG,

o

Qui peuvent étre estimés respectivenment par F¥ = n~! ZI{Yigy} et G =n! Z[{Tigt}
Soit la fonction C(.) définie par - -
Cly) = P(T<y<yly>1)
= G'(y) - F*(y)
PT<y<Y,Y>T)
PY >T)
P(T <y<Y)
P(Y >T)
= uP(T <y)P(Y >y)
PG (y)(1 = F(u))

On peut étre estimé par

Caly) = GLly) = F,(y)

n

= Y ineyevy
=1
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Lynden-Bell 1971 introduit les estimateurs de maximum de vraisemblance non paramétriques
de F et G donnés par les estimateurs produit-limite suivants

G W o TR ey

i/Yi<y ’ i/T;><y

Woodroofe (1985) établit la convergence presque sire des estimateurs de Lynden- Bell et ainsi
que les conditions dSidentifabilité du modéle et a remarqué que F' et GG peuvent étre estimés

) . CdF . .
complétement seulement si ag < ap, bg < br et — < o0, (o ag,bg et ap,br désignent

G

ap
les points finaux de G et F respectivemeny).

Maintenant, en plus de deux variables considérées auparavant Y et 7', nous considérons
un vecteur aléatoire X € R? de covariables, supposé absolument continu de fonction de
répartition V'(.) et une densité continue v(.). On note (X;,Y;,T;),1 < i < n lééchantillon
observé (i.e,Y;, T;). Dorénavant, on suppose que T est indépendante de (X,Y’). Dans que
se suit, nous allons construire les estimateurs de V(.) et v(.). Premiérement, 'estimateur a
noyau naturel de la densité de la covariable v(.) est donné par

N
1 r— X,
* — _E k’ 1
o nhi — d( hn )

Ou K, : R — R est un noyau fixé avec f]Rd K4 =1 et (hy)n>1 une suite non negative tend
vers zéro lorsque N tend vers I'infini. Comme N est inconné, on ne peut pas alors utiliser le
dernier estimateur. On a,

% 1 “ .I'—XZ
i= k()
nog=1 "

est 'estimateur de la densité conditionnel v*(z) donnée y; > ¥;. Notons que dans la somme
est sur i telle que G, (Y;) # 0. Finalement, pour estimer la fonction v sous le modéle tronquée
on a l'estimateur de la densité de X de la forme

* Qap - 1 ]f JZ—XZ
T g =G\ h,

Par une méthode analogue, on peut obtenir un estimateur de F(y|z) comme suit

- 1 y—Y;
Faly/z) = anzmmmKo (h—)
i=1 n 7 n

- —1/v r—X; y—Y;
> a0 (52 8 (M5
i=1 "
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4.1.2 Convergence uniforme presque sire

On suppose que 0 = ag < ap et bg < bp.T; et (x;,y;) avec 1 < i < N sont indépendants.
On considére deux réels a et b tel que ar < a < b < bp.
Soit Qy = {x € R?/v(z) > 0} et  est un sous compact de Q.

v = ;relsfzv(x) > 0.

— (H1) Sur le parameétre de lissage
ho 00 et nhe/logn —, e 00

— (H2) le noyau kg est une densité de probabilité avec support compact de C*
~ (H3) Ky est differenteable de C' et assez compact
— (H4) les noyaux K, et K, sont vérifiant

d
/tk‘o(t)dt =0 et Z/rikd(r)dr =0,
i=1

avec r = (ry,...,rq)"
— (Hb) la densite conjonte f(.,.) est bornée, differentiable et continue.

Théoréme 4.1.1. Sous les hypothéses (H1)-(H5), on a pour p € (0, 1) la densité conditionnel
inf f(e,(x)|x) > 0

[logn 5
_ — h P.
itelg Epn(T) 5p(x)‘ O(max{ i n}), S

Démonstration

Soit z € Q. Comme F(./x) et F,(./z) sont continues, on a F(gp(x)/x> = F(epﬁn(x)/x) =
p. En suite

‘F(&nn(m)/x) —F(ap(x)/x)‘ — ‘F(gp,n(x)/x) —Fn<€p(n)/n>‘

< sup |Fuy/n) - Fly/n)

asy<b

Et
F(epa(@)/z) = F(ep(@)/2) = (epa(@) = pn)f (3(2)/2))

O £*(x) est entre €,(x) et ,,(z). Donc,

cp@) =0 | (/)| < sup sy

sup
z€Q

Fuly/z) = Fly/a)|

Il suffit de montrer que

1
sup sup |F,(y/x) — F(y/x)] = sup sup |Fin(y/z) — F T
o 2 l8/2) ~ PO/ = e Gy B, Fon0/) — P/
xre

+ sup sup |[F(y/z)||vn(z) — v(z)]
zeQ a<y<b

Pour montrer les résultats précédents, nous avons besoin des lemmes suivants.
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Lemme 4.1.2.1. sous les hypothéses H1, H2, H4 et H5, on a

/1
sup (v ’ = (max{ Og?,hi}) p.S N — 00
e h

la preuve est basée sur la décomposition suivantes

sup o, (2) — v (2)] < sup v, (x) — E(v;,(2))] + sup [E(v, (z)) — o™ ()]

e e e

== 01+02.

Sous I’hypothése (H2), On pose

A, - 1 k(x_XZ), z € RY

nhd "\ h,
o 1o Mo
v* 00 ||V ||oo
E(AI X ) < et E(A2) <
(X) 0 € (A7) n2hd
, e Pinaoalita logn
On obtient alors d’aprés I'inégalité de Talagrand ([7], 2001) avec t = D, /—>—, o D > 0.
n n

Pour tout ¢; et ¢y

- logn
E N — >
IP’{ eilé% 2 [AL(X;) — EAL(XY)] > €0 o }

1 1 logn

< C R 1 1 n
-”@{ a%wmanw”%[+ N GE
Ci[9#]] o |  + MoBCH )]

<Cye nlognl logn nhd
lm a%ww i mwawm

< Cln C2 |,U*H2

Puisque log(1+t) < ¢, pour n large et le choix de ¢, on trouve 0(n~%/2). On a sous le lemme

de Borel Cantelli et (H;)
[logn

Pour le deuxiéme terme, on obtient sous le développement de Taylor et les hypotheéses (A4)

et (Ab)
Cy = 0(h2) (4.2)

En utilisant (4.1) et (4.2), pour achever le résultat.
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Lemme 4.1.2.2. sous les hypothéses H1, H2, H4 et H5, on a

/1
Sup sup Fl,n(x7y>_F1(x>y>‘ :O<maX{ Og?vhi})v P-S, n — o0
e a<<b nhn
On a,
sup sup |[Fy,(z,y) — Fi(z, y)’ — sup sup |Fyn(z,y) — Fia(z, y)‘
2€Q a<y<b € y€la,b]
+ sup sup |Fi,(z,y) —E [E,n(ﬂc, y)] )
z€Q y€Ela,b]
- sup E[fl,n(x,y)] —Fl(l",y)‘
xTEe
= S+ 5+ 53

Pour le premier terme S
D’aprés 'hypothese (H3), Ky est borné par 1

Fuati) = Funto)] < {228l O sup 6,000 - G0}

Gu(ar)  Gular)G(ar) a<y<b

v ()|

Onal|a,—a| = 0(n’1/2>, d’aprés le théorme (3.2) dans ([15]). En plus, G,(ar) — G(ap) >

0. On autre, sup |G,(y) — G(y)| = 0(n~?) voir le remarque (6) dans ([24]) on obtient
a<y<b
directement

S, = 0(n Y% (4.3)

Le deuxiéme terme Sy, On pose

Et
1

T—r y—w d
K, 1 R R
nhnG(y)kd( 0 ) 0( ™ ), telque r€R"% ye

En reprenant les calcules éffectués pour pouver

Ay y(r,w) =

Le troisiéme terme Sj,
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On remarque que

2y (52)m)] = [ atto(5) e
= [t e

_ / ko(8)F(y — sha/ X1 )ds

Il suffit alors de développer la fonction ﬁl,n au voisinage de x et par intégration par partie,
on a sous les hypothéses (H4) et (Hb5)

Eﬁlyn(x,y) — Fi(x,y) = //Kd(u)Ko(v) [Fl(a: — uhy,y — vhy,) — Fi(z,y) | dudv
~ o)

Lemme 4.1.2.3. sous les hypothéses H1, H2, H4 et H5, on a

B logn ,
ilelg vn(x)—v(x)’ —O(max{,/ nhi ,hn}), p.s m— 00

La démonstration est similaire a celle que le cas dans le lemme précédent.

4.1.3 Normalité asymptotique

On garde les mémes notations du section précédente et on ajoute '’hypothése ci-dessous
permettant de trouver la méme vitesse de convergence que le cas i.i.d
— H6 Le paramétre de lissage h,

ha (O et nh®™/logn — e 00
— HT7 Le paramétre h,, satisfait
ho (O et nht™ =0

Théoréme 5.1 Sous ces hypothéses (H2)-(H7), on a pour tout p € (0.1) et pour tout x € €
tel que fn((p(x)/x) #0

ety D oz, ()
Vi (Gyu() = () =7 N (0’ f<<p<x>/x>)’

" (@) + (@) R, y) = 250, (5,9) Fy(@, ) ()

avi(x)

- /kﬁ(r)dr, Z(:c,y) :/y fgi;)/)ds et Z@) :Aféis§>d

o’ (x,y) =

avec
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Démonstration :
On pose F({(x)|z) = p = F.(¢n(x)|z), d’aprés le développement de Taylor, on a

F(Cpm(z)|7) — F(G(2)]2) = (Gpn() — Cp(fﬂ))f(C;(ﬂi)\x)

Ot (;(x) est entre (,,(7) et (,(z). Donc, d’aprés la continuité de f(.|y) et le Théoréme
précédente implique que la convergence en probabilité du doménateur f((,(x)|z).
Soit

Fl,n(xay) . F1<C(f,y) _ Fl,n(x7y> . ﬁl,n<$ay) + ﬁl,n(xay> - E(ﬁl,n(x7y))

(879 (67 (67% « (0% (0%
+ E(Fl,n(way)) . F<:U7y)
« [0

- An1<x>y) + An?(xay) + An3(x7y)

D’aprés (H1), (H2), (H4) et (H5), pour tout x et y

I

n;zn Zl G(ln)kd<$ ;nXi>K°(y ;ny)]

—sup, [Ga(Y) = G(YV)|
< < y/nhd Glar)Golar) v (x)

— 0,(1) quand n — oo

a 'aide (4.1.2.3), on obtient

VihiAs(e.y) = o7 V/ahi{E|Fu(e.y)] - Fuey) |
- of Var

Lemme 4.1.3.1. Sous les hypothéses (K), (D1) et (H1 : a), Nous avons pour tout z, v(x) > 0
et y < b;

Vnhd(Tua(2,y), Az (2, 9))" =P N0, 'k (2,1))

Tel que
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Démonstration du lemme 4.1.3.1 En appliquant le développement de Taylor et le chan-
gement de variable pour

I B e )

n

Y;
= ai ] Ja(n ) (t )
gt f () (5 e shaa}
_ é//@kﬁ(umg(yh—j)f(x,s)duds+0(hn)

= 2wy o)

De la méme maniere,
o| VA (o) VARl )]| = ez -/ / ( VKU ) £ sydrds o)
(6] n n

yh——ns) f(x, s)duds + o(1)

k
= _Z(xay)+0 1
« 1

On pose ¢ = (¢1,c2)?

n

An(w,y) = V/nhiler (2, 9) + Lo (2, 9)] = > Apil,y)

i=1

3
ot A(r,y) est réellement indépendant. Soit p3,(z, y) HAm x y)‘ ]
Puis,
R\ 32 1 r—X y— Y] 3 1 z— X\ |°
i <4 E k - K - SE k .
Pril:Y) < (n) {Cl [ hiG(Y7) d( P "\ ha T e\ T,

Ce que implique
pi(,y) me z,y) = O(n™'?h)"?) = o(1)

En outre,

$2(z,y) = Var{mhz[cmm(x, y) + ealala, y)]} =7 0 e Y (2, y)e > 0

Pour tout ¢ # 0, v(z) > 0, lim p,(z,y)/s.(z,y) — 0. le résultat est donc une consécquence
n—oo

directe par le Théoéme Berry-Esséen (voir (25|, p322). On suit les mémes étapes pour dé-
monter

Fae) nhd Z G ( hnXi> -k (hidanzn)KdG;nXl)) — NGO

n
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Et
Var(y/nhilps(x) = o'k (2) +0(1)

4.2 Cas de mélange

Pour pouvoir étendre les résultats obtenus ci-dessus, il est nécessaire d’introduire une
structure probabiliste qui permette de controler la dépendance entre les variables constituant
I’échantillon statistique. Une maniére naturelle de faire consiste & introduire une condition
d’indépendance asymptotique. Nous ferons i¢i I’hypothése de mélange.

4.2.1 Modéle

Pour éviter tout confusion, nous allons noter (X;,Y;,7;);1 < i < n,n < N, la sous suite
observée (i.e Y; > T;). La vraie taille n de ’échantillon observé est un variable aléatoire
distribuée selon la loi Binomiale de paramétre N et p ou p = P(Y > T). 1l est clair que
si p = 0 aucune donnée n’est observée. Pour cela, nous supposons, dorénavant, que pu # 0,
d’aprés la loi fort de grand nombres on a, lorsque N tend vers oo,

~ n

W= — —>[l, D.S.
fin =7 = My DS

En utilisant les poids de Ould Said-Lemadani ([17]), nous obtenons Iestimateur de la fonction
de répartition de Y sachant X = x donné par

Fulo/o) = 1 3 Wonta) i ()

> e ()

n

_ =1
1 r— X
()
2 G, vy "\,

_ Fl,n(ma y)

vp(z)

ou H est un fonction de répartition définie sur R et

fin N~ 1 (x_Xi> (y—Yi)
Fin(z,y) = K, H 4.4

A partir de cet estimateur, on peut trouver l'estimateur de la densité conditionnelle de Y
sachant X = x définie par
OF(y/.)

F/) ==,

Cet estimateur est donné par
fl,n ("L‘a y)

Un()
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ou

S n(x y hd+1 Z G < hnXi)H(l) (y;—n}/;)
OF(x,y)

5 tel que H® est la dérivée de H.
Y

Est 'estimateur de f(x,y) =

4.2.2 Convergence uniforme presque sire

Dans que se suit, on s’intéresse au cas de covariable notée X univariée (i.e d=1). On note
X de x et K de K. Supposons que 0 = ag < ar et bg < bp. Nous considérons deux nombres
réels a et b tel que ap < a < b < bp. Soit €2 est un sous compact de Qy = {z € R/v(n) > 0}
et v := inf,ecq v(x) > 0. Considérons les hypothéses suivantes :
— (K1) K est une densité de probabilité bornée, & valeur positive et continue au sens de
Holder d’exposant 3 > 0 et satisfait

lu|K(u) =0  lorsque ||ul|] = 400

~ (K2) H est une fonction de répartition de densité de probabilité H") de classe C*
qui est positive, bornée et a un support compact. Elle est continue au sens de Holder
d’exposant f3.

(K 3) i)H' et K sont deux noyaux de second ordre,

i) [ K?*(r)dr < oo.

— (M1) {(XZ, Y;),i > 1} est une suite de variables aléatoires stationnaires et a-mélangeantes
de coefficient a(n).

—~ (M2) {T;,i > 1} est une suite de variables de troncature i.i.d et indépendante de
{(Xi,Y:),i > 1} de fonction de répartition commune et continue G.

— (M3) Il existe v > 54 1/8 pour 8 > 1/7 tel que a(n) = O(n™").

(D1) La densité conditionnelle v*(.) est deux fois contintiment différentiable.
— (D2) La densité conditionnelle jointe v*(.,.) de (X;,Y;) existe et satisfait

sup [v° (r, s) — 0" (r)o*(s)] < C < oo,

7,8

tell que C est une constante ne dépendant pas de (3, j).

— (D3) La densité conditionnelle jointe de (X;, Y;, X;,Y;) et la densité conditionnelle jointe
de (X;,Y;) notées respectivement par f*(.,.,.,.) et f;(.,.) existent et satisfont pour tout
constante C'

sup |f*(7’, 57t7 u) - f:i(rr? s)f:l(t,u)| < C < 0.
r,8,tu
— (D4) La densité jointe f(.,.) est bornée et deux fois continument différentiable.
— (D5) La densité marginale v(.) est localement lipschitzienne sur .
La fenétre h,, := h satisfait :
- ()
logn

710, nh

-0 et h=0(1/logn), lorsque n — oc.
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- (#2)
Cn Tt < |y < C'nit
ou 7 satisfait
& _ 1
(2)8 ey =38
Blv+1)+48+1 B+ 1) +48+1 1—v
et [ et v vérifient la condition (M3).

Théoréme 4.2.1. Sous ces derniers hypothéses et pour tout p € (0,1) si la fonction g,
satisfait pour € > 0 tel que

Vip - 2R, sup lg,(x) —np(7)] 2 € = sup |[Flgp(z) = F(np())] = B
e e

On a
lim [gp,n (%) — gp(2)] =0, p-s

De plus, on a

|
sup |gpn(n) — qp(n)‘ = O(max{ (;zghn, h2}>, p.s N — 00

z€Q

Preuve
Pour montrer les résultats precédents ,nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 4.2.2.1. Sous les hypothéses (K1), (K3), (M), (D1), (D2) et (H), on a

U;;(:c)—v*(x)‘ :O(max{y/lofhn,hQ}), p.S, n — oo

Lemme 4.2.2.2. Sous les hypothéses (M), ona
sup

[logl
Mn_M’:O( W)7 p.S’ n_>oo
e n

Lemme 4.2.2.3. Sous les hypothéses du lemme (4.2.2.1) et (K2), o na

~ log1
sup sup [Fuoe,0) = Fuao)| = O (BB ), s, s oc
z€Q yEla,b] n

Lemme 4.2.2.4. Sous les hypothéses (K), (M), (D3), (D4) et (H) on a

- ~ N
sup sup ‘Fl,n(x7y)_E[F1,n(x7y):H :O( Ogn)a p-s, n — oo
z€Q y€la,b] n

Lemme 4.2.2.5. Sous les hypothéses (K3) et (D), on a

sup
e

sup ]E[ﬁlgn(x,y)} — Fl(x,y)‘ =O(h?), p.s, n — 0o

e



4.2 Cas de mélange 57

Lemme 4.2.2.6. Sous les hypothéses du lemme (4.2.2.1) et (D5), on a

FISY)

1
sup (v, (x) — v(a:)‘ = O(max{ Zghn,h2}>, p-S, n — 0o

Démonstration du lemme 4.2.2.1
on a:

sup o, (2) — v (2)] < sup v, (x) — E(v;,(2))] + sup [E(v, (z)) — o™ ()]

e e e
- Tln + T2n-

Nous commencons par étudier le terme variance Ty,. L'idée consiste a utiliser 1'ine|galité
exponentielle prenant en compte la structure a-mélangeante. L'ensemble compact Q peut
étre recouvert par un nombre fini dintervalle I, de longueur w, = (n_1h1+25)$, ol B est
1'exposant de Hélder. On note I, := I(zy, wyn);k = 1, ---, I,, Uintervalle centré en xy.
Comme €2 est borné, alors il existe une constante C tel que w,l, < C. Pour tout x dans (2, il
existe I qui contient z tel que |z — x| < w,. Nous commengons par écrire

sin (7))}

On a

Yot = Lole(5%) -ele(*5%) ]}

= v(r) = E(v,(2))

n

= {((2) = vy (zx)) = (Blv,(2)] = Elog, (z0)])} + (vp, () — Blvy, (24)])

n n

= Az +ZAZ ).

=1

D’ou

sup
z€Q

< max sup
1<k<ln gel,

= Sln + SQn

ZA
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58

On a sous 'hypoth
sup
x€ly

D’ow, d’aprés (H1)
le terme Sg,, dans

éses (K1),

n

~ 1 {L‘—Xi Jik—Xi
> A = {K( h )‘K( i >}
i=1 =1
1 - {L‘—Xi ZE}C—XZ'
- = E|IK - K
P ee() ()]}
1 - JI—Xi Ik—Xi
< — K - K
< () v (2]
1 r—X; xp — X,
e aEle() - ()]
2sup,e;, |7 — i |?
< hk1+ﬁ
< Cw;fh_l_’@
= O((nh)™"?)

et pour n suffisamment grand, on obtient Sy,, = op(1). Etudons maintenant
(4.3). Sous (KIl), les variables aléatoires U; = nhA\;(xy) sont centrées et

bornées. L utilisation de 'inégalité de Fuk-Nagaev ([10]), nous permet d obtenir, pour tout

e>0etr>1

ou

Posons

on a

n In n
> Al >e} < ZP{ > Al >e}
=1 =1 =1
o [ny 2r \v+1 e2n’h\ 7
- C“’n{?(%) +(1+50) }

Tiin + Thion

2 = Z Z |Cov(U;, Uj)|.

1<i<n 1<5<n

1
oghn , pourey > 0,

)}

r=(logn)'*° 08 >0, et e=¢

—1n

"oy

(L

enh

(

logn

Ty, = Cw )VH

n 1+46

(logn)t+e

(logn)

_ C(nilhlﬁﬁ)%ﬂl {
logn
nh

nheg

v+

_ v+l 1
-5 2

1 1 +1
+ﬁ h*(ﬁ+1+VT)(

g Cn )V(1+5)_

Notons que sous (M3), il est facile de vérifier que 1'hypothé se modifice suivante (H'2) de

(H2) est satisfaite,
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(3—v)B 1
CnBorn+asi ™ « < C/nlfu, (4_6)

ou n satisfait

2 (v —3)3 1

ﬁ(y+1)+2ﬁ+1<n<ﬂ(y+1)+25+1+1_y (47)

et B et v satisfont la condition (M3). Donc, d’aprés (4.2.1), on obtient
Tiin < C'(log n)" (4= = l2pBEAD+26+1-5 1

D’ow, pour tout n vérifiant (4.7), Ty,, est bornée par le terme général d’une série finie.
Etudions maintenant le terme Tis,, mais avant c¢a, nous allons étudier le comportement
asymptotique de s2. On a

s2 = ZVar(Ui) + Z |Cov(U;, U,)|
i=1

i#]
. var cov
=5, +5,

Premiérement, d'apres,  (KI), (K3), et (DI) et un changement de variable, nous obtenons

sy = iVar(Ui)
i=1

= n_ch"(Ul)
= n{E(U]) — E*(Uy)}
~ RE(U?)

= e{ k(5 -l ()]}
o))
ey ()
_ n{h / K2(2)0* (a5 — 2h)dz — (h / K(z)v*(xz— zh)dz) }
- n{h / K2 (2)o* (an)dz — (h / K(z)v*(xkdz)) }

Cnh — Cnh?
= O(nh) — O(nh?)
— O(nh) (4.8)
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Quant au second terme, en faisant un changement de variable, (K1), (Ml) et (D2) en-
trainent,

- fe( ()] ol ) e ()]

_ '// (k_r)K(wkh_S) r, 8)drds

_ //K(xkh )v*(r)dr/K(xk_S> v (s)ds
//K(”f)K( . )]v*r 5) — v (r)v*(s)|drds
C//K(M>K( - S>drds
= Ch2// 2')dzdz'

IN

IN

Notons aussi que ces covariances peuvent étre controlées en utilisant 1’inégalité de covariance
de Davydov. On a

Vi # g, |Cov(Us, Uj) 20| Uil oo[[U; ] oo

<
< Ca(li —j|)

Pour évaluer sV, nous utilisons une théchnique développée dans Masry (|7],1986). Posons

n

= [(n=*h) %] (ou [.] note le plus petit entier plus grand que 1’argument), on peut écrire

§CV = Z |Couv(U;, Uj)| + Z |Cov(U;, Uy) (4.9)

0<li—j|<¢n [i—3|>pn

En utilisant la borne supérieure sur le premier terme de covariance pour obtenir

> [Cou(U;, Uy)| < Cnh?p, (4.10)

0<|i—j|<e¢n
Pour le second terme,

> |Cou(Us, Uyl < C Y alli—4l)

li—3|>¢n li—3|>en

< Cnla(p,) (4.11)

D’aprés (H2), en utilisant (M3),(4.10) et (4.11), nous obtenons
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57" = O(nh). (4.12)

n

Finalement en utilisant (4.8) et (4.12) nous concluons directement que s? = O(nh). Ceci est
suffisant pour étudier la quantité Ts,. En effet pour tout € et r le développe- ment de Taylor
de log(1 + x) donne

20,22 5
Ty = cw;1(1+6"2 )
rsy

_ 2,22
= Cuw,'exp —rlog 1+€n
2 rs?

n

— 2nhl
= Cw;lexp{%log (1+w)}

2
rs?

2
—regnhlog n}
2

rS:2

-1
= C(n 'A% exp {
< Cﬁ—c’agh_l(uﬁ)
o C%foleghfﬁ(ﬁ(u+1)+25+l)h%l

En utilisant (H'2) et (M3), la derniére formule peut étre considérée comme le terme général

d'une série convergente. Comme Z(Tun + T12,) < 00 et en utilisant le lemme de Borel-
n>1

/1
Ty, = O( ogn)’ p.s lorsque n — o0
n

Etudions maintenant le terme Ty,. D’aprés (K3),(Dl) et un développement de Taylor

B(v(z)) — v*(z) = E{%iK(x_hXﬂ v (a)

- %/K(m;u)v*(u)du—v*(x)

Cantelli, nous avons

_ %{h/K(z)v*(z - zh)dZ} —v*(x)

— /K(z) <v*(:c) + zhv™(%) + @v"*(@) dz —v*(x)
_ %2 K(2)220"(3)dz

= O(h?),

ou T € [x- zh, x|, et on déduit que

Ty, = O(R*) P — p.s. n — o0
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Remplacant T4, et Ty, dans I’égalité précédente, nous obtenons

supluzfo) ~ '@ = of yFE") + 0w

€

Démonstration du lemme 4.2.2.2 Voir Ould-Said et Tatachak ([20],2009).
on pose

Funtenn) = i S a5 )1 ()

Démonstration du lemme 4.2.2.3 Sous (K2) la H est bornée par 1. Ainsi,on a

Fio(a,y) — Fi(, ?J)‘ = :,Zd i GnEYi)KdCG ;nXi)H<y ;nyz>

- S ()

nhi 2= G(Y)) n fin
< a2kl e
< %) Gler)  Clar)
ol o G5

En utilisant les lemme (4.2.2.1),(4.2.2.2) le lemme (3.4) de Liang,Li ei Oi ([18],2009) et le
fait que G, (ar) — G(ar) p.s n — oo,

nous obtenons le résultat.

Démonstration du lemme 4.2.2.4 Comme 2 et [«, b] sont des ensembles compacts, alors,
il existe un recouvrement fini [, et d,d’ intervalles Iy, ---, I et Jy,---, Jq, de longeurs
wy, définis dans le lemme (4.1) et A\, = (nilhw)% et de centres zy, -+, y, et y1, <+, Ya,
respectivement. Comme 2 et [a, b] sont bornés, ils existent deux constants C; et Cy tels
que lyw, < C; et d,\, < Cy. Pour tout (z,y) € Q x [a, b] ils existent z, et y; tels que
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|z — x|l < wy et |y —y;]| < Ay. Ainsi on a la décomposition suivante

sup sup [Fin(z, y) —E[Fia(z, v)]] < max supsup|Fia(z, y) — Fiu(zr, v)|
z€Q a<y<bd 1<k<lnz€lk Y

+ lgggﬁlﬁggﬁnsgylFln($k7 y) — Fin(zg, y;)l

+max max [Fy(ep, y5) = EF(e, )]

+ max max SS}DIE[Fm(ka, yj)] = ElF 1 (e, v)]|

+  max supsup [E[F1,(ze, y)] = E[F1a(z, 9)]|

= Jln + Jon + J3n + Jan + I

Commengons par étudier Jy,,. Les hypothéses (K1) et (K2) donnent

(5 ()
: z ( )(h‘“)

supsup\l:“l,n(x, Y) _Fl,n<xk7 y)| =
:EGIk Y

y— plx — x|
< H
= 5P ( h )’G(w)w
y—Y; puCuwyy
< H
= P ( h )G(awhlw

C/h—l—ﬁ(n—lhl—iﬂﬂ)%
= O((nh)"'?).

A partir de (HI), nous obtenons

nh

1 sup sup |F1,n(x7 y) - Fl,n(xkrv y)| = 0(1)
0N zcQ a<y<b

En utiliant les mémes étapes, on peut montrer la méme chose pour Js,. Etudions maintenant
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le terme Jo,

sup [Fin(z, y) — Finlzn, y))] =
yer

yj_Yi
— H
)
zk — Xi\ plly — 5l
< K
< (") G
_X. B
< K T — X nCAY
- h G(ap)h!ts

C’h_l_ﬁ(n_lhw)%
— O((nh?)7?).

D’aprés (H1), on obtient

nh . 3
sup sup |Fin(2r, v) — Fin(2e, v:)| = o(1
logn xega§y2b| 10(Tk; Y) 1(Ths Yy)] (1)

En utilisant les mémes étapes, on peut montrer la méme chose pour Jy,. Passons maintenant
au dernier terme Js,, pour tout € > 0, on a

P{max max [Fin(ze, 45)~E[F1a(ar, y7)]l > €} < laduP{[Fra(er, 1) ~ElFia(zr, y)]l > €}

1<k<in 1<j<dn

. Posons, pour tout ¢ > 1

W (on, ) = n—"h{ G(;i)K(xk . Xi)H<yj ;Yi)

-l ()l

Sous (Kl) et (K2), les variables aléatoires V; = nh¥(zy, y;) sont centrées et bornées par
2,LLMOM1

G(CLF

=: C < oo. Alors, en appliquant 'inégalité de Fuck-Nagaev ([10]), on obtient pour
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toute >0etr>1

Z \Ijn<xk7 y])
=1

n

v,

i=1

P{ max max

1<k<in 1<j<dn

>€} = P{ max max

1<k<In 1<j<dn

> nhe}

n/ r \vt! 2n2h?\ 2
< )
- lndn{r(enh) +(1+ rs? ) }
v+1 E2n2h2\ 2
< -y
< CiGalwndn) {r(enh) +<1+ rs? ) }

_ _ v+1
_ —11428Y 53 (,~ 11,28\ 53 ﬁ(L)
C(n )77 (n I el Gy
. - 2n2h2 -
rs2

< Cn%h_(%ﬂ)% (L)”H
- enh

n
2,272\ 7
FCHE TC Al S
rs?
= Jain + J3om (4.13)
Ou
sn=Y_ > |Cou(Vi, V).
1<i<n 1<5<n
En posant
r = (logn)'™ ot d >0, et e = ¢ l‘fh”, pour € > 0

J3in = Cnéh_(;ﬁH)?(L)IJH
enh
— Cpip Gty (log n)* 07" T
(logn)1*9 \  €5y/log nnh
— Cn%“’%”h*(%*mh_%z(logn)(lJr‘s)”(logn)_%ﬂea(yﬂ)

ea(u—i-l)n%-&-l— v (10g n)(1+5)1/7 mi2 h—ﬁ(1+45+5(1+1’)‘

= C

Dongc, en utilisant (H2) et (Hl), nous obtenons

Js1n < Cey " (log n) 140~ A E =5 5 (1H4B+B(14))

Sous les conditions sur 5 et n, Jsy, est le terme générale d’une série finie. Examinons main-
tenant le terme J3o,. premiérement, on commence par calculer

s2 =nVar(Vy) + Z |Couv(V;, V).
i#]
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On a
Var(Vy) = B[V} - EV|]

-l () ()

e )

= W; - W,
On a

ot ()] = S (" )
- /G([;l)l‘ﬁ(yj;gh)f(yl/xl)dyl
et (%)

Alors

Wy

= i [ ()
_ GZ‘F) / K2(2)0" (2, — 2h)dz
_ G’(ZF) / K2(2)0" (24)dz

< Ch

|
o
=

Un développement analogue donne que Wy = O(h?), qui implique que nVar(Vy) =
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O(nh). Pour |Cov(V;, V)|, (MI), (KI), (K2), (D3) et un changement de variable donnent

|Cov(Vy, V)| = |E[Vivj]—2E[Vi]E[VJ]|
- [elamiarn (5 (e (5 (2
- e[ (* hX)H(yiEY")}E[GW(”EXJ')
STt ()
. (u,r, s, t)dudrdsdt — // a K<xkh_u)H(y;r)
/ / (5 (™ t)ff*s’”dsdf\
o ]G (5 s
H( _ )yf (w7, 5,t) — f1i(u, v) f5(s,t)|dudrdsdt
//// (Ik_r) (yi;T)K(“h_S)H(y’h >dudrdsdt
- Ch4//// VK (') dzdvdz' dv'

= O(hY) (4.14)

IN

IA

A partir d'un résultat dans Bosq (1998, [4]), on a

|Cou(Vi, V;)| = O(a(li — jl))- (4.15)

Donc, d'aprés(4.14) et (4.15) nous obtenons pour ¢, = [(n"'h)7 ] (ou [.] représente
le plus petit entier plus grand que 1)

S ICou(Vi, VI = Y [Cou(Vi, Vi)l + Y [Cou(Vi, V).

i#j 0<li—jI<wn [i—j[>en
< Y ot Y Calli— )
0<]i—j|<wn li—jl>¢n

< Cng,h* + Cn’a(p,).
D'apres (H2) et (M3), on a

> " [Cov(Vi, V)| = O(nh)
i#]
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Donc s = O(nh)
Passant maintenant au terme Jsz,. En prenant r et € habituelles, on voit que

2,252\ T
J3on = Cn}?h_(;ﬁﬁ)(l—% ‘ nzh ) 2
rs?
_ 2,272
— Cprh (572 exp {—Tlog (1 + cnh )}
2 rs?
e 2272
= Cnih 2 exp —renh
2 rs?
-1
< Cnoh~ (2512 exp {763 log n}

= Cnih (5t exp{log n_TIEQO}

D’aprés (H2) et (M3), cette derniére peut étre considérée comme un teme général d )une série
finie. Par conséquent Z(J 31n + J32n) < 00. Donc par le lemme de Borel- Cantelli le premier
n>1

terme de (4.13) tend vers 0 p.s et pour n suffisament grand, on a Jz, = O 1‘;% .

En regroupant les résultats de Jy,,, Jon, J3n, Jan €t J5,, on compléte la démonstration du
lemme. Pour le terme Ls,, on réprend les mémes étapes de la preuve du terme Ty, dans la
démonstration du lemme (4.1) et on montre que pour n suffisamment grand que

Ly, = O ( l‘fh") ,  P.S, n — oo.

Finalement, par un changement de variable, un développement de Taylor, les conditions (K3)
et (D5), on a

Bli,(e)] ()] = E (%Z AL ;XS) ~ ()
. /K(m —_ u)v(u)du —v(x)

h h
1

= ﬁ{h/K(z)v(a: —zh)dz} — v(z)

— /K(z)(v(az) + zh'(Z) + <Z;> v"(2))dz — v(w)
h2

= 3 K(2)2%v"(%)dz,

ou & € [x—zh, z|. Alors, on obtient

Ls, = O(h?), ps n— occ.
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En regroupant les résultats précédentes, on conclut le résultat final.

Démonstration du lemme 4.2.2.5 Voir lemme (6.2,[17]) dans Lemdani, Ould-Said et
Poulin (2009).

Démonstration du lemme 4.2.2.6

on définit
On(z) = ﬁ Zz:; G(lyl)K(U —th>
On a
sup |v, () — U((L’)‘ < sup |v,(z) — 17,1(:6)‘ + sup |Up(z) — E[ﬂn(x)} ‘
z€Q z€Q z€Q
+ ilelg E[ﬁn(x)} —v(x)‘

- Lln + L2n + L3n

Commencons par le terme Ly,. on a

21615 vp(x) — v(m)‘ =

A
|~
/N
&
>
=
N—
Q
=
S
|
=

Y Y S

Gulap) Glap) Gnlar) Gnlar)
< syl e Gl G

" Gn(CLF) Gn(ap)G(aF)
En utilisant les lemme (4.2.2.1), (4.2.2.2) le lemme (3.4) de Liang,Li ei Oi ([18],2009) et le

fait que
Gn(ar) — G(ar) p.s mn — 00, nous obtenons

log1
Lm:o(,/w), b m o oo (4.16)
n

Et

logn

n

L2n20< ), p.s M — 00 (4.17)

Finalement,par un changement de variable ,un développement de Taylor,les conditions (K3)
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et (D5), on a

E[ﬂn(x)} — v(z)

h; / K(2)2%0" (%)dz,

Ou Z € [x — zh,z]. Alors,on obtient

L3n = 0<h2>

En regroupant les résultats (4.16), (4.17) et (4.18) pour conclure le résultat final.

p.s

n — oo

(4.18)



Chapitre 5

L’estimation du modéle de troncature a
gauche : Cas fonctionnel

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier la convergence uniforme presque sure de 1’esti-
mateur & noyau du quantile conditionnel pour des données tronquées a gauche défini dans le
chapitre précédent sous des conditions d’un certain type de l'indépendance dans un espace
de dimension infiné.

5.1 Modéle

Soit Y et T deux variables aléatoires réelles de fonctions de répartition inconnues F et
G respectivement. Soit X un vecteur aléatoire de covariable de dimension d de fonction de
répartition V(.) et une densité v(.). Soit (X;,Y;,T;), N copies iid de (X,Y, T), sous le modeéle
aléatoire de troncature a gauche Y et T sont observées seulement si {Y > T'}. Pour éviter
toute confusion, nous allons noter (X;,Y;,7;), 1 <i<mn, n < N, lasous suite observée
(i.e Y; > T;)). La vrai taille n de I’échantillon observé est une variable aléatoire distribuée
selon la loi Binomiale de Parameétre N et pou p=P(Y > T'). 1l est clair que si a = 0, aucun
donnée n’est observée. Pour cela, nous supposons, dorénavant, que p # 0 d’aprés la loi forte
de grand nombres on a, lorsque N tend vers oo.

. n

an:N—Hl, p.5

L’estimateur de la fonction de répartition de Y sachant X = z donnée par

Fuly/z) = angﬁzmnim[{(y_n)

) hn,H
=1 hn,H hn,H
- o - Xil|
O

Ou K est un noyau, H est la fonction de répartition et h, x = hx (resp. hy, g = hy ) est une
suite des valeurs réels tend vers zero quand n tend vers U'infini.
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Pour tout p € (0,1), Pestimateur naturel du quantile conditionnel d’ordre p est donné par

G = inf{y : F(y/x) > p}

5.2 Cas1.1.d

5.2.1 Convergence uniforme presque sture
On suppose que 0 = ag < ap et bg < bp,T; et (X;,Y;) sont indépendant et arp < a < b <
br. On note B(z, h) une boule de centre = et de Rayon h, W; = ||z — X;|| et
]P’(XZ- € B(z, h)) = P(W; < h) = F,(h)

et € est un sous compact de S et n(u) est un voisinage de u
— (H1) 11 existe trois fonctions g(.), ¢(.) (supposée croissante) et go(.) tel que

i Fr(hk) = g(x)p(hx) + 0(o(hx))

h
ii pour tout u € [0, 1], h}l{iinoo ¢q§?h;f)> = h;l(iinoo Eny () = go(u)

ess . Fx(hK) /1 /
1 — =0 ) =K(1) - K (t du.
iii h;rgoswtélg o) a19(x) , ol a (1) i (t)en(u)du

— (H2) le noyau K est positive et a assez compact dans [0,1] de classe C' sur [0, 1],
K(0) > 0et K(1) > 0 et sa dérivée K est tel que,

—00<Cy < K'(t) < Cy <0, sur [0,1]

— (H3)la probabilité conditionnel vérifiée la condition de Hélder pout tout variable et il
existe deux constentes strictement positive 3 et v tel que

i V(y,y2) € R% (21, 22) € V() x 9(x),

_|_

B
‘ Y1 — Y2

Flnker) = Flonden)] < Co[Jer — 2

ot ¥(x) est un voisinage de u, C, est un constante dépend de x
i [ |2]"H (2)dz < oo, H' est bornée.
— (H4) Sur le paramétre de lissage
n—oo 1 n—oo
S 1s ogn
- (ii) lim ————~
( ) n—00 n¢x(hK>
— (iii) lim nhgy/logn = +o00
n—oo

Sous ces hypotheses, on obtient le résultat suivant :

=0
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5.2.2 Résultat
Théoréme 5.2.1. Sous les hypothéses (H1) — (H4), on a :

~

o B o loi
sup Gpan(2) = Gp(@)| = o(hik) + o(hy) + < n@(’%)) S

Démonstration : La preuve de ce théoréme est basée sur la décomposition suivante :

Ve >0, n(e) = min{F(G(x) + elz) — F(Gp(x)]x), F(Gp(x)]x) — F(Gp(w) — €z)}

En suite
Ve>0,Vy >0, [G(z) —y| < e=[F(G(a)|z) — Flylz)| = nle).
Donc,
Sup [F(Gpn(@)]2) = F(Gp()|x)] = [F(Gpn(@)]7) — Fa(Gpn()|2)]
< sup sup |Fu(ylz) — F(ylz)|
z€ y€la,b]

Donc, il suffit de montrer

] - )| = o s o(h? o bi s
sup sup |F(yl2) = Fulyle)| = o(h) + (1l + ( n%(hK)), .
On a,
Fulylz) = Flyle) = %—F(W)
1 o ~ ~
G {va Y) = ¥n(2,y) + Pulz,y) — Egu(a, y>}

- F<y|ZL‘) {gn(x) - gn(x) +§n<x) - Egn(x)}

+ gntx) {aaﬂ/)n(x, y) — {/;n(x, y) — F(y|z) (aayg,(z) — gn(x))}

Pour montrer les résultats précédents, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 5.2.1. sous les hypothéses (H1) et (H2), on a

(s (2520 o

Lemme 5.2.2. sous les hypotheéses (H3) (ii), (H4)((ii) et (iii)), on a

sup
zeS

— 0 quand n — oo (5.1)

sup () — Eg(a)] = 0 ( (5.2)

zeSs
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Lemme 5.2.3. sous les hypothéses (H2), (H4), on a

sup g (2) — Gu(2)] = 0 (nV/?)

zeSsS

Lemme 5.2.4. Si les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaits, alors

sup IE(gn(z)) — aarg(z)] =0 (n"?), n— oo
S

Lemme 5.2.5. Sous les hypothéses (H1), (H2), on a

sup sup
z€S y€la,b]

Unl,9) = Gule,y)| = 0072, P, oo

Lemme 5.2.6. sous les hypothéses (H1), (H2) et (H4 (i)), on a

sup sup

1 1/2
ogn

) , PSS n— o0
z€S y€la,b] )

Lemme 5.2.7. sous les hypotheses (A3) (ii), (A4) (ii) and (iii), on a

Jv > 0, 5 P (1n£§n(x) < v) < 00
zE
n>1

Lemme 5.2.8. sous les hypothéses (H1), (H4), on a

Unl(z,y) — Edby (2, y)‘ =0 (

sup s [85,(5.9) = oo, )] = 0010 + 0. n— o
z€S y€la,b)

Démonstration du lemme (5.1) :

On a
ol (5 (U)o ] hKK(hK)dP'x e
K(};(};K hK / K'(u)Fy(hgu)du

- (0 /K'@Kdﬁ[m—mn

(5.3)

(5.4)

(5.6)

(5.8)

On trouve la derniére égalité a cause de ’hypothése (Al — ii) qui converge vers a;g(x) quad

n — oo

Démonstration du lemme (5.2.2) : Comme S est un compact de R, alors, on peut extraire
un recouvrement fini S C |, B(zx,7,) ot B est la boule centré en z; de rayon 7,. En
autre, on suppose qu’il existe une constante C' positive tel que l,r, = C. Pour tout z € S,

k(x) = arglglgigll d(zy,x). On a

90 (z) — Egun(z)] = [gn(2) — Gn(2r(a))|
+ |90 (@r) — EGn(@r@)| + |EGn(@r(z) — Egn(z)]
= Gi(z) + Ga(x )+G3( )
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h2o(hk)\ '
D’aprés 'hypothése (A3, i) et r, = (M) , alors
n

SUP|G | < O‘HK/Hoon —l‘k(m)H _ a||K’HOO7~n _ a||K,Hoo
res = hx hro(hr) — (nh%d(hy))Y/?

Pour n est assez large, on a T3 = T3 =0
Pour le terme G5, on pose

Vilax) = m (K <W) —E (K (W)))

= % ,Zl Vi(z)

Tel que,

Donc, on peut trouver facilement

o||[Kllw
Viml < 500G ar) ~
Et

Rl e

L’utilisation de l'inégalité de Bernstein([3]), permet d’écrire :

In
P{max sup ’GQ (Th(o |>6} < ZIP’{ sup |G2(xk(x))|>e}
)

1<k<ln z€B(z),mn 1 z€B(z,r)

k
= lnknllax P{‘GQ Th(a ‘>e}

S )

Tn

logn 1/2
En choisissant, r et € = ¢ ( ) , pour tout €y > 0, on obtient
ng(hi)
1/2 /62 a
Jy <20 (l"i> x S S
nhx(hi) (n2hg logn)"
Pour O ar)
—en - =s+v >0
af [ K]l
On a,
logn 1/2 1
Jy < 20 (—) Y ‘01
’ nhgd(hi) (n2hy logn)*/?

résultat.
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Démonstration du lemme (5.2.3)

On a,

sup g, () — gn(z)|
€S

Avec

- 1

= sup
€S

no(hr) i

sy S ()

o — @
_ ( o) + sup |G,(y) — G(y)!) sup v, ()]

Gn(ar)G(ar) a<y<n veS
_ 1 |z — Xz‘H)
a ”¢(hK)K ( hx

Vn ()

On la convergence de G, (ap) — G(ar) et sup |Gn(y) — G(y)| = 0(n~'/?) (voir la remarque

a<y<b

6 dans [19]). Les hypothéses du lemme (10) de ([8]) permet d’ecrire sup |v,(z)| = 0(1)
x€eS

on obtient

62n_OéO

Ei(x) =Wi(x) + Zi(z) +

Gn(1 = Fo(z—))  Go(l — Fo(z—))
Ry () R(x)

FRG [ 1 RS

i=1

1 n log®
- o s+ ()

(I(V; <z <U;)) — R(x)), i=1,---,n

R(z)

est une suite des variables indépendants et identiquement distribuées tends vers zero.
Démonstration du lemme (5.2.2)

Nous avons

«

¢<hK>E[G<1Yl>K(Hx ;KXM):

o Lyvisty - llz — X4 ]
¢<hK>E{ElG<Y1> K( e )'XI’YIJ

«

1 |z — X1
¢(hKE|:G(Y1)K( I )E[l{mzn}

¢(ZK)]E {K (Wﬂ

E[gn(z)] =

Xl,}ﬁH
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A T'aide du lemme (5.2.1), on obtient le résultat.
Démonstration du lemme 5.2.5

i) Z anYl)K<Hx ;KXi||)H(y;HE)
) Z G&)K(Hx ;KXi||>H(y;—f)‘

la, — af
: { Gn(ar) * Gn(ar)G(ar) asggsz;”(y) - G(y)‘}Njn(xay”

(2, y) = Wi[((w>}](y;—f)

=1

Un(e,y) = Dl y)| =

Avec

De la méme maniére que le lemme 5.2.3 avec le lemme (3.3) dans (|9]) pour j = 0, on obtient

sup sup
z€s a<y<b

Un(2,y) — Un(z, y)‘ — 0<n1/2>

Démonstration du lemme 5.2.6
Pour s, on utilise le méme recouvrement du lemme (5.2.2). Puisque [a, b] est un sous compact
réel de R, on peut extraire un nombre fini j, de longueur [a,b] C U™, I, ot [y = (ys — tp, Y1+
Up)y Jn = % ety = argte(min ly —t|, on a

sup sup %(fv,y)—E[%(ﬂc,y)H < sup sup |¥n(z,y) — Unlzk, y)
€l y€la,b] z€Y y€Ela,b|
T
+ sup sup V() — V(@ 1)
z€Y y€la,b]
T
+ sup sup %(ka,yt)—E[Jn(%yt)]
z€Y y€Ela,b|
T3
-+ sup sup E[Jn(xkayt)} _E[Jn(xkat)}
z€Y y€Ela,b]
Ty
+ sup sup E[@Zn(xk,t)} —E[@Zn(x,t)]
€Y y€la,b]
Ts

Comme la H est limitée par 1, puis nous revenons directement au Lemm (5.2.2) avec le méme

choix de ¢, on a
logn 12 logn 1/2
P< T e =P T _— =
7> =) » =\ () ’
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D’aprés la condition liptshizienne

'(Zn(xk; y) - {/;n(xk? yt)

y—Y; Y — Y, Hx_XzH
Y = o N | gl I a1
(hH ) ( hy )‘ ( hi

C!:L/-%!( a1 (W—XM))
< sup su K

T ey hm \no(hx) Zizl G(Yy) hie

< O—" supuy,(w)

huG(arp) zes

D’aprés lemme on obtient
| 1/2
~~12 avec v > 0 et avec (A4,7ii) nous obtenons = = O <m§(%> :

sup sup
€Y y€la,b]

IN

sup sup Z G

z€X y€la,b] n(b hK

En choisissant u,, = n

pour n est assez grand et pourtout les € > 0, nous obtenons

“fra(s) b orlrea () oo

Pour le terme T3, il est clair que

ln tsp
P(T5>¢) < ZZIP’( sup sup

xGB(azk,rn) yte{tl ~~~~~ tan}

Un(Th, Y1) — E[Jn(xka yt>:| ‘a?)

IN

Spl, max max P
k‘:l, 7l’n« yte{tl 7777 tan}

o= (B S0 () o (L (20

Les mémes arguments du lemme (5.2.2) utilisées et le fait que H < 1, on déduit que

U@y ) — E[Jn(% yt)} ‘ > s)

Soit

C'o||K||s
Glar)g(hr)

Maintenant,nous appliquons I'inégalité exponentielle de Bernstein(|3]) pour obtenir

—C’/n€2¢(hK)G(aF) }
20| K]

EIN < 2||K]|o|HI < C, et EJN* <

P(T3 > €) < 2s,l, exp{

_ 20 eXp{—C’ne2qb(hK)G(aF)}

iy, al | K|
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le méme choix de r,, u, et € donnes

20 X n”+2_£iﬂiﬁggﬁfﬁgd
(”2h%<¢(hf<))l/2

G ne”dlhy)Car) "iﬁfﬁﬁf(“” =34+ v+ avecy >0

logn 1/2 1 1/2 1
P(T: <20 ———— _— 7
(Ts>€) < (nhK¢(hK)) % (nhK logn) X

Par les deux hypothéses (A4, (i), (ii7)), on déduit le résultat du lemme.
Démonstration du lemme 5.2.7
D’aprés 'égalité suivante

Ce qui nous permet de conclure, en choisissant

inf go(v) 2 inf E[g,(z)] — sup |9n () = E[gn ()]

et lemme , on obtient le résultat.
Démonstration du lemme 5.2.8 On a,

E[dn(z.y)] = ¢(§K>E{G(1YI)K<||$;len)H(y;_Hn)]
- ¢(ZK)E{G(1Y1)K<H$;KX”')E{H(?J;—?)‘Xlﬂ

(] - (s
=/ H'(2)F(y — zhy|X1)dz

Ainsi,

_ / H'(2)[F(y — zhu|X1) — F(y|2)ldz + F(y|z)

Puisque la fonction H'(.) est la densité de probabilité

BT = 5B gk () [ G - sl - ol
b i rns | gk ()
= L1+ Ly

A Taide du lemme , Ly tend vers & aa;?(z,y) quand n — oo.
D’aprés 'hypothése (H3), on a

[ HOIF@ - halX) - Flolds < C, [ B0 +1Phy)a:
R R
< C.hi +C.h), / 12|V H'(2)dz
R

Il est clair d’aprés (H3,ii) et Lemme (5.2.2), L; tend vers zero quand n — oo.



80

L’estimation du modéle de troncature a gauche :

Cas fonctionnel




Conclusion

On peut mensionner les remarques suivantes :

ce probléme trouvera une solution original, en effet le fléau de la dimension est la
dégradation de la vitesse de convergence par rapport a I’augmentation de la dimension.
Dans le cas de dimension infini, nous avons une dégradation de la vitesse de convergence
par rapport a la faible concentration de la mesure de probanilité de la variable explicative
fonctionnelle.

Ainsi, une solution originale de ce probléme est le choix de la semi-métrique qui donne
une forte concentration de la mesure de probabilité de la variable fonctionnelle.

Les vitesses des convergences obtenues sont insensibles aux corrélations des observations.
Cependant, certaines hypothteses suppléementaires ont été introduites afin de prendre
en compte la dépendance des observations.

Cet estimateur peut utiliser pour construire des intérvalles de confiance et de faire de
la prédiction en séries temprelles.

Les hypothéses de la dépendance sont ajoutées pour completer les données indépen-
dantes qui n’a pas toujours raisonnable en pratique.
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