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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons au problème de la prévision en considérant des
modèles complètes et incomplètes non paramétrique pour le quantile conditionnel dont la
variable explicative est réel et fonctionnel. Plus précisément, les points étudiés entre une
variable réponse réelle et une variable réel et fonctionnelle est le quantile conditionnel. Nous
établissons la convergence presque complète, la normalité asymptotique d’un estimateur à
noyau. Ces propriétés asymptotiques sont obtenus sous des conditions assez générales telles,
l’hypothèse de mélange forte et l’hypothèse de concentration de la mesure de probabilité de
la variable explicative fonctionnelle. Le modèle des quantiles conditionnels est abordé dans la
deuxième partie est traité comme fonction inverse de la fonction de répartition conditionnelle
qui est estimée par un estimateur tronquée à gauche. Sous les mêmes conditions que celles du
modèle précédent, nous donnons l’expression de la vitesse de convergence et nous démontrons
la normalité asymptotique de l’estimateur construit.
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Introduction

L’estimation des quantiles conditionnels joue un rôle cruciale. elle est utilisée comme outils
de prévision, pour la détermination des intervalles prédictive. la détermination des courbes
des références ou à la détermination d’événements rares. la modélisation via l’estimation des
quantiles conditionnels est mieux sensible à ce type d’erreurs qui proviennent d’une mauvaise
lecture ou d’un mauvaise enregistrement. L’objectif de ce mémoire est d’étudier cette alter-
native de prévision non paramétrique dans le cas des données réels et fonctionelles par des
données complètes et incomplètes.
Dans le cas des données complètes, de nombreux résultats ont été énoncés ; Roussas (1969,
[21]) a montré la convergence et la normalité aymptotique de l’estimateur du quantile condi-
tionnel sous des conditions de Markov. Gannoun (1989, [?]) a étudie les propriétés de l’estima-
teur de Collomb dans le cas de données indépendantes et identiquement distribuées puis α−
mélangentes. Stone ([22], 1977) a étudié l’estimation des quantiles conditionnelles. Il a obtenu
la convergence en probabilité d’un estimateur basé sur l’estimation empirique de la fonction
de répartition conditionnelles. En 1989, Samanta ([23]) a établit la normalité asymptotique et
la convergence uniforme de l’estimateur à noyau de quantiles quantiles conditionnels dans le
cas iid. ([2], 1991). Berlinet , Gannoun et Matzner (2001,[2]) étandent ces résultats aux don-
nées non indépendantes. ils considèrent le procesus (Xi, Yi) stationnaire et α− mélangeant.
ils énoncent des théorèmes qui établissent qu’un estimateur convergent du quantile construit
à partir d’un estimateur convenables de F(./x) est asymptotiquement normal.
Dans le cas fonctionnel, les premiers résultats ont été obtenue par Cardot et al. ([5], 2004), ils
ont construit un estimateur des quantiles conditionnels par la méthode de fonctions splines
en considérant des observations iid la convergence presque complète et ont été généralisé au
cas α-mélange par Ferraty et al ([?], 2005). Ezzahrioui et Ould-said ([6], 2005) ont étudié la
normalité asymptotique quand la variable explicative est dans un espace normé vérifiant une
condition de type fractale généralisé. Niang et Laksaci ([11], 2006) ont établit la convergence
en norme Lp, la convergence presque complète et la normalité asymptotique sous l’hypothèse
de concentration de la mesure de probabilité de la variable explicative. Plusieurs approches ont
été développées pour l’estimation des quantiles conditionnels. L’approche paramétrique peut
parfois être mal adaptée à la réalité des données en particulier biologiques. Une approche non
paramétrique du problème a alors été développée afin de pallier les problèmes d’hypothèses et
de modélisation paramétriques. De nombreux travaux récents ont été menés pour l’estimation
non paramétrique des quantiles conditionnels aussi bien dans un cadre théorique que sur le
plan des applications. Ces méthodes ne nécessitent pas d’hypothèse sur la nature de la distri-
bution. Les quantiles conditionnels sont fréquemment utilisés en statistique. par exemple, la
médiane est un indicateur robuste de la tendance centrale d’une population, l’intervalle inter-
quartile est un bon indicateur de sa dispersion. Dans la pratique, les domaines d’utilisation
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de quantiles sont assez variés. Les quantiles représentent également un moyen robuste de pré-
vision. En pratique, ces quantiles sont calculés suivant un crictère d’ordre sur l’observations.
Pour mieux apprendre les quantiles conditionnels, nous allons approfondir cette étude au cas
ded donnés aléatoirement tronquées à gauche. Gürler, Stute et Wang ([14], 1993) ont donné
une représentation pour la fonction quantile et sa normalité asymptotique. Son extension aux
analyses de séries temporelles a été obtenue par Lemdani, Ould-Saïd et Poulin ([17], 2005).
Une note sur l’estimateur de la limite de produit sous la censure à droite et la troncature
à gauche (1987)), Anderson, Borgan et Keiding ([1], 1993). Ces données se produisent en
astronomie et en économie (voir Woodroofe ([24]), He et Yang ([15]).
Le présent mémoire est divisé en quatre chapitre et il considère les deux cas des observations :
i.i.d et le cas mélane fort.
Le premier chapitre est consacré à l’introduction des définitions et outils techniques utilisées
pour l’élaboration de nos résultat. En particulier, nous rappelons la définition de processus
de mélange, les définitions de différents modes de convergence. On trouvera aussi dans ce
chapitre un nombre très important outils intéressant pour l’élaboration des résultat obtenus.
Dans le deuxième chapitre, on considère le cas des observations indépendantes identiquement
distribuées et on établit sous des conditions générales la convergence presque complète et la
convergence en normalité asymptotique de l’estimateur à noyau du quantile conditionnel. On
trouvera aussi le cas des obervations dépendantes, nous avons opté pour des conditions un
peu plus restrictives, mais, qui donne la même vitesse de convergence du cas i.i.d.
Dans le troisième chapitre, on obordera le cas fonctinnel, nous avons opté pour des conditions
dans un espace de dimension infini.
Le quatrième chapitre est consacré à des données incomplètes dans le cas tronquée à gauche
par des données indépendants et dépendants.
Le dernier chapitre est consacré à l’étude de ce dernier modèle au cas fonctionnel.
On trouvera aussi quelques commentaires sur notre résultat.



Chapitre 1

Définitions et Notations

L’analyse de survie est un domaine des statistiques qui trouve sa place dans tous les
champs d’application où l’on étudie la survenue d’un évènement. L’objectif de cette analyse
réside dans l’analyse du délai de survenue d’un évènement dans un ou plusieurs groupes
d’individus. Dans le domaine biomédical, par exemple, plusieurs évènements sont intéressants
à étudier : le développement d’une maladie, la réponse à un traitement donné, la rechute
d’une maladie ou le décés. Une des caractéristiques des données de survie est l’existence
d’observations incomplètes. La censure et la troncature font partie de processus générant ce
type de données. Dans ce chapitre nous allons rappeler quelques notions de base dans l’analyse
de survie pour rendre la lecture plus facile.

1.1 La durée de survie et la date d’origine

La durée de survie, notée par T , définie comme le délai écoulé entre deux états (états 0
et1). Pour définir ce délai il est nécessaire de définir une date d’origine qui est la date de
début du phénomène étudié. Par exemple, dans l’étude de l’évolution d’une maladie, la date
d’origine T0 est la date de début de la maladie et si on s’intéresse à l’âge du sujet à la survenue
de l’évènement, la date d’origine sera la date de naissance du sujet T0 = 0. Chaque individu
peut avoir une date d’origine différente.

1.2 Troncature

Les troncatures différent des censures au sens où elles concernent l’échantillonnage lui
même. Ainsi une variable X est tronquée par un sous ensemble éventuellement aléatoire A de
R+ si au lieu de X, on observe X uniquement si X ∈ A. les points de l’échantillon tronqué
appartient tous à A, et suivant donc la loi de T conditionnée par l’appartance à A. Il ne faut
pas confondre censure et troncature. S’il y a troncature, une partie des individus (donc desXi)
ne sont pas observables et on n’étendie qu’un sous-échantillon (problème d’échantillonage).
le biais de sélection est un particulier de troncature.
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1.2.1 La troncature à gauche

Soit Z une variable aléatoire indépendante de X, on dit qu’il y a troncature à gauche
lorsque X n’est observable que si X > Z. On observe le couple (X,Z) avec X < Z. Par
exemple, si la durée de vie d’une population est étudiée à partir d’une cohorte tirée au sort
dans cette population, seule la survie des sujets vivants à l’inclusion pourra être étudiée (il
y a troncature à gauche car seuls les sujets vivants à l’inclusion pourra être étudiée (il y a
troncature à gauche car seuls ayants survécu jusqu’a la date d’inclusion dans la cohorte sont
observables.

1.2.2 La troncature à droite

De même il y a troncature à droiÌte lorsque X n’est observable que si X < Z.

1.2.3 La troncature par intervale

Quand une durée est tronquée à droite et à gauche, on dit qu’elle est tronquée par inter-
valle.

1.3 Définitions et Notations

Soient (Ω,A, P ) un espace de probabilité et {∆i}i∈Z une famille des variables aléatoires dé-
finie sur (Ω,A, P ) à valeurs dans un espace probabilisable (E, ξ). On note (σji )i 6=j dans Z∪{−∞,+∞},

la tribu engendrée par {∆k, i < k < j} et par L2(σji ) l’espace des variables aléatoires σji -
mesurable et de carrée sommable.

Définition 1.3.1. Soit {∆i}i∈Z une famille des variables aléatoires définie sur (Ω,A, P ) à
valeurs dans un espace probabilisable (E, ξ). On dit que la famille {∆i, i ∈ Z} est α- mélangent
si la suite

αn = sup
{k∈Z,A∈σk−∞,B∈σ+∞

n+k}
|P (A ∩B)− P (A)P (B)|

tend vers 0 quand n tend vers l’infinie. La suite αn est appelée coefficient de mélange forte.

Définition 1.3.2. On dit que une famille {∆i, i ∈ Z} de variables aléatoire á valeurs dans
un même espace probabilisable (E,ε) est algébriquement α-mélangeante, s’il existe deux
constantes c∈R∗+ et a∈R∗+ telles que les coefficients de melange verifient

α(n) ≤ cn−a.

Définition 1.3.3. On dit que une famille {∆i, i ∈ Z} de variables aléatoire á valeurs dans
un même espace probabilisable (E,ε) est géometriquement α-mélangeante, s’il existe deux
constantes s∈R∗+ et t∈]0,1[ telles que les coefficients de melange verifient

α(n) ≤ stn.
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Définition 1.3.4. Une fonction K de Rp dans R est dite noyau d’ordre k, k ∈ N∗, si :

Ti1,...,ip(K) = 0, ∀(i1, . . . , ip) ∈ Rp
∗ vérifiant ij < k, 1 ≤ j ≤ p.

et
Tj(K) 6= 0, ∀j ≤ k.

où
Ti1,...,ip(K) =

∫
Rp
ui11 , . . . , u

ip
p K(u1, . . . , up)du1, . . . , dup.

et
Tj(K) =

∫
Rp
ukjK(u1, . . . , up)du1, . . . , dup.

1.4 Outils
Lemme 1.4.1. ([10]) Soit ∆1, . . . ,∆n des variables aléatoires réelles centrées, indépendantes
et identiquement distribuées, telles qu’il existe deux réels positifs d et δ vérifiant :

|∆1| ≤ d et E∆2
1 ≤ δ2.

Alors, pour tout ε ∈]0, δ
2

d
[ on a

p

[
n−1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣∣ > ε

]
≤ 2e−

nε2

4δ2 .

cette inégalité a été donnée par W.Hoeffding en (1963, ([10])). Les lemmes suivants donnent
les deux version de l’inégalité de Fuk Nagave

Lemme 1.4.2. ([10]) Soit{∆i, iεN} une suite des variables aléatoires réelles α-mélangeante,
de coefficient de mélange αn vérifiant :

∃c ∈ R∗+, a ∈ R∗+ α(n) ≤ cn−a

et si ∀i, ‖∆i‖∞ <∞, alors, pour tout ε > 0 et r > 0, on a

P

[
|

n∑
k=1

∆k| > 4ε

]
≤
(

1 +
ε2

rS2
n

)−r
2

+ 2ncr−1

(
2r

ε

)a+1

. (1.1)

Pour calculer l’expression de S2
n, définie dans le lemme précédent, on utilise le lemme

suivant :

Lemme 1.4.3. ([10]) Soit{∆i, iεN} une suite des variables aléatoires réelles α-mélangeante,
de coefficient de mélange αn vérifiant :

∃c ∈ R∗+, a ∈ R∗+ α(n) ≤ cn−a

et si ‖∆i‖∞ <∞,∀i, alors, pour tout ε > 0 et r > 0

S2
n =

n∑
i=1

n∑
j=1

|cov(∆i,∆j)|.
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pour calculer l’expression de S2
n, définie dans le lemme précédent, on utilise le lemme

suivant :

Lemme 1.4.4. ([10]) Soit{∆i, iεN} une suite des variables aléatoires réelle α-mélangeante,
de coefficient des mélange αn, telle que ‖∆i‖∞ <∞,∀i. On a pour tout i 6= j :

|cov(∆i,∆j)| ≤ 4‖∆i‖∞‖∆j‖∞α|i−j|.

Lemme 1.4.5. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires définies sur le même espace
probabilité, indépendantes. Supposons que, pour n ≥ 1, Xn ait une espérance finie µn et

un écart-type fini σn, et posons S2
n =

n∑
i=1

σ2
i et Zn =

1

Sn

n∑
i=1

(Xi − µi). Si, pour tout ε > 0,

lim
n−→∞

1

S2
n

n∑
i=1

E
(
(Xi − µi)21|Xi−µi|>εSn

)
= 0 alors la loi de Zn converge vers la loi normale

centrée réduite N (0, 1).

Lemme 1.4.6. ([7], 2001) Soit F une fonction mesurable borné et pour quelque soit σ2 et u
tel que

σ2 ≥ sup
f∈F

V arf , u ≥ sup
f∈F
||f ||∞, et 0 < σ ≤ u

En suite, ils y a trois constantes c, k dépend seulement par la méthode de validation vroisée
par A et v dans la classe F , tel que

Pr

{
||

n∑
i=1

f(ζi)− Ef(ζi)||f > t

)
≤ k exp

−1

k

t

u
log

1 +
tu

k(
√
nσ + u

√
log

(
Au

σ

)



Tel que

t ≥

(
u log

Au

σ
+
√
nσ

√
log

Au

σ

)



Chapitre 2

L’estimation non paramétrique du
quantile conditionnel : Cas Réel

Dans ce chapitre, nous étudions l’estimateur à noyau du quantile conditionnel dans le cas
des observations sont indépendant et identiquement distribuée. Ce chapitre est divisé en deux
sections sections. Dans la première section nous établissons la convergence presque complète
de notre estimateur. La convergence en normalité asymptotique se trouve dans la deuxième
setcion.

2.1 Modèle

Soit (X, Y ) un couple des variable aléatoire à valeurs dans R × R. Pour tout x ∈ R, on
désigne par FX la fonction de répartition conditionnelle deY sachant X = x (resp.F x(j)) la
dérivée d’ordre j de F x. Pour α ∈]0, 1[, on définit le quatile conditionnel d’ordre α, notée tα
par

F x(tα) = α

pour assurée l’unicité des quantiles conditionnels, on suppose que la fonction de répartition
conditionnelle F x est strictement croissente. Etant donnée (X1, Y1), ..., (X1, Y1) une suite des
observations de (X, Y ), l’estimateur à noyau de la fonction de répartition F x notée F̂ x, est
défini par :

F̂ x(y) =

∑n
i=1 K

(
h−1
K (x−Xi)

)
H
(
h−1
H (y − Yi)

)
∑n

i=1 K
(
h−1
K (x−Xi)

) , ∀y ∈ R,

avec la convention 0
0

= 0, K est un noyau dans R, H est un fonction de répartition et
hK = hK,n(resp.hH = hH,n) est un suite des nombers réels positifs. L’estimateur naturel de
tα est :

F̂ x(t̂α) = α

.
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2.2 Cas i.i.d
On suppose que les observations sont indépendants et identiquement distribuées.

2.2.1 Convergence presque complete

Pour établir la convergence presque complète, on a besoin des hypothèses suivants :

2.2.2 Hypothèses

– (H1) la densité conditionnelle est k-fois continument différentiables relativement à (x, y).
– (H2) La densité f de la variable explicative est strictement positive au pointx.
– (H3) Le noyau K est supposé d’ordre K ,borné ,positif et à support compact.
– (H4) Le paramètre de lissage est telque :

lim
n→∞

hK = 0, ∃α > 0, lim
n→∞

nαhH =∞ et lim
n→∞

nhK
log n

=∞

.
– (H5) la fonction H est strictement croissante d’ordre k tel que∫

|t|kH(1)(t)dt <∞

.

Remarque 2.2.2.1. – Les hypothèses (H1)− (H2) sont des conditions de régularité de
l’espace fonctionnelle de F x

– les hypothèses (H3)− (H5) sont des hypothèses techniques nécessaires pour le calcule.

Théorème 2.2.1. Sous les hypothèses (H1)− (H5), on a :

t̂α − tα = O(hkK) +O(hkH) +O

(√
log n

nhK

)
, p.co.

Démonstration des résultats téchniques
On considère le développement du Taylor d’ordre 1 pour l’estimateur F̂ x au point t̂α, ceci est
possible car cette fonction est de classe C1, alors :

F̂ x(t̂α)− F̂ x(tα) = (t̂α − tα)F̂ x(1)(t∗α)

où t∗α est un point entre tα et t̂α.∣∣∣t̂α − tα∣∣∣ =
1∣∣∣F̂ x(1)(t∗α)

∣∣∣
[∣∣∣F̂ x(tα)− F x(tα)

∣∣∣]
Il suffit de montrer que

F̂ x(tα)− F x(tα) = O(hkK) +O(hkH) +O

(√
log n

nhK

)
, p.co. (2.1)
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et

∃δ > 0 tel que
∑
n

P
[∣∣∣F̂ x(1)(t∗α)

∣∣∣ < δ
]
<∞ (2.2)

La preuve de l’équation (2.1) repose sur la décomposition suivante :

F̂ x(tα)− F x(tα) =
1

f̂n(x)

[(
ĝn(x, tα)− Eĝn(x, tα)

)
−
(
F x(tα)f(x)− Eĝn(x, tα)

)]
+

F x(tα)

f̂n(x)

(
f(x)− f̂n(x)

)
Où

ĝn(x, tα) =
1

nhK

n∑
i=1

K

(
x−Xi

hK

)
H

(
tα − Yi
hH

)
et

f̂n(x) =
1

nhK

n∑
i=1

K

(
x−Xi

hK

)
,

Ainsi, le théorème (3.2.1) est une conséquence directe des lemmes suivants :

Lemme 2.2.2.1. Sous les hypothèses (H1)− (H5), on a :

Eĝn(x, tα)− F x(tα)f(x) = O(hkK) +O(hkH), p.co.

Lemme 2.2.2.2. Sous les hypothèses (H1)− (H5), on a :

ĝn(x, tα)− Eĝn(x, tα) = O

(√
log n

nhK

)
P.co.

Lemme 2.2.2.3. Sous les conditions (H1)− (H4), on a,

f(x)− f̂n(x) = O(hkK) +O

(√
log n

nhK

)
, p.co. (2.3)

et

∃δ > 0 , tel que,
∑
n

P
(∣∣∣F̂n(x)

∣∣∣ <∞). (2.4)

Corollaire 2.1. Sous les hypothèses (H1)− (H5), on a :

∃τ > 0, tel que
∑
n

P
[∣∣∣F̂ x(1)(t∗α)

∣∣∣ < τ
]
<∞.
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Démonstration du lemme (2.2.2.1)
Les observations (Xi, Yi) étant équidistribuées, alors,

Eĝn(tα) =
1

nhK
E
[ n∑
i=1

K

(
x−Xi

hK

)
H

((
tα − Yi
hH

))]
=

1

hK
E
[
K

(
x−X
hK

)
EH
((

tα − Y
hH

)
/X

)]
,

Une intégration par partie, ensuite un changement de variable h−1
H (x− u) = t

EH
((

tα − Y
hH

)
/X

)
=

∫
H(1)

(
tα − u
hH

)
F x(z)dz

=

∫
H1(t)FX(tα − hKt)dt

Donc,

Eĝn(tα) =
1

hK

∫ ∫
K

(
x− z
hK

)
H1(t)FX(tα − hKt)f(u)dudt

Le changement de variable t = h−1
K (tα − u) donne

Eĝn(tα) =
1

hK

∫ ∫
K (z)H1(t)F x−hKt(tα − hKt)f(x− hKz)dzdt

On pose g(x, tα) = F x(tα)f(x) tel que g est une fonction définie sur R2.

Eĝn(tα) =
1

hK

∫ ∫
K (z)H1(t)(g(x− hKz, tα − hKt)− g(x, tα))dzdt (2.5)

On utilise le développement de Taylor de g au voisinage (x, tα) qui est de classe Ck, alors

g(x− hKz, tα − hKt)− g(x, tα) = −
∑

i1+i2=j=1

∂jg(x, tα)

∂xi11 ∂t
i2
α

((hKz1)i1(hHtα)i2)

+
1

2

∑
i1+i2=j=2

∂jg(x, tα)

∂xi11 ∂t
i2
α

((hKz1)i1(hHt)
i) + · · ·

+
(−1)k

k!

∑
i1+i2=j=k

∂jg(x, tα)

∂xi11 ∂t
i2
α

((hKz1)i1(hHt)
i)

+ 0(hkK) + 0(hkH)

=
n∑
j=1

(−1)j

j!

∑
i1+i2=j

∂jg(x, tα)

∂xi11 ∂t
i2
α

((hKz1)i1(hHt)
i2)

+ 0(hkK) + 0(hkH)
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On remplace dans l’équation (4.2.1),

Eĝn(x, tα)− F x(tα)f(x) =

∫ ∫
K(z)H(1)(t)

k∑
j=1

(−1)j

j!

∑
i1+i2=j

∂jg(x, tα)

∂xi11 ∂t
i2
α

((hKz1)i1(hHt)
i2)dzdt

+ O(hkK) +O(hkH)

=
k∑
j=1

(−1)j

j!

∑
i1+i2=j

∂jg(x, tα)

∂xi11 ∂t
i2
α

∫
K(z)(hKz)i1dz

∫
H(1)(t)(hHt)

i2dt

+ O(hkK) +O(hkH).

Finallement, il suffit d’utiliser le fait que le noyau K (resp H) est d’ordre k pour achever le
lemme.

Eĝn(x, tα)− F x(tα)f(x) = O(hkK) +O(hkH)

Démonstration du lemme (2.2.2.2)
On a,

ĝn(x, tα)− Eĝn(x, tα) =
1

nhK

n∑
i=1

K
(
h−1
K (x−Xi)

)
H
(
h−1
H (tα − Yi)

)
− E

[
1

nhK

n∑
i=1

K
(
h−1
K (x−Xi)

)
H
(
h−1
H (tα − Yi)

)]
On pose :

4i =
1

hK

[
K

(
x−Xi

hK

)
H

(
tα − Yi
hH

)
− EK

(
x−Xi

hK

)
H

(
tα − Yi
hH

)]
.

Pour appliquer l’intégalité de Hoeffding (lemme 4.2.1, [10]) aux variables 4i, il est nécessaire
de majorer les deux termes : |∆i| et E42

i .
En effet, le noyau K est borné et 0 < H < 1 donne

|4i| ≤
C

hK

Pour le moment d’ordre deux de 4i, on pose

τi =
1

hK

[
K

(
x−Xi

hK

)
H

(
tα − Yi
hH

)]
<

c

hK

Donc
Eτ 2

i =≤ C

h2
K

∫
K2

(
x− u
hK

)
f(u)du.

On considère le changement de variable z =
x− u
hK

, alors,

du = −hpKdz,
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et
Eτ 2

i ≤
C

hK

∫
f(x− zhK)K2(z)dz.

Puisque la densité f est continue et le nouau K est à support compact, alors il existe une
constante C telle que :

Eτ 2
i ≤

C

hK
.

De la définition de 4i et τi on constate que le moment d’ordre deux de 4i est égale à la
variance de τi, ainsi, il est évident que :

E42
i = var(τi) ≤ Eτ 2

i ≤
C

hK
.

Le lemme (1.1) permet alors d’écrire que , pour tout ε, on a :

P

[
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

4i

∣∣∣∣∣ > ε

]
= P

[∣∣∣ĝn(x, tα)− Eĝn(x, tα)
∣∣∣ > ε

]
≤ 2 exp

(
−nε2C

4hK

)
.

En prenant :

ε = ε0

√
log n

nhK
.

On arrive pour tout ε0 > 0,

P

[∣∣∣ĝn(x, tα)− Eĝn(x, tα)
∣∣∣ > ε0

√
log n

nhK

]
≤ 2n−Cε

2
0 .

Donc, ∑
n

P

[∣∣∣ĝn(x, tα)− Eĝn(x, tα)
∣∣∣ > ε0

√
log n

nhK

]
≤
∑

2n−Cε
2
0 .

Il suffit de choisir ε0 > 1√
C
pour que la série converge.

Démonstration du lemme (2.2.2.3) La démonstration est similaire à celle qui procéde,
il suffit de H est égale à 1.

Démonstration du corollaire (2.1)
Le lemme (2.2.2.3) entraine en particulier la convergence persque complète de f̂n(x) vers f(x).
Ainsi, pour tout ε > 0 ,on a :

∞∑
n=1

P
[∣∣∣f̂n(x)− f(x)

∣∣∣ > ε
]
<∞.

On remarque que,

f̂n(x) ≤ f(x)

2
⇒
∣∣∣f̂n(x)− f(x)

∣∣∣ ≥ f(x)

2
.

On peut écrire alors,

P
[∣∣∣f̂n(x)

∣∣∣ ≤ f(x)

2

]
≤ P

[∣∣∣f̂n(x)− f(x)
∣∣∣ > f(x)

2

]
.
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Il suffit maintenant de prendre δ =
f(x)

2
.

Démonstration du corollaire
Puisque la fonction H est strictement croissante, l’estimateur F̂ x est inversible et d’inverse
continue, donc,

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀y,
∣∣∣F̂ x(y)− F̂ x(tα)

∣∣∣ ≤ δ(ε)⇒ |y − tα| ≤ ε,

alors,

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, P
(∣∣t̂α − tα∣∣ > ε

)
≤ P

(∣∣∣F̂ x(t̂α)− F̂ x(tα)
∣∣∣ ≥ δ(ε)

)
.

Ce qui nous permet de déduire la convergence persque complète de t∗α vers tα. Finallement,
en suivant les même lignes de la décomposition du théorème précédente, en remplaçant H
par H(1)(h−1

H ), pour obtenir le résultat.

2.2.3 Normalité asymptotique

On s’intéresse dans ce paragraphe à la normalité asymptotique, pour laquelle, on garde
les hypothèses de la partie précédente et on ajoute la condition suivante :
On fixe un point x ∈ R,

• (H6) il existe deux constontes c1, cn tq ∀y ∈ R,∀j ≥ k, 0 < c1 ≤
∂jFx(y)

∂yj
≤ ε

2.2.4 Résultats

Théorème 2.2.2. Sous les hypothèses (H1)− (H5) et (H6), on a :√
nhK

[
t̂α − tα

]
→ N

(
0, σ(x)

)
où

σ2(x) =
α(α− 1)

f(x)F x(1)(tα)

Démonstration
Le développement de taylor d’ordre 1 de l’estimateur F̂ x au point t̂α, ceci est possible car la
fonction est de classe C1, alors :

F̂ x(t̂α)− F̂ x(tα) = (t̂α − tα)F̂ x(1)(t∗α)

avec t∗α ∈ (tα, t̂α), Alors ∣∣∣t̂α − tα| = 1

|F̂ x(1)(t∗α)|

[
|F̂ x(tα)− F x(tα)|

]
.

Ainsi, pour montrer le Théorème (2.2.2), il suffit de prouver que
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Lemme 2.2.4.1. Sous les hypothèses (H1)− (H5) et (H6), on a :√
nhK

{
(F̂ x(tα)− F x(tα)

}
)→ N (0, σ(x)), p.co.

Corollaire 2.2. Sous les hypothèses (H1)− (H5),on a :

∃τ > 0, tel que
∑
n

P[|F̂ x(1)(t∗α)| < τ
]
<∞.

Démonstration du lemme 2.2.4.1
La preuve est basé sur la décomposition suivante :√

nhK(F̂ x(t̂α)− F̂ x(tα) =
√
nhk((t̂α − tα)F̂ x(1)(t∗α), avec t∗α ∈ (tα, t̂α)

Dans ce qui suit, nous avons

F̂ x(tα) =
ĝn(x, tα)

f̂n(x)
,

Alors √
nhK

(
ĝn(t̂α)− gn(tα)

)
=
√
nhK((t̂α − tα)ĝx(1)(t∗α)

donc, √
nhK (αfn(x)− gn(tα)) =

√
nhK((t̂α − tα)ĝx(1)(t∗α) avec t∗α ∈ (tα, t̂α)

Alors √
nhK

(
t̂α − tα

)
=
√
nhK

αfn(x)− gn(tα)

ĝx(1)(t∗α)

Ainsi, ce lemme est une conséquence directe des lemmes suivants :

Lemme 2.2.4.2. Sous les hypothèses (H1)− (H5) et (H6), on a :

√
nhK

(
αfn(n)− gn(tα)− E

(
αfn(x)− gn(tα)

))
→ N (0,

√
α(α− 1)), p.co.

Corollaire 2.3. Sous les hypothèses (H1)− (H5), on a :

∃τ > 0, tel que
∑
n

P[|ĝx(1)(t∗α)| < τ
]
<∞.

Démonstration du lemme 2.2.4.2 La preuve repose sur le Théorème de centrale limite
(4.2.1). En effet, il suffit de montrer qu’il existe δ > 0 vérifiant :

n∑
i=1

E
∣∣∣∣√nh 1

n
|Li(x)− ELi(x)|

∣∣∣∣2+δ

(
var

(
√
nh

1

n

n∑
i=1

Li(x)

))1+ δ
2

−→ 0
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Où
Li(x) =

1

hK

[
KiHi − αKi

]
Pour le terme de variance, nous avons

1

n
var

n∑
i=1

Li(n) = var(gn(tα)− αfn(x)

=
1

(nh)2

n∑
i=1

var(KiHi(tα)− αKi)

=
1

nh2
var(K1H1(tα)− αK1)

=
1

nh2
E (K1H1(tα)− αKi)

2 − 1

nh2
E2 (K1H1(tα)− αKi)

Alors,

nhKvar (gn(tα)− αfn(x)) =
1

h
EK2

1(H1(tα)− α)2 − (EK1(H1(tα)− α))2 (2.6)

Puisque

E (H1(tα)/x) =

∫
H1

(
tα − z
h

)
dF x(Z)

=
1

hK

∫
H(1)

(
tα − z
hH

)
F x(z)

=

∫
H(1)(y)

[
F x(tα − hH(y)

]
dy

= F x(tα) +O(hH)

donc

E
(

1

hK
K1(H − α)

)
=

1

hK

∫
K
(
h−1
K (x− z)

)
[F z(tα)− F x(tα)]f(z)dt

Par le changement de variable t = (h−1
K (x− z)), on peut écrire

E (K1H1(tα)) =

∫
K(t)

[
F x−hH t(tα)− F x(tα)

]
f(x− hHt)dt→ 0

Passons maintenant au premier terme du côté droit de (2.6), nous avons

1

hK
E
(
K1(H1(tα)− α)

)2

=
1

hK
EK2

1H
2
1 (tα) + α2 1

hK
EK2

1 − 2α
1

hK
EK2

1H1(tα)

=
1

hK
E(K2

1(H2
1 (tα)− α)− 2

hK
αE(K2

1(H1(tα)− α)

+
1

hK
EK2

1(α− α2)
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puisque 2
∫
H(t)H

′
(t)dt = 1 et par intégration par partie, on obtient

lim
n→∞

1

hK
E((Hi(tα)− α)2 = α− α2

Donc
nhKvar((αfn(n)− gn(tα)→ α(α− 1)

On a évaluer à la limite de nomirateur, pour laquelle on utilise l’inégalité Cr.

(n−1hK)1+ δ
2

n∑
i=1

(|ELi − ELi|2+δ ≤ 21+δ(n−1hK)1+ δ
2 |

n∑
i=1

EL2+δ
i |

+ 21+δ(n−1hK)1+ δ
2 |

n∑
i=1

(ELi)2+δ|

Pour le premier terme, on a

21+δ(n−1hK)1+ δ
2

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

EL2+δ
i

∣∣∣∣∣ = 21+δn−δ/2h
1+δ/2
K E(K2+δ(Hi(tα)− α)2+δ)

≤ Cn−δ/2h
2+δ/2
K

Le deuxième terme,

21+δ(n−1hK)1+ δ
2 |

n∑
i=1

(ELi)2+δ| ≤ 21+δn−δ/2h
1+δ/2
K (E|K(Hi(tα)− α)|)2+δ

≤ Cn−δ/2h
3+3δ/2
K −→ 0

Il reste de montrer que,

E(αfn(n)− gn(tα)) → 0 (2.7)

Alors :

E(αfn(x)− gn(tα)) =
1

hK
E(αK1(x)− EK1(x)H1(tα))

=
1

hK
EK1(x)(α− E(Hi(tα)/x)) −→ 0

Démonstration du corollaire (2.3) D’aprés les hypothèses (H1), (H3)-(H5) et (H6), on a

g(1)
n (t∗α)− F x(1)f(x) = fn(x)[F̂ x(1)(t∗α)− F x(1)(t∗α)]

+ F x(1)(t∗α)[fn(x)− f(x)] + f(x)[F x(1)(t∗α)− F x(1)(tα)]

Puisque la fonction H est strictement croissante, l’estimateur F̂ x est inversible et d’inverse
continue, donc,

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀y, |F̂ x(y)− F̂ x(tα)| ≤ δ(ε)⇒ |y − tα| ≤ ε,
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Alors,

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, P(|t̂α − tα| > ε) ≤ P(|F̂ x(t̂α)− F̂ x(tα)| ≥ δ(ε))

≤ P(|F x(tα)− F̂ x(tα)| ≥ δ(ε)

On déduit la convergence persque complète de t∗α vers tα. Comme t∗α est entre ces deux
derniers, on obtient le résultat. Finallement, on utilise la continuité de F x(1)(.) pour obtenir
le résultat.

2.3 Cas de Mélange

Le but de ce chapitre est la généralisation du résultat donné dans le cas précédent à des
observations mélangeantes. On établit, sous des conditions plus restrictives la convergence
presque complète.

2.3.1 Convergence presque complète

Dans cette section, on étudie la convergence presque complète de l’estimateur à noyau du
quantile conditionnel.

2.3.2 Hypothèses

On considère des observations α−mélangeant et on garde les mêmes notations, ainsi, les
mêmes hypothèses du cas précédent et on ajoute les conditions ci-dessous permettant de
trouver la même vitesse de convergence que le cas i.i.d.

– (H6) La suite (Xi, Yi), i = 1, · · · , n est α−mélangeante
– (H7) Le couple des variables aléatoires (Xi, Xj) admet une densité continue notée fij,

pour tout i 6= j
– (H8) Il existe deux constantes C ∈ R∗+ et a ∈ R∗+ telles que

α(n) ≤ Cn−a

– (H9) lim
n−→∞

hH = 0

– (H10) lim
n−→∞

hK = 0, lim
n−→∞

log n

nhK
= 0

∃β2 > 0, c1 > 0, c2 > 0, c2n
3−a
a+1

+β2 ≤ hK ≤ c2n
1

1−a−β1

Remarque 2.3.2.1. Les hypothèses (H6) − (H10) sont ajoutés pour éviter l’expression de
covaraince dans la vitesse de convergence. Autrement dit, on peut démontrer la convergence
presque complète sans ces hypothèses. Cependant, la vitesse de convegence sera donnée en
fonction de covariance des observations et elle sera lente par rapport à la vitesse du cas
indépendant. Ainsi nous établissons la convergence presque complète avec la même précision,
mais, sous des conditions un peux plus fort que le cas i.i.d.
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2.3.3 Résultats

Théorème 2.3.1. Sous les hypothèses (H1)− (H9),on a :

t̂α − tα = O(hkK) +O(hkH) +O

(√
log n

nhK

)
, p.co.

Démonstration : Le caractère de l’indépendance des observations n’intervient pas dans
la partie biais. Autrement dit, les vitesses de convergence de la partie biais du cas précédent
seront les mêmes dans le cas de mélange. Cependant, la partie dispersion est basé sur les deux
lemmes suivants :

Lemme 2.3.3.1. Sous les hypothèses (H1)− (H9), on a :

Eĝn(x, tα)− ĝn(x, tα) = O

(√
log n

nhK

)
, p.co.

Lemme 2.3.3.2. Sous les hypothèses (H1)− (H9), on a :

f̂n(x)− Ef̂n(x) = O

(√
log n

nhK

)
, p.co.

Démonstration du lemme 2.3.3.1
On pose

∆i = K

(
x−Xi

hK

)
H

(
tα − Yi
hH

)
− EK

(
x−Xi

hK

)
H

(
tα − Yi
hH

)
.

Alors

ĝn(x, tα)− Eĝn(x, tα) =
1

nhK

n∑
i=1

∆i

Donc, nous appliquons l’inégalté Fuk-Nagaev (Rio [10], 2005) pour obtenir pour tout r > 0
et ε > 0,

P
(∣∣∣ĝn(x, tα)− Eĝn(x, tα)

∣∣∣ > 4ε
)

= P
(

1

nhK

∣∣∣∣ n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣ > 4ε

)

≤ 4

(
1 +

n2hKε
2

16rS2
n︸ ︷︷ ︸

Q1

)−r/2
+ 2nCr−1

(
8r

nhKε︸ ︷︷ ︸
Q1

)a+1

Tel que

S2
n =

n∑
i=1

n∑
j=1

Cov(∆i,∆j)

On vérifie aisément que
S2
n = S2∗

n + nvar(∆1).
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Par ailleurs,

cov(∆i,∆j) = E
[(
K

(
x−Xi

hK

)
H

(
tα − Yi
hH

))(
K

(
x−Xj

hK

)
H

(
tα − Yj
hH

))]
− E

[(
K

(
x−Xi

hK

)
H

(
tα − Yi
hH

)]
≤ E

[
K

(
x−Xi

hK

)
K

(
x−Xj

hK

)]
− E

[
K

(
x−Xi

hK

)]
E
[
K

(
x−Xj

hK

)]
≤ C

∫ ∫
K

(
x− u
hK

)
K

(
x− v
hH

)[
fij(u, v)− f(u)f(v)

]
dudv.

On prend le changement des variable usuelles
x− u
hK

= z et
x− v
hK

= t, d’où

|cov(∆i,∆j)| ≤ Ch2
K

∫ ∫
|K(z)K(t) [fij(x− hKt, x− hKt)− f(x− hKz)f(x− hKt)]| dzdt.

Pour n assez grand, on trouver une constante C telle que :

|cov(∆i,∆j)| ≤ Ch2
K

∫ ∫ ∣∣K(z)K(t)
[
fij(x, x)− f 2(x)

]∣∣ dzdt.
Puisque les fonction K, f et fij sont bornées, alors,

|cov(∆i,∆j)| = O
(
h2
K

)
.

D’autre part, on peut majorer cette covariance en utilisant l’inégalité du lemme (4.2.1, [10])

|cov(∆i,∆j)| ≤ 4||∆i||∞.||∆j||∞α(|i− j|).

Par la suite, on utilise les téchniques de Masry ([10]), en considèrent une suite un des entiers
naturels et on montre à l’aide des majorations précédentes que,

S2∗
n ≤ c

[∑ ∑
0<|i−j|≤un

h2
K +

∑ ∑
|i−j|>un

α(|i− j|)

]
= O(h2

Knun + n2α(un)),

le choix de un =

[
1

hK log n

]
implique que,

S2∗
n = O

(
h2
Kn.

1

hK log n
+ n2α(hK log n)−1

)

= O

(
nhK
log n

)
+O(n2α(hK log n)−1)

Il claire que
nhK
log n

= O(nhK), ainsi,

S2∗
n = O(nhK) +O(n2α(hK log n)−1)

= O(nhK)
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Pour le deuxième terme de quantité S2
n, on a :

var(∆1) = E
[
K2

(
x−X1

hK

)
H2

(
tα − Yi
hH

)]
− E2

[
K

(
x−X1

hK

)
H

(
tα − Y1

hH

))
≤ C

∫
K2

(
x− u
hK

)
f(u)du−

[
C

∫
K

(
x− u
hK

)
f(u)du

]2

≤ C

∫
K2

(
x− u
hK

)
f(u)du.

On prend le changement de variable
x− u
hK

= t, d’où,

var(∆1) ≤ ChK

∫
K2f(x− hKt)dt,

Pour n assez grand , on obtient,

var(∆1) ≤ ChK

∫
K2f(x)dt,

Puisque les fonctions K, f sont bornées ,alors,

var(∆1) = O(hK)

Cela nous permet pour un choix de r = C(log n)2 et (H9) que,

Q1 ≤ Cε−(a+1)(log n)2(a+1)n−1−[a+ a+1
1−a+β2 ],

Alors, il existe v > 0,
Q1 = O(n−1−v) (2.8)

Pour le deuxième terme, on a :
Q2 ≤ Cn

−ε2
32 (2.9)

Les deux équations (2.8) et (2.9) implique que,

∑
n

P

[∣∣∣ĝn(x, tα)− Eĝn(x, tα)
∣∣∣ > ε

√
log n

nhK

]
<∞

Démonstration du lemme 2.3.3.2 La démonstration est smilaire à celle qui précède ,pour
reprendre H est égale à 1.



Chapitre 3

L’estimation non paramétrique du
quantile conditionnel : Cas fonctionnel

Nous rappelons dans ce chapitre quelques résultats concernant l’estimation non paramé-
trique de la fonction du quantile conditionnelle lorsque la variable explicative prend ses valeurs
dans un espace de dimension infinie. Sous certaines conditions de régularité, nous établissons
la convergence presque complète et la normalité asymptotique. Ces propriétés asymptotique
sont obtenues sous certains conditions d’indépendance et de dépendance (Mélange).

3.1 Modèle

On considère le champs aléatoire Zi = (Xi, Yi) à valeur dans F × R où (F , d) est un
espace semi-métrique de dimension éventuellement infinie. Pour x ∈ F on définit la fonction
de répartitin conditionnelle de Y sachant X = x, notée F x par

F x(y) = P (Y ≤ y|X = x) ∀y ∈ R

On suppose que cette distribution conditionnelle de Y sachant X est absolument continue
par rapport à la measure de Lebesgue dont, on désigne par fx la densité conditionnelle et par
fx(j) la dérivée d’ordre j de cette densité conditionnelle. On estime la fonction de répartition
conditionnelle par

F̂ x(y) =

n∑
i=1

K(h−1
K (x−Xi))H(h−1

H (y − Yi))

n∑
i=1

K(h−1
K (x−Xi)

, ∀y ∈ R,

avec la convention 0
0

= 0, K est un noyau dans H est un fonction de répartition et hK =
hK,n(resp.hH = hH,n) est un suite des nombers réels positifs. En ce qui concerne l’estimation
du quantile conditionnel d’ordre α ∈]0, 1[, on note qα(x) ce quantile, solution de l’équation

F x(qα(x)) = α
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Pour assurer l’existence et l’unicité de qα(x) on suppose que la fonctin de répartition condi-
tionnelle F x est strictement croissante. On estime le quantile conditionnel qα(x) de q̂α(x) tel
que

F̂ x(q̂α(x)) = α

3.2 Cas i.i.d.

Dans cette Section, nous considérons le cas où les observations sont indépendantes iden-
tiquements distribuées et nous établissons la convergence presque complète de l’estimateur à
noyau de t̂α.

3.2.1 Convergence presque complète

On fixe un point x ∈ F et on introduit les conditions suivants :
• (H1) P(X ∈ B(x, hK) = φx(hK) > 0
• (H2) la fonction fx est j-fois continument différentiable relativement à y sur

(tα − ε, tα + ε) verifiant F x(l)(tα) = 0 si 1 ≤ l < j et 0 < |F x(j)(tα)| <∞
• (H3) ∀(y1, y2) ∈ R× R,∀(χ1, χ2) ∈ Nχ1 ×Nχ2 ,

| F x1(y1)− F x2(y2) |≤ Cx(d(x1, x2)b1+ | y1 − y2 |b2 .

• (H4)

| F x1(j)(y1)− F x2(j)(y2) |≤ Cx(d(x1, x2)b1+ | y1 − y2 |b2 .

• (H5) Le paramètre de lissage est tel que :

lim
n→∞

hK = 0, ∃α > 0, lim
n→∞

nαhH =∞ et lim
n→∞

nφχ(hK)

log n
=∞

.
• (H6) K est une fonction à support compact dans [0, 1] verifiant :

0 < C1 < K(t) < C2 <∞

• (H7)


∫
|t|b2H(1)(t)dt <∞
∃σ > 0, lim

y→0
| y |1+σ| H(y) |= 0

H est une fonction strictement croissante,

Théorème 3.2.1. Sous les hypothèses (H1)− (H7), on a :

t̂α − tα = O(h
b1/j
K + h

b2/j
H ) +O

(
log n

nφx(hK)

)1/2j

, p.co.

Démonstration des résultats techniques Ce dernier théorème va découler des lemmes
suivants :
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Lemme 3.2.1.1. Sous les hypothèses (H1), (H3), (H5)-(H7), on a

F̂ x(t̂α)− F̂ x(tα) = O(hb1K) + 0(hb2H) +O

(√
log n

nφx(hK)

)

Lemme 3.2.1.2. Si les hypothèses (H1), (H4)-(H7) sont satisfaits, alors

F̂ x(j)(t̂α)− F̂ x(j)(tα) = O(hb1K) +O(hb2H) +O

(√
log n

nφx(hK)

)

Lemme 3.2.1.3. Sous les hypothèses du théorème, on a

t̂α −→ tα, p.co

Lemme 3.2.1.4. Sous les conditions (H1) (H7), on a

∃τ > 0, tel que,
∑
n

P[|F̂ x(j)(t∗α)| > τ
]
<∞.

Démonstration du lemme 3.2.1.1 La démonstration suit le même démarche de la
décomposition du cas précédent :

F̂ x(t̂α)− F̂ x(tα) =
1

F̂ x
D

(
F̂ x
N(t̂α)− EF̂ x

N(tα)
)
−
(
F x(tα)− EF̂ x

N(tα

)
− F x(tα)

F̂ x
D

(
EF̂ x

D − F̂ x
D

)
Tel que

F̂ x
N(tα) =

1

EK1

n∑
i=1

K(h−1
K d(χ,Xi))H(h−1

H (tα − Yi))

Et

F̂ x
D =

1

EK1

n∑
i=1

K(h
−1)
K d(χ,Xi))

On pose
Hi(tα) = H(h−1

H (tα − Yi)), et Ki = K(h−1
K (tα − Yi))

La preuve est trés voisine de celle du Théorème précedent, avec une modification dans les
fonctions F̂N resp F̂D qui devient dans F . Le lemme (3.2.1.1) est un conséquance directe des
lemme suivants :

Lemme 3.2.1.5. Sous les hytpothèses (H1),(H6)-(H5), on a :

F̂ x
D − EF̂ x

D = O

(√
log n

nφx(hK)

)
, p.co.
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Lemme 3.2.1.6. Sous les hytpothèses (H1),(H3)-(H7), on a :

F x(tα)− EF̂ x
N(tα) = O(hb1K) + (hb2H), p.co.

Lemme 3.2.1.7. Sous les hytpothèses (H1),(H3)-(H5), on a :

F̂ x
N(t̂α)− EF̂ x

N(tα) = O

(√
log n

nφx(hK)

)
, p.co.

Corollaire 3.1. Sous les hytpothèses (H1),(H6)-(H5), on a :∑
n=1

P(F̂ x
D < 1/2) <∞. (3.1)

Et

∃τ > 0, tel que
n∑
i=1

P
(
|F̂ x(1)(t∗α)| < τ

)
<∞. (3.2)

Démonstration du lemme 3.2.1.5
On a

F̂ x
D − EF̂ x

D =
1

n

n∑
i=1

(
Ki

EKi

− 1

)
=

1

n

n∑
i=1

∆i.

Avec
∆i =

1

EKi

(Ki − EKi)

D’aprés l’hypothèse (H1) et (H6), on a,

Cφx(hK) < EKi < C
′
φx(hK)

et puisque la fonction K est bornée et H < 1, alors on peut écrire,

|∆i| < C/φx(hK) = d

et
E |∆i|2 < C

′
/φx(hK) = δ

On applique maintenant l’inégalité de Hoeffging (lemme (4.2.1, [10])) aux variables ∆i :

P
(∣∣∣F̂ x

D − EF̂ x
D

∣∣∣ > ε
)

= P

(
n∑
i=1

|∆i| > ε

)
≤ 2 exp

(
−nε2C

4φx(hK)

)
.

En prenant

ε = ε0

√
log n

nφx(hK)

On arrive, pour tout ε0 > 0 à

P

(∣∣∣F̂ x
D − EF̂ x

D

∣∣∣ > ε0

√
log n

nφx(hK)

)
≤ C

′
n−Cε

2

.
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Donc, ∑
n

P(

(∣∣∣F̂ x
D − EF̂ x

D

∣∣∣ > ε0

√
log n

nφx(hK)

)
≤
∑
n

C
′
n−Cε

2

.

Il suffit de choisir ε > 1√
C
pour que série converge,

Démonstration du lemme 3.2.1.6 On a, par équidistribution des observations,

EF̂ x
N(tα)− F x(tα) =

1

EK1

E(K1(E(H1(tα)/X))− F x(tα),

avec
E(H1(tα)/X) =

∫
R
H(h−1

H (tα − z))fx(z)dz.

On applique l’intégrale par partie et par le changement de variable t = (h−1
H (tα − z)) pour

obtenir,

E(H1(tα)/X) =

∫
R
H(1)(t)F x(tα − hHt)dt,

donc,

|E(H1(tα)/X)− F x(tα)| ≤
∫
R
H(1)(t)|F x(tα)− hHt)− F x(tα)|dt,

L’hypothèse (H3) permet d’obtenir,

|E(H1(tα)/X)− F x(tα)| ≤ Cx

∫
R
H(1)(t)(hb1K + |t|b2hb2K)dt,

et puisque,
∫
RH

(1)(t)dt = 1 et
∫
RH

(1)(t)|t|b2dt <∞, alors,

EF̂ x
N(tα)− F x(tα) = O(hb1K) + 0(hb2H).

Démonstration du lemme 3.2.1.7 On a :

F̂ χ
N(t̂α)− EF̂ χ

N(tα) =
1

EK1

n∑
i=1

(
K

(
d(x,X)

hK

)
H

(
y − Yi
hH

)
− EK

(
d(x,X)

hK

)
H

(
y − Yi
hH

))
.

on pose

∆i =
1

EK1

(
K

(
d(x,X)

hK

)
H

(
y − Yi
hH

)
− EK

(
d(x,X)

hK

)
H

(
y − Yi
hH

))
D’aprés l’hypothèse (H6), on a :

CEIB(x,hK)(Xi) < EK1 < C
′EIB(x,hK)(Xi),

Alors,
Cφx(hK) < EK1 < C

′
φx(hK),

Et puisque la fonction K est bornée et H < 1, on peut majorer directement

|∆i| ≤
C

φx(hK)
, E∆2

i ≤
C
′

φx(hK)
.
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On applique l’inégalité de Hoeffging (4.2.1,[10]) aux variable|∆i|, on obtient ,

P
(∣∣∣F̂ x

N(t̂α)− EF̂ x
N(tα)

∣∣∣ > ε
)

= P(

(
1

n

∣∣∣ n∑
i=1

∆i

∣∣∣ > ε

)
≤ 2 exp

(
−nε2C

4φx(hK)

)
En prenant

ε = ε0

√
log n

nφx(hK)

On arrive, pour tout ε0 > 0,

P

(∣∣∣F̂ x
N(tα)− EF̂ x

N(tα

∣∣∣ > ε0

√
log n

nφx(hK)

)
≤ 2n−Cε

2
0 .

donc,
n∑
i=1

P

(∣∣∣F̂ x
N(tα)− EF̂ x

N(tα)
∣∣∣ > ε0

√
log n

nφx(hK)

)
≤

n∑
i=1

2n−Cε
2
0 .

Il suffit de choisir ε >
1√
C

pour que la série converge. Ceci achève la preuve de lemme.

Démonstration du corollaire (3.1) On remarque que :

|F̂ x
D| ≤ 1/2⇒ |F̂ x

D − 1| > 1/2⇒ |F̂ x
D − EF̂ x

D| > 1/2.

Alors, on peut écrire,

P[|F̂ x
D| ≤ 1/2

]
≤ P[|F̂ x

D − EF̂ x
D| > 1/2

]
.

Donc,
∞∑
n=1

P[|F̂ x
D| ≤ 1/2

]
<∞.

Démonstration du lemme (3.2.1.3) Puisque la fonction H est strictement croissante,
l’estimateur F̂ x est inversible et d’inverse continue, donc,

∀ε > 0,∃δ(ε) > 0,∀y, |F̂ x(y)− F̂ x(tα)| ≤ δ(ε)⇒ |y − tα| ≤ ε,

alors,

∀ε > 0,∃δ(ε) > 0,P(|t̂α − tα| > ε ≤ P(|F̂ x(t̂α)− F̂ x(tα)| ≥ δ(ε)

≤ P(|F̂ x(tα)− F x(tα)| ≥ δ(ε).

Ce qui nous permet de déduire la convergence persque complète de t∗α vers tα Finallement, en
suivant les même lignes de la décomposition du théorème précedente, en remplacant H par
H(1)(h−1

H ) ,pour obtenir le résultat.
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Dmonstration du lemme 3.2.1.2 La démonstration est essentiellement basée sur la dé-
composition suivante :

F̂ χ(j)(t̂α)− F̂ χ(j)(tα) =
1

F̂ χ
D

((
F̂
χ(j)
N (t̂α)− EF̂ χ(j)

N (tα)
)
−
(
F χ(j)(tα)− EF̂ χ(j)

N (tα

))
− F χ(j)(tα)

F̂ χ
D

(
EF̂ χ

D − F̂
χ
D

)
.

On pose

F̂
χ(j)
N (t̂α) =

1

nhjH

n∑
i=1

K(h−1
K d(x,Xi))H

(j)(h−1
H (tα − Yi)),

Le lemme (3.2.1.1) est un conséquence directe des lemme suivants :

Lemme 3.2.1.8. Sous les hytpothèses (H1),(H6)-(H5),on a :

F̂ x
D − EF̂ x

D = o

(√
log n

nφx(hK)

)
, p.co.

Lemme 3.2.1.9. Sous les hytpothèses (H1),(H3)-(H7),on a :

F x(j)(tα)− EF̂ x(j)
N (tα) = o(hb1K) + o(hb2H), p.co.

Lemme 3.2.1.10. Sous les hytpothèses (H1),(H3)-(H5),on a :

F̂
x(j)
N (t̂α)− EF̂ x(j)

N (tα) = o

(√
log n

nφx(hK)

)
, p.co.

Corollaire 3.2. Sous les hytpothèses (H1),(H6)-(H5),on a :∑
n=1

P(F̂ x
D < 1/2) <∞.

Corollaire 3.3. Sous les hytpothèses (H1)-(H5),on a :

∃τ > 0, tel que
n∑
i=1

P
(
|F̂ x(1)(t∗α)| < τ

)
<∞.

Démonstration du lemme 3.2.1.9 Nous avons :

EF̂ χ(j)
N (tα)− F χ(j)(tα) =

1

hjH
E(K1(E(Hj

1(tα)/X))− F x(j)(tα),

et
E(H

(j)
1 (tα)/X) =

∫
R
H(j)(h−1

H (tα − z))fx(z)dz.
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Par le changement de variable t = (h−1
H (tα − z)) on obtient,

E(Hj
1(tα)/X) =

∫
R
H(j)(h−1

H (tα − z))fx(z)dz

= −h−1
H

∫
R
fx(z)dHj−1(h−1

H (tα − z))

On applique l’intégrale par partie

E(Hj
1(tα)/X) = hH(fx(z)Hj−1(h−1

H (tα − z)) + hH

∫
R
f 1(χ)(z)Hj−1(h−1

H (tα − z))dz

= −hH(fx(z)dHj−1(h−1
H (tα − z))− h2

H(fx(z)Hj−2(h−1
H (tα − z))

+ h2
H

∫
R
f 2(χ)(z)Hj−2(h−1

H (tα − z))dz

= −
j∑
l=1

hlH(f (l−1)x(z)dHj−l(h−1
H (tα − z))

+ hjH

∫
R
f j(χ)(z)H(h−1

H (tα − z))dz

D’aprés l’hypothèse (H7) et par une deuxième intégration, on a

E(Hj
1(tα)/X) = hjH

∫
R
f j(χ)(z)H(h−1

H (tα − z))dz

= hj−1
H

∫
R
F j(χ)(z)H(1)(h−1

H (tα − z))dz

Pour t =
tα − z
hH

, donc

E(Hj
1(tα)/X) = hjH

∫
R
F j(χ)(tα − hHt)H(1)(t)dt

Alors,

|E(Hj
1(tα)/X)− hjHF

x(j)(tα)| ≤ hjH

∫
R
H(1)(t)|F j(χ)(tα − hHt)− F j(χ)(tα)|dt,

L’hypothèse (H3) permet d’obtenir,

|E(Hj
1(tα)/X)− hjHF

x(j)(tα)| ≤ Cxh
j
H

(∫
R
H(1)(t)hb1Kdt+

∫
R
H(1)(t)|t|b2hb2Kdt

)
,

Comme
∫
RH

(1)(t)dt = 1 et
∫
RH

(1)(t)|t|b2dt <∞, alors

EF̂ χ(t)
N (tα)− F χ(t)(tα) = o(hb1K) + o(hb2H).
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Démonstration du lemme 3.2.1.10 On a :

F̂
χ(j)
N (tα)− EF̂ χ(j)

N (tα) =
1

nhjHEK1

n∑
i=1

(
K

(
d(x,X)

hK

)
H(j)

(
y − Yi
hH

)
− EK

(
d(x,X)

hK

)
H(j)

(
y − Yi
hH

))
.

on pose :

∆i =
1

h
(j)
H EK1

(
K

(
d(x,X)

hK

)
H(j)

(
y − Yi
hH

)
− EK

(
d(x,X)

hK

)
H(j)

(
y − Yi
hH

))
D’aprés l’hypothèse (H5), on a,

CEIB(x,hK)(Xi) < EK1 < C
′EIB(x,hK)(Xi),

alors,
Cφx(hK) < EK1 < C

′
φx(hK),

et puisque la fonction K est bornée et H < 1, on peut majorer directement

|∆i| ≤
C

hjHφx(hK)
, E∆2

i ≤
C
′

h2j−1
H φx(hK)

.

On applique maintenant l’inégalité de Hoeffging (4.2.1,[10]) aux variable|∆i|,

P
(∣∣∣F̂ χ(j)

N (t̂α)− EF̂ χ(j)
N (tα)

∣∣∣ > ε
)

= P(

(
1

n

∣∣∣ n∑
i=1

∆i

∣∣∣ > ε

)
≤ 2 exp

(
−nε2C

4h2j−1
H φχ(hK)

)
Avec

ε = ε0

√
log n

nh2j−1
H φx(hK)

On arrive, pour tout ε0 > 0,

P

(∣∣∣F̂ x
N(tα)− EF̂ x

N(tα

∣∣∣ > ε0

√
log n

nh2j−1
H φx(hK)

)
≤ 2n−Cε

2
0 .

donc, ∑
n

P

(∣∣∣F̂ x
N(tα)− EF̂ x

N(tα)
∣∣∣ > ε0

√
log n

nh2j−1
H φx(hK)

)
≤

n∑
i=1

2n−Cε
2
0 .

Il suffit de choisir ε >
1√
C

pour que la série converge. Ceci achève la preuve de lemme.

3.2.2 Normalité asymptotique

Dans cette section, nous établissons la normalité asymptotique de l’estimateur du quantile
conditionnel lorsque la variable explicative est fonctionnelle.
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3.2.3 Hypothèses

On garde les hypothéses (H1) -(H5) du cas paragraphe précédent et on ajoute les hypo-
thèses suivants :
• (H6)H est un nouyon vers fonction

i) il ∃ une fonction intégrable g tel que,∣∣H(t)−H(s)
∣∣ ≤ Cg

∣∣t− s∣∣
ii)
∫
|t|b2H(1)(t)dt <∞

Théorème 3.2.2. Sous les hypothèses (H1)- (H5) et (H6), on a(
nψK(hK)

fχ(tα)ψ2
K(hK)

)1/2

(t̂α − tα) −→ N (0,
√
α(α− 1)). (3.3)

Où ψK(hK) = −
∫
g(1)(t)φχ(hKt)dt

Démonstration des résultats techniques
On utilise le développement de taylor d’ordre 1 de l’estimateur F̂ x au point t̂α car la fonction
H est de classe C1, alors :

F̂ x(t̂α)− F̂ x(tα) = (t̂α − tα)F̂ x(1)(t∗α)

avec t∗α ∈ (tα, t̂α) ∣∣∣t̂α − tα∣∣∣ =
1∣∣∣F̂ x(1)(t∗α)

∣∣∣
[∣∣∣F̂ x(tα)− F x(tα)

∣∣∣].
Alors, √

n(ψg(hK))2

fn(tα)ψk2(hK)

∣∣∣t̂α − tα∣∣∣ =

√
n(ψK(hK))2

fχ(tα)ψK2(hK)

1∣∣∣F̂ x(1)(t∗α)
∣∣∣
[∣∣∣F̂ x(tα)− F x(tα)

∣∣∣].
La démonstration est basé sur les lemmes suivants :

Lemme 3.2.3.1. Sous les hypothèses (H1)− (H5) et (H6), on a,√
n(ψK(hK))2

fn(tα)ψK2(hK)

(
αF̂ x

D − F̂ x
N(tα)− E(αF̂ x

D − F̂ x
N(tα))

)
→ N

(
0,
√
α(α− 1)

)
, P.co.

Corollaire 3.4. Sous les hypothèses (H1)− (H5), on a,

∃τ > 0, Tel que
∑
n

P
[∣∣∣F̂ x(1)

N (t∗α)
∣∣∣ < τ

]
<∞.
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Démonstration du lemme 3.2.3.1
D’aprés le Théorème de centrale limite, il existe δ > 0, tel que

n∑
i=1

E
∣∣∣∣
√

n(ψg(hK))2

fX(tα)ψK2(hK)

1

n
| Li(x)− ELi(x) |

∣∣∣∣2+δ

(
var

√
n(ψg(hK))2

fx(tα)ψK2(hK)

1

n

∑
n

Li(x)

)1+ δ
2

−→ 0

Avec
Li(x) =

1

EKi

[
KiHi − αKi

]
Donc,

1

n
var

n∑
i=1

Li(x) = var(F̂ x
N(tα)− αF̂ x

D)

=
1

(nEK1)2

n∑
i=1

var(KiHi(tα)− αKi)

=
1

n(EK1)2
var(K1H1(tα)− αK1)

=
1

n(EK1)2
E(K1H1(tα)− αK1)2 − E2

(
K1H1(tα)− αKi

)
=

1

n(EK1)2
E(K2

1E
(
K2

1(H1(tα)− α)2

E(K2
1

)
− 1

n

(
E
(
K1(H1(tα)− α

EK1

))2

D’autre part,

E
(
K
d(x,Xi)

hK

)
=

∫ 1

0

K(u)dP
d(x,Xi)

hK (u)

On a ∫ u

0

K
′
(t)dt = K(u)−K(0)

Donc

E
(
K
d(x,Xi)

hK

)
=

∫ 1

0

K(0)dP
d(χ,x1)
hK (u) +

∫ 1

0

∫ u

0

K ′(t)dtdP
d(χ,x1)
hK (u)

= K(0)φx(hK) +

∫ 1

0

∫ 1

0

K
′
(t)1[0,u](t)dtdP

d(x,Xi)

hK (u)

= K(0)φx(hK) +

∫ 1

0

∫ 1

0

K
′
(t)1[t,1](t)dtdP

d(x,Xi)

hK (u)

= K(0)φx(hK) +

∫ 1

0

K
′
(u)P

(
t <

d(χ, x1)

hK
< 1
)
dt

= −
∫
K(1)(t)φx(hKt)dt, car K(1) = 0

= ψK(hK)
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De la même manière, on trouve d’où

(EKi)
2

EK2
i

= O(1)

Et à l’aide de l’hypothèses (), on trouve

|E(Hi(tα)/X)− α)| ≤ Cχ

(
hb1K + hb2H

∫
R
|t|b2H ′(t)dt

)
(3.4)

Et ∣∣E(H2
1 (tα)/X)− α)

∣∣ ≤ Cχ

(
hb1K + hb2H

∫
R

2H(t)H ′(t)|t|b2dt
)

(3.5)

Il suffit d’écrire

1

EK1

E
(
Ki(Hi − α)

)2

=
1

EK1

(
EK2

iH
2
i + α2EK2

i − 2αEK2
iHi

)
=

1

EK1

(
E(K2

i (H2
i − α)− 2αE(K2

i (Hi − α) + (α− α2)
)

Donc
n(ψK(hK))2

ψK2(hK)
var

(
αF̂ x

D − F̂ x
n (tα)

)
→ α(α− 1)

Il reste à évaluer la limite, pour laquelle

n−1
((EK1)2

EK2
1

)1+ δ
2

n∑
i=1

∣∣∣∣ELi − ELi
∣∣∣∣2+δ

≤ 21+δn−1
((EK1)2

EK2
1

)1+ δ
2

∣∣∣∣ n∑
i=1

EL2+δ
i

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D1

+ 21+δn−1
((EK1)2

EK2
1

)1+ δ
2

∣∣∣∣ n∑
i=1

EL2+δ
i

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D2

Comme on a :
(EK1)l

EK l
1

= O(1)

Pour le terme D1, on a

D1 ≤ 21+δn−
δ
2 (EK1)−1− δ

2EK2+δ
1

[
H1(tα)− α

]2+δ

≤ C
(
nEK2

i

)−δ
2 EK2

1/EK2+δ
i

≤ C
(
nφx(hK)

)−δ
2 → 0
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Puis D2,

D2 ≤ 21+δn−
δ
2

((EK1)2

EK2
1

)1+ δ
2

(
E(K1(Hi(tα)− α)

)2+δ

≤ Cn−
δ
2 (EKi)

3+ 3δ
2

(EKi

EK2
1

)1+ δ
2 → 0

Démonstration On a,

E
(
αF̂ x

D − F̂ x
n (tα)

)
= E

(
α
( 1

nhK

n∑
i=1

Ki(x)
)
− 1

nEK1

n∑
i=1

Ki(x)Hi(tα)

)
=

1

nEK1

EK1 (α− EH1(tα/X)) −→ 0

n(EK1)2

EK2
1

var

(
αF̂ x

D − F̂ x
n (tα)

)
= E

(
K2

1(H1(tα)− α)2

EK2
1

)
− (EK1)2

EK2
1

E
(
K1(H1(tα)− α)

EK1

)2

3.3 Cas de mélange

Dans cette Section , nous considérons le cas où les observations sont α-mélangeantes et
nous établissons la convergence presque complète de l’estimateur à noyau de t̂α. Nous sommes
amenès à fait sur les hypothèses sont du même ordre que celles discutées dans le i.i.d et aussi
s’ajoute les conditions suivants :

– (H8) (Xi, Yi)i∈N une suite des variable aléatoires α-mélangeantes,de coefficient de mé-
lange αn verifiant :

∃a > 0, ∃c > 0 : ∀n ∈ N, α(n) ≤ cn−a

– (H9)O < sup
i 6=j

P
[
(Xi, Yi) ∈ B(x, hK)×B(x, hK)

]
= o

(
(φx(hK))(a+1)/a

n1/a

)
.

– (H10)

lim
n→∞

hH = 0

∃η > 0, Cn
3−a
a+1

+η ≤ φx(hK) ≤ C
′
n

1
1−a , avec a > (5 +

√
17)/2.

3.3.1 Propriétés asymptotiques

Théorème 3.3.1. Sous les hypothèses (H1)− (H9), on a :

t̂α − tα = o(hb1K + hb2k ) + o

(
log n

nφx(hK)

)1/2

, p.co.

En reprend les mêmes arguments employées dans la démonstration du lemme (3.2.1.6),
donc on va démontrer seulement la partie de dispersion
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Lemme 3.3.1.1. Sous les hypothèses (H1)− (H4) et (H6)− (H9), on a :

F̂ x
D − EF̂ x

D = o

(√
log n

nφx(hK)

)
, P.co.

Lemme 3.3.1.2. Sous les hypothèses (H1)− (H4) et (H6)− (H9), on a :

F̂ x
N(tα)− EF̂ x

N(tα) = o

(√
log n

nφx(hK)

)
, P.co.

Démonstration du lemme 3.3.1.1 Il suffit de montrer que

P

(∣∣∣F̂ x
N(tα)− EF̂ x

N(tα)
∣∣∣ > η

√
log n

nφx(hK)

)
≤ Cn−1−ν

Pour cela, on applique l’inégalité de Fuk-Nagaevs([10]), on obtient,

P
(∣∣∣F̂ x

N(tα)−EF̂ x
N(tα)

∣∣∣ > 4λ
)

= P
(∣∣∣∣ 1

EK1

n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣ > 4λ

)
≤ 2nCr−1

(2r

λ

)a+1

+
(

1 +
λ2

rS2
n

)−r/2
,

Tel que
∆i = KiHi − EKiHi

En ce qui concerne le deuxième terme, on a

S2
n =

n∑
i=1

n∑
j=1

|cov(∆i∆j)|

=
∑
i 6=j

cov(∆i,∆j)︸ ︷︷ ︸
Scovn

+
∑
i 6=j

var(∆i)︸ ︷︷ ︸
Svarn

Pour la quantité Scovn , on a∣∣∣Cov(∆i,∆j)
∣∣∣ =

∣∣∣E(∆i,∆j)− E(∆i)E(∆j)
∣∣∣

= E(KiHiKjHj) + E(KiHi)E(KjHj)

≤ CE(KiKj) + E(Ki)E(Kj)

Comme le noyau K est bornée à support compact [0, 1] alors, il existe une constante vérifiant∣∣∣Cov(∆i,∆j)
∣∣∣ ≤ CE(IB(χ,hK)(Xi)IB(χ,hK)(Xj)) + CE(IB(χ,hK)(Xj)E(IB(χ,hK)(Xi)

= ≤ CP
(

(Xi, Xj) ∈ B(x, hK)×B(x, hK)
)

+ C
′P
(
Xi ∈ B(x, hK)

)
P
(
Xj ∈ B(x, hK)

)
≤ C

(
χχ(hK)φx(hK) + C

′
φ2
x(hK)

)
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La dernière égalité à cause de l’hypothèse (H10), donc∣∣∣Cov(∆i,∆j)
∣∣∣ = O (χχ(hK)φx(hK)) (3.6)

D’autre part, nous avons d’aprés l’inégalité de covariance (4.2.1,[10])

∀i 6= j,
∣∣∣Cov(∆i,∆j)

∣∣∣ ≤ Cα(|i− j|) (3.7)

En effet, on utilise les techniques de Masry ([10], 1986) et on partage la somme sur les deux
ensembles

Scovn =
∑ ∑

0<|i−j|≤un

∣∣∣Cov(∆i,∆j)
∣∣∣+
∑ ∑

|i−j|>un

∣∣∣Cov(∆i,∆j)
∣∣∣

Ou un est une suite des entiers tend vers l’infinie quand n tend vers l’infinie. Alors,

Scovn ≤ C

[∑ ∑
0<|i−j|≤un

(
φx(hK)

n

)1/a

+
∑ ∑

|i−j|>un

α(|i− j|)

]

= O

(
nun

(
χχ(hK)φx(hK) + n2α(un)

)
,

Si un =

(
1

χx(hK)

)
, alors

Scovn = O
(
nφx(hK) + n2α

(
1

χχ(hK)

))
≤ C(nφx(hK) + n2(χx(hK))a)

Pour la quantité Svarn , on a

var(∆i) = E(K1H1)2 − E2(K1H1)

On utilise l’hypothèse (H1) pour on obtenir

Svarn ≤ C
(
φx(hK)) + (φx(hK))2

)
,

D’où,
S2
n = O(nφx(hK)).

Nous appliquons, maintenant l’inégalité de Fuk-Nagaev (4.2.1, [10]) aux variables ∆, on ob-
tient,

P
(∣∣∣F̂ x

N(tα)− EF̂ x
N(tα)

∣∣∣ > λ
)

= P
(∣∣∣∣ n∑

i=1

∆i

∣∣∣∣ > nEK1λ

)

≤ P
( ∣∣∣∣∣

n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣∣ > 4nχχ(hK)λ

4

)
= ≤ 2nCr−1

(
8r

λnχχ(hK)

)a+1

=

(
1 +

λ2n2(χχ(hK))2

16rS2
n

)−r/2
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Si on prend λ = λ0

√
log n

nχχ(hK)
, on obtient alors

P

(∣∣∣F̂ x
N(tα)− EF̂ x

N(tα)
∣∣∣ > λ

√
log n

nχχ(hK)

)
≤ 4

(
1 +

η2 log n

16r

)−r|2

+ 2ncr−1

 8r

nχχ(hK)η

√
log n

nχχ(hK)


a+1

≤ 4

(
1− η2 log n 32

−r|2

)−r|2
+ 2nCr−1

(
8r

η

)a+1

(n log nχχ(hK))−(a+1)|2

Donc,

P

(∣∣∣F̂ x
N(tα)− EF̂ x

N(tα)
∣∣∣ > λ

√
log n

nχχ(hK)

)
≤ 4n−η

2|32

+ Cη−(a+1)n(1−(a+1)|2)ran((a−3)|2−β(a+1)|2)(log n)−(a+1)|2

On choisi r = C(log n)2, on trouve

P

(∣∣∣F̂ x
N(tα)− EF̂ x

N(tα)
∣∣∣ > λ

√
log n

nχχ(hK)

)
≤ Cn−η

2|32

+ Cn−1−β(a+1)|2(log n)(3a−1)|2

Pour η suffisament grand, on a

∃ν > 0, P

(∣∣∣F̂ x
N(tα)− EF̂ x

N(tα)
∣∣∣ > λ

√
log n

nχχ(hK)

)
≤ Cn−1−ν

Démonstration du lemme 3.3.1.2 En reprend les même arguments du lemme précédente.



Chapitre 4

L’estimation du modèle de troncature à
gauche : Cas réel

Ce travail effectué dans le cadre de ce mémoire considère la tronquée a gauche où n’est
pas observé que si (Yi ≥ Ti). la question posé est d’expliquer la durée de survie y sujette à
une variable T par une variable aléatoire réelle X. pour ce faire, nous disposons de n copies
indépendants (X,Yi, Ti) du triplet (X, Y, T ).

4.1 Cas i.i.d

4.1.1 Modèle

Considérons une suite de variables aléatoires indépendantes Y1, · · · , YN de même fonction
de répartition F inconnue. Ces variables aléatoires sont regardées comme les durées de vie des
sujets étudiés. La troncature aléatoire à gauche peut notamment avoir lieu si le temps d’origine
de la durée de vie étudiée précéde le temps d’origine de l’étude. Ce modèle peut survenir dans
différents champs d’applications comme l’astronomie et les études médicales. Soit T1, · · · , TN
une suite de variables aléatoires indépendantes de même fonction de répartition G inconnue.
On suppose aussi que ces variables sont indépendantes des Yi. La taille de l’échantillon N
est déterministe mais inconnue Dans le modèle de troncature à gauche, (Xi, Ti) est observé
lorsque Yi ≥ Ti, si non rien n’est observé. Pour éviter la confusion, on note (Xi, Ti, i =
1, · · · , n)(n ≤ N) l’échantillon observé (i.eYi ≥ Ti). Une conséquence de la troncature, la
taille de l’échantillon vraiment observé n est une variable aléatoire distribuée selon la loi
Binomiale de paramètre N Il est clair que si µ = 0, aucune donnée peut observer. Pour cela,
nous supposons, dorénavant, que µ 6= 0 par la loi forte des grands nombres on a, lorsque N
tend vers ∞

µ̂ =
n

N
→ µ, p.s

Lemdani et Ould-Said (2007) ont prouvé que la propriété i.i.d de l’échantillon observé de taille
n est déduite de celle de l’échantillon de taille N. Sous le modèle de troncature à gauche la
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distribution conjointe conditionnelle (Stute (1993), et Zhou (1996) d’un (Y, T )observé devient

J∗(y, t) = P(Y ≤ y, T ≤ t)

= P(Y ≤ y, T ≤ t/Y ≥ T )

=
P(Y ≤ y, T ≤ t, Y ≥ T )

P(Y ≥ T )

=
P(Y ≤ y, T ≤ t, T ≤ Y )

P(Y ≥ T )

= µ−1

∫ y

−∞
G(t ∧ u)dF (u)

Où t ∧ u = min(t, u). Les distributions marginales sont donc définies par

F ∗(y) = J∗(y,∞)

= µ−1

∫ y

−∞
G(u)dF (u)

et

G∗(t) = J∗(∞, t)

= µ−1

∫ ∞
−∞

G(u ∧ u)dF (u)

= µ−1

∫ t

−∞

∫ t∧u

−∞
dG(v)dF (u)

= µ−1

∫ t

−∞
dG(v)

∫ ∞
v

dF (u)

= µ−1

∫ t

−∞
(1− F (v))dG(v),

Qui peuvent être estimés respectivenment par F ∗n = n−1

n∑
i=1

I{Yi≤y} et G∗n = n−1

n∑
i=1

I{Ti≤t}

Soit la fonction C(.) définie par

C(y) = P(T ≤ y ≤ y|y ≥ t)

= G∗(y)− F ∗(y)

=
P(T ≤ y ≤ Y, Y ≥ T )

P(Y ≥ T )

=
P(T ≤ y ≤ Y )

P(Y ≥ T )

= µ−1P(T ≤ y)P(Y ≥ y)

= µ−1G(y)(1− F (u))

On peut être estimé par

Cn(y) = G∗n(y)− F ∗n(y)

= n−1

n∑
i=1

1{Ti≤y≤Yi}
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Lynden-Bell 1971 introduit les estimateurs de maximum de vraisemblance non paramétriques
de F et G donnés par les estimateurs produit-limite suivants

Fn(y) = 1−
∏

i/Yi≤y

[
nCn(Yi)− 1

nCn(Yi)

]
, et Gn(y) = 1−

∏
i/Ti>≤y

[
nCn(Ti)− 1

nCn(Ti)

]

Woodroofe (1985) établit la convergence presque sûre des estimateurs de Lynden- Bell et ainsi
que les conditions dŠidentifabilité du modèle et a remarqué que F et G peuvent être estimés

complétement seulement si aG ≤ aF , bG ≤ bF et
∫ ∞
aF

dF

G
<∞, (où aG,bG et aF ,bF désignent

les points finaux de G et F respectivemeny).

Maintenant, en plus de deux variables considérées auparavant Y et T , nous considérons
un vecteur aléatoire X ∈ Rd de covariables, supposé absolument continu de fonction de
répartition V (.) et une densité continue v(.). On note (Xi, Yi, Ti), 1 ≤ i ≤ n lééchantillon
observé (i.e, Yi, Ti). Dorénavant, on suppose que T est indépendante de (X, Y ). Dans que
se suit, nous allons construire les estimateurs de V (.) et v(.). Premièrement, l’estimateur à
noyau naturel de la densité de la covariable v(.) est donné par

v∗n =
1

nhdn

N∑
i=1

kd

(
x−Xi

hN

)
Où Kd : Rd −→ R est un noyau fixé avec

∫
Rd Kd = 1 et (hN)N≥1 une suite non negative tend

vers zéro lorsque N tend vers l’infini. Comme N est inconné, on ne peut pas alors utiliser le
dernier estimateur. On a,

v∗n =
1

nhdn

n∑
i=1

kd

(
x−Xi

hn

)
est l’estimateur de la densité conditionnel v∗(x) donnée yi ≥ T1. Notons que dans la somme
est sur i telle que Gn(Yi) 6= 0. Finalement, pour estimer la fonction v sous le modèle tronquée
on a l’estimateur de la densité de X de la forme

v∗n =
αn
nhdn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
kd

(
x−Xi

hn

)
Par une méthode analogue, on peut obtenir un estimateur de F (y|x) comme suit

Fn(y/x) = αn

n∑
i=1

Wi,n
1

Gn(Yi)
K0

(
y − Yi
hn

)

=

n∑
i=1

G−1
n (Yi)kd

(
x−Xi

hn

)
K0

(
y − Yi
hn

)
n∑
i=1

G−1
n (Yi)kd

(
x−Xi

hn

)
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4.1.2 Convergence uniforme presque sûre

On suppose que 0 = aG < aF et bG < bF .Ti et (χi, yi) avec 1 ≤ i ≤ N sont indépendants.
On considère deux réels a et b tel que aF < a < b < bF .
Soit Ω0 = {x ∈ Rd/v(x) > 0} et Ω est un sous compact de Ω0.

γ := inf
x∈Ω

υ(x) > 0.

– (H1) Sur le paramètre de lissage

hn ↘ 0 et nhdn/ log n→n→∞ ∞
– (H2) le noyau kd est une densité de probabilité avec support compact de C1

– (H3) K0 est differenteable de C1 et assez compact
– (H4) les noyaux Kd et K0 sont vérifiant∫

tk0(t)dt = 0 et
d∑
i=1

∫
rikd(r)dr = 0,

avec r = (r1, ..., rd)
t

– (H5) la densite conjonte f(., .) est bornée, differentiable et continue.

Théorème 4.1.1. Sous les hypothèses (H1)-(H5), on a pour p ∈ (0, 1) la densité conditionnel
inf
x∈Ω

f(εp(x)|x) > 0

sup
x∈Ω

∣∣∣εp,n(x)− εp(x)
∣∣∣ = O

(
max

{√
log n

nhdn
, h2

n

})
, P.s

Démonstration

Soit x ∈ Ω. Comme F (./x) et Fn(./x) sont continues, on a F
(
εp(x)/x

)
= F

(
εp,n(x)/x

)
=

p. En suite ∣∣∣F(εp,n(x)/x
)
− F

(
εp(x)/x

)∣∣∣ =
∣∣∣F(εp,n(x)/x

)
− Fn

(
εp(n)/n

)∣∣∣
≤ sup

a≤y≤b

∣∣∣Fn(y/n)− F (y/n)
∣∣∣

Et
F
(
εp,n(x)/x

)
− F

(
εp(x)/x

)
=
(
εp,n(x)− εp(n)f

(
ε∗p(x)/x

))
Où ε∗(x) est entre εp(x) et εp,n(x). Donc,

sup
x∈Ω

∣∣∣εp,n(x)− εp(x)
∣∣∣∣∣∣f(ε∗p(x)/x

)∣∣∣ ≤ sup
x∈Ω

sup
a≤y≤b

∣∣∣Fn(y/x)− F (y/x)
∣∣∣

Il suffit de montrer que

sup
x∈Ω

sup
a≤y≤b

|Fn(y/x)− F (y/x)| =
1

γ − sup
x∈Ω
|vn(x)− v(x)|

sup
x∈Ω

sup
a≤y≤b

|F1,n(y/x)− F1(y/x)|

+ sup
x∈Ω

sup
a≤y≤b

|F (y/x)| |vn(x)− v(x)|

Pour montrer les résultats précédents, nous avons besoin des lemmes suivants.
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Lemme 4.1.2.1. sous les hypothèses H1, H2, H4 et H5, on a

sup
x∈Ω

∣∣∣v∗n(x)− v∗(x)
∣∣∣ = O

(
max

{√
log n

nhdn
, h2

n

})
, p.s n→∞

la preuve est basée sur la décomposition suivantes

sup
x∈Ω
|v∗n(x)− v∗(x)| ≤ sup

x∈Ω
|v∗n(x)− E(v∗n(x))|+ sup

x∈Ω
|E(v∗n(x))− v∗(x)|

= C1 + C2.

Sous l’hypothése (H2), On pose

∆x =
1

nhdn
kd

(
x−Xi

hn

)
, x ∈ Rd

Ainsi
E
(

∆x(X)
)
≤ ||v

∗||∞
n

, et E(∆2
i ) ≤

Md||v∗||∞
n2hdn

On obtient alors d’aprés l’inégalité de Talagrand ([7], 2001) avec t = D

√
log n

nhdn
, où D ≥ 0.

Pour tout c1 et c2

P
{

sup
θn∈F1

n∑
i=1

[∆x(Xi)− E∆x(X1)] ≥ ε0

√
log n

nhd

}

≤ C1 exp

{
− 1

C1

ε0
1

||ϑ∗||∞

√
log n

nhdn
n log

[
1 +

ε0

√
logn

nhd

n

C1||ϑ∗||∞
[ √

n

nh
d/2
n

+

√
logC2h

d/2
n

n

]2]}

≤ C1 exp

{
− 1

C1

ε0
1

||ϑ∗||

√
n log n

hdn

1

n
ε0

√
log n

nhdn

nhdn
C1||ϑ||∞

}

≤ C1n
− ε20
C2
1 ||v
∗||2∞

Puisque log(1 + t) ≤ t, pour n large et le choix de ε0, on trouve 0(n−3/2). On a sous le lemme
de Borel Cantelli et (H1)

C1 = 0

(√
log n

nhdn

)
(4.1)

Pour le deuxième terme, on obtient sous le développement de Taylor et les hypothèses (A4)
et (A5)

C2 = 0(h2
n) (4.2)

En utilisant (4.1) et (4.2), pour achever le résultat.
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Lemme 4.1.2.2. sous les hypothèses H1, H2, H4 et H5, on a

sup
x∈Ω

sup
a≤≤b

∣∣∣F1,n(x, y)− F1(x, y)
∣∣∣ = O

(
max

{√
log n

nhdn
, h2

n

})
, p.s, n→∞

On a,

sup
x∈Ω

sup
a≤y≤b

∣∣∣F1,n(x, y)− F1(x, y)
∣∣∣ = sup

x∈Ω
sup
y∈[a,b]

∣∣∣F1,n(x, y)− F̃1,n(x, y)
∣∣∣

+ sup
x∈Ω

sup
y∈[a,b]

∣∣∣F̃1,n(x, y)− E
[
F̃1,n(x, y)

]∣∣∣
+ sup

x∈Ω

∣∣∣E[F̃1,n(x, y)
]
− F1(x, y)

∣∣∣
= S1 + S2 + S3

Pour le premier terme S1

D’aprés l’hypothèse (H3), K0 est borné par 1∣∣∣F1,n(x, y)− F̃1,n(x, y)
∣∣∣ ≤ { |αn − α|

Gn(aF )
+

α

Gn(aF )G(aF )
sup
a≤y≤b

∣∣∣Gn(y)−G(y)
∣∣∣}∣∣∣υ∗n(n)

∣∣∣
On a |αn−α| = 0

(
n−1/2

)
, d’aprés le théorme (3.2) dans ([15]). En plus, Gn(aF ) −→ G(aF ) >

0. On autre, sup
a≤y≤b

|Gn(y) − G(y)| = 0(n−1/2) voir le remarque (6) dans ([24]) on obtient

directement

S1 = 0(n−1/2) (4.3)

Le deuxième terme S2, On pose

ηy(.) =
1

G(y)
K0

(
y − .
hn

)
, y ∈ R

Et

∆x,y(r, w) =
1

nhnG(y)
kd

(
x− r
hn

)
K0

(
y − w
hn

)
, tel que x ∈ Rd, y ∈ R

En reprenant les calcules éffectués pour pouver

S2 = 0
(√ 1

n

)
Le troisiéme terme S3,

E(F̃1,n(x, y)) = E
[

1

hd
kd

(
x−X1

hn

)
E
(

α

G(y1)
K0

(
y − y1

hn

)
/X1

)
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On remarque que

E
(

α

G(y1)
K0

(
y − yi
hn

)
/X1

)]
=

∫
α

G(y1)
K0

(
y − z
hn

)
f ∗(z/X1)dz

=

∫
K0

(
y − z
hn

)
f(z/X1)dz

=

∫
k0(s)F (y − shn/X1)ds

Il suffit alors de développer la fonction F̃1,n au voisinage de x et par intégration par partie,
on a sous les hypothéses (H4) et (H5)

EF̃1,n(x, y)− F1(x, y) =

∫ ∫
Kd(u)K0(v)

[
F1(x− uhn, y − vhn)− F1(x, y)

]
dudv

= 0(h2
n)

Lemme 4.1.2.3. sous les hypothèses H1, H2, H4 et H5, on a

sup
x∈Ω

∣∣∣vn(x)− v(x)
∣∣∣ = O

(
max

{√
log n

nhdn
, h2

n

})
, p.s n→∞

La démonstration est similaire à celle que le cas dans le lemme précédent.

4.1.3 Normalité asymptotique

On garde les mémes notations du section précédente et on ajoute l’hypothèse ci-dessous
permettant de trouver la méme vitesse de convergence que le cas i.i.d

– H6 Le paramétre de lissage hn

hn ↘ 0 et nhd+1
n / log n→n→∞ ∞

– H7 Le paramétre hn satisfait

hn ↘ 0 et nhd+4
n → 0

Théorème 5.1 Sous ces hypothéses (H2)-(H7), on a pour tout p ∈ (0.1) et pour tout x ∈ Ω0

tel que fn(ζp(x)/x) 6= 0

√
nhdn(ζp,n(x)− ζp(x))→D N

(
0,
σ2(x, ζp(x)

f(ζp(x)/x)

)
,

où
σ2(x, y) = k

∑
1(x, y)υ2(x) +

∑
2(x)F 2

1 (x, y)− 2
∑

1(x, y)F1(x, y)υ(x)

αυ4(x)

avec
k =

∫
k2
d(r)dr,

∑
1

(x, y) =

∫ y

−∞

f(x, y)

G(y)
ds et

∑
2

(x) =

∫
R

f(x, s)

G(s)
ds
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Démonstration :
On pose F (ζ(x)|x) = p = Fn(ζp,n(x)|x), d’aprés le développement de Taylor, on a

F (ζp,n(x)|x)− F (ζp(x)|x) = (ζp,n(x)− ζp(x))f(ζ∗p (x)|x)

Où ζ∗p (x) est entre ζp,n(x) et ζp(x). Donc, d’aprés la continuité de f(.|y) et le Théorème
précédente implique que la convergence en probabilité du doménateur f(ζp(x)|x).
Soit

F1,n(x, y)

αn
− F1(x, y)

α
=

F1,n(x, y)

αn
− F̃1,n(x, y)

α
+
F̃1,n(x, y)

α
− E(F̃1,n(x, y))

α

+
E(F̃1,n(x, y))

α
− F (x, y)

α
= Λn1(x, y) + Λn2(x, y) + Λn3(x, y)

D’aprés (H1), (H2), (H4) et (H5), pour tout x et y

√
nhdnΛn1(x, y) =

√
nhdn

[
1

nhn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
kd

(x−Xi

hn

)
K0

(y − Yi
hn

)
− 1

nhn

n∑
i=1

1

G(Yi)
kd

(x−Xi

hn

)
K0

(y − Yi
hn

)]
≤ ≤

√
nhdn

supy |Gn(Y )−G(Y )|
G(aF )Gn(aF )

υ∗n(x)

−→ 0p(1) quand n→∞

à l’aide (4.1.2.3), on obtient

√
nhdnΛn3(x, y) = α−1

√
nhdn

{
E
[
F̃1,n(x, y)

]
− F1(x, y)

}
= O

(√
nhd+4

n

)

Lemme 4.1.3.1. Sous les hypothéses (K), (D1) et (H1 : a), Nous avons pour tout x, υ(x) > 0
et y < bi √

nhdn(Γn2(x, y),Λn2(x, y))T →D N (0, µ−1k
∑

(x, y))

Tel que ∑
(x, y) =

( ∑
1(x, y)

∑
1(x, y)∑

1(x, y)
∑

2(x, y)

)
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Démonstration du lemme 4.1.3.1 En appliquant le développement de Taylor et le chan-
gement de variable pour

V ar

[√
nhdnΛn2(x, y)

]
=

1

nhdn
× nV ar

[
1

Gn(Yi)
kd

(x−Xi

hn

)
K0

(y − Yi
hn

)]
=

1

αhdn

∫ ∫
1

G(s)
k2
d

(
x− r
hn

)
K2

0

(
y − s
hn

)
f(r, s)drds

− 1

α2hdn

{∫ ∫
kd

(
x− r
hn

)
K0

(
y − s
hn

)
f(r, s)drds

}2

=
1

α

∫ ∫
1

G(s)
k2
d(u)K2

0

(
y − s
hn

)
f(x, s)duds+O(hn)

=
k

α

∑
1

(x, y) + o(1)

De la méme manière,

Cov

[√
nhdnΛn2(x, y),

√
nhdnΓn2(x, y)

]
=

1

αhn

∫ ∫
1

G(s)
k2
d

(
x− r
hn

)
K0

(
y − s
hn

)
f(r, s)drds+ o(1)

=
1

α

∫ ∫
1

G(s)
k2
d(u)K0

(
y − s
hn

)
f(x, s)duds+ o(1)

=
k

α

∑
1

(x, y) + o(1)

On pose c = (c1, c2)t

∆n(x, y) =
√
nhdn[c1Λn2(x, y) + c2Γn2(x, y)] =

n∑
i=1

∆ni(x, y)

où ∆ni(x, y) est réellement indépendant. Soit ρ3
ni(x, y) = E

[∣∣∣∆ni(x, y)
∣∣∣3]

Puis,

ρ3
ni(x, y) ≤ 4

(
hdn
n

)3/2{
c3

1E
[∣∣∣∣ 1

hdnG(Y1)
kd

(
x−X1

hn

)
K0

(
y − Y1

hn

)∣∣∣∣3]+c3
2E
[∣∣∣∣ 1

hnG(Y1)
kd

(
x−X1

hn

)∣∣∣∣3]}
Ce que implique

ρ3
n(x, y) =

n∑
i=1

ρ3
ni(x, y) = O(n−1/2h3d/2

n ) = o(1)

En outre,

s2
n(x, y) = V ar

{√
nhdn[c1Λn2(x, y) + c2Γn2(x, y)]

}
→n→∞ α−1kct

∑
(x, y)c > 0

Pour tout c 6= 0, υ(x) > 0, lim
n→∞

ρn(x, y)/sn(x, y) → 0. le résultat est donc une consécquence
directe par le Théoème Berry-Esséen (voir ([25], p322). On suit les mêmes étapes pour dé-
monter

Γn2(x) =
1

nhdn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(x−Xi

hn

)
− E

(
1

hdn

1

Gn(Y1)
Kd

(x−X1

hn

))
−→ N (0, 1)
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Et
V ar(

√
nhdnΓn2(x)) = α−1k

∑
2

(x) + 0(1)

4.2 Cas de mélange
Pour pouvoir étendre les résultats obtenus ci-dessus, il est nécessaire d’introduire une

structure probabiliste qui permette de contrôler la dépendance entre les variables constituant
l’échantillon statistique. Une manière naturelle de faire consiste à introduire une condition
d’indépendance asymptotique. Nous ferons içi l’hypothèse de mélange.

4.2.1 Modèle

Pour éviter tout confusion, nous allons noter (Xi, Yi, Ti); 1 ≤ i ≤ n, n < N, la sous suite
observée (i.e Yi ≥ Ti). La vraie taille n de l’échantillon observé est un variable aléatoire
distribuée selon la loi Binomiale de paramètre N et µ où µ = P(Y ≥ T ). Il est clair que
si µ = 0 aucune donnée n’est observée. Pour cela, nous supposons, dorénavant, que µ 6= 0,
d’aprés la loi fort de grand nombres on a, lorsque N tend vers ∞,

µ̃n =
n

N
→ µ, p.s.

En utilisant les poids de Ould Said-Lemadani ([17]), nous obtenons l’estimateur de la fonction
de répartition de Y sachant X = x donné par

Fn(y/x) = µn

n∑
i=1

W̃i,n(x)
1

Gn(Yi)
H
(y − Yi

hn

)

=

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(x−Xi

hn

)
H
(y − Yi

hn

)
n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(x−Xi

hn

)
=
F1,n(x, y)

υn(x)
,

où H est un fonction de répartition définie sur R et

F1,n(x, y) =
µn
nhdn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(x−Xi

hn

)
H
(y − Yi

hn

)
(4.4)

A partir de cet estimateur, on peut trouver l’estimateur de la densité conditionnelle de Y
sachant X = x définie par

f(y/.) =
∂F (y/.)

∂y
.

Cet estimateur est donné par

fn(y/x) =
f1,n(x, y)

υn(x)
,
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où

f1,n(x, y) =
µn

nhd+1
n

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(x−Xi

hn

)
H(1)

(y − Yi
hn

)
Est l’estimateur de f(x, y) =

∂F1(x, y)

∂y
tel que H(1) est la dérivée de H.

4.2.2 Convergence uniforme presque sûre

Dans que se suit, on s’intéresse au cas de covariable notée X univariée (i.e d=1). On note
X de x et K de K1. Supposons que 0 = aG < aF et bG < bF . Nous considérons deux nombres
réels a et b tel que aF < a < b < bF . Soit Ω est un sous compact de Ω0 = {x ∈ R/υ(n) > 0}
et γ := infx∈Ω υ(x) > 0. Considérons les hypothèses suivantes :

– (K1) K est une densité de probabilité bornée, à valeur positive et continue au sens de
Holder d’exposant β > 0 et satisfait

|u|K(u)→ 0 lorsque ||u|| → +∞

– (K2) H est une fonction de répartition de densité de probabilité H(1) de classe C1

qui est positive, bornée et a un support compact. Elle est continue au sens de Hölder
d’exposant β.

– (K3) i)H1 et K sont deux noyaux de second ordre,
ii)
∫
K2(r)dr <∞.

– (M1) {(Xi, Yi), i ≥ 1} est une suite de variables aléatoires stationnaires et α-mélangeantes
de coefficient α(n).

– (M2) {Ti, i ≥ 1} est une suite de variables de troncature i.i.d et indépendante de
{(Xi, Yi), i ≥ 1} de fonction de répartition commune et continue G.

– (M3) Il existe ν > 5 + 1/β pour β > 1/7 tel que α(n) = O(n−ν).
– (D1) La densité conditionnelle υ∗(.) est deux fois continûment différentiable.
– (D2) La densité conditionnelle jointe υ∗(., .) de (Xi, Yj) existe et satisfait

sup
r,s
|υ∗(r, s)− υ∗(r)υ∗(s)| ≤ C <∞,

tell que C est une constante ne dépendant pas de (i, j).
– (D3) La densité conditionnelle jointe de (Xi, Yi, Xj, Yj) et la densité conditionnelle jointe

de (Xi, Yi) notées respectivement par f ∗(., ., ., .) et f ∗i,i(., .) existent et satisfont pour tout
constante C

sup
r,s,t,u

|f ∗(r, s, t, u)− f ∗i,i(r, s)f ∗i,i(t, u)| ≤ C <∞.

– (D4) La densité jointe f(., .) est bornée et deux fois continument différentiable.
– (D5) La densité marginale υ(.) est localement lipschitzienne sur Ω0.

La fenêtre hn := h satisfait :
– (H1)

h ↓ 0,
log n

nh
→ 0 et h = 0(1/ log n), lorsque n→∞.
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– (H2)

Cn
(3−ν)β

β(ν+1)+4β+1
+η < h < C

′
n

1
1−ν ,

où η satisfait

(2)β

β(ν + 1) + 4β + 1
< η <

(ν − 3)β

β(ν + 1) + 4β + 1
+

1

1− ν

et β et ν vérifient la condition (M3).

Théorème 4.2.1. Sous ces derniers hypothèses et pour tout p ∈ (0, 1) si la fonction qp
satisfait pour ε > 0 tel que

∀ηp : Ω→ R, sup
x∈Ω
|qp(x)− ηp(x)| ≥ ε⇒ sup

x∈Ω
|F (qp(x)− F (ηp(x))| ≥ β

On a
lim |qp,n(x)− qp(x)| = 0, p.s

De plus, on a

sup
x∈Ω

∣∣∣qp,n(n)− qp(n)
∣∣∣ = O

(
max

{√
log n

nh
, h2

})
, p.s n→∞

Preuve

Pour montrer les résultats precédents ,nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 4.2.2.1. Sous les hypothèses (K1), (K3), (M), (D1), (D2) et (H), on a

sup
x∈Ω

∣∣∣υ∗n(x)− υ∗(x)
∣∣∣ = O

(
max

{√
log n

nh
, h2

})
, p.s, n→∞

Lemme 4.2.2.2. Sous les hypothèses (M), ona

sup
x∈Ω

∣∣∣µn − µ∣∣∣ = O

(√
log log n

n

)
, p.s, n→∞

Lemme 4.2.2.3. Sous les hypothèses du lemme (4.2.2.1) et (K2), o na

sup
x∈Ω

sup
y∈[a,b]

∣∣∣F1,n(x, y)− F̃1,n(x, y)
∣∣∣ = O

(√
log log n

n

)
, p.s, n→∞

Lemme 4.2.2.4. Sous les hypothèses (K), (M), (D3), (D4) et (H) on a

sup
x∈Ω

sup
y∈[a,b]

∣∣∣F̃1,n(x, y)− E
[
F̃1,n(x, y)

]∣∣∣ = O

(√
log n

nh

)
, p.s, n→∞

Lemme 4.2.2.5. Sous les hypothèses (K3) et (D), on a

sup
x∈Ω

∣∣∣E[F̃1,n(x, y)
]
− F1(x, y)

∣∣∣ = O(h2), p.s, n→∞
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Lemme 4.2.2.6. Sous les hypothèses du lemme (4.2.2.1) et (D5), on a

sup
x∈Ω

∣∣∣υn(x)− υ(x)
∣∣∣ = O

(
max

{√
log n

nh
, h2

})
, p.s, n→∞

Démonstration du lemme 4.2.2.1
on a :

sup
x∈Ω
|v∗n(x)− v∗(x)| ≤ sup

x∈Ω
|v∗n(x)− E(v∗n(x))|+ sup

x∈Ω
|E(v∗n(x))− v∗(x)|

= T1n + T2n.

Nous commençons par étudier le terme variance T1n. L
′
idée consiste à utiliser 1

′
ine|galité

exponentielle prenant en compte la structure a-mélangeante. L
′
ensemble compact Ω peut

être recouvert par un nombre fini dintervalle ln de longueur ωn = (n−1h1+2β)
1
2β , où β est

1
′
exposant de Hölder. On note Ik := I(xk, ωn); k = 1, · · · , ln, l’intervalle centré en xk.

Comme Ω est borné, alors il existe une constante C tel que ωnln ≤ C. Pour tout x dans Ω, il
existe Ik qui contient x tel que |x− xk| ≤ ωn. Nous commena̧ons par écrire

4i(x) :=
1

nh

{
K

(
x− Xi

h

)
− E

[
K

(
x− Xi

h

)]}
.

On a

n∑
i=1

4i(x) =
n∑
i=1

1

nh

{
K

(
x− Xi

h

)
− E

[
K

(
x−Xi

h

)]}
= v∗n(x)− E(v∗n(x))

= {(v∗n(x)− v∗n(xk))− (E[v∗n(x)]− E[v∗n(xk)])}+ (v∗n(xk)− E[v∗n(xk)])

=
n∑
i=1

4̃i(x) +
n∑
i=1

4i(xk).

D’où

sup
x∈Ω

∣∣∣∣ n∑
i=1

4ι(x)

∣∣∣∣ ≤ max
1≤k≤ln

sup
x∈Ik

∣∣∣∣ n∑
i=1

4̃ι(x)

∣∣∣∣+ max
1≤k≤ln

∣∣∣∣ n∑
i=1

4ι(xk)

∣∣∣∣
= S1n + S2n
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On a sous l’hypothèses (Kl),

sup
x∈Ik

∣∣∣∣ n∑
i=1

4̃ι(x)

∣∣∣∣ =
1

nh

n∑
i=1

{
K

(
x− Xi

h

)
−K

(
xk − Xi

h

)}
− 1

h

n∑
i=1

{
E

[
K

(
x− Xi

h

)
−K

(
xk − Xi

h

)]}
≤ 1

nh

n∑
i=1

∣∣∣∣K(x− Xi

h

)
−K

(
xk − Xi

h

)∣∣∣∣
+

1

h
E

[∣∣∣∣K(x− Xi

h

)
−K

(
xk − Xi

h

)∣∣∣∣]
≤

2 supx∈Ik
|x− xk|β

h1+β

≤ Cωβnh
−1−β

= O((nh)−1/2)

D’où, d’aprés (H1) et pour n suffisamment grand, on obtient S1n = oP(1). Etudons maintenant
le terme S2n dans (4.3). Sous (Kl), les variables aléatoires Ui = nh4i(xk) sont centrées et
bornées. L

′
utilisation de l’inégalité de Fuk-Nagaev ([10]), nous permet d

′
obtenir, pour tout

ε > 0 et r > 1

P

{
max

1≤k≤ln

∣∣∣∣ n∑
i=1

4i(xk)

∣∣∣∣ > ε

}
≤

ln∑
i=1

P

{∣∣∣∣ n∑
i=1

4i(xk)

∣∣∣∣ > ε

}
≤ Cω−1

n

{
n

r

( 2r

εnh

)ν+1

+
(

1 +
ε2n2h2

rs2
n

)−r
2

}
= T11n + T12n

où
s2
n =

∑
1≤i≤n

∑
1≤j≤n

|Cov(Ui, Uj)|.

Posons

r = (log n)1+δ, oδ > 0, et ε = ε0

√
log n

nh
, pourε0 > 0, (4.5)

on a
T11n = Cω−1

n

n

r

( r

εnh

)ν+1

= C(n−1h1+2β)
−1
2β

{
n

(log n)1+δ

(
(log n)1+δ

nhε0

√
logn
nh

)ν+1}

= Cn1− ν+1
2

+ 1
2βh−( 1

2β
+1+ ν+1

2
)(log n)ν(1+δ)− ν+1

2 ε
−(ν+1)
0

Notons que sous (M3), il est facile de vérifier que 1
′
hypothé se modifiée suivante (H

′
2) de

(H2) est satisfaite,
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Cn
(3−ν)β

β(ν+1)+4β+1
+η < h < C′n

1
1−ν , (4.6)

où η satisfait

2

β(ν + 1) + 2β + 1
< η <

(ν − 3)β

β(ν + 1) + 2β + 1
+

1

1− ν
(4.7)

et β et ν satisfont la condition (M3). Donc, d’aprés (4.2.1), on obtient

T11n ≤ C′(log n)ν((1+δ)− ν+1
2 n−12β(β(ν+1)+2β+1− 1

ν − L.

D’où, pour tout η vérifiant (4.7), T1nn est bornée par le terme général d’une série finie.
Etudions maintenant le terme T12n, mais avant ça, nous allons étudier le comportement
asymptotique de s2

n. On a

s2
n =

n∑
i=1

Vαr(Ui) +
∑
i 6=j

|Cov(Ui, Uj)|

=: svarn + scovn

Premièrement, d
′
après, (KI), (K3), et (Dl) et un changement de variable, nous obtenons

svarn =
n∑
i=1

Vαr(Ui)

= nV αr(U1)

= n{E(U2
1)− E2(U1)}

= nE(U2
i )

= nE

{(
K

(
xk − X1

h

)
− E

[
K

(
xk − X1

h

)])2}
= n

{
E

[
K2

(
xk − X1

h

)]
− E2

[
K

(
xk − X1

h

)]}
= n

{∫
K2

(
xk − t
h

)
v∗(t)dt−

(∫
K

(
xk − t
h

)
v∗(t)dt

)2}
= n

{
h

∫
K2(z)v∗(xk − zh)dz −

(
h

∫
K(z)v∗(xk − zh)dz

)2}
= n

{
h

∫
K2(z)v∗(xk)dz −

(
h

∫
K(z)v∗(xkdz)

)2}
≤ Cnh− Cnh2

= O(nh)−O(nh2)

= O(nh) (4.8)
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Quant au second terme, en faisant un changement de variable, (Kl), (Ml) et (D2) en-
trainent,

|Cov(Ui, Uj)| = |E(UiUj)− E(Ui)E(Uj)| = |E(UiUj)|

=

∣∣∣∣E[K(xk − Xi

h

)
K

(
xk − Xj

h

)]
− E

[
K

(
xk − Xi

h

)]
E

[
K

(
xk − Xj

h

)]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ ∫ K

(
xk − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
v∗(r, s)drds

−
∫ ∫

K

(
xk − r
h

)
v∗(r)dr

∫
K

(
xk − s
h

)
v∗(s)ds

∣∣∣∣
≤

∫ ∫
K

(
xk − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
|v∗(r, s)− v∗(r)v∗(s)|drds

≤ C

∫ ∫
K

(
xk − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
drds

= Ch2

∫ ∫
K(z)K(z′)dzdz′

= O(h2).

Notons aussi que ces covariances peuvent être controlées en utilisant 1’inégalité de covariance
de Davydov. On a

∀i 6= j, |Cov(Ui, Uj)| ≤ 2α‖Ui‖∞‖Uj‖∞
≤ Cα(|i− j|)

Pour évaluer scovn , nous utilisons une théchnique développée dans Masry ([7],1986). Posons
ϕn = d(n−1h)

−1
ν e (où d.e note le plus petit entier plus grand que 1

′
argument), on peut écrire

scovn =
∑

0<|i−j|≤ϕn

|Cov(Ui, Uj)|+
∑

|i−j|>ϕn

|Cov(Ui, Uj)| (4.9)

En utilisant la borne supérieure sur le premier terme de covariance pour obtenir

∑
0<|i−j|≤ϕn

|Cov(Ui, Uj)| ≤ Cnh2ϕn (4.10)

Pour le second terme, ∑
|i−j|>ϕn

|Cov(Ui, Uj)| ≤ C
∑

|i−j|>ϕn

α(|i− j|)

≤ Cn2α(ϕn) (4.11)

D’aprés (H2), en utilisant (M3),(4.10) et (4.11), nous obtenons



4.2 Cas de mélange 61

scovn = O(nh). (4.12)

Finalement en utilisant (4.8) et (4.12) nous concluons directement que s2
n = O(nh). Ceci est

suffisant pour étudier la quantité T12n. En effet pour tout ε et r le développe- ment de Taylor
de log(1 + x) donne

T12n = Cω−1
n

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2

= Cω−1
n exp

{
−r
2

log

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)}
= Cω−1

n exp

{
−r
2

log

(
1 +

ε20nh log n

rs2
n

)}
= C(n−1h1+2β)

−1
2β exp

{
−rε20nh log n

rs2
n2

}
≤ c

1
2β
−C′ε20h−1(1+ 1

2β
)

= c
1
2β
−C′ε20h−

1
2β

(β(ν+1)+2β+1)h
ν+1
2

En utilisant (H
′
2) et (M3), la dernière formule peut être considérée comme le terme général

d
′
une série convergente. Comme

∑
n≥1

(T11n + T12n) < ∞ et en utilisant le lemme de Borel-

Cantelli, nous avons

T1n = O

(√
log n

nh

)
, p.s lorsque n→∞

.
Etudions maintenant le terme T2n. D’aprés (K3),(Dl) et un développement de Taylor

E(v∗n(x))− v∗(x) = E

[
1

nh

n∑
i=1

K

(
x− Xi

h

)]
− v∗(x)

=
1

h

∫
K(
x− u
h

)v∗(u)du− v∗(x)

=
1

h

{
h

∫
K(z)v∗(x− zh)dz

}
− v∗(x)

=

∫
K(z)

(
v∗(x) + zhv′∗(x̃) +

(zh)2

2
v′′∗(x̃)

)
dz − v∗(x)

=
h2

2

∫
K(z)z2v′′∗(x̃)dz

= O(h2),

où x̃ ∈ [x- zh, x], et on déduit que

T2n = O(h2) P− p.s. n→∞
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Remplaçant T1n et T2n dans l’égalité précédente, nous obtenons

sup
x∈Ω
|v∗n(x)− v∗(x)| = o

(√
log n

nh

)
+ O(h2)

= o

(
max

{√
log n

nh
, h2

})
, p.s n→∞

Démonstration du lemme 4.2.2.2 Voir Ould-Said et Tatachak ([20], 2009).
on pose

F1,n(x, y) =
µn
nhdn

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(x−Xi

hn

)
H
(y − Yi

hn

)

Démonstration du lemme 4.2.2.3 Sous (K2) la H est bornée par 1. Ainsi,on a

∣∣∣F1,n(x, y)− F̃1,n(x, y)
∣∣∣ =

∣∣∣∣ µnnhdn
n∑
i=1

1

Gn(Yi)
Kd

(x−Xi

hn

)
H
(y − Yi

hn

)
− µ

nhdn

n∑
i=1

1

G(Yi)
Kd

(x−Xi

hn

)
H
(y − Yi

hn

)∣∣∣∣
≤ 1

nh

n∑
i=1

K
(x−Xi

h

)∣∣∣∣ µn
Gn(Yi)

− µ

G(Yi)

∣∣∣∣
≤ υ∗n(x)

∣∣∣∣ µn
Gn(aF )

− µ

G(aF )

∣∣∣∣
= υ∗n(x)

∣∣∣∣ µn
Gn(aF )

− µ

G(aF )
− µ

Gn(aF )
+

µ

Gn(aF )

∣∣∣∣
≤ υ∗n(x)

{
|µn − µ|
Gn(aF )

+
µ supy≥aF |Gn(y)−G(y)|

Gn(aF )G(aF )

}

En utilisant les lemme (4.2.2.1), (4.2.2.2) le lemme (3.4) de Liang,Li ei Oi ([18], 2009) et le
fait que Gn(aF )→ G(aF ) p.s n→∞,
nous obtenons le résultat.
Démonstration du lemme 4.2.2.4 Comme Ω et [α, b] sont des ensembles compacts, alors,
il existe un recouvrement fini ln et dnd′ intervalles I1, · · · , Iln et J1, · · · , Jdn de longeurs
ωn définis dans le lemme (4.1) et λn = (n−1h2β)

1
2β et de centres x1, · · · , xln et y1, · · · , ydn

respectivement. Comme Ω et [α, b] sont bornés, ils existent deux constants C1 et C2 tels
que lnωn ≤ C1 et dnλn ≤ C2. Pour tout (x, y) ∈ Ω × [α, b] ils existent xk et yj tels que
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‖x− xk‖ ≤ ωn et ‖y − yj‖ ≤ λn. Ainsi on a la décomposition suivante

sup
x∈Ω

sup
a≤y≤b

|F̃1,n(x, y)− E[F̃1,n(x, y)]| ≤ max
1≤k≤ln

sup
x∈Ik

sup
y
|F̃1,n(x, y)− F̃1,n(xk, y)|

+ max
1≤k≤ln

max
1≤j≤dn

sup
y∈Jj

|F̃1,n(xk, y)− F̃1,n(xk, yj)|

+ max
1≤k≤ln

max
1≤j≤dn

|F̃1,n(xk, yj)− E[F̃1,n(xk, yj)]|

+ max
1≤k≤ln

max
1≤j≤dn

sup
y∈Jj

|E[F̃1,n(xk, yj)]− E[F̃1,n(xk, y)]|

+ max
1≤k≤ln

sup
x∈Ik

sup
y
|E[F̃1,n(xk, y)]− E[F̃1,n(x, y)]|

= J1n + J2n + J3n + J4n + J5n

Commena̧ons par étudier J1n. Les hypothèses (Kl) et (K2) donnent

sup
x∈Ik

sup
y
|F̃1,n(x, y)− F̃1,n(xk, y)| =

∣∣∣∣ µnh
n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
x− Xi

h

)
H

(
y − Yi

h

)
− µ

nh

n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
y − Yi

h

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣H(y − Yi

h

)∣∣∣∣∣∣∣∣ µnh
n∑
i=1

1

G(Yi)

(
K

(
x− Xi

h

)
− K

(
xk − Xi

h

))∣∣∣∣
≤ sup

y

∣∣∣∣H(y − Yi

h

)∣∣∣∣ µ||x− xk‖G(αF)h1+β

≤ sup
y

∣∣∣∣H(y − Yi

h

)∣∣∣∣ µCωβn
G(αF)h1+β

≤ C′h−1−β(n−1h1+2β)
β
2β

= O((nh)−1/2).

A partir de (Hl), nous obtenons

√
nh

log n
sup
x∈Ω

sup
a≤y≤b

|F̃1,n(x, y)− F̃1,n(xk, y)| = o(1)

.

En utiliant les mêmes étapes, on peut montrer la même chose pour J5n. Etudions maintenant
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le terme J2n

sup
y∈Jj

|F̃1,n(xk, y)− F̃1,n(xk, yj)| =

∣∣∣∣ µnh
n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
y − Yi

h

)
− µ

nh

n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
yj − Yi

h

)∣∣∣∣
= K

(
xk − Xi

h

)∣∣∣∣ µnh
n∑
i=1

1

G(Yi)

(
H

(
y − Yi

h

)
− H

(
yj − Yi

h

))∣∣∣∣
≤ K

(
xk − Xi

h

)
µ‖y − yj||
G(αF)h1+β

≤ K

(
xk − Xi

h

)
µCλβn

G(αF)h1+β

≤ C′h−1−β(n−1h2β)
β
2β

= O((nh2)−1/2).

D’aprés (Hl), on obtient

√
nh

log n
sup
x∈Ω

sup
a≤y≤b

|F̃1,n(xk, y)− F̃1,n(xk, yj)| = o(1)

En utilisant les mêmes étapes, on peut montrer la même chose pour J4n. Passons maintenant
au dernier terme J3n, pour tout ε > 0, on a

P{ max
1≤k≤ln

max
1≤j≤dn

|F̃1,n(xk, yj)−E[F̃1,n(xk, yj)]| > ε} ≤ lndnP{|F̃1,n(xk, yj)−E[F̃1,n(xk, yj)]| > ε}

. Posons, pour tout i ≥ 1

Ψn(xk, yj) =
µ

nh

{
1

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
yj − Yi

h

)
− E

[
1

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
yj − Yi

h

)]}

Sous (Kl) et (K2), les variables aléatoires Vi = nhΨ(xk, yj) sont centrées et bornées par
2µM0M1

G(aF

=: C <∞. Alors, en appliquant l’inégalité de Fuck-Nagaev ([10]), on obtient pour
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tout ε > 0 et r > 1

P

{
max

1≤k≤ln
max

1≤j≤dn

∣∣∣∣ n∑
i=1

Ψn(xk, yj)

∣∣∣∣ > ε

}
= P

{
max

1≤k≤ln
max

1≤j≤dn

∣∣∣∣ n∑
i=1

Vi

∣∣∣∣ > nhε

}

≤ lndn

{
n

r

( r

εnh

)ν+1

+

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2
}

≤ C1C2(ωnλn)−1

{
n

r

( r

εnh

)ν+1

+

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2
}

= C(n−1h1+2β)
−1
2β (n−1h2β)

−1
2β

{
n

r

( r

εnh

)ν+1

+

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2

≤ Cn
1
βh
−( 1

2β
+2)n

r

( r

εnh

)ν+1

+ Cn
1
βh−( 1

2β
+2)

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2

= J31n + J32n (4.13)

Où
s2
n =

∑
1≤i≤n

∑
1≤j≤n

|Cov(Vi, Vj)|.

En posant

r = (log n)1+δ, où δ > 0, et ε = ε0

√
logn
nh

, pour ε0 > 0

J31n = Cn
1
βh
−( 1

2β
+2)n

r

( r

εnh

)ν+1

= Cn
1
βh−( 1

2β
+2) n

(log n)1+δ

(
(log n)1+δ

√
nh

ε0
√

log nnh

)ν
+ 1

= Cn
1
β

+1− ν+2
2 h−( 1

2β
+2)h−

ν+2
2 (log n)(1+δ)ν(log n)−

ν+2
2 ε
−(ν+1)
0

= cε
−(ν+1)
0 n

1
β

+1− ν+2
2 (log n)(1+δ)ν− ν+2

2 h−
1
2β

(1+4β+β(1+ν).

Donc, en utilisant (H2) et (Hl), nous obtenons

J31n ≤ Cε
−(ν+1)
0 (log n)(1+δ)ν− ν+1

2 n1+ 1
β
− 1+ν

2 h−
1
2β

(1+4β+β(1+ν)).

Sous les conditions sur β et η, J31n est le terme générale d’une série finie. Examinons main-
tenant le terme J32n. premièrement, on commence par calculer

s2
n = nV αr(V1) +

∑
i 6=j

|Cov(Vi, Vj)|.
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On a

Vαr(V1) = E[V2
1]− E2[V1]

= E

[
µ2

G2(Y1)
K2

(
xk − X1

h

)
H2

(
yj − Y1

h

)]
− E2

[
µ

G(Y1)
K

(
xk − X1

h

)
H

(
yj − Y1

h

)]
= W1 −W2.

On a

E

[
µ2

G2(Y1)
H2

(
yj − Y1

h

)
/X1

]
=

∫
µ2

G2(y1)
H2

(
yj − y1

h

)
f ∗(y1/X1)dy1

=

∫
µ

G(y1)
H2

(
yj − y1

h

)
f(y1/X1)dy1

= E

[
µ

G(Y1)
H2

(
yj − Y1

h

)]

Alors

W1 = E

[
µ2

G2(Y1)
K2

(
xk − X1

h

)
H2

(
yj − Y1

h

)]
= E

[
µ

G(Y1)
K2

(
xk − X1

h

)
H2

(
yj − Y1

h

)]
≤ µ

G(αF)
E

[
K2

(
xk − X1

h

)]

=
µ

G(αF)

∫
K2

(
xk − t
h

)
v∗(t)dt

=
hµ

G(αF)

∫
K2(z)v∗(xk − zh)dz

=
hµ

G(αF)

∫
K2(z)v∗(xk)dz

≤ Ch

= O(h)

Un développement analogue donne que W2 = O(h2), qui implique que nV αr(V1) =
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O(nh). Pour |Cov(Vi, Vj)|, (MI), (KI), (K2), (D3) et un changement de variable donnent

|Cov(Vi, Vj)| = |E[ViVj]− E[Vi]E[Vj]|

=

∣∣∣∣E[ µ2

G(Yi)G(Yj)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
yi − Yi

h

)
K

(
xk − Xj

h

)
H

(
yj − Yj

h

)]
− E

[
µ

G(Yi)
K

(
xk − Xi

h

)
H

(
yi − Yi

h

)]
E

[
µ

G(Yj)
K

(
xk − Xj

h

)
H

(
yi − Yj

h

)]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ ∫ ∫ ∫ µ2

G(r)G(t)
K

(
xk − u
h

)
H

(
yi − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
H

(
yi − t
h

)
. f ∗(u, r, s, t)dudrdsdt−

∫ ∫
µ

G(r)
K

(
xk − u
h

)
H

(
yi − r
h

)
f ∗i,i(u, r)dudr

.

∫ ∫
K

(
xk − s
h

)
H

(
yi − t
h

)
f ∗i,i(s, t)dsdt

∣∣∣∣
≤ µ2

G2(αF)

∫ ∫ ∫ ∫
K

(
xk − u
h

)
H

(
yi − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
. H

(
yi − t
h

)
|f ∗(u, r, s, t)− f ∗i,i(u, r)f ∗i,i(s, t)|dudrdsdt

≤ C

∫ ∫ ∫ ∫
K

(
xk − r
h

)
H

(
yi − r
h

)
K

(
xk − s
h

)
H

(
yi − t
h

)
dudrdsdt

= Ch4

∫ ∫ ∫ ∫
K(z)H(v)H(v′)K(z′)dzdvdz′dv′

= O(h4) (4.14)

A partir d
′
un résultat dans Bosq (1998, [4]), on a

|Cov(Vi, Vj)| = O(α(|i− j|)). (4.15)

Donc, d
′
après(4.14) et (4.15) nous obtenons pour ϕn = d(n−1h)

−1
ν e (où d.e représente

le plus petit entier plus grand que 1)∑
i 6=j

|Cov(Vi, Vj)| =
∑

0<|i−j|≤ϕn

|Cov(Vi, Vj)|+
∑

|i−j|>ϕn

|Cov(Vi, Vj)|.

≤
∑

0<|i−j|≤ϕn

Ch4 +
∑

|i−j|>ϕn

Cα(|i− j|)

≤ Cnϕnh
4 + Cn2α(ϕn).

D
′
après (H2) et (M3), on a ∑

i 6=j

|Cov(Vi, Vj)| = O(nh)



68 L’estimation du modèle de troncature à gauche : Cas réel

Donc s2
n = O(nh)

Passant maintenant au terme J32n. En prenant r et ε habituelles, on voit que

J32n = Cn
1
βh−( 1

2β
+2)

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)−r
2

= Cn
1
βh−( 1

2β
+2) exp

{
−r
2

log

(
1 +

ε2n2h2

rs2
n

)}
= Cn

1
βh−( 1

2β
+2) exp

{
−r
2

ε2n2h2

rs2
n

}
≤ Cn

1
βh−( 1

2β
+2) exp

{
−1

2
ε20 log n

}
= Cn

1
βh−( 1

2β
+2) exp{log n

−1
2
∈20}

= Cn
1
β
− 1

2
∈20h−( 1

2β
+2).

D’aprés (H2) et (M3), cette dernière peut être considérée comme un teme général d )une série
finie. Par conséquent

∑
n≥1

(J31n + J32n) <∞. Donc par le lemme de Borel- Cantelli le premier

terme de (4.13) tend vers 0 p.s et pour n suffisament grand, on a J3n = O

(√
logn
nh

)
.

En regroupant les résultats de J1n, J2n, J3n, J4n et J5n, on complète la démonstration du
lemme. Pour le terme L2n, on réprend les mêmes étapes de la preuve du terme T1n dans la
démonstration du lemme (4.1) et on montre que pour n suffisamment grand que

L2n = O

(√
logn
nh

)
, p.s, n→∞.

Finalement, par un changement de variable, un développement de Taylor, les conditions (K3)
et (D5), on a

E[ṽn(x)]− v(x)] = E

(
µ

nh

n∑
i=1

1

G(Yi)
K(
x− Xi

h
)

)
− v(x)

=
1

h

∫
K(
x− u
h

)v(u)du− v(x)

=
1

h
{h
∫

K(z)v(x− zh)dz} − v(x)

=

∫
K(z)(v(x) + zhv′(x̃) +

(zh)2

2
v′′(x̃))dz − v(x)

=
h2

2

∫
K(z)z2v′′(x̃)dz,

où x̃ ∈ [x–zh, x]. Alors, on obtient

L3n = O(h2), p.s n→∞.
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En regroupant les résultats précédentes, on conclut le résultat final.
Démonstration du lemme 4.2.2.5 Voir lemme (6.2, [17]) dans Lemdani, Ould-Said et
Poulin (2009).
Démonstration du lemme 4.2.2.6
on définit

υ̃n(x) =
µ

nh

n∑
i=1

1

G(Yi)
K
(x−Xi

h

)
On a

sup
x∈Ω

∣∣∣υn(x)− υ(x)
∣∣∣ ≤ sup

x∈Ω

∣∣∣υn(x)− υ̃n(x)
∣∣∣+ sup

x∈Ω

∣∣∣υ̃n(x)− E
[
υ̃n(x)

]∣∣∣
+ sup

x∈Ω

∣∣∣E[υ̃n(x)
]
− υ(x)

∣∣∣
= L1n + L2n + L3n

Commençons par le terme L1n. on a

sup
x∈Ω

∣∣∣υn(x)− υ(x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣µnnh
n∑
i=1

1

Gn(Yi)
K
(x−Xi

h

)
− µ

nh

n∑
i=1

1

G(Yi)
K
(x−Xi

h

)∣∣∣∣
≤ 1

nh

n∑
i=1

K
(x−Xi

h

)∣∣∣∣ µn
Gn(aF )

− µ

G(aF )

∣∣∣∣
= υ∗n(x)

∣∣∣∣ µn
Gn(aF )

− µ

G(aF )
− µ

Gn(aF )
+

µ

Gn(aF )

∣∣∣∣
≤ υ∗n(x)

{
|µn − µ|
Gn(aF )

+
µ supy≥aF |Gn(y)−G(y)|

Gn(aF )G(aF )

}
En utilisant les lemme (4.2.2.1), (4.2.2.2) le lemme (3.4) de Liang,Li ei Oi ([18], 2009) et le
fait que
Gn(aF )→ G(aF ) p.s n→∞, nous obtenons

L1n = O

(√
log log n

n

)
, p.s n→∞ (4.16)

Et

L2n = O

(√
log n

n

)
, p.s n→∞ (4.17)

Finalement,par un changement de variable ,un développement de Taylor,les conditions (K3)
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et (D5), on a

E
[
υ̃n(x)

]
− υ(x) = E

[
µ

nh

n∑
i=1

1

G(Yi)
K
(x−Xi

h

)]
− υ(x)

=
1

h

∫
K
(x− u

h

)
υ(u)du− υ(x)

=
1

h

{
h

∫
K(z)υ(x− zh)dz

}
− υ(x)

=

∫
K(z)

(
υ(x) + zhυ

′
(x̃) +

(zh)2

2
υ
′′
(x̃)

)
dz − υ(x)

=
h2

2

∫
K(z)z2υ

′′
(x̃)dz,

Où x̃ ∈ [x− zh, x]. Alors,on obtient

L3n = o(h2) p.s n→∞ (4.18)

En regroupant les résultats (4.16), (4.17) et (4.18) pour conclure le résultat final.



Chapitre 5

L’estimation du modèle de troncature à
gauche : Cas fonctionnel

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier la convergence uniforme presque sûre de l’esti-
mateur à noyau du quantile conditionnel pour des données tronquées à gauche défini dans le
chapitre précédent sous des conditions d’un certain type de l’indépendance dans un espace
de dimension infiné.

5.1 Modèle
Soit Y et T deux variables aléatoires réelles de fonctions de répartition inconnues F et

G respectivement. Soit X un vecteur aléatoire de covariable de dimension d de fonction de
répartition V (.) et une densité v(.). Soit (Xi, Yi, Ti), N copies iid de (X, Y, T ), sous le modèle
aléatoire de troncature à gauche Y et T sont observées seulement si {Y ≥ T}. Pour éviter
toute confusion, nous allons noter (Xi, Yi, Ti), 1 ≤ i ≤ n, n < N, la sous suite observée
(i.e Yi ≥ Ti)). La vrai taille n de l’échantillon observé est une variable aléatoire distribuée
selon la loi Binomiale de Paramètre N et µ où µ = P(Y ≥ T ). Il est clair que si α = 0, aucun
donnée n’est observée. Pour cela, nous supposons, dorénavant, que µ 6= 0 d’aprés la loi forte
de grand nombres on a, lorsque N tend vers ∞.

α̂n =
n

N
−→ α, p.s

L’estimateur de la fonction de répartition de Y sachant X = x donnée par

Fn(y/x) = αn

n∑
i=1

Ŵin
1

Gn(Yi)
H

(
y − Yi
hn,H

)

=

n∑
i=1

G−1
n (Yi)K

(
||x−Xi||
hn,H

)
H

(
y − Yi
hn,H

)
n∑
i=1

G−1
n (Yi)K

(
||x−Xi||
hn,H

)
Où K est un noyau, H est la fonction de répartition et hn,K = hK (resp. hn,H = hH ) est une
suite des valeurs réels tend vers zero quand n tend vers l’infini.
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Pour tout p ∈ (0, 1), l’estimateur naturel du quantile conditionnel d’ordre p est donné par

ζp,n = inf{y : Fn(y/x) ≥ p}

5.2 Cas i.i.d

5.2.1 Convergence uniforme presque sûre

On suppose que 0 = aG < aF et bG < bF , Ti et (Xi, Yi) sont indépendant et aF < a < b <
bF . On note B(x, h) une boule de centre x et de Rayon h, Wi = ||x−Xi|| et

P
(
Xi ∈ B(x, h)

)
= P(Wi ≤ h) = Fx(h)

et ε est un sous compact de S et η(u) est un voisinage de u
– (H1) Il existe trois fonctions g(.), φ(.) (supposée croissante) et ε0(.) tel que

i Fx(hK) = g(x)φ(hK) + 0(φ(hK))

ii pour tout u ∈ [0, 1], lim
hK→∞

φ(uhK)

φ(hK)
= lim

hK→∞
εhK (u) = ε0(u)

iii lim
hK→0

sup
x∈ε

∣∣∣Fx(hK)

φ(hK)
− a1g(x)

∣∣∣ = 0, où a1 = K(1)−
∫ 1

0

K
′
(t)εh(u)du.

– (H2) le noyau K est positive et à assez compact dans [0, 1] de classe C1 sur [0, 1],
K(0) > 0 et K(1) > 0 et sa dérivée K ′ est tel que,

−∞ < C1 < K
′
(t) < C2 < 0, sur [0, 1]

– (H3)la probabilité conditionnel vérifiée la condition de Hölder pout tout variable et il
existe deux constentes strictement positive β et ν tel que

i ∀(y1, y2) ∈ R2, (x1, x2) ∈ ϑ(x)× ϑ(x),

|F (y1|x1)− F (y2|x2)| ≤ Cx

(∣∣∣∣∣∣x1 − x2

∣∣∣∣∣∣β +
∣∣∣y1 − y2

∣∣∣ν)
où ϑ(x) est un voisinage de u, Cx est un constante dépend de x

ii
∫
R |z|

νH
′
(z)dz <∞, H

′
est bornée.

– (H4) Sur le paramétre de lissage
– (i) lim

n→∞
hK = lim

n→∞
hH = 0

– (ii) lim
n→∞

log n

nφx(hK)
= 0

– (iii) lim
n→∞

nhH
√

log n = +∞
Sous ces hypothèses, on obtient le résultat suivant :
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5.2.2 Résultat

Théorème 5.2.1. Sous les hypothèses (H1)− (H4), on a :

sup
x∈S

∣∣∣ζ̂p,n(x)− ζp(x)
∣∣∣ = ◦(hβK) + ◦(hγH) + ◦

(√
log n

nφx(hK)

)
, p.s

Démonstration : La preuve de ce théorème est basée sur la décomposition suivante :

∀ε > 0, η(ε) = min{F (ζp(x) + ε|x)− F (ζp(x)|x), F (ζp(x)|x)− F (ζp(x)− ε|x)}

En suite
∀ε > 0,∀y > 0, |ζp(x)− y| ≤ ε⇒ |F (ζp(x)|x)− F (y|x)| ≥ η(ε).

Donc,

sup
x∈
|F (ζp,n(x)|x)− F (ζp(x)|x)| = |F (ζp,n(x)|x)− Fn(ζp,n(x)|x)|

≤ sup
x∈

sup
y∈[a,b]

|Fn(y|x)− F (y|x)|

Donc, il suffit de montrer

sup
x∈S

sup
y∈[a,b]

∣∣∣F̂n(y|x)− Fn(y|x)
∣∣∣ = ◦(hβK) + ◦(hγH) + ◦

(√
log n

nφx(hK)

)
, p.s

On a,

Fn(y|x)− F (y|x) =
ψn(x, y)

gn(x)
− F (y|x)

=
1

gn(x)

{
ψn(x, y)− ψ̃n(x, y) + ψ̃n(x, y)− Eψ̃n(x, y)

}
− F (y|x) {gn(x)− g̃n(x) + g̃n(x)− Eg̃n(x)}

+
1

gn(x)

{
αa1ψn(x, y)− ψ̃n(x, y)− F (y|x) (αa1gn(x)− g̃n(x))

}
Pour montrer les résultats précédents, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 5.2.1. sous les hypothèses (H1) et (H2), on a

sup
x∈S

∣∣∣∣ 1

φ(hK)
E
(
K

(
||x−Xi||

hK

))
− a1g(x)

∣∣∣∣ −→ 0 quand n→∞ (5.1)

Lemme 5.2.2. sous les hypothèses (H3) (ii), (H4)((ii) et (iii)), on a

sup
x∈S
|g̃n(x)− Eg̃n(x)| = 0

(
log n

nφ(hK)

)1/2

(5.2)
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Lemme 5.2.3. sous les hypothèses (H2), (H4), on a

sup
x∈S
|gn(x)− g̃n(x)| = 0

(
n−1/2

)
(5.3)

Lemme 5.2.4. Si les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaits, alors

sup
x∈S
|E(gn(x))− αa1g(x)| = 0

(
n−1/2

)
, n→∞ (5.4)

Lemme 5.2.5. Sous les hypothèses (H1), (H2), on a

sup
x∈S

sup
y∈[a,b]

∣∣∣ψn(x, y)− ψ̃n(x, y)
∣∣∣ = 0(n−1/2), P.s, n→∞ (5.5)

Lemme 5.2.6. sous les hypothèses (H1), (H2) et (H4 (i)), on a

sup
x∈S

sup
y∈[a,b]

∣∣∣ψ̃n(x, y)− Eψ̃n(x, y)
∣∣∣ = 0

(
log n

nφn(hK)

)1/2

, p.s n→∞ (5.6)

Lemme 5.2.7. sous les hypothèses (A3) (ii), (A4) (ii) and (iii), on a

∃v > 0,
∑
n≥1

P
(

inf
x∈S

g̃n(x) ≤ v

)
<∞ (5.7)

Lemme 5.2.8. sous les hypothèses (H1), (H4), on a

sup
x∈S

sup
y∈[a,b]

∣∣∣Eψ̃n(x, y)− αa1ψ(x, y)
∣∣∣ = 0(hβK) + 0(hβH), n −→∞ (5.8)

Démonstration du lemme (5.1) :
On a

sup
x∈S

∣∣∣∣ 1

φ(hK)
E
(
K

(
||x−Xi||

hK

)))
=

1

φ(hK)

∫ hK

0

K

(
u

hK

)
dP ||x−X1||(u)

=
K(1)Fx(hK)

φ(hK)
− 1

φ(hK)

∫ 1

0

K ′(u)Fx(hKu)du

=

(
K(1)−

∫ 1

0

K ′(u)ξhK (u)du

)
[g(x)− 0(1)]

On trouve la dernière égalité à cause de l’hypothèse (A1− ii) qui converge vers a1g(x) quad
n→∞
Démonstration du lemme (5.2.2) : Comme S est un compact de R, alors, on peut extraire
un recouvrement fini S ⊂

⋃ln
k=1B(xk, rn) où B est la boule centré en xk de rayon rn. En

autre, on suppose qu’il existe une constante C positive tel que lnrn = C. Pour tout x ∈ S,
k(x) = arg min

1≤k≤ln
d(xk, x). On a

|g̃n(x)− Eg̃n(x)| =
∣∣g̃n(x)− g̃n(xk(x))

∣∣
+

∣∣g̃n(xk(x))− Eg̃n(xk(x))
∣∣+
∣∣Eg̃n(xk(x))− Eg̃n(x)

∣∣
= G1(x) +G2(x) +G3(x)
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D’aprés l’hypothèse (A3, ii) et rn =

(
h2
Kφ(hK)

n

)1/2

, alors

sup
x∈s
|G1| ≤

α||K ′||∞||x− xk(x)||
hK

=
α||K ′||∞rn
hKφ(hK)

=
α||K ′||∞

(nh2
Kφ(hK))1/2

Pour n est assez large, on a T1 = T3 = 0
Pour le terme G2, on pose

Vi(xk) =
α

φ(hK)G(Yi)

(
K

(
||xk −Xi||

hK

)
− E

(
K

(
||xk −Xi||

hK

)))
Tel que,

G1 =
1

n

n∑
i=1

Vi(xk)

Donc, on peut trouver facilement

|Vi(xk)| ≤
α||K||∞

φ(hK)G(aF )
= d

Et
E |Vi(xk)|2 ≤

Cα||K||∞
φ(hK)G(aF )

= δ2

L’utilisation de l’inégalité de Bernstein([3]), permet d’écrire :

P

{
max

1≤k≤ln
sup

x∈B(xk,rn)

∣∣G2(xk(x))

∣∣ > ε

}
≤

ln∑
k=1

P

{
sup

x∈B(x,r)

∣∣G2(xk(x))

∣∣ > ε

}
= ln max

k=1,··· ,ln
P
{∣∣G2(xk(x))

∣∣ > ε
}

≤ 2
C

rn
exp

(
−nε

2φ(hK)G(aF )

α||K||∞

)

En choisissant, r et ε = ε0

(
log n

nφ(hK)

)1/2

, pour tout ε0 > 0, on obtient

J2 ≤ 2C

(
log n

nhKφ(hK)

)1/2

× 1

(n2hK log n)1/2
× n2−C

′ε20G(aF )

α||K||∞

Pour
C ′ε20G(aF )

α||K||∞
= 3 + γ, γ > 0

On a,

J2 ≤ 2C

(
log n

nhKφ(hK)

)1/2

× 1

(n2hK log n)1/2
× n−1−γ

Les hypothèses [A4(ii, iii)], la série de Riemann et par le lemme de Borel-Cantelli donne le
résultat.
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Démonstration du lemme (5.2.3)
On a,

sup
x∈S
|gn(x)− g̃n(x)| = sup

x∈S

∣∣∣∣∣ αn
nφ(hK)

n∑
i=1

1

Gn(Yi)
K

(
||x−Xi||

hK

)
−

− α

nφ(hK)

n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
||x−Xi||

hK

)∣∣∣∣∣
=

(
|αn − α|
Gn(aF )

+
α

Gn(aF )G(aF )
sup
a≤y≤b

|Gn(y)−G(y)|
)

sup
x∈S
|vn(x)|

Avec
vn(x) =

1

nφ(hK)
K

(
||x−Xi||

hK

)
On la convergence de Gn(aF ) −→ G(aF ) et sup

a≤y≤b
|Gn(y)−G(y)| = 0(n−1/2) (voir la remarque

6 dans [19]). Les hypothèses du lemme (10) de ([8]) permet d’ecrire sup
x∈S
|vn(x)| = 0(1)

on obtient

α̂n − α0 =
Gn(1− Fn(x−))

Rn(x)
− G0(1− F0(x−))

R(x)

=
FRG

RR

{
− 1

n

∑
Wi(x)− 1

n

n∑
i=1

Zi(x)

}

− 1

nR(x)

n∑
i=1

(I (Vi ≤ x ≤ Ui)−R(x)) + ◦
(

log3 n

n

)
= −α0

1

n

n∑
i=1

ξi(x) + ◦
(

log3 n

n

)
Où

ξi(x) = Wi(x) + Zi(x) +
1

R(x)
(I(Vi ≤ x ≤ Ui))−R(x)), i = 1, · · · , n

est une suite des variables indépendants et identiquement distribuées tends vers zero.
Démonstration du lemme (5.2.2)
Nous avons

E[g̃n(x)] =
α

φ(hK)
E
[

1

G(Y1)
K

(
||x−X1||

hK

)]

=
α

φ(hK)
E
[
E
[

1{Y1≥T1}
G(Y1)

K

(
||x−X1||

hK

)
|X1, Y1

]]
=

α

φ(hK
E
[

1

G(Y1)
K

(
||x−X1||

hK

)
E
[
1{Y1≥T1}

∣∣∣X1, Y1

]]
=

α

φ(hK)
E
[
K

(
||x−X1||

hK

)]
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À l’aide du lemme (5.2.1), on obtient le résultat.
Démonstration du lemme 5.2.5∣∣∣ψn(x, y)− ψ̃n(x, y)

∣∣∣ =

∣∣∣∣ αn
nφ(hK)

n∑
i=1

1

Gn(Y1)
K

(
||x−Xi||

hK

)
H

(
y − Yi
hH

)
− α

nφ(hK)

n∑
i=1

1

G(Y1)
K

(
||x−Xi||

hK

)
H

(
y − Yi
hH

)∣∣∣∣
≤

{
|αn − α|
Gn(aF )

+
α

Gn(aF )G(aF )
sup
a≤y≤b

|Gn(y)−G(y)|
}
|Ψn(x, y)|

Avec

Ψn(x, y) =
1

nφ(hK)

n∑
i=1

K

(
||x−Xi||

hK

)
H

(
y − Yi
hH

)
De la même manière que le lemme 5.2.3 avec le lemme (3.3) dans ([9]) pour j = 0, on obtient

sup
x∈s

sup
a≤y≤b

∣∣∣ψn(x, y)− ψ̃n(x, y)
∣∣∣ = O

(
n−1/2

)
Démonstration du lemme 5.2.6

Pour s, on utilise le même recouvrement du lemme (5.2.2). Puisque [a, b] est un sous compact
réel de R, on peut extraire un nombre fini jn de longueur [a, b] ⊂

⋃jn
t=1 It, où It = (yt−un, yt+

un), jn = Q1

un
et yt = arg min

t∈(t1,...,tan )
|y − t|, on a

sup
x∈Σ

sup
y∈[a,b]

∣∣∣ψ̃n(x, y)− E
[
ψ̃n(x, y)

]∣∣∣ ≤ sup
x∈Σ

sup
y∈[a,b]

∣∣∣ψ̃n(x, y)− ψ̃n(xk, y)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

T1

+ sup
x∈Σ

sup
y∈[a,b]

∣∣∣ψ̃n(xk, y)− ψ̃n(xk, yt)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

T2

+ sup
x∈Σ

sup
y∈[a,b]

∣∣∣ψ̃n(xk, yt)− E
[
ψ̃n(xk, yt)

]∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T3

+ sup
x∈Σ

sup
y∈[a,b]

∣∣∣E[ψ̃n(xk, yt)
]
− E

[
ψ̃n(xk, t)

]∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T4

+ sup
x∈Σ

sup
y∈[a,b]

∣∣∣E[ψ̃n(xk, t)
]
− E

[
ψ̃n(x, t)

]∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T5

Comme la H est limitée par 1, puis nous revenons directement au Lemm (5.2.2) avec le même
choix de ε, on a

P
{
T1 > ε0

(
log n

nφ(hk)

)1/2}
= P

{
T5 > ε0

(
log n

nφ(hk)

)1/2}
= 0
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D’aprés la condition liptshizienne

sup
x∈Σ

sup
y∈[a,b]

∣∣∣ψ̃n(xk, y)− ψ̃n(xk, yt)
∣∣∣

≤ sup
x∈Σ

sup
y∈[a,b]

α

nφ(hK)

n∑
i=1

1

G(Yi)

∣∣∣∣H(y − YihH

)
−H

(
yt − Yi
hH

)∣∣∣∣K( ||x−Xi||
hK

)
≤ sup

x∈Σ
sup
y∈[a,b]

C|y − yt|
hH

(
α

nφ(hK)

n∑
i=1

1

G(Yi)
K

(
||x−Xi||

hK

))
≤ C

αun
hHG(aF )

sup
x∈Σ

υn(xk)

D’aprés lemme on obtient

O

(
Cun

hHG(aF )
αa1g(x)

)
= O

(
un
hH

)

En choisissant un = n−ν−1|2 avec ν > 0 et avec (A4, iii) nous obtenons un
hH

= O

((
logn
nφ(hK

)1/2
)
.

pour n est assez grand et pourtout les ε > 0, nous obtenons

P
{
T2 > ε0

(
log n

nφ(hk)

)1/2}
= P

{
T4 > ε0

(
log n

nφ(hk)

)1/2}
= 0

Pour le terme T3, il est clair que

P(T3 > ε) <
ln∑
k=1

tsn∑
k=1

P
(

sup
x∈B(xk,rn)

sup
yt∈{t1,...,tαn}

∣∣∣ψ̃n(xk, yt)− E
[
ψ̃n(xk, yt)

]∣∣∣ε)
≤ snln max

k=1,··· ,ln
max

yt∈{t1,...,tαn}
P
(∣∣∣ψ̃n(xk, yt)− E

[
ψ̃n(xk, yt)

]∣∣∣ > ε

)
Soit

λ(x, y) = K

(
||x−Xi||

hK

)
H

(
yt − Yi
hH

)
− E

[
K

(
||x−Xi||

hK

)
H

(
yt − Yi
hH

)]
Les mêmes arguments du lemme (5.2.2) utilisées et le fait que H ≤ 1, on déduit que

E|λ| ≤ 2||K||∞|H| ≤ C, et E|λ|2 ≤ C
′
α||K||∞

G(aF )φ(hK)

Maintenant,nous appliquons l’inégalité exponentielle de Bernstein([3]) pour obtenir

P(T3 > ε) ≤ 2snln exp

{
−C ′nε2φ(hK)G(aF )

2α||K||∞

}

=
2C

rnun
exp

{
−C ′nε2φ(hK)G(aF )

α||K||∞

}
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le méme choix de rn, un et ε donnes

2C

(n2h2
Kφ(hK))1/2

× nν+2−C
′
nε2φ(hK )G(aF )

α||K||∞

Ce qui nous permet de conclure, en choisissant C
′
nε2φ(hK)G(aF )
α||K||∞ = 3 + ν + γ avec γ > 0

P(T3 > ε) ≤ 2C

(
log n

nhKφ(hK)

)1/2

×
(

1

nhK log n

)1/2

× n−1−γ

Par les deux hypothèses (A4, (i), (iii)), on déduit le résultat du lemme.
Démonstration du lemme 5.2.7
D’aprés l’égalité suivante

inf
x∈Σ

g̃n(x) ≥ inf
x∈Σ

E[g̃n(x)]− sup
x∈Σ
|g̃n(x)− E[g̃n(x)]|

et lemme , on obtient le résultat.
Démonstration du lemme 5.2.8 On a,

E
[
ψ̃n(x, y)

]
=

α

φ(hK)
E
[

1

G(Y1)
K

(
||x−X1||

hK

)
H

(
y − Y1

hH

)]
=

α

φ(hK)
E
[

1

G(Y1)
K

(
||x−X1||

hK

)
E
[
H

(
y − Y1

hH

)∣∣∣∣X1

]]
Ainsi,

E
[
H

(
y − Yi
hH

)∣∣∣∣X1

]
=

∫
R

H

(
y − u
hH

)
f(u|X1)du

=

∫
R

H
′
(z)F (y − zhH |X1)dz

=

∫
R

H
′
(z)[F (y − zhH |X1)− F (y|x)]dz + F (y|x)

Puisque la fonction H ′(.) est la densité de probabilité

E
[
ψ̃n(x, y)

]
=

α

φ(hK)
E
[

1

G(Y1)
K

(
||x−Xi||

hK

)∫
R

H
′
(z)[F (y − zhH |X1)− F (y|x)]dz

]
+

α

φ(hK)
F (y|x)E

[
1

G(Y1)
K

(
||x−Xi||

hK

)]
= L1 + L2

A l’aide du lemme , L2 tend vers à αa1ψ(x, y) quand n→∞.
D’aprés l’hypothèse (H3), on a∫

R

H
′
(z)|F (y − zhH |X1)− F (y|x)|dz ≤ Cx

∫
R

H
′
(z)(hβK + |z|γhγH)dz

≤ Cxh
β
K + Cxh

γ
H

∫
R

|z|γH ′(z)dz

Il est clair d’aprés (H3, ii) et Lemme (5.2.2), L1 tend vers zero quand n −→∞.
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Conclusion

On peut mensionner les remarques suivantes :
– ce problème trouvera une solution original, en effet le fléau de la dimension est la

dégradation de la vitesse de convergence par rapport à l’augmentation de la dimension.
– Dans le cas de dimension infini, nous avons une dégradation de la vitesse de convergence

par rapport à la faible concentration de la mesure de probanilité de la variable explicative
fonctionnelle.

– Ainsi, une solution originale de ce problème est le choix de la semi-métrique qui donne
une forte concentration de la mesure de probabilité de la variable fonctionnelle.

– Les vitesses des convergences obtenues sont insensibles aux corrélations des observations.
Cependant, certaines hypothţeses suppléementaires ont été introduites afin de prendre
en compte la dépendance des observations.

– Cet estimateur peut utiliser pour construire des intérvalles de confiance et de faire de
la prédiction en séries temprelles.

– Les hypothéses de la dépendance sont ajoutées pour completer les données indépen-
dantes qui n’a pas toujours raisonnable en pratique.
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