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Résumé

Ce mémoire est dévolue a I’étude de certaines propriétés du processus
autorégressif a coefficients aléatoires. Ce dernier qualifie comunément une
suite (X;);ez entiérement décrité par ses valeurs passées multipliées par des
coefficients aléatoire et perturbé par un bruit blanc. Nous traitons quelques
problématiques de I’étude de tel processus : stationnarité, estimation et pré-

vision. On termine ce travail par des simulations réalisés par le langage R.
Title : On random coefficient autoregressive process.

Abstract

This thesis is dedicated to the study of some properties of random
autoregressive process. The latter comunetarily qualifies a sequence (X;)i ez
entirely decremented by its past values multiplied by random coefficients and
perturbed by a white noise. We deal with some problems of the study of such
process : stationarity, estimation and forecasting. We finish this work by si-

mulations realized by R language.

Mots clés : Processus stationnaire, processus autorégressif réel (AR), pro-

cessus autorégressif a coefficient aléatoire (RCA), estimation, prévision.

Key words : Stationary process, real autoregressive process (AR), random

coefficient autoregressive process (RCA), estimation, forecasting.
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Introduction

L’étude de I’analyse des séries chronologiques est fondamentale quant a
leurs utilisations dans de nombreux domaines tels que I’économie, la finance,

I’économétrie, la biologie, ... etc.

Les formulations classiques ne sont pas toujours appropriées pour modéli-
ser ce genre de modéles car les modéles considérés sont généralement linéaires
a coefficients constants. Dans la plupart des situations, on ne s’attend pas a
ces modeéles soient la meilleure classe pour s’adapter a un ensemble de don-
nées réelles, méme si on fait tacitement '’hypothése que le modéle linéaire
a l’é¢tude est une bonne approximation de la réalité physique. Un certain
nombre de facteurs ont conduit & une prise en compte des différentes caté-
gories de modeéles non linéaires. Dans certain domaines tels que ’hydrologie,
la météorologie et la biologie, les coefficients du modéle sont les résultats de
plusieurs processus compliqués et actions de caractére aléatoire, d’ou l'in-
téret de considérer des modeéles a coeflicients aléatoires qui constituent une
généralisation des modeéles a coefficients constants. Andel (1976) a établi des
conditions pour la stationnarité faible pour cette classe dans le cas univarié,

Nicholls et Quinn (1982) ont généralisé ces résultats au cas multivarié.

Un des exemples des données non linéaire, les données sur le lynx cana-
dien. Moran (1953) a effectué une analyse statistique rigoureuse et un modele
AR(2) a été ajusté aux données. Il a noté que les prédicteurs & un pas en
avant du modéle ajusté n’étaient pas particuliérement bons, il a suggéré en
outre que le processus pourrait étre mieux représenté par un modéle non
linéaire. D’autre part, Tong (1977) a ajusté les données de lynx en utilisant

un modéle AR(12). Il a souligné qu'un modéle AR fournit une bonne ap-
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proximation mais peut étre amélioré par un modeéle non linéaire. Plus tard,
Nicholls et Quinn (1982) ont montré que les données sur le lynx canadien
sont mieux ajustées en utilisant un modéle autorégressif a coefficients aléa-
toires non linéaires d’ordre deux, RCA(2). Leur conclusion était basée sur
I'obtention d’une erreur quadratique plus petites par rapport aux modéles
donnés par Moran (1953) et Tong (1977).

L’analyse des modéle non linéaire a connu un intérét croissant dans la
littérature. Récemment des études ont été menées par Sue et al. (2006),
Aue (2006), Aue et Horvath (2011), Fink et Kreiss (2013) qui ont également
examiné plusieurs autres cas, par exemple, le cas de la non stationnarité,
I'instabilité temporelle des paramétres, et ’estimation par les méthodes de

bootstrap.

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante :
Dans le premier chapitre, nous introduisons certaines notions et définitions
importantes sur les processus stationnaires et plus particuliérement les pro-
cessus autorégressifs réels. Les conditions d’existence d’une solution station-
naire, I’estimation du coefficient de corrélation et la prévision sont aussi pré-

sentés dans ce chapitre.

On s’intéresse au deuxiéme chapitre a ’étude d’un processus autorégres-
sif & coefficient aléatoire d’ordre un RCA(1). Nous commengons par donner
quelques concepts importants, un intért particulier est porté sur les condi-
tions d’existence d’une solution stationnaire, l'estimation et la prévision de
tels processus.

Le chapitre trois est une généralisation du 2°"¢ chapitre a 'ordre p. Il est
consacré au traitement des processus autorégressifs a coefficients aléatoires
d’ordre p RCA(p). Aprés avoir donner les conditions de stationnarité et
d’existence de la solution pour ce modéle. Nous décrivons quelques méthodes
d’estimation du coefficient aléatoire, des résultats sur la consistance de ces
estimateurs est fournis. Enfin, nous décrivons les différentes étapes de simu-
lation de tels processus et en utilisant le langage R. On termine ce chapitre

par une comparaison entre AR(1) et RCA(1) sur les données lh.



Chapitre 1

Processus autorégressifs réels

1.1 Généralités sur les processus réels station-

naires du second ordre

Pour représenter I'état d’'un systéme dépendant du temps et du hasard,
le modéle mathématique se présente naturellement sous la forme d’un espace
de probabilité (€2, 4,P) et d’une fonction (¢,w) — X;(w) représentant 1'état
du systéme. Pour t fixé, I’état du systéme est une variable aléatoire X;(w), en
revanche, pour une évolution particuliére du systéme (i.e & w fixé) les états
successifs sont représentés par la fonction t — X;(w) que 'on nomme par

abus de langage une trajectoire.

1.1.1 Deéfinitions

Définition 1.1.1. Un processus aléatoire sur (0, A,P), indicé par un en-
semble de temps T C Ry, est une famille (X;)ier de variables aléatoires sur

(2, A,P) a valeurs dans un certain espace E.

1.1.2 Processus stationnaire au sens strict

Dans toute la suite on considérera (X;);cz et on supposera
X; € L3, A, P), Vt € Z.

Définition 1.1.2. (Stationnarité stricte ou forte)
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On dit que le processus (Xy)iez est « strictement stationnaire » si, pour
tout k € IN*, ¥(tq, ..., tx), et tout décalage temporel h € Z, la loi de (X3, ..., X3,)

est la méme que celle de (X¢, ..., Xt,,,)-

1.1.3 Processus stationnaire d’ordre deux ou faiblement

stationnaire

Définition 1.1.3. (Stationnarité faible)
On dit que le processus (X)iez est «faiblement stationnaire », (ou sta-
tionnaire du second ordre), si les trois conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Vt € Z, E(X;) = m < oo, indépendante de t.
(ii)Vt € 7, V(X;) = 0 = v(0) < o0
(iii) V(t, h) € Z2, Cov(Xy, Xiip) = E(XiXiin) — E(X)E(Xiyn) = v(h) (ne
dépend que de h)
v(h) est ’auto-covariance d’ordre h de X;.

En résumé, un processus est stationnaire de second ordre si ’ensemble de
ses moments sont indépendants du temps.

Remarque 1.1.1. (1) Dans la suite, les processus stationnaires désignent
les processus de la définition (1.1.3).
(2) (1i3) = (1) : h =0 et y(0) = o2,
(8) La stationnarité stricte implique la stationnarité faible (la réciproque n’est
pas vraie sauf pour les processus Gaussiens).

X, m X, v(0) ... oyt —t)
WE|l + | = |:V] ¢ |= - :

X m X, ~(0)

k

1.1.4 Exemples de processus stationnaires

Exemple 1. (Processus stationnaire)
L’exzemple le plus connu de processus stationnaire est le processus bruit blanc

(notée BB, ou White noise), il existe deux sorte de bruit blanc.
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(1) (1)iez est un bruit blanc faible, si et seulement si :
E(z)=0, VteZ

o2 h=
’Y(h)IE(€t€th)={ - #8

(2) (¢4)iez est un bruit blanc fort si et seulement si les €, sont i.i.d,
E(g;) =0 et V(e;) = o>
On notera g, ~ BB(0, 0?)

Exemple 2. Processus non stationnaire
(1) Soit le processus Yy indicé par N a tendance linéaire donné, pourt € N,
par

Y=a+ bt +¢

ot a € R, b € R* et ¢y forme un bruit blanc. 1l est ici bien évident que
E(Y;) = a + bt.
(2) Marche aléatoire : Un processus (Y;) indicé par N suit une « marche

aléatoire » si, pour tout t € IN, il vérifie

Yi=Y, 1+¢e

ou Yy est arbitraire et &, ~ BB(0,0?)
Pour Yy choisie dans L*(Q, A,P) indépendante de &, il est facile de re-

monter jusqu’a l'expression explicite du processus. Ainst,
t
Y=Y+ g Ek
k=1

ce qui garantit certes une stationnarité en espérance, puisque E(Y;) = E(Yp),
mais le calcul direct nous montre que V(Y;) = V(Yy) + o?t, source de non

stationnarité en variance.

Définition 1.1.4. Soit (2, A, P) un espace de probabilité. On dit que

T : Q) — Q est une transformation qui préserve la mesure P si :

VA € A, P(T~1(A)) = P(A).
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Définition 1.1.5. Un ensemble mesurable A € A est dit invariant par rap-
port a T si T71(A) = A.

Une transformation qui préserve la mesure est dite ergodique si pour tout
ensemble invariant A, P(A) =0 ou P(A) = 1.

Définition 1.1.6. L’opérateur shift S est défini sur R> par :
Vi € Z, S( ey Li—1,Liy Tty - - ) = ( ey Ly it 1, Lig2, - - )

Remarque 1.1.2. Si X = (X})iez est un processus strictement stationnaire
alors le shift S préserve PX ! la loi de X. En effet :
Soit A = HAi € Bre la tribu borélienne de R*® ou A; € Br. On a

1€EZ

Sil(A) = {(...,jS,mprl,...,.’L'(),.Tl,...)GROO\S<...,QZZ‘,.CEZ'+1,...,l’o,xl,...>€A}

= {(...,in,.flfi_;,_l,...,.Z'U,Zl’fl,...)GROO\(...,.Z'i_l,l'i,...)GA}
= [[4-
i€Z

Par la stationnarité, on a

P(X € S7'(A)) = P([)(X: € Ai))
= P(O(Xi—l € Ai1))

= P(X € A)
Le processus X est dit ergodique si sous PX ! le shift S est ergodique.
Le théoréeme suivant assure la convergence presque sure de la moyenne
d’une suite strictement stationnaire et ergodique.
Théoréme 1.1. (Théoreme ergodique) Soit & = (&1, &o, ...) une suite aléa-

toire strictement stationnaire et ergodique avec (| & |) < oo. Alors

o1
lim —
n—oo N,

Y G =E&) ps
k=1
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Théoréme 1.2. (Théoréme central limite) Soit (Y:) une suite de variables

aléatoires avec la propriété que Y; peut étre exprimée comme une fonction qui

ne dépend pas de t, mesurable par rapport a la o—tribu A; engendrée par la

suite de variables aléatoires (§;,&-1,...) qui est strictement stationnaire et

ergodique.

De plus, on suppose que E(Y; | A1) = 0 et E(Y?) = ¢ < oo. Alors
n

1 . . . .
(*n)~2 g Y, converge en distribution vers une variable normale standard.
t=1

1.2 Processus autorégressifs d’ordre un (AR(1))

Un processus autorégressif est un modéle de régression pour séries tempo-
relles dans lequel la série est expliquée par ses valeurs passées plutot que par
d’autres variables. Dans cette section on s’intéresse au processus autorégressif

d’ordre un.

1.2.1 Définition et propriétés
Un processus autorégressif d’ordre un (AR(1)) est défini par :
Xt:Oé—i-gOXt_l—'—Et, t:07i17i27

avec p € R et ¢, ~ BB(0,0?)

Si || # 1, le processus est stationnaire.
Proposition 1.2.1. Si X; ~ AR(1) tel que X; = a+ ¢X; 1 + ¢ alors

E(X,) = 12

1—¢p

Propriétés des processus AR(1)
On a:

(i) Si ¢ = %1, le processus (X;) n’est pas stationnaire.

(ii) Si |p|<1 alors X; = Z e
i=0

(iii) Si fp| > 1alors X, = = > ¢ ey
=1
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Auto-covariance et équations de Yule-Walker

On suppose que |p|<1. On a
- L’auto-covariance :
v(h) = Cov(Xy, Xi—p) = E(X; X;_p) pour h > 0 (car m = 0), et

Xi=pXi1+e
Pour h =0
Xf = XX, 1+ X
70) = ¢v(1) + E(Xse)

E(Xie;) = E(pX, 1¢)+E(e)

= o2
E(pX; 16) =0, care Le y, Vi1
7(0) = ¢7(1) + o7 (1)
Pour h > 0 :

E(XeXion) = OE(Xi—1Xe-n) + E(eXi-p)
=0
= ¢r(h=1)

v(h) = ¢"(0) (2)

- Les équations (1) et (2) sont appelées équations de Yule-Walker.

1.2.2 Estimation dans un modéle AR(1)

On va s’intéresser a 'estimation du parameétre autorégressif d’ordre un

avec innovations gaussiennes. On considére le modeéle
Xt :SOthl"i_et t= 1,2,... (12)

On suppose que ’état initial X, est une variable gaussienne avec E(Xy) =0
et V(Xo) = ~Z

=g
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Estimateur des moindres carrés

L’utilisation de la méthode des moindres carrés pour le modéle (1.2)

consiste & minimiser la fonction

S(p) = e =) (@ —pri1)
t=2 t=2

On dérive la fonction S(p) par rapport a ¢ :

9S ()
e

=2 Z(xt —oxi1)(—x4-1).

On trouve :

n

QZ(xt—goxt,l)(—a:t,l) =0

=2
Z(—xtxt_l—i-gox?,l) = 0

t=2

n n
—thIt—1 + SOfofl =0
t=2 t=2
n n
2 —
BT S
=2 =2

On obtient un estimateur de ¢ appelé I'estimateur des moindres carrés qu’on

note Qo avec

R . Z?:z TyX—1

oo Do Tiy
Le théoréme ergodique montre que le numérateur tend presque stirement
vers (1) = ¢v(0) et que le dénominateur tend vers v(0). On en déduit que

Yue — @ presque strement quand n — o0.
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Estimateur du maximum de vraisemblance

Notons par L,(p, x1, 2, ..., x,), la fonction de vraisemblance des va-
riables X1, Xy, ..., X, dans le modeéle (1.2), alors

1, n —1 .
Ln(gpaxlax%"'axn) = (ﬁ) /2(1 _902) /QQXpr‘_Q (1 _902)‘1.%_'_2(1} _prtfl)z}
€ € t=2

—_

n—

. . 1
7o) (=) P exp —{al +ap + (1= ¢%) ) af
€ € t

— 2@ Z $t$t,1}
t=2

L’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre ¢ noté par

=

I|
N

Yy ne posséde pas une expression analytique. On pose

2, 2
P =2+,

n
Py = thflxt
t=2
n—1
P3 = Zl’?
t=2

log Ln(p) = —5 log(2m0?) + §log(1 — %) — 502 (P + (1 + ©?) P — 20P)
Les dérivées de log L, () par rapport a ¢ et o2 sont respectivement :

Op 1-¢
OlogLn __ % + ﬁ(Pl + (1 + 902>P3 - QSOPZ)

2
[oley

{ OlogLy, — __.@_2 — J%((ppg — P2>7

OlogL,, ) 1
Ti? = 0= 62 = ~[Pi + (1 + ")y — 20P)

L’estimateur du maximum de vraisemblance est solution de 1’équation
(1= ) (Po = oPy) = Z(P 4+ (L+ )Py = 20P2) = 0
qui s’écrit
3 (n—2)P2 2_P1+<TL+].)P3 nPg

A T} A Y} A i
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On a
lim g(¢) = +00 quand @ — 00

2P, —2P; — P,
1) = <0
2P, + 2P, + P,
-1) = >0
limg(p) = —00 quand ¢ — —c©

d’ot 'equation g(p) = 0 posséde trois solutions ¢}, 5, ¢} vérifiant :
P < —1<p; <1<y;

L’estimateur ¢y = 3 est 'unique solution entre —1 et +1. Les valeurs

OlogLy,

numériques de ¢,y seront calculées en localisant le zéro de la fonction Do

1.2.3 Prévision dans un AR(1)

Etant donnée une série stationnaire (X;), observée entre 1 et T, on cherche
a faire de la prévision a horizon h, et donc a prévoir Xr,q,..., X7yp. On
suppose que l'on a le modéle :

Xt =+ (ﬁthl + €
La prévision a horizon 1, faite a la date T, s’écrit
X1 = EL(X7i|X7) = a + pX7

Ou EL(X741|X7) est la projection orthogonale de Xy sur le sous espace
vectoriel engendré par (X7, Xr_1,...).

Et de fagon similaire

Xip=a+eXi, =a+ela+eXy) =a(l+e)+¢°X,
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De fagon plus générale, on obtient récursivement la prévision a horizon h,

X7,y de la forme

Xpon=a+eXj o 1=all+o+@*+.. . +¢" )+ "Xy

On peut noter que quand h — oo, X7, tend vers /(1 — ) la moyenne du

processus X;.

1.3 Processus autorégressifs d’ordre p (AR(p))

1.3.1 Définition et propriétés

On appelle processus autorégressif d’ordre p, noté AR(p), un processus

stationnaire (X;) vérifiant une relation du type
Xt:O./—{—SOlXt_l‘l—...—‘—(prt_p—{—et tEZ

avec p, # 0 et g, ~ BB(0,02).

Auto-covariance et équations de Yule-Walker

- L’auto-covariance :
Pour h > 0, y(h) = Cov(Xy, Xi—p) = E(X; Xi—p) car m=0 et

Xi=p1 X1+ X pt 6

Donc

Xt2 =1 Xe X1+ e X Xy + X
7(0) = p1y(1) + ... + 97(p) + E(X:er)

E(Xier) = E((priXe1 + ..+ 9 Xip)e) +E(ef)

2
O¢
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E ((@1Xt,1 + ...+ QOpthp>€t) = 0, car ¢; 1 €t—i, \4) Z 1

Y(0) = p1y(1) + ... + @y (p) + 07

Si h>0, on procéde de la méme fagon :

XX =1 Xi X+ o+ 0p Xy Xy + 6 Xy,
Y(h) =ery(h—=1) + ...+ opy(h — p) + E(e.X;p)
=0
- Ces derniéres équations sont appelées équations de Yule-Walker.
Pour h > 0, les y(h) vérifient une relation de récurrence d’ordre p.

Les équations de Yule-Walker pour h = 1, ..., p peuvent s’écrire :

70) A1) - Alp-=1)\ (¥ (1)

vp—1) = 9(0) Pp 7(p)
Ces équations permettent de donner une estimation préliminaire de ¢, ..., $,
en fonction de 4(1),...,%(p).

1.3.2 Estimation dans un modéle AR(p)

On s’intéresse dans cette section a I'estimation des paramétres d’un au-

torégressif d’ordre p.

Estimation par la méthode des moindres carrés
Un modele AR(p) s’écrit
Xy = 0iXp a1+ X pt 6
= Zf+e

ot (&) est un bruit blanc, Z] = (Xy—1, Xi—9, ..., Xs—p) et ' = (¢1, P2, . . ., &p).
L’estimation des paramétres du modeéle X; = Z/5 + ¢; par la méthode des

moindres carrés est donnée par

R . R 1 n .
B=(22,)"' 2 X, et 62 = n_p Z (X, — Z;p)*.

t=p+1



1.3.2 Estimation dans un modéle AR(p) 19

Il est toutefois possible de montrer le résultat suivant,

Proposition 1.3.1. Si les racines du polynéme caractéristique (racines de

¢(z) = 0) sont a Uextérieur du disque unité alors ,
i 5 B et &7 LN o’
et de plus

) 1
Jn (ﬁ - B) £ N(0,02V), ot V = p lim ~Z,Z!

n—oo N

Estimation par maximum de vraisemblance

Pour déterminer la vraisemblance, il est nécessaire de supposer connue
la loi des erreurs. On suppose que les erreurs sont normalement distribuées.
Les erreurs étant normalement distribuées et indépendantes (le processus (€;)
est, par hypothése un bruit blanc), le vecteur € = (€1, ..., €,)" est un vecteur
gaussien. Les composantes du vecteur X = (X, ..., X,,)" étant obtenues
par combinaisons linéaires des composantes du vecteur €, X sera un vecteur
gaussien X~ N(0,020Q).

1 1 1
- / 2\ o 1H—1
LX = (X1, ..., Xn), ¢, 02) = Zro?)72 ([det Q)1 exp( _20?XQ X),

La log-vraisemblance est alors donnée par :

1 1 1
log L(X, ¢,07) = —Elog 2m — = logo? — §log |det Q] — == X'Q7'X

2 2 202

Le probléeme est que cette log-vraisemblance est difficile a calculer et donc a
maximiser a cause de (det Q) et de Q7! (matrice nxn). De plus, il faut se don-
ner des valeurs préliminaires pour les parameétres, puisque la maximisation

de la log-vraisemblance utilise des algorithmes de maximisation itératifs.
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1.3.3 Prévision dans un AR(p)
Le modéle s’écrit ,
Xe=giXer+ ...+ 0, X + &
La prévision optimale a la date T+ 1, faite a la date T est
Xty = EL( X | Xp, Xpoa, . .)

Aussi,
Xr =X+ ...+ 0 X1

De fagon analogue,
X%Jrh = ¢1XT+h—1+- . -+¢pXT+h—p+ET+ha et donc X;’Jrh = EL(XT+h|XT, XT—I; .. )

est donné, de fagon récursive par

r D1 Xpp g+ A O Xp F O X+ .+ G Xpn—p pourh <p
T+h — % *
" ¢1.TXT+h,1 +...+ ¢p.TXT+h7p pour h > P



Chapitre 2

Processus autorégressift a

coeflicient aléatoire d’ordre un

2.1 Introduction

L’observation de certaines séries chronologiques provenant du monde éco-
nomique et financier (par exemple, des taux d’échanges, des taux d’actions et
des indices, . ..) montre des caractéristiques spécifiques qui ne sont pas théo-
riquement prises en compte dans la modélisation linéaire. Parmi les modeles
non linéaires, pour modéliser ce genre de données de séries chronologiques,
les processus autorégressifs a coefficients aléatoires d’ordre un noté RCA(1),

ol le coefficient ¢ n’est pas une constante mais une variable aléatoire.

2.2 Définition

Définition 2.2.1. Un processus (X, t € Z) est dit autorégressif a coefficient
aléatoire RCA(1), sl vérifie I’équation suivante :

Xt = o+ (tht,1 + €¢, te” (21>

Sia=0,onaX; = ¢Xi1+e, te (2.2)

21
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Ot (¢py, €;) est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement

distribuées (iid) non nécessairement Gaussiennes avec

{ E(¢) =¢

E(Q) =0
et
V(gr) = 035
V() = 0!
Cov(er, @) = 04
Cependant des cas particuliers s’en déduisent :
1) Pour 0 = V(¢;) = 0, on retrouve le modele autorégressif d’ordre 1

(AR(1)) de paramétre ¢
Xy = oXy1+¢, tel (2.3)
2) Si ¢y = ¢ + Oe; et 049 = Ho?2, alors
Xi = (p+0e)Xy1+€, teZ (2.4)

C’est le modele Markovien bilinéaire de parameétre ¢ noté (M BL(¢)).

2.2.1 Existence d’une solution faiblement stationnaire

La stationnarité du modeéle (2.2) est donnée par les conditions induites

par le théoréme suivant :
Théoréme 2.1. [6/(S.Y.Hwang et I.V.Basawa 1993) Si
E(¢}) <1

c’est a dire
¢’ + o0, <1 (1)

alors le processus (2.2) admet une unique solution stationnaire ergodique dans

L? donnée par :

o) Jj—1
Xt = € + Z (H ¢t—i> et—j (25)
j=1 \=0
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Hwang et Basawa (1993), démontrent ce théoréme en se référant a Nicholls
and Quinn (1982) et Breiman (1968) (p105).
IIs notent d’abord que (2.5) satisfait I’équation (2.2) et que X; dans (2.5) est

stationnaire et ergodique.
Démonstration 1. En réécrivant le modéle (2.5) sous la forme suivante :
Xy = X1+
= ¢ 1 Xi 2+ e&1)+ e
= Q11 Xi—2 + Gi€1 + &
= 1P 1(droXi 3+ €)1+
= GtP1-101—2Xi—3 + G162 + P11 + &

p—1 j-1

= H¢t X p+z Hﬁbt €—j) T &

7j=1 =0

et d’aprés B. Tchebychev, lorsque p — o0 on a

p—1
p—1 E(H ¢t—th—p)2
P {| [[oeiXip > 6} < = 2

j=0
p—1
[TE@: Ex?,)
j=0

A

IN

62
02+ 2p]EX2_
§ (¢ ¢>2 ( tp)_>0
€
car
E(X7,) < oo
et
a§+¢2<1.

Il en résulte que X, est stationnaire et ergodique si la condition (1)
(05 + ¢* < 1) est satisfaite.
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2.2.2 Existence d’une solution strictement stationnaire

On commence par énoncer le résultat de Billingsley (1995), qui sera utilisé

dans la démonstration du théoréme (2.2).

Lemme 2.2.1. Soit (X;,t € Z) un processus stochastique. Considére un
processus stochastique (Yi, t € 7.) avec Yy = O(..., X1, X4, X1, ...), ou @
est mesurable. Si (X, t € Z) est strictement stationnaire et ergodique, en
particulier, si les X; sont indépendants et identiqguement distribués, alors Y

est strictement stationnaire et ergodique.

Quinn (1982) a étudié 'existence d’une solution strictement stationnaire

et ergodique pour les modéles bilinéaires, définis par 1’équation
Xy =aX; 1+ b6, X 1+ €
Ou (€;) est une suite de variables aléatoires strictement stationnaire et ergo-

dique.

Il a montré que la condition (E(In | a+be; |) <0) est nécessaire et suffisante

pour l'existence de cette solution. Les mémes arguments sont appliqués a un

modéle RCA(1) donne :

Théoréme 2.2. [13] Considérons le modeéle (2.2) ot {(¢r, €)} est une suite

de vecteurs aléatoires strictement stationnaire et ergodique avec
E|ln|el|l<ocoetE|In|¢||< oo

De plus, st E(In | ¢; |) < 0 alors il existe une solution {X;} strictement
stationnaire et ergodique pour l'équation (2.2), et telle que pour tout t € 7,

X est mesurable par rapport & Ay = o({(¢s, €5), s < t}).

Démonstration 2. Supposons que
E(ln|¢;|)=d<0.

On définit la suite (T}),en par :

j—1

TO = € et 7} = H thfietfj? pourj Z 1
=0
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Soit Sr:ZTj on a:

j=0
7j—1
| Ty = W]] |l el
=0
j—1
= Infey|+> In|o,|
=0
D’ou
1 1 1174
—In [ Tj|==In|e;|+=> In|¢ |
J J J =

Par le théoréeme ergodique, on obtient
1 p.s
;m | 75 [— E(n | ¢ |)

soit
1 ps
| T; |7 exp(E(In | ¢, |)) = exp(d) < 1

On prend maintenant toutes les réalisations (TJ*) pour lesquelles la conver-
gence ci-dessus est vérifiée. Puis on donne § > 0, tel que 6 +d < p < 1 pour
quelque p, on peut trouver Rs tel que | 17 |< o/ pour j > Ry.

.

D’ou E | TF | converge et par conséquent S, = E T; converge presque
J=0 J=0

stirement quand r — 0.

On pose :
Y = lim S,

T—00
= lim(e+ Y 1))
j=1

oo j—1

= &+ Z H Dr—i€r—j
j=1 i=0
I est évident que Y,* est une solution A; mesurable pour l’équation (2.2). De
plus par hypothése { (e, ;) } est une suite de vecteurs strictement stationnaire
et ergodique et par le lemme (2.2.1) on conclut que (Y;") est strictement

stationnaire et ergodique.
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Théoréme 2.3. [18/Soit (Xi,t € Z) un RCA(1) défini par la relation (2.2)
Si les (¢4, €) ont des distributions normales, alors une condition suffisante

pour [’existence d’une solution strictement stationnaire et ergodique est :

In(02) < ¢ +In(2) — 2 /0 1= eXpl(__Ag o)

dw  (22.1)

ou ¢ = 0,57721, C est la constante d’Euler, et A = %
@

Démonstration 3. Il est clair que ((et, ¢1),t € Z) est une suite strictement
stationnaire et ergodique. Il est facile de voir que
E|lln|el|l<ooetE|In|¢||< o0

Afin de faire appel au théoréme ergodique, on doit montrer que
E(n|¢:|) =E(In| ¢+ opve |) <0

ot vy ~ N(0,1)
On considére deuz cas :
1) Si ¢ =0, alors
E(n|¢:]) = E(n|opv: )
= In|oy | +E(In| v |)
1
= §1n(‘7§5) +E(n | v |)

1 1
= Qm@@—§@+mm
< 0

2) Si ¢ #0, alors

E(n [ ¢ ]) = E(n|¢+asv )
= E(n(| ¢ || 1+ v )
= In|¢|+E(n( 1+ v [))
= 1ln|¢* | +E(In(| 1+ Z))
o Z ~ N(0, %)
En utilisant ’évaluation de E(In |1+ Z |), dans [13], on obtient

E(ln| ¢ ) <04 In(02) < ¢ +1n(2) - 2 /1 1— eXpl(—Au(; —w?))
i =
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Equations de Yule-Walker pour un RCA(1)

Sous les conditions du théoréme (2.1). On a

7(0) = E(XE) = E(¢Xi-1Xy) + E(e,Xy)
= E(¢)E(X{,) + E(¢Xi16) + 07
= (¢* +02)7(0) + o7

Car on a par I'indépendance de ¢; et X; et le fait que ey L &;_;, Vi > 1 :
E (¢: Xi-16:) = ¢E (X;16¢) = 0
et E(tht) = 0‘?

D’ou
o2

T

pour h > 0 on a
E(X:Xi-n) = E(g:Xim1Xin) + E(eXi—)
= ]E(Qﬁt)]E(thlthh)
v(h) = ¢y(h—1)

par récurrence on trouve que

v(h) = ¢"(0)

2.3 Estimation dans un modéle RCA(1)

Il y a plusieurs méthodes pour estimer les parameétres d’un modéle au-
torégressif a coefficient aléatoire d’ordre un. Dans ce travail on expose deux
méthodes, la méthode des moindres carrés et celle du maximum de vraisem-

blance.

2.3.1 Estimation par la méthode des moindres carrés

Nicholls et Quinn (1981) considérent 1’échantillon Xy, X, ..., X, du mo-
dele (2.2). L’estimateur des moindres carrés noté QASMC du parameétre ¢ tel

que ¢ = E(¢;) est obtenu en minimisant I’équation des erreurs.
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Soit A; = 0(Xs, s < t) la tribu engendrée par le processus X; jusqu’a I'instant

tona:

E(Xt/At—l> = E(¢tXt—1 + Gt/At—l)
= E(¢:Xi-1/Ai-1) + E(e/ A1)

comme ¢; et ¢; sont indépendantes de A;_; et X;_; est A;—mesurable alors
E(X,/ A1) = 60X,y
Soit uy = Xy — ¢X;_1. Il en découle :

E(ui/ A1) = E(Xy — ¢Xe 1/ A1)
= E(X,/A_1) — X\

=0
et
E(uf /A1) = E(X7/ A1) + 0° X7 — 20X, 1 B(X, ) Aiy)
= Xf_l(aﬁ + @) + ol + X7 — 20° X}
= o+ a(iXtQ_l
on a

n

doud = (X, — 0X,)?
t=1

t=1
En dérivant cette fonction par rapport a ¢, on a

021@ .
tgglb — —2 ;(Xt — ¢Xt_1)Xt_1

par la suite, on a

D XiXi =) 0XeaXea =0
t=1 t=1

d’ou le résultat :

> XX
t=1

e = S (2.6)

n
E 2
Xt—l
t=1
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On forme le résidu 4, = X; — qBXt,l. On peut obtenir les estimations de U<2b

et o2, C'est équivalent & minimiser
n

l(02,03) = Z(ﬂf — (07 + 03X} 1))? par rapport aux paramétres o3 et o?
=1
respectivement. On a

a n
5,2l (08 08) = =2  XP (4 —o? — 03X ,) =0
6 =

et
0
@l(06,0¢ —22 —03X7 ) =0
Donc
ZXf if ZXf 107
o; =
ZX?—l
O S Y
Soit

n
£2 o1 £2 23
o.=n Eut—0¢z
t=1

n
Ouz=n! E X2

t=1

2.3.2 Consistance de ’estimateur des moindres carrés

On constate, moyennant le théoréme ergodique, ¢ est un estimateur

consistant, car

’ v(1)
duc — =¢
7(0)

presque stirement lorsque n — oc.

Pour déterminer la loi asymptotique de QAS Mc, on ajoute la condition suivante

E(X}) < o0 (2)
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(€4, ;) sont indépendantes identiquement distribuées (iid) ce qui implique que
le processus X; est Markovien, donc il suffit que le moment d’ordre quatre
de ¢; soit inférieur & un (E(¢}) < 1) pour que le moment d’ordre quatre de

X; existe (E(X}') < 00), d’ou le théoréme suivant :

Théoréme 2.4. [10] Nicholls et Quinn (1981) Lorsque n — +0o0o et sous
les conditions (o], + ¢* < 1) et (E(X}') < o0)

Viloue — ¢) 5 N(0,0%)

O
v? = (0PE(Xg) + 204 E(Xg) + 05E(Xy))/7(0)*

Démonstration 4. Pour démontrer ce résultat, on procéde de la maniére

sutvante :

> XX,
ouc —¢ = S ¢
> X
S :
D XX =63 X
t=1 t=1
> X
. =1
Z(¢tXt—1 +e&— 0Xi1) X
=1
> X
=1

Z thl((;tthl + €)
=1

n
E 2

Xt—l
t=1

$r = — ¢, t € Z. .
On note que la loi de ¢; dépend de ¢.
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Si (Xt,l(gtht,l +¢€)) est stationnaire et ergodique, d’aprés le théoréme cen-
tral limite (CTL)

% Z Xt_l(ﬁtht—l + ) £> N(0, U27(0>2) (2.7)

et d’aprés le théoréeme ergodique
SN
Y XP,=7(0)  ps (2.8)
Lt

de (2.7) et (2.8) le résultat s’ensuit.

2.3.3 Estimation par maximum de vraisemblance

Dans cette section on considére les hypothéses suivantes :
H1l: 02> 6, >0et 0] >0y > 0.
H2 : (¢, Ji) € D ot D est un ensemble fermé contenu dans la région de la
stationnarité stricte et de l'ergodicité donnée par l'inégalité (2.2.1).
Les hypothéses H1 et H2 sont imposées afin que ’ensemble des paramétres
du modeéle RCA(1), © = {(¢,03,02; (¢,03) € D, 02 > 61,05 > d2)} soit com-
pact.

Considérons ’échantillon (Xg, X7, ..., X,,) a partir d'un modéle RCA(1),
X, est strictement stationnaire, ergodique et A; mesurable et satisfait I’équa-
tion (2.2), on fixe un Xy, et on dérive la fonction de vraisemblance en sup-

posant la normalité de ¢; et €.

Il est facile de voir que :
E(Xi| X 1) = 6X, 4

et
V(X4 Xio1) = 07 + U;XtQ—l

Ici la fonction de vraisemblance conditionnelle par rapport a X, a la forme
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suivante :

fol X0, Xl Xo) = ] AKX

_n - 3 ( _¢X )2
= (27) 21;[{ 0l + 0o X7 0) 26Xp(_2( +a¢)t<311)

= Ln<¢7 0357 052)

)}

On pose :

L(6.02.0%) = —>In(L(6,0%,0%) — In(2n)

n
1< 1< — X 1)?

_ _2:1 2 2X2 2: X

[ n(‘75+‘7¢ i +n t=1 02+03§Xt2—1

I est plus pratique de minimiser [, (¢, 03,07) que de maximiser Ly (¢, 03, 07).
2 _
Pour cela on pose 7 = a—;’”, et on donne la fonction [,, qui dépend de 7.
O’e

(¢, 7.02) = lu(¢,05,07)

= Ino?+n~ Zlnl—i-TXfl)—l—a n- Z

t=1

— X 1)?
1+7X2,

En dérivant par rapport aux paramétres ¢ et o2 respectivement, on obtient

8 Zn(¢,7, 0-6) —20'_2 _12Xt 1 Xt ¢Xt 1)

(9_¢ 1+7X2,
0 - a4 — X )
1 2 4 1
80_62 (¢7 7-7 Ue) Z 1 + TXtZ 1
On trouve

-1
= XX X2,
o(7) = {; 1+ TXfl} {; 1+7X2,

L= (X — (1) X1)?
_Z( o(1)X¢-1)

14+ 7X2,

et

ol(r) =n
t=1
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L’estimateur du maximum de vraisemblance de ¢, o>

et o3, peut étre
obtenu en calculant 7.

On peut considérer le minimum de la fonction suivante :
(1) = inf (o, 7,0%) — 1
0-6

Calculons ir12f I,(¢,7,0%), on obtient

€

. —1 t t—1 —1 2
1(£1gfl w(0,7,07) = In(n ;1 1+7_X3 ) )+n ;—1 In(1+7X;7,)+1

Donc

Lo(7) =In(62(7)) +n > In(l+7X7 )
t=1
7 est obtenu en minimisant la fonction ci-dessus.

Donc dury = ¢(7), 62 vy = 0L(7) et 65y = 02 a7

2.3.4 Consistance de I’estimateur du maximum de vrai-
semblance

Théoréme 2.5. [18] Soit 1, (¢, T) minimisé sur ©* en ¢ = ¢pry et 7 =7 ol

©* est l'image de © par l'application continue T : 0 — 7. Soit

I (ngV, 7). Alors Oy converge presque sirement vers 0 = (¢, T)

a condition que Oy € int(©*). De plus 63y et 62, convergent presque

sdrement vers o}, et o?.

2.3.5 Prévision dans un RCA(1)

Supposons qu’a 'instant T on a T-+1 observations Xy, X1,..., X7, et que

les paramétres de 6 = (¢, 03, 07)’ sont connus.

Le meilleur prédicteur est donnée par :

X1 = E(Xin]Xy)
= E(¢p:X: + 11| X3)
= ¢Xt
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La variance conditionnelle est donnée par :

Vi1t = V(Xt—i—l‘Xt)
= V(thXt + €t+1|Xt)
= U;Xf + 062

Proposition 2.3.1. [18] Pour j > 2 le prédicteur a erreur quadratique mi-

nimale a la forme suivante :

Xt+j = ¢ X, pour ¢ < 1

Et la variance conditionnelle de [’erreur de prévision est donnée par :

j—1 j—1
_ i1 2 k—1 2 k—1 -2
Uttjlt = 17 Upp1)e + O E (/. n Xt+j—k
k=1 k=1

oun = ¢+ 035 est le parametre de stationnarité.

Démonstration 5. 1) Pourj> 2 on a :

Xt+j = E(Xi;]X0)
= EEXe | X)) 1 Xe)
- E<Xt+j—1¢|Xt)
= <Z5Xt+j71
D’ou
X=X,
2) Pour la j €™¢ étape la variance conditionnelle de ’erreur de prévision est

donnée par :

Uttjit = VGT(Xt+j|Xt)
= E(X7,1X0) — E*(Xey| Xo)
= (035 + ¢2)E(Xt?+j—1‘Xt) + 02 + 20B(Xyyj 1645 %) — (PE( Xy | Xy))?
= (0 + OE(XP ;11 Xp) + 07 — ¢°E* (X1 | Xo)
= (05 + ¢ )WVar(Xerj1|Xe) + 0 + 0B (X1 | X)

_ 2 %2 2
= N1+ 0p X o
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ot n = ¢ —1—03) est le parametre de stationnarité. L’évaluation de vy, donne

_ 2 v2 2
Utjit = MNUtj-1)t +U¢Xt+j71 +o¢

2 v2 2 2 v2 2
= N2 + 05 X0 +00) + 0 Xp i + o,

J—1 Jj—1

g1 2 k-1 2 k—1v2
= 1 U + 0, E n+oy N Xk
k=1 k=1



Chapitre 3

Processus autorégressifs a

coefficient aléatoires d’ordre P

3.1 Préliminaire

Définition 3.1.1. (Produit de Kronecker)
Soient A = (a;j) et B = (b;j) deux matrices de dimension nxp et mXgq

respectivement, la matrice de dimension mnXxpq définie par

CLHB algB Ce alpB
A 2 B GZ?B CI/Q?B Ce CLQI',B
an B anpeB ... a,,B

est appelé produit de Kronecker des matrices A et B.

Définition 3.1.2. L’opérateur Vec génere un vecteur colonne d’une matrice
A en empilant les vecteurs colonnes de la matrice A 'une sur 'autre de

gauche a droite.

Théoréme 3.1. [11] Soient A, B, C et D quatre matrices on a alors :
1) Vec(ABC)=(C" @ A)Vec(B).

2) Tr(AB)=(Vec(B'))Vec(A) = (Vec(B)) Vec(A).

3) (A®B)(C®D)=(AC)®(BD).

4) (Ao B)"'=A"'@ B™!, (A® B)=A'"® B'.

36
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Définition 3.1.3. Soit A une matrice symétrique de dimension n X n, alors
Vopérateur Vech(A) défini un vecteur de dimension (n(n+1)/2)x1 qui est
obtenu de A en empilant de gauche a droite ses parties des colonnes sur et

au-dessous du diagonal principal, ['une sur ['autre dans [’ordre.

Théoréme 3.2. [11] Iis existent deux matrices K, et H, de dimension
(n(n +1)/2) x n?, tel que

Vech(A) = H,Vec(A), et Vec(A) =K, Vech(A)

pour toute matrice A de dimension n x n, et Hy K| = Imy1)/2.

3.2 Définition

Définition 3.2.1. Un modéle autorégressif a coefficients aléatoires d’ordre
p, noté RCA(p) est défini par :

P
Xp = ) (¢it+ou)Xiitea, teZ (3.1)
i=1
On suppose que :
(i) {er,t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes, de moyenne
nulle et de variance o?.
(17) Les ¢;, i =1,...,p sont des constantes.
(i13) Soit ¢y = (P1ty- - Ppt), (Pt)iez est une suite de variables aléatoires cen-
trés indépendantes, telle que E(¢; @ ¢) = C. De plus ¢y et €, sont supposées

indépendantes.

3.3 Ecriture d’'un RCA(p) sous forme d’un RCA(1)

La relation (3.1) peut s’écrire sous forme matricielle

Xy = (M+2)Xi 0+ (3.2)
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tels que
¢1 ¢p ¢1t . (bpt 1 0 0
1 0 0 0 0 0
M - 7®t - . y J -
0O 1 O 0 0 0 0

Ou & = (Xt7Xt717 cee 7thp+1)/7 €& = (Etv 07 s 70)/
E(ee) =02J =Q, E(®, @ @) =C.
M, ®@; et €2 sont des matrices carrées d’ordre p et X, ¢ sont des vecteurs de

dimension p x 1.

3.4 Conditions de stationnarité

On suppose que les conditions (i) — (4i7) sont vérifiées ainsi que la condi-
tion :
(iv) Il n’existe aucun vecteur constant non nul Z tel que Z’'X; est purement
déterministe, c’est-a-dire, qu’il est déterminé exactement comme une fonc-

tion linéaire de (X;_1, X;_o,...).
Les conditions de stationnarité pour un modéle autorégressif & coefficients
aléatoires d’ordre p, ont été étudiées par Andel (1976).
Théoréme 3.3. [1] La série X1,..., Xp est stationnaire si et seulement si
Var(Xy,...,X,) = Var(Xs, ..., Xp41) (3.3)

Démonstration 6. La nécessité de la condition (3.3) est claire. On doit

prouver sa suffisance. D’abord, on remarque que (3.3) implique (3.4)
Var(Xy,...,Xn) = Var(Xs, ..., Xp1), h=p,p+1,....,T —1(3.4)

Pour h = p, la formule (3.4) est vérifiée selon notre hypothése. On suppose
que (3.4) est vérifie pour h — 1, oup < h < T — 1. Alors (3.4) sera vérifiée

pour h, si on montre que

Cov(Xpi1,Xjr1) = Cov(Xy, Xj)pourj=1,2,..., h (3.5)
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On considére d’abord le cas j = 1,2, ..., h — 1. En multipliant (3.1) pour
= h+1 et pourt = h par X1 et X; respectivement, puis en prenant

l’espérance on obtient

p
Cov(Xns1, Xjn1) = Y &rCov(Xnpaop, Xji1) + Elen1 Xj41) (3.6)

k=1

P
Cov(Xp, Xj) = > ¢nCov(Xpop, X;) + E(en X)) (3.7)
k=1
Sous Uhypothése que (3.4) est vérifiée pour h — 1 il vient que
Cov(Xpy1, Xjr1) = Cov(Xp—g, X;) pour k = 1,2, ..., p. En outre, on a
E(en+1Xj41) = E(e,.X;) = 0, d’apres Uindépendance et la nullité de la moyenne.
On wvoit clairement que les cotés droits de (5.6) et (3.7) sont les mémes et

(8.5) est prouvé pour j < h. Soit j = h. Analogiquement on obtient

NE

E(Xi,) = E(brn 1 Xn11Xn11-1) + E(Xni1€n41) (3.8)

i
I

0l by = ¢y + ¢; et A = (0;5), la matrice de la variance de (byy, ..., by).

P
E(Xg) = ZE(bthhXh—k) + E(Xheh) (39)
k=1
De (3.1) on a
E(Xie) =c?pourt=p+1,..., T
P
]E(bitXtXt—S) — Z ]E(bitbjt)E(Xt—th—s) (310)
j=1
P
= ) (8 + ¢idyy)Cov( Xy, Xy ) (3.11)
j=1
pourt=p+1,....,7T,s=1,2, ..., t—1. Cela donne pourk=1,2, ..., p
P
E(bknt1Xnt1 Xns1-k) = Z((Skj + ¢r ;) Cov(Xpi1—j, Xns1-k) (3.12)
j=1

p

E(bthhXh_k) = Z<5k] + gbkqu)COU(Xh_j, Xh—k)- (313)

Jj=1
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Puisque on suppose Cov(Xpi1—j, Xn+1-k) = Cov(Xp—;, Xn_k) pour
k=1,2,....p,7=1,2,...,p, alors (3.8) et (3.9) impliquent

B(X7,,) = B(XD).

C’est la formule (3.5) quand j = h. Ainsi, la formule (3.4) est également

prouvée. En posant h =T — 1 on voit que X4, ..., Xt est stationnaire.

Théoréme 3.4. [1] On note B = (b;;) = Var(Xy, ..., X,). Alors la formule

(3.3) est vérifiée si et seulement si B satisfait la condition
B = MBM' + (c?+TrA*B)J (3.14)
Ou A* =Var(éuw, -, Opt).

Démonstration 7. On pose

b1 -
1 0

Mt - - M + ®t
0 1 O

pourt=p+1,...,T. Dapres (3.2)
Xpt1 = MPH& + 641

En prenant la variance des deux cotés, on obtient

p p
Var(Xa, ..., Xpp1) = MBM' +> Y " 6pu1jperrbig ] + 02 J.

j=1 k=1

Et puisque

p p
DD Gpriiprikby = TrA™B

j=1 k=1

le théoréme est donc démontré.
Théoréme 3.5. [1] Si la condition suivante est vérifiée

P =P — PR~ — ¢, £ 0 pour |z|>1 (3.15)
alors il existe une solution unique de l’équation

B* = MB*M'+Q (3.16)
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et cette solution est une matrice définie positive et explicitement donnée par

B* = Y Mram* (3.17)
k=0
Démonstration 8. Sachant que 2P —p12P 1 —po2P~2—. . .— ¢, est le polynéme

caractéristique de la matrice M, alors si la condition (3.3) est vérifiée, ceci
implique que les valeurs propres de la matrice M se trouvent a [intérieur du

cercle unité. En introduisant ’opérateur Vec on obtient
Vec(B*) = M®*Vec(B*) + Vec(Q)

ot la matrice M®? est de dimension p? x p*. Sachant que les valeurs propres
de M®?% sont de la forme \A; o \; et \; sont celles de la matrice M, et
/i /<1 pour tout i, il résulte que les valeurs propres de M®? sont a l'intérieur
du cercle unité, alors (L2 — M®?) est inversible, par conséquent [’équation

(5.6) admet une solution donnée par
Vec(B*) = (I — M®*) Wec(Q)
En développant la matrice (I, — M®?)~! en séries on obtient
Vee(B*) = (L2 — M®*) 'Vee(Q)
= (I + M* + M* + .. )Vec(Q)

= IVec(Q) + M#*Vec(Q) + M®*Vec() + ...
= Vec(I,QI,) + Vec(MQM') + Vec(M*QM"™) + . ..

= Y Vee(M*QM™) = Vec (Z M’fQM’k>

k=0 k=0

d’on B* = Z MFQM'E.
k=0

Théoréme 3.6. [1] On suppose que
P 2P — PP — ¢, 0 pour |z|>1 (3.18)
si la condition suivante est vérifiée

1 -0 3(TrA*B*) > 0 (3.19)
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alors (3.14) admet une solution unique, définie positive donnée par
B = (1-o0 *TrA*B*) 'B* (3.20)

Démonstration 9. Selon le théoreme (3.5) toute solution de [’équation
(3.14) doit satisfaire la relation

B = (1+0*(TrA*B))B* (3.21)
on voit que la solution B a une forme
B = uB* (3.22)

ot u est un nombre réel. En insérant la forme (3.22) dans (3.21) on obtient

une condition
u(l— o *(TrA*B*)) = 1 (3.23)

Si1— o 2(TrA*B*) =0 alors il n’y a pas de solution.
Si1—o2(TrA*B*) # 0, alors

B = (1-o0 *TrA*B*)'B* (3.24)

est une solution de (3.14), qui est unique au vu de (3.22) et (3.23). Cepen-
dant, la matrice B donnée en (3.24) est définie positive si et seulement si
1— o 2(TrA*B*) > 0.

Toutes ces assertions donnent le résultat suivant.

Théoréme 3.7. [1] La série X1, ..., X, d’ordre p est stationnaire si et seule-
ment si toutes les racines de l'équation 2P — ¢12P~1 — gozP 2 — ... — ¢, =0
sont dans le cercle unitaire et la matrice de variance B = Var(Xy, ..., X,)

est donnée par la formule (3.20).

Corollaire 3.4.1. Il existe une unique solution stationnaire A;-mesurable
pour (3.1) si est seulement si M a toutes ses valeurs propres dans le cercle
d’unité et CA < 1, ou A est la derniére colonne de (I — M @ M)~
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Remarque 3.4.1. En supposant les hypothéses (i) — (iv) sont vérifiées et
sous les conditions du corollaire (3.4.1), on a les résultats suivants :
1) Soient 02 # 0 et ¥ = E(d,¢y), il est clair que

Vec(E) = E(¢; © ¢) = (E(¢ ® 1)) = "

2) Soit W une matrice d’ordre p X p tel que A = Vec(W), alors la condition
CA < 1 peut étre remplacer par Tr(XW) car

CA = (Vec(X))Vec(W) =Tr(EW)

3.4.1 Existence d’une solution faiblement stationnaire

On essaye maintenant de donner les conditions d’existence d’une solution
stationnaire d’équation (3.1).
Soit A; : o-Algébre engendrée par {(es), (¢s);s < t}.
Dans une tentative de trouver une solution A;-mesurable de I’équation (3.1),
il est avantageux d’obtenir un développement pour X; en termes de fonctions
mesurables sur 4; en itérant I’équation (3.2).
r

On pose : S;, = H(M + @, ) Ry = St Xi—r—1, On obtient
k=0

& = (M + (I)t)((M + (I)tfl)Xt72 +Q;1) +é&
- 3"‘ (M + (I)t)et_—l + (M + (I)t)<M + (Dt—l)Xt—2

r j—1 r

= > [ +@i)ey + [T(M + @) X
j=0 k=0 k=0

= 2 Sumiamy+ Ri

J=0
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On note que E(¢;_; ;") = 0 pour i # j, alors on a

VQCE((& - Rtﬂ»)(& - Rt,r)/) = VecE ((Z St’j_1£> (Z Std—lﬁ) >
j=0 j=0
= V€C]E (Z St,j—lﬁﬁlsz,j—l>

= E (i(st,j—l ® Sé,jl)vedﬂﬁ/))

= EY (H((M + @) @ (M + (I)t—k))vec(ﬂﬁ/)>
j=0 \k=0

= XT:(M ® M +C)'Vec(Q)

Théoréme 3.8. [11] Afin qu’il existe une solution stationnaire unique Ag-
mesurable de l’équation (3.2), vérifiant (i) — (iv), il est nécessaire que

> (M@ M+C)Vec(J®o?)

j=1
converge lorsque r — 00, et suffisant que cela se produit avec la matrice

définie positive H telle que

Vee(H) = Vee(Q) +C Y (M@ M +C)'Vee(Q)
j=1
Si (M ® M +C) n’a pas une valeur propre unitaire, alors cette derniére condi-
tion est a la fois nécessaire et suffisante, et il existe une solution stationnaire

unique, donnée par

oo j—1

Xi=ea+ > [[(M+® Ve,

j=1 k=0

Démonstration 10. Voir [11]
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3.4.2 Existence d’une solution strictement stationnaire

On suppose dans cette section que les (&) et (¢;) sont deux suites de
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées donc elles sont
strictement stationnaires et ergodiques, il est possible d’inférer des propriétés

plus fortes pour la solution A;-mesurable, (X;) de I’équation (3.1).

Théoréme 3.9. [11] On suppose que les suites (€;) et (¢;) vérifient les condi-
tions (i) et (i) et qu’elles sont identiquement distribuées. S’il existe une
unique solution (X;) stationnaire au second d’ordre A;-mesurable de l’équa-

tion (3.1), alors cette solution est aussi strictement stationnaire et ergodique.

Démonstration 11. L’ unique solution stationnaire au second d’ordre et A;-

mesurable, X; de l’équation (3.1) donnée par

oo j—1

Xom et SO0+ @ ye,
j=1 k=0

est une limite en moyenne quadratique, par conséquent en probabilité d’une
suite de wvariables aléatoires A;-mesurables, comme la solution a la méme
forme fonctionnelle pour chaque t, X, doit étre strictement stationnaire, par
conséquent X; Uest aussi. Sachant que (¢, €) est une suite #d alors elle est
ergodique.
Ainsi que la o-Algébre G, engendrée par X;, X;_1, ... est inclue dans A, si
X, est une suite de variables aléatoires Ai-mesurables.
Soient G et A les petites o-Algebres contenant respectivement tlggo Gy et tli>123 Ay,

il résulte que G C A et X; est ergodique.

Les résultats de cette section, ne couvrent pas complétement le cas ou
(M ® M +C) a une valeur propre unitaire. Cela est du a I’absence éventuelle

de 'unicité de la solution, et le fait que (I — M ® M —C) n’est pas inversible.
J

Si Z(M ® M + C)*Vec(Q) converge lorsque j — oo, il existe une solution
k=0
stationnaire et 4;-mesurable de (3.1), quelles que soient les valeurs propres

de (M ® M + C). Il peut, cependant, qu’ils existent d’autres solutions sta-

tionnaires si (M ® M + C) a une valeur propre unitaire.
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3.5 Estimation dans un modéle RCA(p)

Dans cette section on fait I'inférence statistique dans la classe de modéles
autorégressifs a coefficients aléatoires par ’application de certaines méthodes
usuelles d’estimation, et on montre ensuite la consistance des estimateurs

obtenus .

3.5.1 Estimation par la méthode des moindres carrés

En supposant que les hypothéses (i) — (iv) sont vérifiées et sous les condi-
tions du théoréme (3.8) et du corollaire (3.4.1).

Procédure d’estimation

Sachant que la matrice ¥ est symétrique, alors on a besoin d’estimer
seulement v = Vech(X). D’abord on va estimer les paramétres ¢y, ..., ¢,.
Le modeéle (3.1) devient

P P
X = Z GiXi—i + (Z Qi Xi—i + €t>
i=1 i=1

ou bien
Xt = Qé/Xt_l + Uy (311)

ou ¢ = (le, N qbp)/ et U = ¢tXt—1 + €t.
Soit A; est la o-tribu engendré par ((e;, @), (-1, ¢i—1), -..), on a
E(u|Ai—1) = E(¢y) Xi—1 + E(e,) = 0

Puisque ¢; et ¢; sont indépendantes de ((€;—1, ¢r—1), (€12, P1—2), - . .), alors

E(uf| A1) = E(&) + 2E (e Xi1|Ar-1)
E((¢:X-1)*| A1)

07 + 2E(e)E (¢ Xi—1| A1)
E(X, 1 ¢ Xi—1|Ai1)

= 02+ XA E(¢)d) Xi1

_|_

+
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= o+ X,./'SX
= 052 + (thll (%9 thll)Vec(Z)
= o2+ (Vee(Xy1 Xy ) K Vech()

Donc
E(uf|Ai1) =02 + 2y =02 +7'% (3.1.2)

ot v = Vech(X) et z, = (KpVec(X;—1 Xy—1")).

Etant données les observations (X, ..., X,_1) on obtient I’estimateur des
n

moindres carrés ¢EMC de ¢ en minimisant Zu? par rapport a ¢ dans la
t=1
relation (3.1.1), alors on a

n -1 n
éMC = {Zth thl} Z thlXt (313)
t=1 t=1

D’apreés la relation (3.1.1) on a : 4y = X; — (/E’MCXt_l, t=1,...,n.
Soit my = uf — o2 —
n

en minimisant Z nf par rapport v et o2, et on a

27y, alors les estimateurs 4, 672 de v et 02 sont obtenus

i = {Z(ﬁ—z)(ﬁ—z)'} > (- 2) (3.1.4)

ol =n"tY i -4z (3.1.5)
t=1

3.5.2 Consistance de ’estimateur des moindres carrés

On va établir la consistance des estimateurs ¢y, 4 et 62, alors il est
convenable d’abord d’obtenir les propriétés asymptotiques concernant 1’esti-
mateur ¢y;c , ensuite celles des 4 et 62 car ces estimateurs sont obtenus en

dérivant ;.

Théoréme 3.10. [11] Soit (X;) un processus RCA(p) strictement station-
naire Ai-mesurable satisfaisant l’équation (3.1) et soit QASMC donné par la re-

lation (3.1.3) alors sous les conditions (i) — (iv), Uestimateur ¢y converge
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presque sirement vers ¢. SiE(X}) < oo alors lorsque n — 00 /n(rc — @)
converge vers une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de
covariance :

oV VIEX o XY 2)V !
ot V= E(&&')

Maintenant, pour étudier le comportement asymptotique des estimateurs
4 et 62 on a besoin de remplacer ; par u; dans les relations (3.1.4) et (3.1.5)

on obtient

i = {Z(ﬁ— 2)(z; — 2)’} Dz —2)

t=1
n
~2 -1 2 Al =
o, ="n E Uy —7 =2
t=1

Lemme 3.5.1. [11] (§ — ) et (62 — 02) convergent presque strement vers
2€10 S :

E(X}) < oo
tandis que \/n(y — ) et \/n(6? — 0?) convergent en probabilité vers zéro.

€

Théoréme 3.11. [11] Soit (X;) un processus RCA(p) strictement station-
naire Ai-mesurable vérifiant I’équation (3.1), sous les conditions (i) — (iv),
K= (A’Mc, ¥, 62) converge presque strement vers K =(¢', v/, 0?)

E(X?) < co. De plus si BE(X8) < oo, alors n'/2(K — K) converge vers une

7

distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance ) donnée
par
Qi1 e Qg
0= 9’12 Qo Qo3
Mg Qo3 Qs
oui,j=1,2,3, et Q; est une matrice de dimension p(i)xp(j) avec
p(1) =p,p(2) =plp+1)/2 et p(3) = 1, tels que
Qn = o2V I+ VIEX o Xea Y 2)V !
Q2 = V'E(Xy—1(z — E(2)uf)R™
2 — E(z))RTE(2))uy)
o) (up = (07 +79'2)")R™
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Qa3 = E(u} — (o2 +7/ﬁ)2)
— 2E(uf — (07 +7'2)°)E(z )R (2 — E(20)) + E(z) Q02 (2)

Corollaire 3.5.2.1. On obtient Uestimateur Q de la matrice de covariance
Q lorsque on remplace les moments théoriques par ceux empiriques dans les

sous-matrices §);; et en posant

A~ 7
Uy = Xt_¢MCXt—1

~

Vo= n_lth—lXt—ll
t=1

o= n'Y (a-2)(a-2)

ce qui implique la consistence forte de cet estimateur.

3.5.3 Estimation par maximum de vraisemblance

Dans cette section on s’intéresse a trouver l'estimateur du maximum de
vraisemblance d’un processus RCA(p) strictement stationnaire satisfaisant
I'équation (3.1). On suppose que les conditions (i) — (iv) sont vérifices et
que :

(v) E(e}) < oo et E(¢}) < o0o.
(vi) Si 02 = 0 ou X avait une valeur propre nulle on suppose que
o2 > §; > 0, tandis que la plus petite valeur propre de X est bornée inférieu-

rement par d, oll 41 et d9 peuvent étre pris aussi petits que possible.

Procédure de ’estimation

On se donne I'ensemble d’observations (X, ..., X,,) du processus, puis
on dérive la fonction de vraisemblance conditionnellement a (X, ..., X,_1).
Soit f(Xy, ..., Xi—sy1|Fis), la densité de X, ..., X;_ 511 en se donnant

I’événement F;_, € A;_s. On a :

E(Xi| X)) = E (Z(Cbk + Prt) Xe—r + €t|h>

k=1
= ¢,Xt—1
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2
VX = B ( (0t e) X )
= X, /SX 1 +ol=0l+v%

ot v = Vech(X), z = (K,Vec(X,_1 X;_1")) alors

FX0, L XX, X)) = [ AKX, L X)
t=1

. T 'Xia
= (2m)72 H {(052 +9'2)"” : exp ( 2( 72t¢+ o2 ! )}

t=1

= Ln(¢7 Y, 052)

Il convient de considérer, au lieu de la maximisation de L,(¢,v,0?), la mi-

nimisation de la fonction
~ 2
ln(¢7 v, 052) = _Eln{Ln(gbu e 052)} - 111(277)

1 & 1 e (Xi — ¢’ Xi)?
— 1 / 2 - -
”;n(wHEHnZ 02 +7'%

t=1

La fonction I,(¢, 7, 02) est non linéaire en o2 et .

On pose : r = 2 donc l,(¢, r, 02) = I(®, v, 02), alors on a

_ n L (X — X, )
ln(Qb, T, 0'62) :1n(0‘3).|.%Zln(1+rlzt)+0_€_2_z( t— ' Xy 1)
o n
t=1

1 /
t=1 T

par conséquent

- o= (Xy = ' Xy 1) Xy
2 — _2 -2 - )t

8¢l"(¢’ roc) %e n Z 1+7r'z
2L (X — ¢ X))

0 - 1
iy 2y _ -2 _—4%
ao_g (¢7 r? O-E) 9 9 n 1 + T’/ﬁ

On a &> (qb, r, 0%) = 0 uniquement pour

1 e X0 X; X1 X1 )

n 1+r’ﬁ:_z 1+rzt
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alors 'estimateur de ¢ est donné par

—1
- ththl} 1 e Xi X1

1
¢n<r>—{;;—1+r,ﬁ 5;H%
0

Ainsi on a : Wl_n(gzﬁ, r,02) = 0 uniquement lorsque

: 1 i (Xi = ¢y, (r) Xi1)?
— T+7r'z

Les estimateurs du maximum de vraisemblance ¢,,, 4 et 62 sont obtenus en

calculant 7,, qui minimise la fonction
* 2 1 - /
Ir =In(o ,(r) + — g In(1 + r'z)
2 n —
t=1

; 1A ~2 ’ .
Alors les estimateurs ¢,, 4 et 67, sont donnés par :

q;)n = an(TA‘n), 5-62,71 = 0-62,7’1(72”) et /3/71 = 6-52,an

Par conséquent, on doit minimiser la fonction en ¢ et r,

(g, 1) = influ(p,r,07) —1 (3.1.9)
T n X o /X, 2
= lZln(l—l—r’zt)%—ln EZ( = P Xi)
n - n = L+7r'z

La derniére équation vient directement de (3.1.9).
Alors les estimateurs du maximum de vraisemblance ggn, 4 et 62 sont définis
par

Zn An,fn = inf [,(¢, r),
(Gns 1) = it 1a(6, 7

oo Ly (e dXey
" oon 1+ 7 2




3.5.4 Consistance de l'estimateur du maximum de vraisemblancé2

3.5.4 Consistance de ’estimateur du maximum de vrai-

semblance

Soit © 'ensemble de tous les vecteurs (¢, ') dans lequel on minimise
l.(¢, r) dépend de trois nombres d3, d4, 05 sont arbitrairement petits, avec ¢
et r ont respectivement p et p(p + 1)/2 composantes satisfont les conditions
suivantes :

1) ¢ est tel que les valeurs propres de la matrice M ont des modules inférieurs
ou égaux a (1 — d3).

2) Soit R une matrice carrée symétrique dont r = Vech(R), alors R a des
valeurs propres strictement positives qui sont toutes supérieures ou égaux a
4.

3) (Vec(R))'W < 85 ou W est la derniére colonne de la matrice (I—M®M)~!.
Pour montrer la consistance forte des estimateurs du maximum de vraisem-
blance on exigera que O soit compact afin que plusieurs résultats de I’analyse
réelle peuvent étre utilisés. En particulier on aura besoin de savoir que toute
fonction continue sur © atteint ses bornes dans © et ’équicontinuité et la
convergence uniforme sont équivalentes dans O.

Maintenant, on suppose que 6y = (¢, 15)" est la vraie valeur de 6.

Théoréme 3.12. [11] Soit 1,(¢, ) minimisé sur © . ¢ = dn, 1 = F et soit

0, = (¢, 7). Alors 0,, converge presque sirement vers 0y ce qui montre que

nr'n

90 € mt(@) .

Théoréme 3.13. [11] Soit (X;) un processus RCA(p) strictement station-
naire A;-mesurable, sous les suppositions (i)—(vi), alors /n(0,—0y) converge
vers une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de covariance
| e} i

Si (e) et (¢r) sont conjointement normales alors la matrice de covariance se
réduit ¢ 2171, Les matrices 1 et J sont données par :

L Lo Tis

B d*1(6y)

1= 000 = | T2 T2 D

Iy Ly Iss
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I, = 9600 =2E(N' X, Xi—t)

I, = aazgf;) = 2E(E (uoe| A1) Xi1 2/) = 0
Ii; = gzg%; = 2E(E(uoe| A1) A *Xi—1) = 0
Iy = %2,?:((90;),) =E(\ 2 2)

Ly = ?;léio; =E(\y 2&)

Iy = ?;Zf;g = E(\;?) ot E(ug| Ai—1) = Ao

Ju Jiz Jus
J=1 Jy Jao Joz

Jis Jos Jas

T = AEE(uge| A1) Ao Xem Xot) = 4E(Xm1 Xima'AY)
Jiz = 2E(E(uoimAi-1)Ag* Xi1 21) = 2E(ug, Ao ° X,y 24)
Jis = 2E(E(uome A1) Ao Xi1) = 2E(ug g ° X1

Joo = EMmiN z2), Jos = B A" 21), Ja3 = E(PAY).

3.6 Prévision dans un RCA(p)

On voit d’aprés (3.1) que, pour un processus autorégressif a coefficient

aléatoire { X}, E(X;| A1) = ¢’ Xy = X, disons donc que le meilleur pré-
dicteur, au sens des moindres carrées de (X;) sachant (X; 1, X; o, ...) est
un prédicteur linéaire.
Le principe des moindres carrés, cependant, peut ne pas étre un principe
approprié dans ce cas, puisque la nature non-linéaire de (3.1) empécherait
habituellement le processus (X;) d’étre Gaussien, ou méme proche d'un Gaus-
sien.

Dans une tentative d’exploiter cette non-linéarité, on utilise le fait que

E(X7| A1) = (¢ Xi1)* + 02+ 72
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Donc un prédicteur naturel de {X;} sachant (X;_;, X; o,...) est

X7 = sgn(é' X, ) (¢ Xi1)” + 02 +7'2)"/

sgn(m):{ L z=20

ou

-1 <0

3.7 Simulations

Afin de comparer les processus autorégressifs réels avec des processus
autorégressifs a coefficients aléatoires. On a écris quelques codes en utili-
sant le langage R version 2.10.1(c’est un logiciel libre disponible sur le site :
https://cran.r-project.org.) tout en respectant les conditions du sta-

tionnarité du processus.

3.7.1 Simulation d’un modéle RCA (p)

On utilise le principe de simulation donnée dans [11| pour générer des
autorégressions a coefficients aléatoires, ol les deux suites de variables aléa-
toires ¢; et ¢; sont supposées normalement distribuées. les démarches sont les
suivantes :

1) Spécifier les valeurs propres réelles et complexes {\;;7 =1, ..., p} de la

matrice M, qui doivent toutes avoir des modules inférieurs a I'unité.

2) Calculer les parameétres {¢;; i =1, ..., p} de
P P .
H(l — )\12) =1- Z(bizl
i=1 i=1

De 14, calculer la matrice carrée W ot Vec(W) est la derniére colonne de
I-—M®M)™*
3) Prendre une matrice définie positive * et calculer tr(X*W).

Maintenant, afin de garantir la stationnarité de second ordre, on doit avoir
1> (Vecx) Vec(W) = tr(XW)

de sorte que si nous spécifions la valeur de p = Tr(XW) nécessaire, alors

Y =Y*(p/tr(X*W)) vérifie p = tr(XW). 1l suffit donc de définir ¥*.
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4) Calculer la matrice triangulaire inférieure L. qui a une diagonale positive
et pour laquelle LL' = 3.

5) Générer un vecteur (w, ws, ..., wyr1) de nombres aléatoires normale-
ment distribués.

En spécifiant 02 = E(e?), on prend ¢, = o.w; et B] = L(wy, wa, ..., wpi1)
Alors ¢ et ¢; seront théoriquement indépendants, auront des moyennes nulles
et auront o2 = E(e?) et E(¢,¢;) = LL' = X..

6) Calculer

p
Xy = Z(¢z + ¢it) Xi—i + e ot Xy =0
i=1
pour t < 0.
7) Répétez les étapes 5 et 6 (N + 200) fois oit N est la taille de I’échantillon
désirée et ignorez les 200 premiéres valeurs produites. Ceci permet a X; d’at-

teindre un équilibre puisque, sous (vi), X; est stable.

Simulation d’un modéle RCA(2)

Code 3.1 :
MTI<-function(lmd1l,1md2,Y,r,sge){
fil<-1md1+1md2
£fi2<-1md1*1md?2
M<-matrix(c(0,fi2,1,fil) ,nrow=2)
D<-matrix(c(1,0,0,(-£i2)~2,0,1, (-£fi2), (-fi1*£i2),0, (-£i2),
1,(-fi2xfi1),-1,-fil,-fi1,1-fi1"2) ,nrow=4)
R<-solve(D)
W<-matrix(R[,4] ,nrow=2)
S<-Yhx %W
c<-sum(diag(S))
K<-Y*(r/c)
L<-chol(K)
X<-rep(0,1200)
w<-rnorm(3)
X[1]<-w[1]*sge

w<-rnorm(3)
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B<-L¥%*%w[2:3]

X[2]<-(£i1+B[1])*X[1]+sge*w[1] for(i in 3:1200){
w<-rnorm(3)

B=L%*%w[2:3]

X[i]=(fi1+B[1])*X [i-1]+(£fi2+B[2]) *X[i-2] +sge*w[1]

}

return(X)

}

10

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Figure 3.1 : RCA(2) (¢1 =1/2, ¢ =1/3, 0. = 0.5).

Simulation d’un modéle RCA(1)

Code 3.2 :
smltn<-function(fi,sge,sgf){
x<-rep(0,1200)
e<-rnorm(1200,0,sge)
ft<-rnorm(1200,fi,sgf)
x[1]<-e[1]
x[2]<-(ft[2]) *x[1]+e[2]
for( i in 3:1200)
x[1]<-(ft[i])*x[i-1]+e[i]
return(x)

}

X=smltn(fi,sge,sgf)
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X1=X[200:1200]
plot.ts(X1)

# Les fonctions utilisées pour tracer le Graphe de 1’ACF :
plot.ts(x) # Pour tracer le graphe.

acf(x) # Pour tracer le corréllogramme.

# Les figures ci-dessous (3.2), (3.3), (3.5), (3.6), (3.7) et (3.9) représentes
les simulations des trajectoires d'un RCA(1), pour des valeurs différentes des

paramétres (¢, o, o).

7]

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Figure 3.2 : RCA(1) (¢ =0, 0. =1, 045 =0.9).

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Figure 3.3 : RCA(1) (¢ =0.2, 0. =1, 05 =0.2.).
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Figure 3.4 : ACF d’un RCA(1) plus proche de la stationnarité.

T T T T T T
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Figure 3.5 : RCA(1) (¢ =0.2, 0. =1, 0, = 0.4).

T T T
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Figure 3.6 : RCA(1) (¢ =0.5, 0. =1, 04 = 0.5).
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Figure 3.7 : RCA(1) (¢ =0.8, 0. =1, 04 = 0.5).
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Figure 3.9 : RCA(1) (¢ =0.9, 0. =1, 0, = 0.4).

Simulation d’un modéle AR(1) :
Code 3.3 :
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X<-arima.sim(n =1200 , list(ar =0.2),sd =1);X
X1<-X[200:1200] ;X1

plot(X1)
l; 2(;0 4(;0 6(;0 8[;0 10‘00
Figure 3.10 : AR(1) (¢ =0.2, 0, = 1).
= "T'W]'T'I'T"""f'"fT"'I'\"ﬂmﬂ '''''' o
o s w0 s o s W
Figure 3.11 : ACF d’'un AR(1).
Commentaires

1) 11 existe une similarité entre les modéles RCA et les modeéles AR, de sorte
que ’ARC est obtenue en ajoutant une perturbation additive aléatoire aux
coefficients AR ordinaires. Pour une illustration plus claire de ces similitudes,
voir la figure (3.3) et (3.10) respectivement.

A partir de la figure (3.10), on peut voir qu’il n’y a pas de fluctuation si-
gnificative tout au long de la série du processus AR(1). Le processus semble
n’avoir aucun changement systématique de la moyenne et de la variance.

D’autre part, le comportement maximal de ’ARC(1) dans la figure (3.3) est
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significativement différent de AR(1). Il est clair que la perturbation aléa-
toire additive a provoqué quelques sauts d’amplitude dans la série. Les figures
(3.4) et (3.11) donnent des diagrammes de fonction d’autocorrélation (ACF).
En regardant les points qui s’éteignent rapidement, les deux séries semblent
étre stationnaires.

2) Pour une analyse graphique plus poussée des RCA(1), la figure (3.2) pré-
sente la série chronologique pour une valeur plus grande ai =0,9. [l est clair
que lorsque la variance de ¢; augmente, des sauts d’amplitude plus impor-
tants peuvent étre observés dans I’ensemble des données.

3) Pour la stationnarité d’'un RCA(1), il est noté au deuxiéme chapitre que
la condition de stationnarité ¢* + o7 <1 doit étre satisfaite. La figure (3.7)
est le tracé du processus RCA(1) avec ¢ = 0.8 et 04 = 0.5. Si ¢ est relative-
ment grand par rapport a o3, ¢*+ o7 sera plus proche de 'unité (c’est-a-dire
proche de la limite de stationnarité). Ainsi, de grandes valeurs de (X;) sont
attendues et sont généralement associées a la non-stationnarité. Si ¢ n’est
pas relativement grand par rapport a a;, on s’attend a ce que les valeurs de
(X¢) ressemblent a des réalisations d'un processus autorégressif a coefficient
constant. La figure (3.8) donne I’ACF correspondant a la série de la figure
(3.7). On peut voir que les points s’éteignent lentement. Cela est vrai puisque

la condition de stationnarité est proche de I'unité.

3.7.2 Estimation et prévision

Estimation des paramétres d’un modéle RCA(1) :
Code 3.4 :
EST<-function(x){
n<-length(x)
eMC<-rep(0,n)
z<-rep(0,n-1)
y<-x[2:n];y{
yi<-x[1:(n-1)];y1
z<-(y1)~2;z
fiMC<-sum(y*y1)/sum(z)
eMC<-y-fiMCx*y1l
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sgfMC<-sum((eMC~2) * (z-mean(z)) ) /sum((z-mean(z))~2)
sgeMC<-mean (eMC~2) -sgfMC*mean (z)
return( f=1list(£iMC=£fiMC, eMC=eMC, sgfMC=sgfMC, sgeMC=sgeMC) )
}
attach(EST(x))
Prévision dans un RCA(1) :
Code 3.5 :
Pvn<-function(x,m){
n<-length(x)
xhat<-rep(0,n)
for(i in (n-m):n)
xhat [i]=sign(fiMC*x[i-1])*sqrt ((£iMC*x[i-1]) ~2+sgeMC+sgfMC* (x[i-1]"2))
return(xhat [(n-m) :n])
}
L’erreur de prévision :

er<-sqrt(sum((xhat-x[(n-m):n])~2));er

3.8 Application

3.8.1 Application sur des données simulés

On simule un modéele RCA(1) avec les parameétres (¢ = 0.4, o, = 1,
o, = 0.5).
Les estimateurs des parametres ¢, o et o4 sont donnée par :
v<-smltn(0.4,1,0.5);v
$£iMC  # ¢
[1] 0.3747417
$sgfMC  # &,
[1] 0.2151102
$sgeMC  # o,
[1] 1.055747
w<-EST(v);w
attach(w)

Pour les prévisions de la série chronologique précédente on trouve les résul-
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tats suivants :

q<-Pvn(v,10);q

[1] -1.228068 -1.075708 -1.233122 -1.227935 -1.985401 -1.381845 -1.078419
[8] -1.657152 -1.956398 -1.541231 1.029453

#L’erreur quadratique est donnée par :
erv.rcal<-sqrt(sum((q-v[1190:1200])°2)) ;erv.rcal

[1] 3.053644

On modélise les données précédentes v par AR(1) on trouve les résultats sui-

vants :

v.arl<-arima(v, order = c(1, 0, 0));v.arl

Call:

arima(x = v, order = c(1, 0, 0))

Coefficients:
arl intercept
0.2652 0.0574
s.e. 0.0278 0.1232
sigma~2 estimated as 9.847: 1log likelihood = -3075.07, aic = 6156.14
v.prvn<- predict(v.arl, 11); v.prvn
$pred
Time Series:
Start = 1201
End = 1211
Frequency = 1
[1] 0.47849448 0.16906793 0.08702296 0.06526859 0.05950039 0.05797094
[7] 0.05756540 0.05745787 0.05742936 0.05742180 0.05741980

$se
Time Series:
Start = 1201
End = 1211
Frequency = 1
[1] 3.138017 3.246453 3.253941 3.254466 3.254503 3.254506 3.254506 3.254506
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[9] 3.254506 3.254506 3.254506
#L’erreur quadratique est donnée par :
erv.arl<-sqrt(sum((v.prvn$pred-v[1190:1200])"2)) ;erv.arl
[1] 6.424372

On trouve que l'erreur quadratique moyenne de la modélisation par le
modele autorégressif réel est supérieur a celle par le modéle autorégressif a
coefficient aléatoire (erv.arl>erv.rcal), donc dans notre cas simulé la mo-
délisation par coefficient aléatoire est bien meilleure que par un coefficient

constant.

3.8.2 Application sur la série lh

On a choisi les données lh qui présente I’hormone lutéinisante dans les
échantillons du sang.
1) Modélisation des données lh par un modéle AR(1) :
X<-1h
lh.ari<-arima(X, order = c(1, 0, 0));lh.arl
Call:

arima(x = X, order = c(1, 0, 0))

Coefficients:
arl intercept
0.4930 2.25612
s.e. 0.1359 0.1204
sigma~2 estimated as 0.1526: log likelihood = -18.82, aic = 43.64

1h.fore<-predict(lh.ar1,9)
$pred
Time Series:
Start = 40
End = 48
Frequency = 1
[1] 2.176672 2.214469 2.233103 2.242289 2.246818 2.249050 2.250151 2.250693
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[9] 2.250961

$se

Time Series:

Start =

End = 48

40

Frequency = 1
[1] 0.3906475 0.4355381 0.4457657 0.4482160 0.4488095 0.4489536 0.4489887
[8] 0.4489972 0.4489992

Y<-1h.fore$pred

pl<-as.numeric(Y)

[1] 2.176672 2.214469 2.233103 2.242289 2.246818 2.249050 2.250151 2.250693
[9] 2.250961
#L’erreur quadratique est donnée par :
eri<-sqrt(sum((1h[40:48]-p1)~2)) ;erl

[1]

2.776143

2) Modélisation des données lh par un modéle RCA(1) :
estlh<-EST(X) ;estlh

$fiMC

[1] 0.9836385

$eMC

(11 oO.
(71 o.
.36400467
.26400467
.26236852
.355682392
.07545773
.44927931

[13]
[19]
[25]
[31]
[37]
[43]

$sgfMC

03926763
03763148

[1] -0.04675481

# 6,

# ¢

0.
0.
1.
0.
0.
0.
0.
-0.

03926763
23763148
42945072
03108687
03272302
33763148
72290612
45746007

.16073237
.45909622
.056235684
.06891313
.93272302
.15746007
.23435917
.33435917

.06400467
.06727698
.44764316

0.92945072
0.04744838

.56073237
.25399299
.34437086

.56564083
.16891313
.45582392
.34417608
.15255162
.07054928
.056726529
.056091547

0.82454227
0.52781457
0.03599533

.65091547
.04417608
.17218543
.34273471
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$sgeMC  # 0.
[1] 0.5322673
attach(estlh)
p2<-Pvn(X,8)
[1] 2.146273 3.303493 3.498095 3.498095 3.109232 2.625566 2.146273 3.400755
[9] 3.012250
# L’erreur quadratique est donnée par :
er2<-sqrt (sum((1h[40:48]-p2)~2)) ;er2
[1] 2.400531

On trouve que l'erreur quadratique moyenne de la modélisation par le
modéle autorégressif réel est supérieur a celle par le modele autorégressif
a coefficient aléatoire (erl>er2), donc dans notre cas la modélisation par

coefficient aléatoire est bien meilleure que par un coefficient constant.
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3.9 Conclusion

La modélisation classique des séries chronologiques n’est pas toujours
appropriée pour modéliser toutes les données temporelles, notamment dans
certains domaines, par exemple en biologie, ou ils existent des perturbations
aléatoires, ainsi qu’en finance ou la présence de ’hétéroscédasticité , ce qui
exige I’émergence d’autres formes de modéles tels que les modéles autoré-

gressifs a coefficients aléatoires (RCA).

Dans ce travail, nous sommes proposés de présenter un apercu sommaire
de quelques propriétés du processus autorégressif a coefficient aléatoire en
commengant par la présentation de sa forme particuliére c’est a dire, mo-
dele autorégressif a coefficient aléatoire d’ordre un (RCA(1)) qui a un trés

grand nombre de propriétés intéressantes puis sa forme générale d’ordre p

(RCA(p))-

En étudiant certaines propriétés probabilistes des modéles RCA(1) et
RCA(p) selon le modéle proposé et les conditions imposées sur les coefficients
du modele. Ainsi nous avons fait 'inférence statistique dans cette classe de
modeles en appliquant la méthode des moindres carrés ordinaire, la méthode
du maximum de vraisemblance, afin d’obtenir des bonnes propriétés de ces

estimateurs, comme la consistance.

Plusieurs recherches scientifiques ont été faites dans cette classe de mo-
déles au cours des quarante derniéres années, pour modéliser un grand nombre
de données des séries chronologiques. Ce type de modélisation est encore 1’ob-
jet des recherches approfondies de nombreux chercheurs ot on peut aborder
ce sujet de nombreux aspects, notamment l'inférence statistique dans cette
classe de modéles, en trouvant d’autres méthodes statistiques plus perfor-
mantes telles que I'utilisation des méthodes d’estimation non paramétriques.
Une généralisation de ces processus au cas Hilbertien, ou le coefficient de
la représentation est un opérateur aléatoire est aussi un sujet de recherche

intéressant.
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