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Introduction

La théorie d’interpolation est une branche importante en analyse et
en analyse mathématique appliquée, on trouve des applications de cette
théorie aussi dans d’autres domaines de mathématiques pures telles que
dans la géométrie différentielle, notamment en géométrie des variétés
complexes.

L’idée principale des techniques d’interpolation (et approximation)
et de chercher une fonction ayant des valeurs données (des zéros par
exemple) sur une partie finie du domaine de définition. La façon la plus
naturelle est de chercher cette fonction d’interpolation dans une classe
qui est dense relativement à la topologie des fonctions définie sur le
domaine en question.

Les exemples classiques connus sont les exemples d’interpolation po-
lynomiale, notamment par les polynômes liés aux fonctions spéciales
(polynômes de Tchebychev , polynômes de Legendre , polynômes de
Laguerre . . .).

Cette question devient plus difficile dans le cas où l’ensemble des
points d’interpolations est dénombrable infini. Ici on utilise des tech-
niques de produits infinis pour définir la fonction d’interpolation.

Dans ce mémoire on travaille sur l’interpolation complexe. Pour l’es-
pace des fonctions à valeurs complexes, deux classes de fonctions sont
les plus intéressent :
-La classe des fonctions holomorphes (analytiques d’après le théorème

de Cauchy),
-La classe des fonctions méromorphes.
On s’intéresse donc à résoudre le problème d’interpolation par ces
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deux classes de fonctions.
Un autre problème lié à la question précédente est l’interpolation par

des fonctions harmoniques. Ce problème est en fait une autre version du
problème de Dirichlet dans le plan.

La difficulté rencontrée dans cette dernière question provient du fait
que les zéros des fonctions harmoniques ne sont pas isolés telles que dans
le cas des fonctions analytiques, cette difficulté sera résolue en utilisant
la formule de Jensen .

On s’intéresse par suite au cas multidimensionnelle, on cherche à ré-
soudre le problème d’interpolation pour une fonction définie sur un do-
maine de Cn (un polydisque) à valeurs complexes par des fonctions
holomorphes, méromorphes et par des fonctions pluriharmoniques.

Ce mémoire est décomposé en quatre chapitres :
Le premier chapitre est consacré aux définitions et propriétés des

fonctions holomorphes et harmoniques.
Dans le deuxième chapitre on répond à la question d’interpolation

par des fonctions holomorphes, méromorphes (théorème de Mittag-
Leffler ), on traite aussi le cas harmonique (conditions de Blaschke).

Le troisième chapitre traite le multidimensionnelle, on présente un
survol de la théorie des fonctions analytiques et méromorphes à plusieurs
variables complexes, on présente notamment un aperçu sur la théorie
de Cauchy dans ce cas, puis on pose la problème d’interpolation sous
forme des problèmes classiques deCousin etPoincaré . La résolution
de ces problèmes est présentée respectivement dans les théorèmes 2.3.3
et 2.3.4.

Le quatrième chapitre et consacré au problème d’interpolation et ap-
proximation (simultanées). On présente au début du chapitre une brève
introduction au espaces préhilbertiens (et de Hilbert). Un théorème
classique sur l’interpolation et l’approximation simultanées sera appli-
qué dans le cas ou X=Cn.



Chapitre 1

1.1 Introduction

Avant d’introduire le concept d’interpolation par des fonctions holomorphes et des
fonctions harmoniques, nous ferons un survol rapide de quelques propriétés impor-
tantes de ces deux types de fonctions.

1.2 Fonction holomorphes

On rappelle quelques propriétés des fonctions holomorphes d’une variable com-
plexe, pour plus de détails, on peut se référer à [20]. Nous écrirons B(a, r) pour
désigner la fermeture de la boule ouverte centrée en a et de rayon r, c’est-à-dire
B(a, r) = {x :‖ x − a ‖≤ r}. De façon générale nous écrirons E pour désigner la
fermeture d’un ensemble E. Nous écrirons ∂B(a, r) pour désigner la frontiére de la
boule ouverte centrée en a et de rayon r, c’est-à-dire ∂B(a, r) = {x :‖ x− a ‖= r}.
De façon générale, nous écrirons ∂E pour désigner la frontiére d’un ensemble E.

Définition 1.2.1. On dit que Ω est un domaine du plan complexe C si Ω est un
ensemble connexe et ouvert dans C.

Remarque 1.2.1. Sera supposée suivant l’utilité et le contexte ultérieurement.

Définition 1.2.2. Un domaine Ω de C est simplement connexe si son complémen-
taire n’admet pas de composante connexe bornée. Cela est équivalent à dire que dans
Ω, tout chemin fermé est homotope à un point.

Exemple 1.2.1. C∗ est un domaine mulitplement connexe.

Définition 1.2.3. Une fonction complexe f définie au voisinage d’un point z0 ∈ C
est dite dérivable en z0 si pour z 6= z0

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

existe. Nous la noterons f ′(z0) et l’appellerons la dérivée de f en z0.
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Une fonction complexe f : Ω → C définie sur un ouvert Ω ⊂ C est dite holo-
morphe dans Ω si elle est dérivable en tout point de Ω. Nous noterons une fonction
f holomorphe sur un ouvert Ω ⊂ C par f ∈ H(Ω). Si une fonction complexe est
holomorphe dans C, nous dirons que la fonction est entière. Une fonction complexe
f est holomorphe dans Ω si et seulement si elle est analytique dans Ω c’est-à-dire
localement développable en série entière.
Il nous sera utile de savoir à quoi ressemble l’ensemble des zéros d’une fonction holo-
morphe.

Exemples 1.2.1.
•1) La fonction z −→ z n’est pas holomorphe en ancun domaine de C.
•2) La fonction z −→ zn (n ∈ N∗) est holomorphe sur C.

Le résultat suivant nous dit que pour toute fonction holomorphe, non identique-
ment nulle dans un domaine, l’ensemble des zéros est dénombrable.

Définition 1.2.4. Z(f) = {a ∈ Ω | f(a) = 0} est dit l’ensemble des zéros de la
fonction f dans Ω.

Définition 1.2.5. Un point a ∈ C est dit zéro d’ordre m de la fonction f si f est
holomorphe en a et ses m− 1 premières dérivées s’annulent en a, mais f (m)(a) 6= 0.
Toutes les fonctions holomorphes dans un domaine Ω ⊂ C peuvent s’écrire à l’aide
de deux fonctions à valeurs réelles, disons u et v tel que

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

ou z = x + iy. Cette relation nous sera trés utile car tout résultat (théorème) sur
f sera également un résultat sur les fonction u et v. Un théorème trés important de
l’analyse complexe lie les fonction u et v par certaines conditions lorsque f ∈ H(Ω),
ce sont les condition (equationde Cauchy-Riemann).
Nous écrirons Cn(Ω) pour désigner l’ensemble des fonction n-fois continument dif-
férentiable dans Ω.

Théorème 1.2.1. Soit une fonction complexe f = u + iv définie sur Ω, u, v ∈
C1(Ω). Alors f ∈ H(Ω) si et seulement si les équation de Cauchy-Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x

sont vérifiées pour tout z = x+ iy ∈ Ω.

Nous écrirons parfois les dérivées partielles sous cette forme plus compact,

∂u

∂x
= ux.
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Les équation de Cauchy -Riemann s’écriront donc de la façon suivante,

ux = vy uy = −vx.

Théorème 1.2.2. (de Cauchy). Soit U ⊂ C un domaine simplement connexe, et
soit f : U → C une fonction holomorphe dans U . Alors l’intégrale sur tout contour
complexe γ ⊂ U s’annule ; ∮

γ

f(z)dz = 0

Beaucoup de résultats suivent du théoréme de Cauchy , dont la formule intégrale
de Cauchy . la formule intégrale de Cauchy est un point central de l’analyse com-
plexe. Elle dit qu’une fonction holomorphe définie sur un disque est complétement
déterminée par ses valeurs sur le bord du disque. elle peut égalment étre utillisée pour
trouver une représentation intégrale de toutes les dérivées de la fonction.
Supposons U un sous-ensemble ouvert du plan complexe C, f : U → C une fonction
holomorphe dans U ,et D = {z : |z− z0| ≤ r} complétement inclus dans U . Soit C le
cercle formé par le bord de D et orienté dans le sens direct. Alors nous avons, pour
tout a à l’intérieur de D :

f(a) =
1

2πi

∮
C

f(z)

z − a
dz.

Nous pouvons remplacer le cercle C par n’importe quelle courbe fermée rectifiable
dans U que ne s’intersecte pas et qui est orientée dans le sense anti-horaire. Nous
pouvons déduire de cette formule que f doit étre infiniment et continuement diffé-
rentiable, avec

fn(a) =
n!

2πi

∮
C

f(z)

(z − a)n+1
dz.

Remarquons que si |f(z)| ≤ M pour tout z ∈ C, alors les dérivées de f(z) évaluées
en a sont aussi bornées. L’intégrale est bornée par M

rn+1 et la longueur du cercle C est
2πr. Nous avons donc,

|fn(a)| =
∣∣∣∣ n!

2πi

∮
C

f(z)

(z − a)n+1
dz

∣∣∣∣ ≤ n!

2π

M

rn+1
2πr =

n!M

rn
.

Théorème 1.2.3. (Principe des zéros isolés) Soit Ω ⊂ C ou Ω est un domaine et
f ∈ H(Ω).
posons

Z(f) = {a ∈ Ω | f(a) = 0}
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Alors, ou bien Z(f) = Ω, ou bien Z(f) n’a pas de point d’accumulation dans Ω. Dans
ce dernier cas, à chaque a ∈ Z(f) correspond un entier positif unique m = m(a) tel
que

f(z) = (z − a)mg(z) (z ∈ Ω) (1.1)

ou g ∈ H(Ω) et g(a) 6= 0.

Preuve. Soit A, l’ensemble de tous les point d’accumulation de Z(f) dans Ω.
Comme f est continue, A ⊂ Z(f). Fixons a ∈ Z(f), et prenons r > 0 de sorte que
la boule centrée en a et de rayon r, B(a, r) ⊂ Ω. Comme f est analytique, on peut
l’exprimer en série entière,

f(z) =
∝∑
n=0

cn(z − a)n (z ∈ B(a, r)). (1.2)

Il y a seulement deux possibilités. Ou bien tous les cn sont nuls, auquel cas B(a, r) ⊂
A et a est un point intérieur deA, ou bien il y a un plus petite entier m (nécessairement
positif, puisquef(a) = 0) tel que cm 6= 0. Dans ce cas, définissons

g(z) =

{
(z − a)−mf(z) (z ∈ Ω− a)
cm (z = a)

Ainsi, 1.1 est vrai. Il est clair que g ∈ H(Ω− a), mais 1.2 indique

g(z) =
∞∑
k=0

cm+k(z − a)k (z ∈ B(a, r))

. D’où g ∈ H(B(a, r)), et donc g ∈ H(Ω). En outre , g(a) 6= 0 et la continuité de g
montre qu’il existe un voisinage de a sur lequel g ne s’annule pas. Ainsi d’après 1.1 a
est un point isolé de Z(f) si a ∈ A c’est nécessairement le premier cas qui se produit,
c’est-à-dire que tous les cn sont nuls dans la représentation en série de f(z), donc A
est ouvert. si B = Ω − A, il est clair d’aprés la définition de A comme ensemble de
points d’accumulation, que B est ouvert. En sorte que Ω est la réunion des ouverts
disjoints A et B. Comme Ω est connexe, ou bien A = Ω, auquel cas Z(f) = Ω, ou
bien A = ∅.

Une derniére propriété importante est connue sous le nom du théoréme ou principe
du maximum.

Théorème 1.2.4. (principe du maximum). Soient Ω un domaine, f ∈ H(Ω) et
B(a, r) ⊂ Ω où r > 0. Alors

|f(a)| ≤ max
θ
|f(a+ reiθ)|.
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L’égalité a lieu si et seulement si f constante sur Ω.

1.3 Fonctions harmoniques

Cette section rappelle quelques propriétés des fonctions harmoniques à n variables
réelles, pour plus de détails, on peut se référer à [2].

Définition 1.3.1. Soit u une fonction définie sur un ouvert Ω ⊂ Rn à valeurs réelles
ou complexes et u ∈ C2(Ω), alors u est dite harmonique si elle satisfait l’équation de
Laplace

∆u =
n∑
j=1

∂2u

∂x2
j

= 0. (1.3)

Soit Ω un domaine de C ' R2 et soit une fonction complexe f ∈ H(Ω). Alors il
existe u, v ∈ C∞(Ω) tel que f(z) = u(x, y)+iv(x, y) ou z = x+iy, z ∈ Ω. Nous savons
que la fonction u(x, y) est liée à v(x, y) par les équations de Cauchy -Riemann :

ux = vy uy = −vx.

Si nous dérivons par rapport à x la première équation de Cauchy -Riemann , nous
obtenons :

uxx = vyx.

Comme u et v sont des fonctions analytiques, nous pouvons changer l’ordre des
dérivées partielles :

uxx = vxy.

Par la deuxième équation de Cauchy -Riemann , nous pouvons remplacer vxy par
−uyy, nous obtenons donc l’équation suivante :

uxx + uyy = 0,

qui est l’équation de Laplace en dimensions deux. Nous arrivons à la conclusion que la
partie réelle d’une fonction holomorphe est harmonique. Nous pouvons montrer de la
même façon que la partie imaginaire d’une fonction holomorphe est également harmo-
nique. De plus, toute fonction harmonique à dimensions deux est localement la partie
réelle où imaginaire d’une fonction holomorphe. Cette relation entre les deux types
de fonctions est celle qui nous permettra d’établir un corollaire d’interpolation sur
les fonctions harmoniques suite à l’obtention d’un théorème d’interpolation par des
fonctions holomorphes. Il faut tenir compte de certaines différences entre les fonctions
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holomorphes et les fonctions harmoniques. Il faut faire attention à certaine détails
lorsque l’on a un théorème sur les fonctions holomorphes et que l’on veut en déduire
un corollaire sur les fonctions harmoniques. Une de ces différences porte sur les zéros
de ces deux types de fonctions. Nous avons établi dans la section précédente que
toute fonction d’une variable complexe non identiquement nulle et holomorphe dans
un domaine possède un ensemble de zéros isolés, donc les zéros sont dénombrable.
Par contre, l’ensemble des zéros des fonction harmoniques à n (n ≥ 2) variable réelles
ne sont jamais isolés. Le théorème suivante nous servira à prouver ce résultat.

Théorème 1.3.1. [17] (propriété de la valeur moyenne).
Si u et harmonique dans B(a, r) ⊂ Rn, alors u est égal à la valeur moyenne de u
sur ∂B(a, r). Plus précisément,

u(a) =

∫
∂B

u(a+ rζ)dσ(ζ) (1.4)

ou σ est la mesure de surface normalisée tel que σ(∂B) = 1.

Corollaire 1.3.1. Les zéros des fonctions harmoniques à valeurs réelles définies sur
un ouvert Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, ne sont jamais isolés.

Preuve. Supposons u harmonique et à valeurs réelles dans Ω, a ∈ Ω et u(a) = 0.
Soit r > 0 tel que B(a, r) ⊂ Ω. Par le théorème de la valeur moyenne 1.4, la moyenne
de u sur ∂B(a, r) est égale à 0. Alors, soit u est identiquement nulle sur B(a, r) ou
bien u prend des valeurs positives et négatives sur ∂B(a, r). Dans ce cas, la connexité
de ∂B(a, r) et la continuité de u implique que u a un zéro sur ∂B(a, r) par la propriété
de la valeur intérmédiaire.
Si f est une fonction holomorphe à une variable complexe, alors ses parties réelles et
imaginaires sont harmoniques à 2 variables réelles. Les zéros des fonctions réelles et
imaginaires de f sont représentés par deux courbes différentes, donc l’ensemble des
zérons de f est l’intersection des zéros de u et v, les fonctions réelles et imaginaire de
f . Remarquons que le corollaire 1.3.1 est faux pour n = 1, car la solution générale
de l’équation de Laplace en une dimension est une droite et la droite n’a qu’un seul
zéro possible.
Tout comme pour les fonction holomorphes, les fonctions harmoniques possèdent leur
version du principe du maximum.

Exemple 1.3.1. (Zéros des fonctions harmoniques)
U(x, y) = log(x2 + y2). (Ω = C∗),
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Z(U) = {(x, y) ∈ R2 /{(0, 0)} / U(x, y) = 0}
= {(x, y) ∈ R2 / x2 + y2 = 1}
= S1

Théorème 1.3.2. (principe du maximum ). Soit Ω ⊂ Rn, Ω un domaine simplement
connexe, u harmonique et à valeurs réelles sur Ω . S’il existe un x0 ∈ Ω tel que
| u(x) |≤| u(x0) | pour tout x ∈ Ω, alors u est constante.

Les propriétés des fonctions holomorphes et harmoniques présentées dans ce cha-
pitre nous seront utiles plus loins. Quoique ces fonctions possèdent d’autres propriétés
intéressantes, nous nous limiterons à celles-ci.



Chapitre 2

Interpolation par des fonctions holomorphes
d’une variable complexe

Pour nous, interpoler sera de trouver une fonction qui a des valeurs données en
des points donnés. plus précisément, ce chapitre a pour but de donner le résultat
suivant : soit Ω un domaine quelconque de C ; nous pouvons choisir arbitrairement
un sous-ensemble A ⊂ Ω, tel que A ne possède pas de points d’accumulation dans Ω
et trouver une fonction f ∈ H(Ω) tel que f et un nombre fini de ses dérivées pos-
sèdent des valeurs données à l’avance en chaque point de A. Ensuite nous analyserons
l’analogue du résultat pour les fonction harmoniques. Pour l’instant, nous considé-
rerons le probléme simplifié de trouver une fonction f ∈ H(Ω) telle que les zéros
de f sont les points de A. La solution nous est donnée par le théorème de Weiers-
trass. Nous savons par le théorème 1.2.3 que les zéros d’une fonction holomorphe
(non constante) dans un domaine Ω sont isolés, c’est-à-dire que Z(f) ne possède pas
de point d’accumulation dans Ω. Le théorème de Weierstrass dit de plus que tout
ensemble A ⊂ Ω qui ne possède pas de point d’accumulation dans Ω est le Z(f)
d’une fonction f ∈ H(Ω).

2.1 Produits infinis

Voici l’énnoncé du théorème de factorisation de Weierstrass.

Théorème 2.1.1. (Weierstrass, interpolation holomorphe simple (à l’ordre 1))
Soit Ω ( C = C∪ {∞},Ω ouvert. Soit A ⊂ Ω, ne possédant pas de point d’accumu-
lation dans Ω. Alors il existe f ∈ H(Ω) dont les seuls zéros sont les éléments de A
et f possède un zéro d’ordre 1 en α ∈ A.

Pour construire une telle fonction, choisissons en premier lieu un ensemble A ⊂ Ω
telle que A = αn. Nous construirons ensuite des fonctions fn ∈ H(Ω) tel que fn a un
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seul zéro en αn précisémentet nous considérerons la limite du produit de ces fonctions
lorsque n tend vers l’infini :

pn = f1f2 · · · fn.
Nous commencerons donc à étudier les produits finis et la convergence des produits
infinis.

Lemme 2.1.1. Pour des nombres complexes u1, u2, · · · , uN , si l’on définis

PN =
N∏
n=1

(1 + un) P ∗N =
N∏
n=1

(1+ | un |),

alors on a
P ∗N ≤ e

∑N
n=1|un| (2.1)

et
| PN − 1 |≤ P ∗N − 1. (2.2)

Preuve. Pour prouver 2.1 il suffit de remarquer que

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·

Donc,pour x ≥ 0 on a ex ≥ 1 + x, en remplaçant x par | u1 |, | u2 |, · · · , | uN | on a :

e|u1| ≥ 1+ | u1 |
e|u2| ≥ 1+ | u2 |

...
e|uN | ≥ 1+ | uN |

En multipliant ces termes on obtient : e
∑N
n=1|un| ≥

∏N
n=1(1+ | un |) = p∗N Alors 2.1

est vérifiée. Pour montrer 2.2 nous procédons par induction Pour N = 1,on a bien

| P1 − 1 |=| u1 |= P ∗1 − 1.

Ensuite, pourk = 1, 2 · · · , N − 1, on a

Pk+1 − 1 = Pk(1 + uk+1)− 1 = (Pk − 1)(1 + uk+1) + uk+1.

Si 2.2 a lieu avec k à la place de N on a

| Pk+1 − 1 | = | (Pk − 1)(1 + uk+1) + uk+1 |
≤ (P ∗k − 1)(1+ | uk+1 |)+ | uk+1 |= P ∗k+1 − 1.
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Donc 2.2 est vérifié
Nous aurons besoin plus tard du résultat combiné de 2.1 et 2.2,c’est-à-dire

| PN − 1 |≤ e
∑N
n=1|un| − 1. (2.3)

Définition 2.1.1. Soit (uj) une suite de nombres complexes. Le produit infini

u1.u2 · · ·uk · · · =
∞∏
j=1

uj

est dit convergent si, à partir d’un certain indice m,aucun uj ne s’annule pour j > m
et

lim
n→∞

(um+1.um+2 · · ·un)

existe et possède une valeur finie différente de zéro. Si nous appelons cette limite Um,
alors

U = u1 · u2 · · ·um · Um,
est la valeur du produit infini.

Théorème 2.1.2. Soit (fn)n∈N, fn ∈ H(Ω) pour tout n ∈∈ N. On suppose que fn
ne soit pas identiquement nulle sur une quelconque composante connexe de Ω et de
plus que la suite

Σ∞n=1 | 1− fn(z) | (2.4)

converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de Ω. Alors le produit infini

f(z) =
∞∏
n=1

fn(z) (2.5)

converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de Ω ; donc f ∈ H(Ω).

Preuve. Soit K ⊂ Ω. Posons, pour nous placer dans les condition du lemme
précédent, un(s) = fn(s) − 1, donc | un(s) |=| 1 − fn(s) | et fn(s) = 1 + un(s). On
a par hypothèse que ∑

| 1− fn(s) |=
∑
| un(s) |

converge uniformément sur K. Alors
∑
| un(s) | est borné sur K. Soit ε > 0, il existe

N0 ∈ N tel que ∑
n>N0

| un(s) |< ε.

Prenons ε ≤ 1. Soit

PN(s) =
N∏
n=1

fn(s) =
N∏
n=1

(1 + un(s)),
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le N−iéme produit partiel, ou N est un entier. Montrons que PN(s) est une suite de
Cauchy .

Remarquons que le lemme précédent établit l’existence d’une constante C < ∞
tel que | PN(s) |< C pour tout s ∈ K et pour tout N ∈ N. Soit M > N > N0, avec
M entier, alors

| PM(s)− PN(s) |=

∣∣∣∣∣PN(s)

[
M∏

n=N+1

(1 + un(s))− 1

]∣∣∣∣∣ ≤| PN(s) | (eε − 1).

La dernière inégalité provient de l’équation 2.4. De plus nous avons pour eε − 1,

eε = 1 + ε+
ε2

2!
+
ε3

3!
+ . . . ⇒ eε − 1 = ε+ ε

(
ε

2!
+
ε2

3!
+
ε3

4!
+ · · ·

)
⇒ eε − 1 ≤ ε+ ε

(
ε

2
+
ε2

22
+
ε3

23
+ · · ·

)
︸ ︷︷ ︸

≤1

≤ ε+ ε = 2ε.

Nous avons donc,
| PM(s)− PN(s) |≤ 2Cε.

Donc PN(s) est une suite de Cauchy définie dans un compacte K ; ainsi la suite
converge. De plus, C ne dépend que deK, alors la suite PN(s) converge uniformément
sur K.

Théorème 2.1.3. Soit (un) une suite de nombres réels telle que 0 ≤ un < 1 pour
tout n alors on dispose de l’équivalence suivante,

∞∏
n=1

(1− un) > 0⇔
∞∑
n=1

un <∞.

Preuve. La suffisance de la condition provient directement du théorème précédent
en posant fn = 1 − un. Pour la nécéssité, remarquons d’abord que si p = lim

N→∞
pN ,

où pN =
N∏
n=1

(1− un), alors

p ≤ pN ≤ exp(−u1 − u2 · · · − uN)

et si
∞∑
n=1

un =∞ la dernière expression converge vers 0 lorsque N tend vers l’infini.
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2.2 Facteurs élémentaires

Définition 2.2.1. Soit p un entier, posons

Ep(z) =

{
(1− z), si p = 0,

(1− z)ez+
z2

2 +·+ zp

p , si p ≥ 1.

Ces fonctions sont connues sous le nom de facteurs élémentaires.
L’unique zéro de Ep(z) est en z = 1 et est un zéro d’ordre 1. Il nous est possible

de considérer le produit
∏
p

Ep(z). Cependant, il nous faut faire attention au produit

infini de ces fonctions, car il peut ne pas converger. Par exemple, selon la définition
2.1.1, ce produit ne converge pas en z = 1. Le lemme suivant nous permettra de
considérer un produit infini de facteurs élémentaires à l’intérieur de la boule unité.

Lemme 2.2.1. Pour |z| ≤ 1 et p = 0, 1, 2, · · · on a

|1− Ep(z)| ≤ |z|p+1 (2.6)

Preuve. Pour p = 0, nous avons |1 − E0(z)| = |1 − (1 − z)| = |z|, donc 2.6 est
vrai. Pour p ≥ 1, remarquons que :

E ′p(z) = −ez+
z2

2 +···+ zp

p + (1− z) (1 + z + z2 + · · ·+ zp−1)︸ ︷︷ ︸
(1−zp)
(1−z)

ez+
z2

2 +···+ zp

p .

= −ez+
z2

2 +···+ zp

p + (1− zp)ez+
z2

2 +···+ zp

p

= −zpez+
z2

2 +···+ zp

p .

Comme Ep(z) est entière, on peut exprimer Ep en série

Ep(z) =
∞∑
j=0

ajz
j.

Comme Ep(0) = 1, on a a0 = 1. On dérive la série et on obtient, en comparant avec
le calcul de E ′p(z) fait plus haut, que a1 = a2 = ·, = ap = 0 et aj ≤ 0 pour j > p.
Donc |aj| = −aj, car

E ′p(z) =
∞∑
j=1

jajZ
j−1 = −zpez+

z2

2 +···+ zP

p = −zp
∞∑
k=0

bkz
k,
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où bk ≥ 0 pour tout k, car les termes devant les différentes puissances de z dans
ez+

z2

2 +···+ zP

p sont tous positifs. Remarquons aussi que

Ep(1) = 0 = 1 +
∑
j>p

aj.

Donc, ∑
j>p

aj = −
∑
j>p

|aj| = −1.

Maintenant observons que

|1− Ep(z)| = |Ep(z)− 1| =

∣∣∣∣∣1 +
∑
j>p

aiz
j − 1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
j>p

ajz
j

∣∣∣∣∣ ≤∑
j>p

|aj||zj|.

On retire |z|p+1 de la somme et on obtient avec |z| ≤ 1

|1 − Ep(z)| ≤ |z|p+1
∑
j>p

|aj||zj−(p+1)| ≤ |z|p+1
∑
j>p

|aj| = |z|p+1

Ceci termine la démonstration.
Ce lemme nous permet de considérer le produit infini de facteurs élémentaires dans

la boule unité. En effet, si K est un compact de la boule unité alors |z| < 1 dans K.
Par le théorème 2.1.2, comme nous avons que

∞∑
p=1

|1− Ep(z)| ≤
∞∑
p=1

|z|p+1 (z ∈ K)

converge uniformement sur K, alors le produit infini

f(z) =
∞∏
p=1

Ep(z)

converge uniformément sur K.

2.3 Théorème de Weierstrass et de Mittag-Leffler

2.3.1 Théorème de Weierstrass

Maintenant que nous connaissons les produits infinis et les facteurs élémentaires,
nous sommes prêts à démontrer le théorème de Weierstrass.

Théorème 2.3.1. (Weierstrass) Soit Ω ( C = C ∪ {∞}, Ω ouvert. Soit A ⊂ Ω,
ne possédant pas de point d’accumulation dans Ω. À chaque point α ∈ A on associe
un entier non négatif m(α). Alors il existe f ∈ H(Ω) dont les seuls zéros sont les
éléments de A et f possède un zéro d’ordre m(α) en α ∈ A.
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Preuve. Sans perte de généralité, supposons∞ ∈ Ω, ∞ 6∈ A. Sinon une transfor-
mation homographique nous placerait dans cette situation. Alors C−Ω est compact
et ∞ n’est pas un point d’accumulation dans l’ouvert Ω. Supposons A infini. Soit
(αn)n∈N une suite dont tous les termes sont dans A et chaque élément de A est écrit
m(α) fois. À chaque αn ∈ A on associe βn ∈ C−Ω tel que |αn−βn| ≤ |αn−β| pour
tout β ∈ C−Ω ; ce qui est possible car C−Ω est compact. Donc lim

n→∞
|αn− βn| = 0,

car autrement A aurait un point d’accumulation dans 1’ouvert Ω. Alors

f(z) =
∞∏
n=1

En

(
αn − βn
z − βn

)
possède les propriétés désirées. En effet, posons rn = 2|αn−βn| et soit K un compact
de Ω. Puisque, lorsque n tend vers l’infini, rn tend vers 0, il existe N ∈ N tel que
|z − βn| > rn pour tout z ∈ K et tout n > N . Alors∣∣∣∣αn − βnz − βn

∣∣∣∣ =
rn

2|z − βn|
≤ 1

2
.

Par le lemme 2.2.1 nous avons∣∣∣∣1− En

(
αn − βn
z − βn

)∣∣∣∣ ≤ (1

2

)n+1

(z ∈ K, n ≥ N),

ce qui implique ∑
n≥N

∣∣∣∣1 − En

(
αn − βn
z − βn

)∣∣∣∣ ≤∑
n≥N

(
1

2

)n+1

<∞.

Comme En(z) est entière, les termes pour n < N sont bornées dans K. Alors
∞∑
n=1

∣∣∣∣1− En

(
αn − βn
z − βn

)∣∣∣∣
converge uniformément sur K. Donc, par le théorème 2.1.2

∞∏
n=1

En

(
αn − βn
z − βn

)
converge uniformément sur K. K étant un compact quelconque de Ω, alors le produit
converge uniformément sur les compacts de Ω.

Si A est fini, le produit fini est également et évidement convergeant.
Nous pouvons obtenir un résultat semblable au théorème de Weierstrass pour

les fonctions harmoniques à dimensions 2 réelles. Cependant, par le corollaire 1.3.1
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les zéros des fonctions harmoniques à dimensions 2 réelles ne sont jamais isolés,
alors il est impossible de formuler l’analogue du théorème de Weierstrass pour les
fonction harmoniques de la même façon : nous ne pouvons affirmer que les éléments
de l’ensemble A sont les seuls zéros de notre fonction harmonique. Nous avons défini
l’ordre des zéros pour les fonctions holomorphes d’une variable. Pour définir l’ordre
des zéros des fonctions analytiques à plusieurs variables il nous faut savoir ce qu’est
un développement homogène.

Soit α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+, c’est-à-dire que tous les αi sont des entiers non
négatifs. Soit |α| = α1 + . . .+ αn. Supposons que

f(x1, . . . , xn) =
∞∑
|α|=0

cα1,...,αnx
α1
1 , . . . , x

αn
n =

∞∑
|α|=0

cαx
α

dans un voisinage de 0 dans Rn. Pour s = 0, 1, 2, . . ., soit Fs(x) la somme des termes
cαx

α pour laquelle |α| = s. Alors Fs(x) est un polynôme homogène de degré s, ce qui
veut dire que

Fs(λx) = λsFs(x) (x ∈ Rn, λ ∈ R).

La série de puissance de f peut maintenant être écrite de la forme suivante

f(x) =
∞∑
s=0

Fs(x).

Ceci est le développement homogène de f .

Définition 2.3.1. Si f est une fonction analytique telle que décrite plus haut et non
identiquement nulle dans le voisinage dans lequel est définie sa série de puissance
alors il existe un plus petit s = s(f) tel que Fs n’est pas un polynôme nul. On dit que
ce s(f) est l’ordre du zéro l’origine. Si s(f) = 0, alors f n’a pas de zéro a l’origine.

Bien entendu cette définition est valide pour un développement en série dans un
voisinage d’un autre point que 0.

Voici maintenant l’énoncé du théorème de Weierstrass pour les fonctions har-
moniques.

Corollaire 2.3.1. Soit Ω ⊂ R2,Ω ouvert. Soit A ⊂ Ω, ne possédant pas de point
d’accumulation dans Ω. À chaque point α ∈ A on associe un entier non négatif
m(α). Alors il existe u harmonique dans Ω tel que tous les éléments de A sont des
zéros de u et possédant un zéro d’ordre m(α) en α ∈ A.

Preuve. Par le théoréme 2.3.1 il existe une fonction f ∈ H(Ω) tel que les seuls
zéros sont les éléments de A et possédant un zéro d’ordre m(α) en α ∈ A. Posons
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α = (x0, y0), alors si f(x0, y0) = u(x0, y0) + iv(x0, y0) = 0, il faut que u(x0, y0) =
v(x0, y0) = 0, Le point α étant quelconque, alors tous les éléments de A sont des
zéros de u et v, deux fonctions harmoniques.

2.3.2 Théorème de Mittag-Leffler

Définition 2.3.2. Une fonction est méromorphe sur un ouvert Ω ⊂ C s’il existe un
ensemble A ⊂ Ω tel que

(1) A n’a pas de point d’accumulation dans Ω ;
(2) f ∈ H(Ω− A);
(3) Chaque point de A est un pôle pour f .
Les fonctions méromorphes dans un domaine Ω sont d’éveloppables en série de

Laurent autour de z0 ∈ Ω,

f(z) =
∞∑
j=0

aj(z − z0)
j +

∞∑
j=1

a−j(z − z0)
−j.

Nous appelons la série
∞∑
j=1

a−j(z − z0)
−j, la partie principale de f en z0. Un pôle

est dit d’ordre m si tous les a−j sont nuls pour j > m et a−j 6= 0. Il est naturel
de se poser la question suivante : peut-on choisir un sous-ensemble A ⊂ Ω sans
point d’accumulation dans Ω et trouver une fonction f ∈ H(Ω− A) et méromorphe
sur Ω, avec des parties principales prescrites en chaque point de A ? La réponse est
affirmative et ce résultat est connu sous le nom du théorème de Mittag-Leffler ce
théorème ne sera pas démontré mais la preuve est présentée dans de nombreux livres
d’analyse dont [18].

Théorème 2.3.2. (Mittag-Leffler) Soient Ω un ouvert dans C, A ⊂ Ω, A n’ayant
aucun point d’accumulation dans Ω. Supposons qu’à chaque α ∈ A on ait associé un
entier positif m(α) et une fonction rationnelle

Pα(z) =

m(α)∑
j=1

cj,α(z − α)−j.

Il existe une fonction méromorphe f sur Ω telle qu en chaque point α ∈ A la partie
principale soit Pα et f n’a aucun autre pôle dans Ω.
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2.4 Théorème d’interpolation

2.4.1 Interpolation par des fonctions holomorphes

Nous avons maintenant tous les outils pour prouver un théorème d’interpolation
par des fonctions holomorphes.

Théorème 2.4.1. (Interpolation holomorphe à l’ordre n) Soit Ω ( C, Ω ouvert. Soit
A ⊂ Ω, ne possédant pas de point d’accumulation dans Ω. À chaque point α ∈ A on
associe un entier non négatif m(α) et, pour 0 ≤ n ≤ m(α), des ωn,α ∈ C. Alors il
existe f ∈ H(Ω) tel que

f (n)(α) = n!ωn,α α ∈ A, 0 ≤ n ≤ m(α).

Preuve. Avec le théorème 2.3.1 on construit g ∈ H(Ω) dont les seuls zéros sont
dans A et de sorte que g ait un zéro de multiplicité m(α) + 1 en chaque α ∈ A.

On prétend qu’il est possible d’associe à chaque α ∈ A un Pα de la forme

Pα(z) =

m(α)+1∑
j=1

cj,α(z − α)−j,

tel que g(z)Pα(z) possède un développement convergent en série dans un disque centré
en α

g(z)Pα(z) = ω0,α + ω1,α(z − α) + · · ·+ ωm(α),α(z − α)m(α) + · · · (2.7)
Nous connaissons le développement pour g(z)

g(z) = b1(z − α)m(α)+1 + b2(z − α)m(α)+2 + · · ·

Mais nous ne connaissons pas la valeur des coefficients cj,α de Pα(z) développé en
série

Pα(z) = ci,α(z − α)−1 + c2,α(z − α)−2 + · · ·+ cm(α)+1,α(z − α)−m(α)−1

En multipliant les deux séries nous obtenons

g(z)Pα(z) = (b1+b2(z−α)+· · · )
(
cm(α)+1,α + cm(α),α(z − α) + · · ·+ c1,α(z − α)m(α)

)
(2.8)

En comparant les puissance entre 2.7 et 2.8, on résout pour les coefficients cj,α
pour chaque Pα. Maintenant que l’on connait la fonction Pα(z) pour chaque α ∈
A, le théorème de Mittag-Leffler 2.3.2 nous assure l’existence d’une fonction h
méromorphe sur Ω dont les parties principales sont préciséments ces Pα. Alors, si l’on
considère la fonction f = gh, on obtient une fonction ayant les propriétés requises,
et f ∈ H(Ω) car f a localement un développement en série de puissance dans Ω.
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2.4.2 Interpolation par des fonctions harmoniques

Tout comme nous avons fait avec le théoréme de Weierstrass, appliquons le
théoréme d’interpolation aux fonctions harmoniques.

Corollaire 2.4.1. Soit Ω ⊂ R2, Ω ouvert. Soit A ⊂ Ω, ne possédant pas de point
d’accumulation dans Ω. À chaque point α ∈ A on associe un entier non négatif
m(α) et, pour 0 ≤ n = k + j ≤ m(α), k, j ∈ N, des cn,j,α ∈ R. Alors il existe u
harmonique telle que

∂nu(α)

∂xk∂yj
= n!cn,j,α α ∈ A, 0 ≤ n ≤ m(α),

et l’on peut imposer 2 conditions pour un n 6= 0 ; une pour j pair et une pour j
impair.

Preuve. On suppose f ∈ H(Ω) telle que Re(f) = u, f ′ existe

f ′(z) = lim
∆z→0

f(z +4z)− f(z)

4z
(z ∈ Ω).

où z = x+iy,4z = 4x+i4y. Nous pouvons nous approcher du point z de n’importe
quelle direction, posons 4y = 0, de plus si l’on remplace f(z) par
u(x, y) + iv(x, y) nous obtenons

f ′(z) = lim
4x−→0

u(x+4x, y)− u(x, y) + i(v(x+4x, y)− v(x, y))

4x
(2.9)

Ceci est
f ′(z) = ux(x, y) + ivx(x, y).

Maintenant si nous remplacons u par ux et v par vx dans 2.9 nous obtenons que
f (2)(z) = uxx(x, y) + ivxx(x, y). En généralisant le résultat à la n-ième dérivée nous
avons que

f (n)(z) =
∂n

∂xn
u(x, y) + i

∂n

∂xn
v(x, y).

Par le théorème 2.4.1 nous pouvons construire une fonction holomorphe avec les
conditions f (n)(α) = n!ωn,α, α ∈ A, 0 ≤ n ≤ m(α). Posons α = (x0, y0). ωn,α est
un nombre complexe et a donc une partie réelle an,α et une partie imaginaire bn,α, ce
qui nous permet d’écrire l’égalité suivante

∂n

∂xn
u(x0, y0) + i

∂n

∂xn
v(x0y0) = n!an,α + in!bn,α (2.10)

Donc, trouver une fonction harmonique u dans Ω en imposant la condition
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∂n

∂xn
u(x0, y0) = n!cn,0,α est le même problème que de trouver une fonction holo-

morphe dans Ω avec la condition an,α = cn,0,α. Ici, rien n’a été imposé sur la partie
imaginaire de ωn,α. Par le théorème 2.4.1 nous trouvons cette fonction holomorphe
dont la partie réelle est une fonction harmonique qui satisfait les conditions désirées.

Considérons maintenant la condition mixte
∂n

∂xk∂yj
u(α) = n!cn,j,α. Nous pourrons

éliminer les dérivées partielles par rapport à y avec l’intervention des équations de
Cauchy -Riemann dans C :

ux = vy, uy = −vx

car, comme u et v sont analytiques on peut changer l’ordre des dérivées partielles.

∂n

∂xk∂yj
u = ux · · ·x︸ ︷︷ ︸

k

y · · · y︸ ︷︷ ︸
j

= −vx · · ·x︸ ︷︷ ︸
k+1

y · · · y︸ ︷︷ ︸
j−1

= −ux · · · x︸ ︷︷ ︸
k+2

y · · · y︸ ︷︷ ︸
j−2

= vx · · ·x︸ ︷︷ ︸
k+3

y · · · y︸ ︷︷ ︸
j−3

= ux · · ·x︸ ︷︷ ︸
k+4

y · · · y︸ ︷︷ ︸
j−4

= · · ·

On trouve les conditions imposées sur la fonction f du théorème 2.4.1 avec l’équation
2.7 :

si j ≡ 0 mod4 alors an,α = cn,j,α
si j ≡ 1 mod4 alors bn,α = −cn,j,α
si j ≡ 2 mod4 alors an,α = −cn,j,α
si j ≡ 3 mod4 alors bn,α = cn,j,α

Comme on ne peut pas imposer 2 conditions différentes sur la partie réelle (an,α)
ou sur la partie imaginaire (bn,α) de ωn,α, nous sommes limités à 2 conditions : une sur
an,α, avec j pair, et une sur bn,α, avec j impair. Et par le théorème 2.4.1 on construit
f holomorphe sur Ω, on prend la fonction u, la partie reélle de f , et on a une fonction
harmonique dans Ω qui satisfait les conditions.

Remarquons qu’il est impossible d’obtenir un théorème d’interpolation semblable
au corollaire 2.4.1 avec la possibilité d’imposer des valeurs à plus de deux dérivées
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d’ordre n. Car, comme les fonctions harmoniques à deux variables sont la partie réelle
ou la partie imaginaire d’une fonction holomorpbe dans C, si l’on impose plus que
deux conditions en un point sur les dérivées d’ordre n à la fonction harmonique, il y
aura une contradiction sur les valeurs de la nième dérivés de la fonction holomorphe
évaluée en ce point.

2.5 Formule de Jensen

Rappelons-nous que le théorème de factorisation deWeierstrass nous dit que tout
sous-ensemble A d’un domaine Ω de C ne possédant pas de points d’accumulation
dans Ω est l’ensemble des zéros pour au moins une fonction holomorphe dans Ω.
Le théorème de Weierstrass nous indique donc que la localisation des zéros n’est
limitée par aucune autre condition que l’absence de point d’accumulation dans Ω.
Nous verrons que la situation est différente si nous voulons caractériser l’ensemble
des zéros des fonctions holomorphes définies par des conditions de croissances. Dans
ces situations, lensemble des zéros doit satisfaire certaines conditions quantitatives.
La plupart de ces théorèmes reposent sur la formule de Jensen .

Nous aurons besoin d’un résultat préliminaire avant de démontrer la formule de
Jensen .

Lemme 2.5.1.
1

2π

∫ 2π

0

log |1− eiθ|dθ = 0.

Preuve. Soit Ω = {z ∈ C : <z < 1}. Puisque 1− z 6= 0 sur Ω, et puisque Ω est
simplement connexe, il existe une fonction h ∈ H(Ω) telle que, pour tout z dans Ω,
on ait

eh(z) = 1 − z.
Cette fonction h est déterminée de façon unique si l’on impose h(0) = 0. Puisque
<(1− z) > 0 sur Ω, on a

<h(z) = log |1− z|, |Imh(z)| < π

2
(z ∈ Ω) (2.11)

Pour δ assez petit, on définit le chemin Γ

Γ(t) = eit (δ ≤ t ≤ 2π − δ),

et γ l’arc de cercle dont le centre est 1 et qui va de eiδ à e−iδ tout en restant dans le
disque unité. Comme le contour Γ−γ est un contour fermé (dans le sens anti-horraire)
et que h(z)

z est holomorphe à l’intérieur, nous avons

1

2πi

∫
Γ−γ

h(z)
dz

z
= 0.
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Dans ce cas,

1

2π

∫ 2π−δ

δ

log
∣∣1− eiθ∣∣ dθ = <

[
1

2πi

∫
Γ

h(z)
dz

z

]
= <

[
1

2πi

∫
γ

h(z)
dz

z

]
(2.12)

La dernière égalité provient du théorème de Cauchy . La longeur de γ est moindre
que πδ, de sorte que 2.11 assure que la valeur absolue de la dernière intégrale dans 2.12
est inférieure à Cδ log

(
1
δ

)
, pour une certaine constante C. Ceci procure le résultat si

l’on fait tendre δ vers 0.

Théorème 2.5.1. (Formule de Jensen) Soient Ω = B(0, R) ⊂ C et f ∈ H(Ω) tel
que f(0) 6= 0. Prenons r tel que 0 < r < R et on note α1, · · · , αN les zéros de f
appartenant à B(0, r) rangés avec leur ordre de multiplicité. On a

|f(0)|
N∏
n=1

r

|αn|
= exp

{
1

2π

∫ π

−π
log |f(reiθ)|dθ

}
. (2.13)

L’hypothèse de f(0) 6= 0 n’est pas embêtante, car si f a un zéro d’ordre k en 0, il

suffit d’appliquer cette formule à
f(z)

zk
.

Preuve. Numérotons les points αj de sorte que α1, · · · , αm appartiennent à
B(0, r) et que |αm+1| = · · · = |αN | = r. Remarquons qu’il est possible d’avoir
m = N ou m = 0. Définissons

g(z) = f(z)
m∏
n=1

r2 − αnz
r(αn − z)

N∏
n=m+1

αn
αn − z

(2.14)

La fonction g est holomorphe et n’a pas de zéro dans le disque B = B(0, r + ε)
pour un certain ε > 0, de sorte que log |g| est une fonction harmonique sur B et ainsi
par la propriété de la valeur moyenne

log |g(0)| = 1

2π

∫ π

−π
log |g(reiθ)|dθ (2.15)

Grâce à 2.14, on a

|g(0)| = |f(0)|
m∏
n=1

r

|αn|
(2.16)

Pour 1 ≤ n ≤ m, les facteurs de 2.14 ont un module égale à 1 si |z| = r. Si
αn = reiθn, pour m < n ≤ N , il s’ensuit que

log |g(reiθ)| = log
∣∣f(reiθ)

∣∣− N∑
n=m+1

log
∣∣∣1 − ei(θ−θn)

∣∣∣ .
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Le lemme 2.5.1 montre alors que l’intégrale dans 2.15 ne change pas si l’on remplace
g par f . Par comparaison avec 2.16 il vient 2.13.

Soit f une fonction entière. On définit

M(r) = sup
θ
|f(reiθ)|

avec 0 < r < ∞. Soit n(r) le nombre, incluant les multiplicités, de zéros de f
appartenant à B(0, r). De plus, supposons f(0) = 1 ; alors nous avons par la formule
de Jensen

n(2r)∏
n=1

2r

|αn|
= exp

{
1

2π

∫ π

−π
log |f(2reiθ)|dθ

}
≤ exp

{
1

2π

∫ π

−π
logM(2r)dθ

}
= M(2r).

De plus, comme |αn| ≤ |αn+1|, nous avons
n(2r)∏
n=1

2r

|αn|
≥

n(r)∏
n=1

2r

|αn|
≥ 2n(r).

Nous obtenons donc l’inégalité suivante

2n(r) ≤M(2r),

ou bien
n(r) log 2 ≤ logM(2r).

Cette équation indique que la rapidité de croissance du nombre de zéro de f selon r
est controlée par la croissance de M(r). Entre autre une fonction avec beaucoup de
zéros doit croître rapidement.

2.6 Condition de Blaschke

Avec la formule de Jensen , il est possible de déterminer les conditions que doivent
satisfaire les zéros des fonctions non constantes, holomorphes et bornées dans le disque
unité, nous noterons cette famille de fonctions par H∞.

Théorème 2.6.1. Soit A ⊂ B(0, 1) ⊂ C, ne possédant pas de point d’accumulation
dans B(0, 1). À chaque point α ∈ A on associe un entier non négatif m(α). Alors
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il existe f ∈ H∞ telle que les seuls zéros sont les éléments de A et possédant un zéro

d’ordre m(αn) en αn ∈ A si et seulement si
∞∑
n=1

(1− |αn|) <∞.

Preuve. Montrons d’abord que la condition est suffisante.

Supposons alors que
∞∑
n=1

(1− |αn|) <∞. Posons

b(z) = zk
∞∏
n=1

αn − z
1− αnz

|αn|
αn

. (2.17)

Montrons que b(z) ∈ H∞ et ne possède pas d’autres zeros que les points αn (outre
l’origine si k > 0 ). Cette fonction b est appelée produit de Blaschke . On notera
que certains des αn peuvent être répétés, ce qui fournit un zero multiple pour b en
ce point. On notera aussi que chaque facteur du produit de Blaschke a une valeur
absolue égale à 1 sur le bord du disque unité. Pour |z| ≤ r, le nième terme de la
série,

∞∑
n=1

∣∣∣∣1− αn − z
1− αnz

|αn|
αn

∣∣∣∣
vaut ∣∣∣∣ αn + |αn|z

(1− αnz)αn

∣∣∣∣ (1− |αn|) ≤ 1 + r

1− r
(1 − |αn|) .

Grâce au théorème 2.1.2 b ∈ H(B(0, 1)) et b n’a pas d’autre zéros que ceux prescrits.
Puisque chaque facteur de 2.17 a une valeur absolue inférieure à 1 dans le disque unité,
on en déduit que |b(z)| < 1.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Supposons une fonction f ∈
H∞. Si f possède un zéro d’ordre m à l’origine et l’on pose g(z) = z−mf(z), la
fonction g ∈ H∞, et elle possède les mêmes zéros que f , l’origine mise à part. On
peut donc supposer sans perdre de généralité que f(0) 6= 0. Soit n(r) le nombre des
zéros de f dans B(0, r). Fixons k et choisissons r < 1 de sorte que n(r) > k. Alors
la formule de Jensen

|f(0)|
n(r)∏
n=1

r

|αn|
= exp

{
1

2π

∫ π

−π
log |f(reiθ)|dθ

}
implique

|f(0)|
k∏

n=1

r

|αn|
≤ exp

{
1

2π

∫ π

−π
log |f(reiθ)|dθ

}
(2.18)
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L’hypothèse f ∈ H∞ équivault à l’existence d’une constante C <∞ qui borne le
membre de droite dans 2.18, pour tout r entre 0 et 1. On déduit

k∏
n=1

|αn| ≥ C−1|f(0)|rk.

L’inégalité demeure vraie pour tout k lorsque r → 1. De là

k∏
n=1

|αn| ≥ C−1|f(0)| > 0 (2.19)

Le théorème 2.1.3 montre que 2.19 implique que
∑∞

n=1(1 − |αn|) <∞.
La condition de Blaschke implique qu’une fonction f ∈ H∞ ne peut prendre

"trop souvent" la même valeur. Si (αj) est un ensemble de point dans le disque unité
tel que f(αj) = c pour c ∈ C, alors la condition de Blaschke doit être respecté
car l’ensemble (αj) sera un ensemble de zéro pour la fonction g ∈ H∞ définie par
g(z) = f(z)−c. Il est donc encore possible de faire de l’interpolation sur un ensemble
de point discret pour les fonction dans H∞, mais il ne faut pas interpoler " trop
souvent" sur les mêmes valeurs.

La prochaine étape consistera à généraliser les résultats de ce chapitre à plusieurs
dimensions complexes.



Chapitre 3

Interpolation par des fonctions holomorphes
à plusieurs variables complexes

Les buts visés dans ce chapitre sont, en premier lieu, de prouver un théorème d’in-
terpolation semblable au théoréme 2.4.1 pour les fonction holomorphes définies dans
des domaines de Cn, et par la suite de caractériser les zéros des fonctions holomorphes
bornées dans un produit cartésien de disque unité (ce qui est appelé un polydisque).

Nous généraliserons d’abord le théorème de Mittag-Leffler ainsi que le théorème
de factorisation de Weierstrass dans Cn. La généralisation de ces théorèmes fût un
probléme important dans le développement de l’analyse à plusieurs dimensions com-
plexes, ces problèmes portent les noms de problème de Cousin I (Mittag-Leffler)
et problème de Cousin II (Weierstrass). Ces problèmes sont maintenant résolus
et nous exposerons les solutions dans ce chapitre.

Comme la théorie des fonctions à plusieurs variables complexes n’est pas une
branche des mathématiques aussi bien connue que la topologie générale ou la théorie
de la mesure, nous exposerons brièvement son développement.

La théorie des fonctions de plusieurs variables complexes est la branche des mathé-
matiques qui traite des fonctions f(z1, z2, · · · , zn) de n-tuples de nombres complexes.
Comme dans l’analyse complexe à une dimension, les fonctions holomorphes à dimen-
sions n complexes sont solutions aux équations de Cauchy Riemann à dimensions
n. Beaucoup d’exemples de telles fonctions étaient connus dans les mathématiques
XIXe siècle : les fonctions abéliennes et quelque séries hypergéometriques. Mais, c’est
dans les années 1930 qu’une théorie générale a commencé à émerger, avec les travaux
de Hartogs et de Kiyoshi Oka. Hartogs a prouvé quelques résultats fondamentaux.
Entre autre, il a montré que les fonctions holomorphes à dimensions n complexes ne
peuvent avoir de singularité isolée. Vers le millieu du XXe siècle, suite à des tra-
vaux importants en France, dans le séminaire de Henri Cartan, et en Allemagne avec
Grauert et Remmert, l’image de la théorie a changé rapidement. Plusieurs problèmes
ont été clarifiés, en particulier celui du prolongement analytique. Pour tout domaine
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D ⊂ C nous pouvons trouver une fonction qui ne se prolongera pas analytiquement
au-delà de la frontière ; cela est faux pour n > 1. Dans Cn, les domaines qui ont cette
caractéristique sont appelés domaines d’holomorphie.

3.1 Fonctions holomorphes et méromorphes

Pour une étude plus complète des propriétés des fonctions holomoprhes à plusieurs
variables complexe vous pouvez vous référer à [17] ou [20].

Introduisons des opérateurs différentiels partiels

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
+

1

i

∂

∂yj

)
,

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− 1

i

∂

∂yj

)
Définition 3.1.1. Soit D ⊂ Cn, D ouvert. Une fonction f : D → C est dite ho-
lomorphe dans D si f ∈ C1(D) et f satisfait le systéme d’équations différentiels
partiels (équations de Cauchy-Riemann)

∂f

∂zj
= 0, j = 1, 2, · · · , n. (3.1)

Soit une fonction holomorphe f(z), alors elle peut être représentée par

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

où u(x, y) et v(x, y) sont les parties réelles et imaginaire de f(z);x = (x1, · · · , xn)
et y = (y1, · · · , yn). En appliquant les équations de Cauchy-Riemann, nous obte-
nons

∂u

∂xj
=

∂v

∂yj
,

∂u

∂yj
= − ∂v

∂xj
(j = 1, · · · , n).

Ce système n’est rien d’autre que les équations de Cauchy-Riemann d’une variable
appliquées à chaque variable. Donc une fonction est holomorphe si et seulement si
elle est holomorphe en chaque variable. En dérivant ces équations par rapport à xk et
yk nous voyons que la partie réelle et la partie imaginaire de f(z) satisfont le système
d’équations différentiels partiels du second degré suivant :

∂2ϕ

∂xj∂xk
+

∂2ϕ

∂yj∂yk
= 0,

∂2ϕ

∂xj∂yk
− ∂2ϕ

∂xk∂yj
= 0.

Une fonction ϕ(x, y) qui satisfait ce système d’équation est dite pluriharmonique si u
et v satisfont ces équations, nous appelons la fonction v le conjugé pluriharmonique
de la fonction u. Remarquons que le cas particulier où k = j dans la première
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équation implique qu’une fonction pluriharmonique à 2n variables est également une
fonction harmonique à 2n variables.

Un domaine D est dit domaine d’holomorphie s’il existe une fonction holomorphe
f dans D tel que f ne peut être prolongée analytiquement à aucun point frontière de
D. En particulier, f ne peut être prolongée analytiquement à un domaine contenant
D. Tout domaine de C est un domaine d’holomorphie, mais il existe des domaines
dans Cn qui ne sont pas des domaines d’holomorphie. Les domaines d’holomorphie
joueront un rôle important dans la suite, car nous verrons plus tard que la générali-
sation du théorème de Mittag-Leffier à plusieurs dimensions complexes sera toujours
possible dans des domaines d’holomorphie.

Comme dans le cas d’une variable complexe nous noterons les fonctions holo-
morphes dans un domaine D de Cn par f ∈ H(D). Nous dénotons le polydisque

Dn = {z : |zj| < |aj|, j = 1, · · · , n}

. Le borde de Dn, noté ∂Dn et définie par :

∂Dn = {z : |zj| = |aj|, j = 1, · · · , n}

Lorsque les aj seront tous égaux à 1, nous dirons que c’est le polydisque unité. Tous
comme dans C, nous avons la formule intégrale de Cauchy dans Cn.

Exemples 3.1.1.
• f(z1, z2) = z1 · z2 n’est holomorphe sur aucun ouvert de C2

• f(z1, z2) = z1
z2

est holomorphe sur C× C∗
• Contrairement au fonctions à une seul variable les zéros des fonctions holo-

morphes à plusieurx variables peuvent être non isolés. Exemple f(z1, z2) = sin(z1z2)

Théorème 3.1.1. Soit f holomorphe dans le polydisque unité fermé Dn. Alors,

f(z1, · · · , zn) =
1

(2πi)n

∫
|ζn|=1

· · ·
∫
|ζ1|=1

f(ζ1, · · · , ζn)
(ζ1 − z1) . . . (ζn − zn)

dζ1 . . . dζn

pour tout (z1, · · · , zn) ∈ Dn.

Preuve. Par induction sur la dimension n. Pour n = 1 c’est l’intégrale classique de
Cauchy . Supposons maintenant que le résultat est vrai pour la dimension n−1. fixons
un point z = (z1, · · · , zn) dans le polydisque unité. Comme f(z) est holomorphe en
z1 nous avons (provenant du cas d’une variable)
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f(z1, · · · , zn) =
1

2πi

∫
|ζ1|=1

f(ζ1, z2, · · · , zn)
ζ1 − z1

dζ1. (3.2)

Maintenant, f(ζ1, · · · , zn) est une fonction holomorphe à n−1 variables complexes
(z2, · · · , zn) sur le polydisque unité fermé Dn dans Cn−1. Il s’en suit de l’hypothèse
d’induction que

f(ζ1, z2, · · · , zn) =
1

(2πi)n−1

∫
|ζn|=1

· · ·
∫
|ζ2|=1

f(ζ1, · · · , ζn)
(ζ2 − z2) · · · (ζn − zn)

dζ2 · · · dζn

.
Il suffit maintenant de substituer cette équation dans 3.2 pour obtenir une inté-

grale itérée et comme f(z) est continue dans le polydisque on peut changer l’ordre
d’intégration pour obtenir l’intégrale désirée.

Pour fin de simplification, introduisons une notation multi-indexée. Notons un
élément (z1, · · · , zn) de Cn par z. Notons également z, ζ ∈ Cn, le produit

(ζ − z) = (ζ1 − z1) · · · (ζn − zn)

et
dζ = dζ1 · · · dζn.

Avec cette notation, nous pouvons réécrire la formule intégrale de Cauchy de la
manière simplifiée suivante,

f(z) =
1

(2πi)n

∫ n

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Il existe également un analogue dans Cn à la formule des dérivées de Cauchy dans
C. Soit α = (α1, · · · , αn), où αj est un entier non négatif. Assimilons la notation
suivante, |α| = α1 + · · ·+ αn, α! = α1! · · ·αn! et zα = zα1

1 · · · zαnn . Nous dénotons les
dérivées par rapport a des variables réelles

∂|β|+|γ|f

∂xβ∂yγ
=

∂|β|+|γ|f

∂xβ11 · · · ∂x
βn
n ∂y

γ1
1 · · · ∂y

γn
n

et par rapport aux variables complexes

f (α) =
∂|α|f

∂zα
=
∂α1+···+αnf

∂zα1
1 · · · z

αn
n
.

Comme pour les fonctions holomorphes d’une dimension, si la fonction holomorphe
est bornée au voisinage d’un point a ∈ Dn alors ses dérivées le sont également.
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Les fonctions méromorphes d’une variable complexe sont peuvent être définies
comme étant le quotient de deux fonctions holomorphes. En plusieurs variables cette
définition est trop restrictive, nous dirons plutôt que les fonctions méromorphes à plu-
sieurs variables complexes sont localement le quotient de deux fonctions holomorphes.

Définition 3.1.2. Soit D ⊂ Cn. Une fonction g sur D est dite méromorphe si pour
tout point p ∈ D il existe un voisinage Up et des fonctions retativement premières
hp(z), kp(z) holomorphes dans Up tel que pour tout p, q ∈ D avec Up ∩ Uq 6= ∅ nous
avons

kp(z)hq(z) = kq(z)hp(z) dans Up ∩ Uq
et g(z) =

hp(z)
kp(z)

dans Up.

Nous dirons alors

g(p) =


h(p)
k(p) , k(p) 6= 0,

∞, k′(p) = 0, h(p) 6= 0,
0
0 , k(p) = 0, h(p) = 0.

Le point p est dit point d’holomorphie dans le premier cas, un pôle dans le second
cas et un point d’indétermination dans le troisième cas. Nous noterons l’ensemble des
fonctions méromorphes dans un domaine D par M(D).

En une variable complexe les zéros des fonctions holomorphes sont isolés, ce qui
n’est pas le cas pour les fonctions holomorphes à plusieurs variables complexes. Nous
avons toujours l’équivalence entre fonctions holomorphes et analytiques de plusieurs
variables complexes. Pour montrer ceci, il faut étudier les séries multiples.

3.2 Séries Mutiples

Comme pour les séries simples, l’expression suivante∑
α∈Nn

bα, bα ∈ C,

a deux signification dépendant du contexte. La première signification est seulement
l’expression formelle que l’on appelle une série multiple. La deuxième signification est
la somme de cette série lorsqu’elle existe. Bien sur, nous devons maintenant définir
ce que nous entendons par la somme d’une série multiple. Si n > 1 alors Nn n’a pas
d’ordre naturel, donc il n’y a aucune façon canonique de considérer

∑
α∈Nn

bα comme
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une suite de sommes partielles comme dans le cas
n = 1. L’ambiguité est évitée si l’on considère les séries absolument convergentes. La
série multiple

∑
α∈Nn bα est dite absolument convergente si

∑
α∈Nn

|bα| = sup

{∑
α∈Λ

|bα| : Λfini

}
<∞

Le théoréme de Cauchy sur les séries multiples affirme que la convergence absolue
de
∑

α∈Nn bα est une condition nécessaire et suffisante pour que tout arrangement de∑
α∈Nn bα en une série ordinaire

∞∑
j=0

bσ(j),

Où σ : N → Nn est une application bijective, converge dans le sens usuel vers une
limite L ∈ C qui est indépendante de σ. Le nombre L est appelé la limite ou la
somme de la série multiple et nous écrivons∑

α∈Nn
bα = L.

En particulier si la série
∑

α∈Nn bα converge absolument alors sa limite peut être
calculée en considérant l’expansion homogène

L =
∞∑
k=0

∑
|α|=k

bα


De plus, pour toute permutation τ de {1, 2, · · · , n} la série itérée

∞∑
ατ (n)=0

· · ·
 ∞∑
αr(1)=0

bα1···αn

 · · ·


converge également vers L. Dans l’autre sens, si bα ≥ 0, la convergence de toutes les
séries itérées implique la convergence de la série multiple

∑
α∈Nn bα.

Théorème 3.2.1. (Weierstrass M-test). Soit fn une suite de fonctions définies sur
un ensemble E et Mn une suite de constantes. Si |fn| ≤Mn et

∑
Mn converge alors∑

fn converge absolument et uniformément.
Nous pouvons maintenant montrer que toutes les fonctions holomorphes sont ana-

lytiques.
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Théorème 3.2.2. Soit f une fonction holomorphe dans un domaine Ω ⊂ Cn et
soit a ∈ Ω. Alors f peut être représentée par une série de puissance absolument
convergente dans un voisinage de a :

f(z) =
∑
α≥0

cα(z − a)α.

C’est la série de Taylor de f , c’est-à-dire que

cα =
f (α)(α)

α!
.

La représentation de f par sa série de Taylor est valide dans tout polydisque centré
en a et contenu dans Ω.

Preuve. Considérons un polydisque

Dn(a, r) = {z; |zj − aj| < rj, j = 1, · · · , n},

lequel, par simplicité nous dénoterons par D, tel que la fermeture est comprise dans
Ω. Par la formule intégrale de Cauchy ,

f(z) =
1

(2πi)n

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ

et par le lemme précédent, nous pouvons écrire

f(ζ)

ζ − z
=

f(ζ)

(ζ − a)− (z − a)
=

f(ζ)

ζ − a
· 1

1− z−a
ζ−a

=
f(ζ)

ζ − a
∑
α≥0

(
z − α
ζ − a

)α
La convergence est uniforme sur ∂D×K pour tout sous-ensemble compact K de

D. En intégrant terme à terme, nous avons

f(z) =
∑
α≥0

(
1

(2πi)n

∫
∂D

f(ζ)

(ζ − a)α+1
dζ

)
(z − a)α =

∑
α≥0

cα(z − a)α.

La convergence est uniforme sur les sous-ensembles compacts de D. Par la formule
de Cauchy pour les dérivées, cα = f (α)(a)

α! .
Nous avons supposé que la fermeture du polydisque est comprise dans Ω, mais

tout polydisque inclus dans Ω peut être écrit comme une réunion d’une suite crois-
sante de polydisques avec le même centre telle que la fermeture est comprise dans
Ω. La fonction f est représentée par ses séries de Taylor centréss en a pour chacun
des polydisques dans la suite, alors la représentation est valable sur la réunion des
polydisques.
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Nous venons de montrer que toutes les fonctions holomorphes sont analytiques.
Pour prouver que toutes les fonctions analytiques sont holomorphes nous avons besoin
du théorème d’Abel.

Théorème 3.2.3. (Abel). Si la série de puissance
∑

α∈Nn cαz
α converge en a et si

aj 6= 0, j = 1, · · · , n, alors ta série converge absolument et uniformément sur tous
les sous-ensembles compacts du polydisque

D = {z : |zj| < |aj|, j = 1, · · ·n}.

Preuve. Comme la série de puissance
∑

α∈Nn cαz
α converge en a, il s’en suit que

les termes de la série sont bornés. Alors, |cαzα| < M pour tout α. Fixons 0 < rj <
|aj|, j = 1, · · · , n, et supposons |zj| ≤ rj, j = 1, n. Alors,

|cαzα| = |cαzα1
1 · · · zαnn | = |cαaα1

1 · · · aαnn | ·
∣∣∣∣(z1

a1

)α1

· · ·
(
zn
an

)αn∣∣∣∣
≤ M

∣∣∣∣r1

a1

∣∣∣∣α1

· · ·
∣∣∣∣rnan
∣∣∣∣αn = Mραj ,

Où ρj < 1, j = 1, · · · , n. Comme
∑
ρj converge, la série de puissance converge

absolument et uniformément sur le polydisque fermé zj < rj, j = 1, · · · , n, par
le théorème du M-Test de Weierstrass. Comme tout sous-ensemble compact d’un
polydisque ouvert D = {z : zj < aj, j = 1, · · · , n} est contenu dans la fermeture de
ce polydisque, la preuve est complète.

Nous pouvons maintenant montrer le résultat espéré.

Théorème 3.2.4. Sur un ensemble ouvert Ω de Cn, une fonction est holomorphe si
et seulement si elle est analytique.

Preuve. Nous avons déjà montré que si elle est holomorphe, alors elle est analy-
tique. Inversement, supposons f analytique sur Ω. Montrons que f est holomorphe
en chaque point de Ω. Soit a ∈ Ω et soit D un polydisque contenant a et contenu
dans Ω, tel que f peut être représenté par une série de puissance dans Ω. Nous avons
vu que la série de puissance converge uniformément sur les sous- ensembles compacts
de Ω. En particulier, soit Q un polydisque contenant a et tel que sa fermeture est
incluse dans D. Alors, la série de puissance converge uniformément sur Q et comme
les termes sont des polynômes, ils sont holomorphes.

Alors f est la limite uniforme de fonctions holomorphes sur Q, donc f est holo-
morphes. Comme f est holomorphe sur un voisinage de tout point de Ω, alors f est
holomorphe sur Ω.

Nous aurons besoin plus tard d’un théorème connu sous le nom du théorème de
préparation de Weierstrass. Pour la preuve du théorème, vous pouvez vous référer
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á [19] page 9 à 12. Remarquons d’abord que la définition de l’ordre des zéros des
fonctions analytiques donnée au chapitre 2 est également valable pour les fonctions
holomorphes complexes. Voir définition 2.3.1.

Théorème 3.2.5. (préparation de Weierstrass). Supposons n > 1 et z = (z′, zn)
où z′ ∈ Cn−1 Si f est une fonction holomorphes dans un voisinage Ω de 0 dans Cn

et si f(0, zn) possède un zéro d’ordre k (k étant un entier positif) en zn = 0. alors
il existe

(1) un polydisque Dn ⊂ Cn centré en 0 ;
(2) une fonction h ∈ H(Dn) ne possédant pas de zéro dans Dn ;
(3) des fonctions b1, · · · , bk ∈ H(Dn) dépendantent uniquement de z′ ;
tels que pour z ∈ Dn

f(z) =
[
zkn + b1(z

′)zk−1
n + · · ·+ bk(z

′)
]
h(z).

Cette représentation est unique et bi(0) = 0.

3.3 Problèmes de Cousin et de Poincaré

3.3.1 Problème de Cousin I

Tournons-nous à présent vers le problème de généraliser le théorème de Mittag-
Leffler à dimensions n complexes. Nous voulons reformuler le théorème de Mittag-
Leffler à plusieurs variables complexes. La difficulté principale est que lensemble
des pôles n’est plus discret, donc on ne peut plus simplement prescrire des points et
les parties principales des séries de Laurent. Alors nous formulons le problème de la
façon suivante.

Problème de Cousin I. Soit D un domaine de Cn et soit Ui, i ∈ I un re-
couvrement d’ouvert de D. Supposons que les fonctions méromorphes mi ∈ M(Ui)
satisfont

hij = mi −mj ∈ H(Ui ∩ Uj) (∀i, j ∈ I) (3.3)

trouver une fonction m ∈M(D) telle que

hi = m−mi ∈ H(Ui) (∀i ∈ I).

Nous appelons (mi, Ui) une distribution de Cousin I pour D. Remarquons que les
hij sont anti-symétriques par rapport aux indices et que dans chaque intersection
triple Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk elles satisfont

hij + hjk + hki = 0. (3.4)
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C’est pourquoi nous lui donnons également le nom de problème deCousin additif.
Toutes collections de fonctions hij ∈ H(Uij) qui sont anti-symétriques par rapport
aux indices et qui satisfont l’équation 3.4 dans les intersections triples Uijk est appelées
un cocycle holomorphe pour un recouvrement U = {Ui} du domaine. Si ces fonctions
sont reliées à la distribution de Cousin I par la relation 3.3, alors le cocycle {hij} est
dit correspondre au problème de Cousin {mi}. Finalement un cocycle holomorphe
est une cofrontière si pour tout i ∈ I, il existe des fonctions hi ∈ H(Ui) tel que dans
chaque intersection Uij nous avons

hij = hj − hi.

Nous sommes maintenant prêts à formuler les conditions pour qu’il existe toujours
une solution au problème de Cousin I.

Théorème 3.3.1. Pour que le problème de Cousin {mi} ait une solution pour un
recouvrement donné U du domaine D il est nécessaire et suffisant que les cocycles
holomorphes {hij} correspondant au problème soient des cofrontières.

Preuve. S’il existe une solution au problème, alors il existe une fonction m ∈
M(D) tel que hi = m−mi ∈ H(Ui). Alors,

hij = mi −mj = m−mj − (m−mi) = hj − hi,

et on a bien que le cocycle est une cofrontière.
Inversement, supposons que les cocycles holomorphes {hij} correspondant au pro-

blème de Cousin soit des cofrontières. Alors il existe des fonctions hi ∈ H(Ui)
tel que dans chaque intersection Uij nous avons hij = hj − hi, c’est-à-dire, que
mi −mj = hj − hi ou

mi + hi = mj + hj (∀i, j ∈ I).

Alors, les fonctions mi + hi sont méromorphes dans Ui et ne dépendent pas du choix
du voisinage Ui. Donc, il y a une fonction m globalement méromorphe sur D qui
correspond à mi + hi dans tout voisinage Ui ce qui résout le problème de Cousin I.

Nous pouvons reformuler le théoréme précédent. Pour un recouvrement donné U
du domaine D, les cocycles holomorphes hij peuvent être additionnés entre eux ; sous
cette opération, cet ensemble forme un groupe que nous appelons groupe de cocycles
holomorphes et que nous dénotons par Z1(U , H). Dans ce groupe, il y a le sous-groupe
des cofrontiéres B1(U , H). Le groupe quotient

C1(U , H) = Z1(U , H)/B1(U , H)
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est appelé le (premier) groupe de cohomologie pour le recouvrement U du domaine
D à coefficients holomorphes. Les éléments de C1(U , H) sont les classes de cocycles
holomorphiques cohomologiques. La trivialité de ce groupe dit que pour ce recou-
vrement U , les cocycles sont les cofrontières, alors le théoréme précédent peut être
reformulé de la façon suivante.

Théorème 3.3.2. Une condition nécessaire et suffisant pour que le problème de
Cousin I {mi} ait une solution pour un recouvrement donné U est la trivialité du
premier groupe cohomologique avec coefficients holomorphes :

C1(U , H) = 0.

En particulier, le problème de Cousin I est toujours résoluble dans les domaines
d’holomorphie de Cn. De plus, dans C2, si dans un domaine tout problème de Cousin
I est résoluble, alors ce domaine est un domaine d’holomorphie. Ceci n’est plus vrai
pour Cn, n ≥ 3. Voir [17].

Dans la littérature mathématique, ces groupes cohomologiques sont dénoté avec
la lettre H plutôt qu’avec la lettre C. Comme nous avons utilisé la lettre H pour
signifier l’ensemble des fonctions holomorphes, ce changement était nécessaire afin
d’éviter la confusion sur la signification du H.

3.3.2 Probléme de Cousin II

Pour ce qui est de la généralisation du théorème de Weierstrass, nous avons la
même difficulté : les zéros des fonctions holomorphes à plusieurs variables complexe
ne sont pas isolés. Nous devons formuler la généralisation du problème sous une forme
analogue à ce que nous avons fait pour le problème deCousin I. Dénotons parH∗(U)
l’ensemble des fonction f ∈ H(U) qui sont inversibles ; f ∈ H∗(U) si et seulement si
f ∈ H(U) et f(z) 6= 0 pour tout z ∈ U .

Problème de Cousin II. Soit un recouvrement d’ouverts Ui, i ∈ I, d’un do-
maine D ⊂ Cn et soit des fonctions holomorphes fi ∈ H(Ui), non identiquement
nulles sur toutes composantes de Ui telle que

hij = fif
−1
j ∈ H∗(Ui ∩ Uj) (∀i, j ∈ I);

trouver une fonction holomorphe globale f ∈ H(D) telle que

hi = ff−1
i ∈ H∗(Ui) (∀i ∈ I).

Nous appelons (fi, Ui) une distribution de Cousin II pour D. Remarquons que les
fonctions hij satisfont les conditions suivantes

hijhji = 1, hijhjkhki = 1,
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ce qui est un analogue multiplicatif à la condition 3.4. L’ensemble de ces fonctions
pour un recouvrement donné, est appelé un cocycle multiplicatif. Les cocycles multi-
plicatifs forment un groupe sous la multiplication que nous dénotons par Z1(U , H∗).
Un cocycle multiplicatif dit une cofrontière multilicative si pour tout i ∈ I, il existe
des fonctions hi ∈ H∗(Ui) tel que dans chaque intersection Uij nous avons

hij =
hj
hi
.

L’ensemble des cofrontières multiplicatives est un sous-groupe de Z1(U , H∗) que nous
dénotons par B1(U , H∗). Le groupe quotient

C1(U , H∗) = Z1(U , H∗)/B1(U , H∗)

est appelé le premier groupe de cohomologie pour le recouvrement U avec coefficient
dans H∗. Comme pour le problème de Cousin I, la trivialité de ce groupe

implique que tout probleme de Cousin II possède une solution pour ce recouvre
ment.

Théorème 3.3.3. Une condition nécessaire et suffisante pour que le problème de
Cousin II {fi} ait une solution pour un recouvrement donné U est la trivialité du
premier groupe cohomologique avec coefficients dans H∗ :

C1(U , H∗) = 0.

Avec une étude plus approfondie des groupes cohomologiques nous constaterions
que la condition C1(U , H∗) = 0 est équivalente à

C1(U , H) = C2(U , Z) = 0,

où C1(U , H) est le même groupe cohomologique traité dans le cas du problème de
Cousin I et C2(U , Z) est le deuxième groupe de cohomologie à coefficients entiers.
Remarquons que si le problème de Cousin II est toujours résoluble dans un domaine
D alors le problème de Cousin I est également toujours résoluble dans ce domaine.
Nous nommerons l’ensemble des domaine de Cn où les problèmes de Cousin II
sont toujours résolubles par Sn. En particulier, dans tout domaine d’holomorphie
homéomorphe au polydisque, le problème de Cousin II est toujours résoluble. Le
problème de Cousin II est également toujours résoluble sur les surfaces deRiemann
non compactes. Voir [17] page 96 et [?] page 176.

3.3.3 Problème de Poincaré

Le problèms de Cousin II est étroitement relié au problème de Poincaré . Nous
avons vu précédement que les fonctions méromorphes à plusieurs variables complexes
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sont définies comme étant localement le quotient de deux fonctions holomorphes.
Le problème de Poincaré consiste à représenter une fonction méromorphe donnée,
définie dans un domaine D, par un quotient de deux fonctions holomorphes définies
dans D (globalement).

Problème de Poincar. Soit g(z) une fonction méromorphe dans un domaine
D. Trouver 2 fonctions holomorphes h(z) et k(z) dans D tel que h(z) et k(z) sont
relativement premiéres à chaque point p ∈ D et satisfont g(z) = h(z)

k(z) dans D.
Dans quels types de domaines peut-on représenter les fonction méromorphes par

un quotient de deux fonctions holomorphes ? Le théorème suivant nous indique que
si le problème de Cousin II est toujours résolubte dans un domaine D, alors le
problème de Poincaré l’est aussi. Ce problème ne jouera pas un rôle dans la suite
du mémoire. Cependant il représente une application importante du problème de
Cousin II.

Théorème 3.3.4. Soit D un domaine dans Cn. Si le problème de Cousin II est
soluble pour toute distribution de Cousin II dans D, alors le problème de Poincaré
est toujours soluble dans D.

Preuve. Soit g(z) une fonction méromorphe dans D. Par définition, pour tout
p ∈ D, il existe un voisinage Up de p dansD et des fonctions holomorphes relativement
premières en p, hp(z), kp(z) dans Up qui satisfont

kp(z)hq(z) = kq(z)hp(z) dansUp ∩ Uq
et g(z) =

hp(z)
kp(z)

dans Up. La collection (kp, Up)p définit une distribution de Cousin
II dans D. Comme nous supposons qu’il existe une solution du problème de Cousin
II dans D, il existe une fonction holomorphe k(z) dans D tel que k(z)

kp(z)
∈ H∗(Up). Si

on définit la fonction h(z) = g(z)k(z), alors h(z) est une fonction holomorphe dans
D De plus, comme les fonctions hp(z) et kp(z) sont relativement premières à chaque
point p, il s’en suit que les fonctions h(z) et k(z) sont aussi relativement premières à
chaque point p ∈ D. Alors

g(z) =
h(z)

k(z)

est une solution du problème de Poincaré .
Donc, si D ∈ Sn, alors les problèmes de Cousin I et II ainsi que le problème de

Poincaré sont résolubles.
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3.4 Interpolation par des fonction holomorphes

3.4.1 Interpolation par des fonctions holomorphes

Théorème 3.4.1. Soit Ω ∈ Sm et A ⊂ Ω ⊂ Cm, ne possédant pas de point d’accu-
mulation dans Ω. À chaque point α ∈ A on associe un entier non négatif
m(α) et des ωn,α ∈ C aux multi-indices n, pour 0 ≤ |n| ≤ m(α) ou |n| =

n1 + · · ·+ nm. Alors il existe f ∈ H(Ω) tel que

f (n)(α) = n!ωn,α α ∈ A, 0 ≤ |n| ≤ m(α).

Preuve. Commençon par prouver le résultat pour un cas particulier. Nous sup-
posons que Ω = C et que les éléments de A sont ordonnés en une suite stricte-
ment croissante de nombres positifs {αj}. Pour j = 1, 2, · · · choisissons rj tel que
αj < rj < αj+1 et notons Dj le disque fermé, centré à l’origine et de rayon rj. Soit
D0 = ∅. Nous pouvons construire par induction une suite de fonctions entières {fj}
telle que

(1) sup
z∈Dj

|fj(z)| < 1

2j
;

(2) fj a un zéro d’ordre au moins m(αk) en αk, pour k < j ;
(3) f (n)(αj) = n!ωn,αj pour 0 ≤ n ≤ αj.

Alors, f =
∞∑
j=1

fj possède les propriétés désirés. La structure de la preuve pour le

cas générale est identique.
Remarquons que le théorème précédent est vrai pour l’espace complexe Cn car Cn

est un domaine d’holomorphie.
Rappelons nous que nous avions appliqué aux fonctions harmoniques l’équivalent

en une dimension complexe de ce théorème d’interpolation. Dû aux équations de
Cauchy -Riemann , nous étions soumis à certaines restrictions pour l’interpolation
sur des fonctions harmoniques. évidemment, en plusieurs variables complexes, nous
appliquerons le théorème d’interpolation sur les fonctions pluriharmoniques.

3.4.2 Interpolation par des fonctions pluriharmoniques

Corollaire 3.4.1. Soient Ω un domaine d’holomorphie et A ⊂ Ω ⊂ R2m, ne pos-
sédant pas de point d’accumulntion dans Ω. À chaque point α ∈ A on associe un
entier non négatif m(α) et des mutti-indices n, et pour 0 ≤ |n| ≤ m(α) ou
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|n| = n1 + · · ·+ n2m, des ωn,α ∈ C. Alors il existe u plurihamonique tel que

∂|n|u(α)

∂xk∂yj
= n!cn,α α ∈ A, 0 ≤ |n| ≤ m(α), x, y ∈ Rm, k, j ∈ Nm

,
et l’on peut imposer 2 conditions pour un |n| 6= 0 ; une pour |j| pair et une pour

|j| impair.

Preuve. D’abord, comme f est holomorphe dans Ω. nous pouvons dériver au
point z dans n’importe quelle direction, en particulier dans la direction des x. En
généralisant le résultat à la n-ième dérivée nous avons que

f (n)(z) =
∂|n|

∂xn
u(x, y) + i

∂|n|

∂xn
v(x, y).

Par le théorème 3.4.1 nous pouvons construire une fonction holomorphe avec les
conditions f (n)(α) = n!wn,α, α ∈ A, 0 ≤ |n| ≤ m(α). Posons α = (x0, y0). Le wn,α
est un nombre complexe et a donc une partie réelle an,α et une partie imaginaire bn,α,
ce qui nous permet d’écrire l’égalité suivante

∂|n|

∂xn
u(x0, y0) + i

∂|n|

∂xn
v(x0, y0) = n!an + in!bn.(3.4.1)

Donc, trouver une fonction pluriharmonique u dans Ω en imposant la condition
∂|τι|

∂xn u(x0, y0) = n!cn,α est le même problème que de trouver une fonction holomorphe
dans Ω avec la condition an,α = cn,α. Ici, rien n’a été imposé sur la partie imaginaire
de wn,α. Par le théorème 3.4.1 nous trouvons cette fonction holomorphe dont la partie
réelle est une fonction pluriharmonique qui satisfait les conditions désirées.

Considérons maintenant la condition mixte ∂|n|

∂xk∂ϕ
u(α) = n!cn,α. Nous pour rons

ramener ces dérivées partielles par rapport à x uniquement par les équations de
Cauchy -Riemann dans Cm :

∂u

∂xi
=
∂v

∂yi
,
∂u

∂yi
= − ∂v

∂xi
(i = 1, · · · , m).

Comme u et v sont analytiques on peut changer l’ordre des dérivées partielles.

∂/n/

∂xk∂yj

On trouve les conditions imposées sur la fonction f du théorème 3.4.1 avec l’équa-
tion (3.4.1)

si|j| ≡ 0 mod4 alorsan,α = cn,α
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si|j| ≡ 1 mod4 alorsbn,α = −cm,α

si|j| ≡ 2 mod4 alorsan,α = −cn,α

si|j| ≡ 3 mod4 alorsbn,α = crt,α

.
Comme on ne peut pas imposer 2 conditions différentes sur la partie réelle (an,α)

ou sur la partie imaginaire (bn,α) de wn,α, nous sommes limités à deux conditions :
une sur an,α, avec |j| pair, et une sur bn,α avec |j| impair. Par le théorème 3.4.1 on
construit f holomorphe sur Ω, on prend la fonction u, la partie reélle de f , et on a
une fonction pluriharmonique dans Ω qui satisfait les conditions.

Remarquons qu’il est impossible d ‘obtenir un théorème d’interpolation sem blable
à celui obtenu pour les fonctions pluriharmoniques avec la possibilité d’imposer des
valeurs à plus de deux dérivées d’ordre |n|. Comme les fonctions pluri harmoniques
sont localement la partie réelle ou la partie imaginaire d’une fonction holomorphe
dans Cm, si l’on impose plus que deux conditions en un point sur les dérivées d’ordre
n à la fonction pluriharmonique, il y aura une contradiction sur les valeurs de la nième
dérivée de la fonction holomorphe évaluée en ce point. Remarquons également qu’avec
ce corollaire nous généralisons le corollaire obtenu au chapitre 2 sur les fonctions
harmoniques à deux variables aux fonctionsns har moniques à 2n variables car les
fonctions pluriharmoniques sont également des fonctions harmoniques. Cependant, il
semble qu’il serait possible d’obtenir un résultat d’interpolation par des fonctions qui
permettrait l’interpolation sur un plus grand nombre de dérivée an chaque point, car
notre théorème d’interpolation est en fait par des fonctions pluriharmoniques, qui est
un ensemble de fonctions plus restrictive que l’ensemble des fonctions harmoniques.

Etudions à présent ensemble des zéros des fonctions holomorphes bornées dans le
polydisque unité.

3.5 Les zéros des fonctions holomorphes bornées

Supposons que E soit un sous-ensemble du polydi s que unitDn. Quelles conditions
sont nécessaires et suffisantes pour que E soit l’ensemble des zéros d’une fonction
holomorphe bornée dans Dn. Si n = 1, le problème est résolu. Voir théorème 2.6.1.
La cas d’une variable mène à une condition nécessaire pour le cas général variables
et il est concevable que cette condition nécessaire soit également suffisante.
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Définition 3.5.1. Une applica tion f : Ω → Cm où Ω est un sous-ensemble de Cn

est dite holomorphe si chacune de ses composantes f1, f2, · · · , fm est holomorphe.

Théorème 3.5.1. Soit f ∈ H∞(Dn) et E = Z(f). Si pour toute application holo-
morphe ϕ : D→ Dn l’on définit

Y = ϕ−1(E ∩ ϕ(D)),

alors soit Y = D ou Y est un ensemble dénombrable {λj} tel que
∞∑
j=1

(1− |λj|) <∞.

Preuve. Il suffit de remarquer que foϕ ∈ H∞(D) et que Y correspond aux zéros
de foϕ, c’est-- dire Y = Z(f ◦ ϕ). Donc si la fonction f ◦ ϕ n’est pas identiquement
nulle, ses zéros doivent satisfaire la condition de Blaschke en une variable.

Il existe une généralisation de la condition de Blaschke en plusieurs variables.
Cependant elle est moins intéressantes car elle s’avère de ne pas être suffisante pour
qu’un ensemble E soit les zéros d’une fonction holomorphe bornée dans Dn. Pour des
contres-exemples voir [3].

Avant d’énoncer le théorème qui généralise la condition de Blaschke , nous de-
vons définir la mesure de Hausdorff et la fonction de multiplicité d’une fonction
holomorphe. Car le volume en dimensions n de ensemble des zéros d’une fonction
holomorphe sera donné en fonction de la mesure de Hausdorff.

Soit A un sous-ensemble d’un espace métrique X muni d’une distance d. Soit δ(A)
le diamètre de A,

δ(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.
Si A 6= ∅ alors [δ(A)]0 = 1, et [δ(φ)]0 = 0. Pour p ≥ 0, ε > 0 nous déiinissons

Hp(A; ε) = inf
∞∑
n=1

[δ(An)]
p : A j ∪∞n=1Anetδ(An) < ε,

et
Hp(A) = lim

ε→0+
CpHp(A; ε),

où Cp = πp/2
∮

(2pΓ(p/2 + 1)). Hp est la p-mesure de Hausdorff. Cette mesure com-
prend le concept de longueur (p = 1),d’aire (p = 2), de volume (p = 3) d’ensemble
de Rn. En particulier, si p = n, la n-mesure de Hausdorff n’est rien d’autre que la
mesure de Lebesgue sur Rn.
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Soit f une fonction holomorphe dans un domaine Ω ⊂ Cn. Pour tout point a ∈ Ω
nous definissons la multiplicité µ(a) de f par ce qui suit : Si f ≡ 0 alors µ(a) =∞.
Si f 6≡ 0, alors f a une expansion en série dans un voisinage de a de la forme

f(z) = fm(z − a) + fm+1(z − a) + · · ·

où fj est un polynôme homogène de degré j et fj 6≡ 0. Alors nous définissons µ(a) =
m.

Théorème 3.5.2. Soit f ∈ H∞(Dn), f 6≡ 0 et |f | ≤ 1. Soit µ la fonction de
multiplicité de f . Alors ∫ 1

0

dr

∫
Dn(r)

µ(z)dH2n(z) <∞.

Dans le cas ou n = 1, cette intégrale devient∫ 1

0

dr

∫
Dn(r)

µ(z)dH2(z) =

∫ 1

0

n(r)dr =
∞∑
j=1

(1− |λj|) <∞,

où n(r) est le nombre de termes dans la suite de zéros {λj} tels que |λj| ≤ r ; ce
qui est bien sur la condition de Blaschke à une dimension.

Concentrons nous maintenant sur une condition suffisante pour qu’un en- semble
E soit les zéros d’une fonction holomorphe borné dans Dn. Nous débutons cette étude
avec un lemme à une variable.

Lemme 3.5.1. Si 0 < r < 1, il existe B = B(r) < ∞ avec la propriété suivante :
si Q = {λ : r < |λ| < 1} et

h(λ) =
∞∑

m=−∞
cmλ

m, h1(λ) =
−1∑

m=−∞
cmλ

m (λ ∈ Q)

alors
‖<h1‖Q ≤ B(r)‖<h‖Q,

où la norme ‖ · ‖Q est le supremum sur Q.

Preuve. Soit u = <h et supposons que |u| ≤ 1 dans Q. Alors
∣∣∂u
∂x

∣∣ et ∣∣∣∂u∂y ∣∣∣ sont
bornées sur le cercle Γ = {λ : |λ|2 = r}. Soit B1(r) la borne supérieure de

∣∣∂u
∂x

∣∣ et∣∣∣∂u∂y ∣∣∣. Alors nous aurons l’inégalité suivante sur Γ

|h′| =
∣∣∣∣∂u∂x +

∂u

∂y

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂u∂y
∣∣∣∣ ≤ 2B1(r).
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Les points sur Γ sont représentés par λ = r1/2eiθ pour 0 ≤ θ < 2π. Le m − 1-ième
coefficient de h′(r1/2eiθ) est m.cmr(m−1)/2 et∣∣∣cmr(m−1)/2

∣∣∣ ≤ 2B1(r).

Nous obtenons l’inégalité suivante

∞∑
m=1

|cm|rm =
∞∑
m=1

|cm|rm · |m.cmr(m−1)/2|
|m.cmr(m−1)/2|

≤ 2B1(r)
∞∑
m=1

r(m+1)/2

m
= B2(r)

Posons M = supQ |u| = ‖<h‖Q. Si λ ∈ Q et |λ| est prêt du cercle de rayon r,
nous avons

∣∣∣∣<h1(λ)

M

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣u(λ)−<c0 −<
∑∞

m=1 cmλ
m

M

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣u(λ)

M

∣∣∣∣+

∣∣∣∣<c0

M

∣∣∣∣+

∣∣∣∣<∑∞m=1 cmλ
m

M

∣∣∣∣
Remarquons que

∣∣ u
M

∣∣ ≤ 1 et
∣∣<c0
M

∣∣ ≤ 1. De plus∣∣∣∣∣<
∞∑
m=1

cmλ
m

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
m=1

|cmλm| ≤ B2(r).

Donc nous avons ∣∣∣∣<h1(λ)

M

∣∣∣∣ ≤ 1 + 1 +
B2(r)

M
= B.

Nous pouvons multiplier par ‖<hM ‖Q à droite de léquation car ‖<hM ‖Q = 1. Comme
h1 → 0 lorsque λ→∞ le résultat découle du principe du maximum.∥∥∥∥<h1

M

∥∥∥∥
Q

≤ B(r)

∥∥∥∥<hM
∥∥∥∥
Q

Comme la structure de la norme permet de simplifier lesM , nous obtenons le résultat
généralisé.

Maintenant, soit Qn l’ensemble qui consiste en n fois le produit cartésien de l’an-
neau Q tel que décrit au lemme précédent. Toute fonction holomorphe h dans Qn

peut être rsprésentée par une série absolument convergentes

h(z) =
∞∑

|k|=−∞

ckz
k (z ∈ Qn).

Soit πjh la série obtenu à partir de cette série en remplaçant ck par 0 lorsque kj ≥ 0.
Nous pouvons géneralisé facilement le lemme précédent de la façon suivante
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Lemme 3.5.2. Soit πjh, Qn et B tel que définit plus haut, alors

‖<πjh‖Qn ≤ B(r)‖<h‖Qn.

Preuve. Il est suffisant de prouver le résultat pour j = 1. écrivons h de la forme

h(z) =
∞∑

m=−∞
ϕm(z2, · · · , zn)zm1

et appliquons le lemme précédent en conservant, z2, · · · , zn fixés.
Nous aurons également besoin d’un théorème concernant les contours fermés sur

∂Dn. Un contour fermé dans un espace topologique X est une application continue
α : [0, 1] → X tel que α(0) = α(1) Nous écrirons α ∼ β pour dire que α et β sont
homotopes, c’est-à-dire qu’il existe une application continue

h : [0, 1]× [0, 1]→ X

tel que
h(s, 0) = α(s), h(s, 1) = β(s), h(0, t) = h(1, t)

pour tout s, t ∈ [0, 1]. Nous pouvons définir le produit de deux contours fermés ayant
le même point de départ par

(α ? β)(s) =

{
α(2s), 0 ≤ s ≤ 1/2;
β(2s− 1), 1/2 ≤ s ≤ 1.

Théorème 3.5.3. Si Γ est un contour fermé sur ∂Dn alors il existe des entiers
k1, · · · , kn tels que

Γ ∼ (k1γ1) ? (k2γ2) ? · · · ? (knγn)

où

γj(s) = (1, · · · , 1, e2πis, 1, · · · , 1) (s ∈ [0, 1])

où e2πis est à la j-iéme position.
Soit C∗ = C/{0}. Si Γ est un contour fermé dans C∗, il existe une fonction réelle

continue sur [0, 1] telle que
Γ(s) = e2πiψ(s).

L’entier ψ(1)− ψ(0) est appelé l’index de Γ et est noté IndΓ.
Nous sommes maintenant prêts à prouver un résultat de Rudin qui donne une

condition suffisante pour qu’un ensemble E soit les zéros d’une fonction holomorphe
bornée dans le polydisque unité.
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Théorème 3.5.4. Supposons que E = Z(f) pour une fonction holomorphe quel-
conque dans Dn et supposons que E n’a pas de points d’accumulation sur ∂Dn. Alors
il existe F ∈ H∞(Dn) tel que

(1) E = Z(F )
(2) 1

F est bornée près de ∂Dn.

Preuve. Fixons r < 1 tel que la distance de E à Qn soit positive. Soit z′ =
(z2, · · · , zn). Il existe un entier p tel que pour tout z′ ∈ Qn−1, la fonction λ→ f(λ, z

′
)

possède exactement (avec multiplicité) p zéros α1(z
′), αp(z

′) dans |λ| < r et aucun
autre zéro dans le reste de D. Ces affirmations sont prouvées avec le théorème de
prèparation de Weierstrass, voir le théorème 3.2.5. La fonction

ϕ(z) =

p∏
i=1

(z1 − αi(z
′)) (z ∈ D ×Qn−1) (3.5)

est holomorphe dans D × Qn−1 ; de plus les fonctions f
ϕ et ϕ

f le sont également.
Soit les contours

γj(s) =
(√

r, · · · ,
√
r,
√
re2πis,

√
r, · · · ,

√
r
)

(s ∈ [0, 1])

où
√
re2πis est à la j-ième position. Tout les γj sont des contours fermés dans Qn.

Alors
(
ϕ
f

)
◦ γj est un contour fermé dans C∗ et soit son index-kj. Remarquons que

k1 = 0, car nous avons que (
ϕ

f

)
◦ γ1 = e2πiψ(s),

d’où

k1 = ψ(1)− ψ(0) =
1

2πi

{
log

((
ϕ

f

)
◦ γ1(1)

)
− log

((
ϕ

f

)
◦ γ1(0)

)}
= 0

La dernière égalité provient de γ1(1) = γ1(0). Soit

f1(z) = zk22 · · · zknn ϕ(z) (z ∈ D×Qn−1).

Alors, de la même façon,
(
f1
f

)
◦ γj a un index nul pour 1 ≤ j ≤ n. Comme Qn−1 est

homotope à ∂Dn−1, du théorème 3.5.3 nous avons que
(
f1
f

)
◦Γ possède un index nul

pour tout contour fermé Γ dans D×Qn−1. Alors nous avons dans D×Qn−1

f1

f
= eg1
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avec g1 est une fonction holomorphe. L’expression pour ϕ dans l’équation 3.5, montre
que f1 et 1

f1
sont bornés dans Qn. Avec la notation du lemme 3.5.2, définissons

g = (1 − πn) · · · (1− π2)(1− π1)g1,

Remarquons que g contient exactement les termes de la série de Laurent de g1 dont
les exposants sont non négatifs. Alors g est holomorphe dans Dn. Montrons que la
fonction

F = f. eg

possède les propriétés désirées : F et 1
F sont bornées dans Qn.

Le procédé qui nous a donné f1 et g1 nous donne des fonctions holomorphes fi et
gi dans Qi−1 ×D×Qn−i,

fi = f.egi,

tel que fi et 1
fi
sont bornées sur Qn. Alors fi

f1
et f1

fi
sont également bornées sur Qn. De

plus <(g1 − gi) est borné pour 1 ≤ i ≤ n comme zi couvre tout le disque dans le
domaine ou holomorphe,πigi = 0,alors,

πig1 = πi(g1 − gi).

Maintenant le lemme 3.5.2 implique que <πig1 est bornée dans Qn pour 1 ≤ i ≤ n.
Comme

g1 − g =
∑

πig1 −
∑

πiπjg1 −
∑

πiπjπkg1 − · · · ,

un nombre fini d’application du lemme 3.5.2 montre que <(g1 − g) est borné dans
Qn. Comme

F = f.eg = f1.e
(g−g1)

dans Qn, ceci termine la preuve.
Nous limiterons à ceci la discussions sur les fonctions holomorphes bornées dans

le polydisque unité, mais il existe d’autres développements intéressants dans la lit-
térature. Entre autre, dans [14], la condition de Blaschke dans la boule unité de
Cn (et non le polydisque) est présentée pour les classes de fonctions de Smirnov,
Nevanlinna et Nevalllinna-Dzhrbashyan.



Chapitre 4

Interpolation et approximation simultanée

FIG. 1. Interpolation et approximation simultanée

Ce chapitre a pour but de démontrer que tout théorème d’approximation dans
certains espaces abstraits n’est pas seulement un théorème d’approximation, mais un
théorème d’approximation et interpolation simultanée. La figure 1 représente vague-
ment cette idée : on voit que la fonction g(x) approche à epsilon près la fonction f(x)
dans l’intervalle [a, b] et prend parfois, sur un ensemble discret de points la même
valeur que f(x). Les points où g(x) = f(x) sont les points d’interpolation. Ce qui
est intéressant dans cette approximation et interpolation simultanée c’est que lorsque
l’on peut faire de l’approximation sur une fonction f dans l’intervalle [a, b], nous
pouvons également choisir un ensemble discret quelconque de points dans [a, b] tel
qu’il existe une fonction g qui approche f à epsilon près dans [a, b] et qui prend les
mêmes valeurs que f sur ce dit ensemble discret. Nous commencerons par démontrer
plus précisément ce résultat dans les espaces préhilbertiens pour ensuite le démontrer
dans les espaces topologiques linéaires. Enfin, nous appliquerons l’interpolation et
l’approximation simultanée dans un ensemble fermé de Cn.
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4.1 Espaces de Hilbert

Définition 4.1.1. Un espace linéaire réel X est dit préhilbertien si pour toutes paires
x, y ∈ X et α ∈ R on définit un scalaire < x, y > ayant les propriétés suivantes :

(1) < x, x >≥ 0 ;
(2) < x, x >= 0⇔ x = 0 ;
(3) < x, y >=< y, x > ;
(4) < αx, y >= α < x, y >.
(5) < x+ y, z >=< x, z > + < y, z > .

Remarquons qu’un espace préhilbertiens complexe est défini avec α ∈ C et la
propriété (3) est changée par < x, y >= < y, x > où la barre désigne le conjugé
complexe.

Définition 4.1.2. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.

Définition 4.1.3. Soient X et Y deux espaces de Hilbert. Un opérateur

L : X −→ Y

est dit linéaire si et seulement si
L(αx+ βy) = αL(x) + βL(y) ∀x, y ∈ X, et ∀α, β ∈ R.
Dans le cas particulier ou Y = R, L es aussi appellée une fonctionnelle linéaire.
Les opérateurs qui nous intéresserons le plus seront les fonctionnelles linéaires

dont voici un exemple.

Exemple 4.1.1. Soit C[0, 1], l’ensemble des fonctions continues à valeurs réelles dé-
finies sur l’intervalle [0, 1] muni du produit scalaire défini par < x, y >=

∫ 1

0 x(t)y(t)dt
pour tout x, y ∈ C[0, 1]. Alors l’opérateur L : C[0, 1] → R défini pour tout
f ∈ C[0, 1] par

L(f) =

∫ 1

0

f(t)dt

est une fonctionnelle linéaire sur C[0, 1].
Le produit scalaire d’un espace préhilbertien X induit une norme définie pourtout

x ∈ X par ‖x‖X =
√
< x, y >. Par exemple la norme induite par le produit scalaire

dans l2(n) est donnée par

‖x‖ =

[
n∑
i=1

x(i)2

] 1
2

Lorsque nous écrirons une norme pour un espace préhilbertien, nous devons com-
prendre que c’est la norme induite par le produit scalaire.
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Définition 4.1.4. Un opérateur linéaire L est dit borné s’il existe une constante c
telle que

‖L(x)‖ ≤ c‖x‖ pour tout x ∈ X

Pour plus de précision nous aurions dû écrire ‖L(x)‖Y ≤ c‖x‖X . Cependant il n’y
a pas de confusion à ne pas indiquer l’indice de l’espace sur la norme.

Définition 4.1.5. On définit la norme d’un opérateur linéaire borné par ‖L‖ =
inf{c : ‖L(x)‖ ≤ c‖x‖, pour tout x ∈ X}.

Définition 4.1.6. L’espace dual d’un espace préhilbertien X dénoté X∗ est l’en-
semble de tous les fonctionnelles linéaires borné sur X.

4.2 Quelques théorèmes fondamentales d’analyse fonctionnelle

Nous aurons besoins de quelques résultats connus de l’analyse fonctionnelle. Ces
résultats ne seront pas démontrés ici, mais sont clairement présentés dans [22].

Théorème 4.2.1. Soit X, Y deux espaces préhilbertiens, où X est de dimension finie
et soit un opérateur linéaire L,

L : X −→ Y.

Alors L est borné.

Théorème 4.2.2. Si M est un sous-espace de dimension finie d’un espace préhil-
bertien X alors M est complet.

Du théorème [?] et de la définition d’un espace de Hilbert , nous pouvons conclure
que tous les espaces préhilbertiens de dimension finie sont des espaces de Hilbert ,
en particulier l2(N) est un espace de Hilbert .

Théorème 4.2.3. (Extension de Hahn-Banach). Soit M un sous-espace d’un es-
pace préhilberiien X et L ∈M ∗, alors il existe F ∈ X∗ tel que

F |M = L

et
‖F‖ = ‖L‖
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Théorème 4.2.4. (Représentation de Fréchet-Riesz). Soit X un espace de Hil-
bert ; alors pour tout L ∈ X∗ il existe un unique élément x ∈ X tel que

L(y) =< y, x > pour tout y ∈ X
et

‖L‖ = ‖x‖

4.3 Théorème d’interpolation et d’approximation simultanée
dans les espaces préhilbertiens

Définition 4.3.1. Nous définissons le noyau d’une fonctionnelle linéaire par

kerL = {y ∈ X : L(y) = 0}.

Définition 4.3.2. Soit S le sous espace engendré par un ensemble de fonctionnelles
linéaires {L1, L2, · · · , Ln} sur l’espace préhilbertien X. Alors S est défini par

S =

{
n∑
i=1

αiLi : αi ∈ R, i = 1, 2, · · · , n

}
.

Lemme 4.3.1. Soit L, L1, L2, · · · , Ln des fonctionnelles linéaires sur l’espace pré-
hilbertien X. Alors les affirmations suivantes sont équivalenÝes.

(1) L ∈ S, le sous-espace engendré par {L1, L2, · · · , Ln} ;
(2) L(x) = 0 lorsque Li(x) = 0 pour i = 1, 2, · · · , n ;
(3)

⋂n
i=1 kerLi ⊂ kerL.

Preuve.
(1)⇒ (2)
De la définition du sous-espace engendré S = {

∑n
i=1 αiLi : αi ∈ R, i = 1, 2, · · · , n})

si L ∈ S, alors L(x) = 0 lorsque Li(x) = 0 pour i = 1, 2, · · · , n
(2)⇒ (3)
Soit x ∈ X tel que x ∈

⋂n
i=1 kerLi c’est-à-dire que Li(x) = 0 pour i = 1, 2, · · · , n,

et par (2), L(x) = 0, c’est-à-dire, x ∈ kerL.
(3)⇒ (2)

{y ∈ X : Li(y) = 0, i = 1, 2, · · · , n} =
n⋂
i=1

kerLi ⊂ kerL = {y ∈ X : L(y) = 0} .

(2)⇒ (1)
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SoitM = { (L1(x), L2(x), · · · , Ln(x)) : x ∈ X}. AlorsM est un sous-espace de
l2(n). On définit G sur M par

G (L1(x), L2(x), · · · , Ln(x)) = L(x) (x ∈ X).

Donc G est bien défini car si

(L1(x), L2(x), · · · , Ln(x)) = (L1(y), L2(y), · · · , Ln(y)),

alors Li(x − y) = 0 pour i = 1, 2, · · · , n. Donc par (2), L(x − y) = 0, c’est-à-dire
L(x) = L(y). Alors G est une fonctionnelle linéaire sur M et par le théorème 4.2.1
G est borné car M est de dimension fini. Par le théorème 4.2.4, G a une extension F
définie sur l2(n). Comme l2(n) est un espace de Hilbert , nous pouvons appliquer le
théorème de représentation de Fréchet-Riesz sur F .

F (y) =
n∑
i=1

α(i)y(i) (y ∈ l2(n)).

En particulier, pour tout x ∈ X,

L(x) = G (L1(x), L2(x), · · · , Ln(x))

= F (L1(x), L2(x), · · · , Ln(x))

=
n∑
i=1

αiLi(x).

Alors L =
∑n

i=1 αiLi ∈ S.

Théorème 4.3.1. Soit {L1, L2, · · · , Ln} un ensemble de fonctionnelles linéairement
indépendants sur l’espace préhilbertien X. Alors il existe un ensemble {x1, x2, · · · , xn}
dans X tel que

Li(xj) = δij (i, j = 1, 2, · · · , n).

Preuve. Par induction. Pour n = 1, on choisit x ∈ X tel que L1(x) 6= 0. On
définit x1 par x1 = [L1(x)]−1 x, alors L1(x1) = 1.

Supposons que le théorème est vrai pour n fonctionnelles linéaires et supposons que
{L1, L2, · · · , Ln+1} sont linéairement indépendants sur X. Par hypothèse, il existe
y1, y2), · · · , yn ∈ X tel que Li(yj) = δij pour i, j = 1, 2, · · · , n.

Remarquons qu’il existe x ∈ X tel que Li(x) = 0 pour i = 1, 2, · · · , n mais
que Ln+1(x) 6= 0. Car s’il n’existait pas un tel x alors par le lemme 4.3.1, xn+1

serait un élément du sous-espace engendré par {L1, L2, · · · , Ln}, ce qui contredit
l’indépendance linéaire de {L1, L2, · · · , Ln+1}. Maintenant définissons

xn+1 = [Ln+1(x)]−1X
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et
xi = yi − Ln+1(yi)xn+1 (i = 1, 2, · · · , n).

Alors Lj(xi) = δij pour i, j = 1, 2, · · · , n+ 1.

Définition 4.3.3. Si Y et Z sont des sous-ensembles de X, on dit que Y est dense
dans Z si pour tout z ∈ Z et ε > 0, il existe y ∈ Y tel que ‖z − y‖ < ε.

Définition 4.3.4. Soit x, y ∈ X, et supposons Γ un ensemble de fonctionnelles
linéaires sur X. On dit que y interpole x relativement à Γ si L(y) = L(x) pour tout
L ∈ Γ.

Cette définition est une généralisation de interpolation habituelle, car les fonc-
tionnelles linéaires peuvent être définies de plusieurs façon.

Théorème 4.3.2. (Approximation et interpolation simultanée). Soit Y un sous-
espace dense d’un espace préhilbertien X et soit {L1, L2, · · · , Ln} ⊂ X∗. Alors, pour
tout x ∈ X et pour tout ε > 0, il existe y ∈ Y tel que

(1) ‖x− y‖ < ε
(2) Li(y) = Li(x) (i = 1, 2, · · · , n).

Preuve. Supposons que {L1, L2, · · · , Ln} sont linéairement indépendants. Puisque
Y est dense dans X, les restrictions {L1|Y , L2|Y , · · · , Ln|Y } sont aussi linéairement
indépendantes. Soit Fi = Li|Y pour i = 1, 2, · · · , n. Par le lemme ??, il existe un en-
semble {x1, x2, · · · , xn} dans Y tel que Li(xj) = Fi(xj) = δij pour i, j = 1, 2, · · · , n.
Posons c =

∑n
j=1 ‖Lj‖‖xj‖ et soit ε > 0 donné. Choisissons y1 ∈ Y tel que

‖x − y1‖ < ε(1 + c)−1, ce que nous pouvons faire car Y est dense dans X. Défi-
nissons y2 ∈ Y par y2 =

∑n
j=1 Lj(x − y1)xj. Posons, y = y1 + y2. Alors y ∈ Y

et

‖x − y‖ ≤ ‖x− y1‖+ ‖y2‖ ≤ ε(1 + c)−1 +
n∑
j=1

|Lj(x− y1)|‖xj‖.

Nous avons donc,

‖x− y‖ ≤ ε(1 + c)−1 + ε(1 + c)−1
n∑
j=1

‖Lj‖‖xj‖ = ε(1 + c)−1[1 + c] = ε,

ce qui démontre (1). De plus

Li(y) = Li(y1) + Li(y2) = Li(y1) + Li(x− y1) = Li(x),

ce qui démontre (2).
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Ce dernier théorème implique que tout résultat qui conclut de la densité d’un sous-
espace dans X est un résultat d’approximation et interpolation simultanée et non
juste un résultat d’approximation. Remarquons que dans le théorème 4.3.2 l’espace
préhilbertien X peut être réel ou complexe.

4.4 Sur les ensembles fermés à plusieurs variables complexes

Soit E un ensemble fermé de Cn. On dénote A(E) l’ensemble des fonctions conti-
nues sur E et holomorphes à l’intérieur de E. De plus on dit qu’un sous ensemble
fermé de Cn est un ensemble d’approximation si toute fonction f ∈ A(E) peut être
approchée uniformément par des fonctions entières.

Théorème 4.4.1. Soit E un ensemble d’approximation dans Cn et b1, · · · , bk ∈ E.
Alors pour toute fonction f ∈ A(E) il existe une fonction entière g telle que

(1) ‖f − g‖ < ε

(2) f(bi) = g(bi) (i = 1, . . . , k)

Preuve. Le sous-espace X des fonctions de A(E) qui sont bornées est un espace
vectoriel topologique avec la norme

‖f‖ = sup
E
|f(z)|.

Soit f ∈ A(E). Puisque E est un ensemble d’approximation, il existe une fonction
entière g1 telle que f − g1 est dans X, c’est-à-dire ‖f − g1‖ < M pour un certain
M ∈ R. Soit h = f − g1 il existe une fonction entière g2 tel que

(1) ‖h− g2‖ < ε
(2) h(bi) = g2(bi)(i = 1, · · · k).
En remplaçant h par f − g1 nous obtenons :
(1) ‖f − g1 − g2‖ = ‖f − (g1 + g2)|| < ε
(2) f(bi) = (g1 + g2)(bi) (i = 1, · · · k).
Pour terminer la preuve, il suffit de poser g = g1 + g2.

Définition 4.4.1. Soit ω une fonction continue et positive sur un sous-ensemble
fermé E de Cn. On dit que E est un ensemble de ω-approximation, si pour toute
fonction f ∈ A(E), ∀ε > 0 il existe g ∈ H(Cn) tel que

|f(z)− g(z)| < εω(z), (∀z ∈ E).

Remarquons que dans le cas particulier où ω = 1 nous tombons sur la définition d’un
ensemble d’approximation,
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Théorème 4.4.2. Soit E un ensemble de ω−approximation dans Cn et soit b1, · · · , bk ∈
E. Alors pour toute fonction f ∈ A(E) et pour tout ε > 0, il existe une fonction
entière g telle que

(1) |f(z)− g(z)| < εω(z)
(2) f(bi) = g(bi) (i = 1, . . . , k)

Preuve. Notons par Aω(E) l’ensemble des fonctions f ∈ A(E) tel que

‖f‖ω = sup
E

∣∣∣∣f(z)

ω(z)

∣∣∣∣ <∞.
Alors Aω(E) est un espace normé. Puisque E est un ensemble d’approximation, il
existe une fonction entière g1 telle que f−g1 est dans Aω(E), c’est-à-dire ‖f−g1‖ω <
M pour un certain M ∈ R. Soit h = f − g1„ il existe une fonction entière g2 tel que

(1) ‖h− g2‖ω < ε
(2) h(bi) = g2(bi)(i = 1, · · · , k).
En remplacant h par f − g1 nous obtenons :
(1) ‖f − g1 − g2‖ω = ‖f − (g1 + g2)‖ω < ε

(2) f(bi) = (g1 + g2)(bi) (i = 1, . . . , k).
Posons g = g1 + g2. Nous obtenons
(1) ‖f − g‖ω < ε

(2) f(bi) = g(bi)(i = 1, · · · , k).
Pax définition de la norme, nous avons

‖f − g‖ω = sup
E

∣∣∣∣f(z)− g(z)

ω(z)

∣∣∣∣ < ε.

D’où nous obtenons, pour tout z ∈ E,

|f(z) − g(z)| < εω(z).



Conclusion

On a présenté dans ce mémoire quelques résultats sur le problème d’interpolation
complexe, le travail a été divisé en deux parties : La première concerne le cas uni-
dimentionnelle, et la deuxième cencerne le cas multi-dimentionnelle.
Pour chacun des deux cas, on traite l’interpolation par des fonctions holomorphes
(analytiques), méromorphes et harmoniques (pluriharmoniques). Les résultats obte-
nus peuvent être généralisés en perspectives au cas des fonctions à variables vecto-
rielles (dans Cm).
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