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Résumé

Lorsque I'on veut étudier les interdépendances entre plusieurs variables, il est
évidemment nécessaire de se situer dans un cadre multivarié. On introduit
dans ce travail, la notion de processus autorégressifs multivaries vectoriels,
qui est un outil trés important dans la modélisation statistique de données
réelles. In intérét particulier est porté sur 'estimation et la dynamique de
ces processus. On termine ce travail par des exemples d’applications sur des

données macroéconomiques.
Title : VAR modeling

Abstract

When one wants to study the interdependence between several variables, it
is obviously necessary to be in a multivariate frame. An introduced in this
work, The concept of multivariate vector autoregressive processes, which a
very important tool in the statistical modeling of real data. In particular
interest is focused on the estimation and dynamics of these processes. We

conclude this work with examples of application on macroeconomic data.

Mots clés : Processus stationnaire, processus autorégressifs réels, processus

autorégressifs vectoriels, estimation, prévision, dynamique d’un processus.

Key words : stationary Process, real autoregressive process, vector autore-

gressive process, estimation, forecasting.
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Introduction

« Une des taches principales du macroéconomiste est d’expliquer comment
les agrégats macroéconomiques se comportent au fil du temps », c’est-a-dire
comment ces variables sont affectées par « la politique économique et les
modifications de I’environnement économique »

Comment le PIB et l'inflation sont affectés par une augmentation tem-
poraire des taux d’intérét ou une baisse d'impots? Que se passe-t-il si une
banque centrale modifie de facon permanente son objectif d’inflation ou si
un gouvernement modifie son objectif d’équilibre budgétaire ? Tel est le type
de questions auxquelles les lauréats ont apporté une réponse.

Le 10 octobre 2011, I’Académie Royale des Sciences de I’'Suéde a attribué
le prix de la Banque de Suéde en sciences économiques en mémoire d’Alfred
Nobel & Thomas Sargent et Christopher Sims « pour leurs recherches empi-
riques sur la cause et l'effet en macroéconomie ». Selon les termes employés

par I’Académie Royale suédoise.

Les recherches de Christopher Sims ont porté plus particuliérement sur
la fagon dont les chocs économiques ( tels que la flambée des prix du pétrole,

ou la forte baisse de la consommation des ménages ) agissent sur ’économie

Il propose alors une modélisation multivariée dont les seules restrictions
sont le choix des variables sélectionnées et le nombre de retards intégrés.

La représentation VAR constitue une alternative a ce type de modéles.
Cette nouvelle représentation repose toutefois sur I’hypothése que 1’évolution
de I’économie peut étre bien approchée par la description du comportement
dynamique d'un vecteur de N variables dépendant linéairement du passé.

Une premiére qualité des modeéles VAR est qu’ils permettent d’appré-
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hender le comportement dynamique de variables linéairement dépendantes
du passé. De plus en tenant compte des relations entre plusieurs variables,
les modéles VAR permettent ainsi d’expliquer, et non plus uniquement de
décrire I’évolution d’une série.

La seconde qualité des VAR est qu’ils évitent d’avoir a décider quelles sont
les variables exogénes et endogénes du modeéle. Ils comportent seulement des
variables endogénes. Le troisiéme avantage est que les VAR sont des modéles
empiriques. Ainsi, seules les données décident des relations possibles entre
les variables. L’intervention du chercheur pour poser des restrictions ou des
hypothéses est quasi absente (Sims, 1980). Les seules et uniques restrictions
dans un VAR sont le choix de variables & inclure dans le modéle et le nombre

de retards.

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous présentons un rappel sur
les processus du second ordre, ensuite nous nous intéressons aux processus
autorégressifs réel d’ordre p, noté AR(p), nous présentons quelques solutions

des problémes liés a I'estimation et la prévisions de ces processus.

Le deuxiéme chapitre, est consacré aux processus autorégressifs vecto-
riels (VAR) dont les utilisations sont fréquentes pour modéliser des séries
temporelles multivariées. Aprés avoir donné la représentation générale, on
s'intéresse aux problémes d’estimation et de prévision liés a ce genre de pro-
cessus. Ce chapitre ce termine par donner trois concepts importants dans
I’analyse VAR : la causalité, la fonction d’implusion, et la décomposition de

la variance des erreurs de la prévision (FEVD).

Dans le troisiéme chapitre nous présentons des simulations. Pour cela,
nous avons utilisé le langage R version 3.4.4. et plus particuliérement les
packages vars et dse. Ces packages comprennent des fonction qui servent a
simuler un modeéle VAR, estimer ses paramétres, prédir et encore plus effec-

tuer des tests de diagnostique de causalité et une analyse implusionnelle .

Ces fonctions sont expliquées en employant un ensemble de données si-

mulées et réelles telle que les données Canadiennes et les données Algeriennes
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du (PIB, ICP, taux de chaumage, taux d’intérét réel,... ).



Chapitre 1

Processus autoregressif réel

1.1 Processus réels stationnaires du second ordre

1.1.1 Définitions

Dans toute la suite on considérera (X );cz et on supposera X; € L3(Q2, A, P),

Vt € Z.. L*(Q, A, P) est I'espace des variables aléatoire de carré intégrable.

Définition 1.1.1. (Processus stochastiques) Soit (2, A,P) un espace
probabilisé. Un processus stochastique X est une famille de variables aléa-
toires réelles (Xi)ico, ot © C R est appelé l'espace des temps. Si © C 7, le
processus est dit a temps discret. St © est un intervalle de R, le processus est

dit a temps continu.

Définition 1.1.2. (Stationnarité stricte ou forte) (X;) est un proces-
sus stationnaire au sens strict si : Vn € N, V(tq,...,t,), Vh € Z, la loi
de (Xyy,..., Xy,) est identique a la loi de (X, ,,, ..., Xy

n+h)'

Définition 1.1.3. (Stationnarité faible) (X;)icz est un processus sta-
tionnaire du second ordre (ou un processus faiblement stationnaire) s’il
vérifie :

(i) Yt € Z, E(X;) =m

(ii)Vt € Z, V(X;) = o*

(i1i) vt € Z, ¥Yh € Z, Cov(Xs, Xih) (ne dépend que de h)

10
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Remarque 1.1.1. (1) Dans la suite, les processus stationnaires désignent
les processus de la définition (1.1.3).

(2) (iii) = (it) - h=0

(8) St un processus est stationnaire au sens strict alors il est faiblement sta-
ttonnaire ;

(4) St (Xi)tez est un processus gaussien alors il y a équivalence entre sta-

tionnarité faible et forte.

Exemple 1. (Processus stationnaire)

(1) Bruit blanc faible, (ci)cz, si et seulement si :

E(e,) =0, Vt € Z
V(Et) = 0'2, VteZ
Cov(ey,e5) =0, sit # s

On notera g, ~ BB(0, 0?)

(2) €; est un bruit blanc fort si et seulement si les €; sont i.i.d, E(g;) =0
et V(g;) = o

(3) processus moyenne mobile d’ordre 2 noté MA(2). Soit § € R* et soit
g, ~ BB(0,0?).

Soit (Xy)iez défini par :Nt € Z, Xy = e, — 0,1 — Oy _5.

Alors (Xy)iez est un processus stationnaire, on dit que X; ~ MA(2).

Exemple 2. (Processus non stationnaire) (1) Marche aléatoire : Soit
g ~ BB(0,0?) , (X})iez est une marche aléatoire sans dérive si et seulement
St

(i) Xi = X4 1 + &y

(i1) Cov(ey, Xy ) =0, Yk > 0.

Méme si on a la propriété E(X;) = E(Xi—1) = E(Xy) =m, Vt € Z, X; nest

pas stationnaire :

Xi =X +¢

X1 =X 9046 i
t—1 't2 t—1 :>Xt:X0+ng
: k=1
X1 =Xo+e1
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D’ou
t t
V(X,) = V(Xo) + 2 Cov(ex, Xo) + V(O _ex) = V(Xo) + to”
k=1 k=1

Le processus n’est pas stationnaire en variance.

1.1.2 Autocovariance et autocorrélation

L’une des principales motivations de la modélisation chronologique d’un
évenement aléatoire est sa structure de corrélation temporelle, en d’autres
termes son niveau d’autocorrélation. Il existe, entre autres, deux outils per-
mettant d’évaluer l'autocorrélation d’une série chronologique. Ces derniers
sont pour nous d’une importance capitale puisque nous verrons dans la sec-
tion suivante qu’ils possédent des propriétés remarquables dans le cadre du
processus autorégressif. Restons pour le moment dans le cadre plus général

du processus (X;) stationnaire, indexé par ¢ et défini sur £2(Q, A, P).

Définition 1.1.4. (Fonction d’auto-covariance) La fonction d’auto-covariance

d’un processus stationnaire (Xy)iez est définie par :
v : Z — R
h — ~(h) = Cov(Xy, Xi—p)
Proposition 1.1.1. (i) ~v est une fonction paire :

v(=h) =~(h), Vhe Z

(17) v est de type positif : Vn € N, ¥(ty,...,t,), V(a,...,a,) € R”
Z aiajv(ti — tj) >0
1<ij<n
(173) 1(0) = Var(X,)
(iiii) |[y(h)] < ~(0), Vh € Z

Définition 1.1.5. (Fonction d’auto-corrélation) La fonction d’auto-corrélation

d’un processus stationnaire (X;)iez est définie par :

(h
0)

)

VheZ, plh) = = Corr(Xy, Xian)

2
—~
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Proposition 1.1.2. La fonction d’autocorrélation d’un processus station-
naire veérifie

1.Yh € Z,p(—h) = p(h) : elle est paire;

2.p(0)=1;

3. | p(h) |<1,Vh € Z.

La fonction p(h) est 'expression du lien linéaire entre X; et X; 5. Si ¢
est U'instant présent et h > 0, p(h) est expression du lien linéaire entre le
présent et le passé d’ordre h (mais aussi par parité de la fonction ~y entre le
présent et le futur d’ordre h); plus | p(h) | est proche de 1 et plus ce lien est
fort.

Définition 1.1.6. (Propriété) Soient (X,;)icz un processus stationnaire et

(aj)jez une suite de réels tels que Z la;| < +o0.
J
Alors Y; = Zant—j est défini (p.s.) pour tout t. On a les propriétés sui-
JEL
vantes :

(i) Y, € L2(Q,AP)VteZ

(ii) (Y1) est un processus stationnaire tel que

EY, = my = (ZGJ) mx

jez
vy (h) = Zajak’yx(h +k—j)= Zajakvx(h +j—k),YheZ
Jik 3k
On dit que (Y)iez est la transformée de (Xi)iez par la moyenne mobile infinie

associée aux (a;)jez.

Définition 1.1.7. (Propriété)

On appelle auto-corrélation partielle d’ordre p

T(p) = COTT(Xt — EL(Xt‘thl, ceey Xt7p+l)7 thp — EL(thp‘thly ceny Xt7p+l))
COT?"(Xt — EL(Xt|Xt_]_, ceey Xt—p-i—l)) Xt—p — EL(Xt_p|Xt_1, ceey Xt—p-f—l))
[V(IT(Xt — EL(Xt|Xt_1, PN Xt—p-i—l))Va'/r(Xt—p — EL(Xt_p|Xt_1, PN Xt—p+1))]1/2
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FEL(X: p|Xi 1, ..., X¢_pr1) est la projection orthogonale dans L*(Q, A, P) de
X, sur le sous espace vectoriel engendré par (X;—1, ..., Xi—pi1)
On montre que r(p) = a, coefficient de X;_,, dans EL(X}| X1, ..., Xi—p) -

p
EL(X; | Xi1, oo Xiop1) = Y a; X
j=1

Définition 1.1.8. Auto-corrélogramme partiel

L’auto-corrélogramme partiel de (X,)iez est le graphe de :

{N ] - 1]

p = r(p)

Définition 1.1.9. Soit (X;)icz un processus stationnaire

(i) La régression linéaire théorique de Xy sur Xy_1, ..., Xi_p, ... est la projec-
tion orthogonale dans L*(Q, A,P) de X; sur H = Vect(X;_1, ..., X;_p,...).
(i1) La régression affine théorique de Xy sur 1, Xy 1, ..., Xi—p, ... est la projec-
tion orthogonale dans L*(Q, A,P) de X; sur H* = Vect(1, X;—1, ..., Xi—p, ...).
On note aussi Z(&) Vespace L(1,X; 1, ..., X; g, ...) et

EL(Xt|Xt_1) - EL(Xt’Xt_17...,Xt_k,...)

la régression linéaire (ou affine) sur L(X;_1).
Proposition 1.1.3.

EL(Xt|Xt_1): lim EL(Xt|Xt_17...,Xt_n)

n——+0oo

au sens de L?

Théoréme 1.1.1. (Admis) Soient (X;)iez un processus stationnaire et
X = EL(Xt|Xi-1) la régression affine de X; sur L, X 1,00 X g, et
ey = Xy — XJ, alors
— (t)tez est un bruit blanc
— Cov(ey,e) =0, Vk >0
Preuve : Voir [5]
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Proposition 1.1.4. Processus des innovations
Avec les notations du théoréeme ci-dessus :

(i) (€t)tez est le processus des innovations de (Xi)iez
(i1) e, est linnovation de X,

(111) X est la prévision optimale de Xy a la date t — 1
Remarque 1.1.2. ¢, = X; — X; = X; — EL(X{|X;—1) donc g, L 1 et
g L Xy, Vk >0, ce qui peut aussi s’interpréter comme :
E(gt) =0
Vk > O, E(tht—k) = (CO’U(gt, Xt—k:) =0

1.1.3 Théoréme De Wold

Théoréme 1.1.2. (De Wold) Soient (X;)icz un processus stationnaire et

(e¢)tez le processus des innovations correspondant.

Alors
—+o00
Haw)kez/ Y lar] < 400
k=0
et

“+o00
Xy =m+ g AREt—k
k=0

1.1.4 Opérateurs avance et retard

Définition 1.1.10. On appelle opérateur retard [’opérateur L qui a tout pro-

cessus (Xy)ez associe le processus (Y;)iez défini par
Vt E Z,E - LXt - thl

Remarque 1.1.3. L’opérateur L est linéaire et inversible. Son inverse
L=! = F est défini par
Vt € Z, FXt - Xt-l—l

L opérateur F' est appelé opérateur avance



1.1.4 Opérateurs avance et retard 16

Proposition 1.1.5. (i) L¥ = Lo---o L vérifie L*X, = X;_,,
kfois
(ii) F* = Fo---o F vérifie F*X, = X,
kfois
(i17) L° = Id est noté LY = I ; (L°X; = X}).

Proposition 1.1.6. Soit (X,),., un processus du second ordre.
1. Si E(Xy) =at+0b, alors E((I — L)X;) =a
k

2. Si E(Xy) = Zaiti, alors E((I — L)k X,) = ¢, ot ¢ est une cste indépen-
i=0
dante de t.

P

Définition 1.1.11. Soit P un polynéome P(z) = Zakzk, ar € R, on lui
k=0

associe le polynéme retard P(L) défini comme suit :

p

P(L)=> a,L*
k=0
Et

p p
P(L)X, = (Z akLk> Xi=> arXiy
k=0 k=0

De fagon similaire on obtient le polynéme avance P(F) :

p
P(F)=) a.F"
k=0
Bt
p p
P(F)X; = (Z aka> X = ZakXt—l-k
k=0 k=0

Inversion d’un polynéme en L
Soit ¢ un polynomes de degré p a coeflicients réels :
() =1+ @1z + ...+ pp2”

o(L)=1+piL+...+p,LF
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Proposition 1.1.7. Soit ¢(z) =1+ 12+ ...+ @,2P

(1) ¢ est inversible si et seulement si ses racines zj, j = 1,...,p sont de module
distinct de 1.

(11) Si | z; |> 1, Vj € [1,p], alors ¢(L) est inversible et

+00 +00
p(L) ' = ZakLk ot ag=1, ap € R et Z lag| < +o0
k=0 k=0

1.2 Processus autorégressif d’ordre p (AR(p))

1.2.1 Deéfinition

On appelle processus autorégressif d’ordre p, noté AR(p), un processus
stationnaire (X;) vérifiant une relation du type

Xy =1 Xio1 + -+ pXy—p + €4 + 1 pour tout t € Z, avec p, # 0
et g ~ BB(0,0?).

On note ¢(L)X; = p+e; ot $(L) =1 — (p1 L+ -+ + p,LP)

Exemple 3. X; ~ AR(2) i.e. (1—pL+p*L*)X; = p+¢e; ot g, ~ BB(0,0?).
Proposition 1.2.1. Si X; ~ AR(p) tel que ¢(L)X; = p+ &, alors

E(X) = 5% = T (p1+top)

Remarque 1.2.1. On peut se ramener ensuite a = 0 par centrage car
O(L)( Xy —m) =¢e oum = p/p(1). On consideére donc le cas ou
gb(L)Xt =& (et ]E(Xt) = 0)

1.2.2 Ecriture MA(o0)

Ecriture MA(c0)) quand les racines de ¢ sont de module stricte-

ment supérieur a 1

On suppose que ¢(L)Xy=p+¢e¢ ot (L) =1— (o1 L+ - -+ ¢, LP) et aussi
que [z]< 1= ¢(z) # 0.
p

1
On suppose que ¢(z) = H(l —Niz) ot |\ = — < 1
z

i=1 [zl
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Alors ¢(L) est inversible et ¢(L)~! = Z arpL” = A(L) tel que
k=0

Z|ak] < oo et ag = 1.
k>0
On en déduit

car ¢(1) "ty =m.

Auto-covariance, auto-corrélations et équations de Yule-Walker

- L’auto-covariance :

v(h) = Cov(Xy, Xy—p) = E(X; Xy_p) pour h = 0 (car m = 0), et
Xi=p1Xi1+ -+ opXip + &y

Donc

Xf =1 Xe Xy + -+ X Xy + Xygy
Y(0) = e1v(1) + - + 9py(p) + E(Xie)

E(Xie) = ElleiXi1+ -+ 9, Xip)e] + E(e2)

0.2

E [(§01th1 + ...+ Sopthp)gt] = O, car &; 1 Et—i, \4) Z 1

Y(0) = 17(1) + -+ + @py(p) + 02

Si h>0, on procéde de la méme fagon :
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XX =1 Xy Xop + -+ 0pXep Xy + 6. X
Y(h) = o1y(h = 1)+ + @py(h — p) + E(e: X )
=0
- Les auto-corrélations :

A partir de la relation de récurrence de y(h) on déduit celle sur p(h) = %.
p(h) = e1p(h = 1) + -+ @pp(h —p),Vh = 0

- Ces derniéres équations sont appelées équations de Yule-Walker.

Pour h > 0, les y(h) et les p(h) vérifient une relation de récurrence d’ordre

p et
0.2
I=p1p(1) + - + pp(p) + 35
_ 2 1
= 7(0) =oz 1=(p1p(1)+-+¢pp(p))
Les équations de Yule-Walker pour h = 1,..., p peuvent s’écrire :

1 p(1) - plp—=1)\ (¢ p(1)
p(1) L p1) plp—2)

p(p—1) e 1 ©p p(p)

Les solutions de I’équation de récurrence sont complétement déterminées
par la donnée de conditions initiales p(1), ..., p(p) : elles permettent d’obte-

nir 1, ..., pp. En particulier elles donneront une estimation préliminaire de

$1, ..., Pp en fonction de pr(1), ..., pr(p).

p(1) = w1+ wap(l) + -+ @pp(p — 1)
p(p) = wip(p—1)+ -+ @p1p(l) + ¢p
p1 = (L—pa)p(l) = —ppp(p— 1)

0p = p(p) —1p(p—1) =+ pp_1p(1)
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On peut donc aussi obtenir p(1), ...., p(p) en fonction de ¢y, ..., @,.

Proposition 1.2.2. Si X; ~ AR(p) alors les |p(h)| et les y(h) décroissent

vers 0 exponentiellement avec h.

Proposition 1.2.3. Si (X})iez ~ AR(p) et si ¢(L) Xy = p+ ¢, est sa repré-

sentation canonique, alors :

r(h):{o sth >p

#0 sinon.

1.2.3 Estimation dans le modéle autorégressif d’ordre p
(AR(p))

Nous allons maintenant nous intéresser a I’estimation des paramétres d'un

autorégressif d’ordre p .

Estimation pour les modéles AR(p) par la méthode des moindres

carrés
Un modeéle AR(p) s’écrit

Xy = p+oXo g+ .+ X+ &
= Zt/ﬁ—i‘&ft

ot Z, = (1, Xy 1, Xy 0, Xop), B = (¢, 01,0, ..., 0p), et (g¢) est un bruit
blanc.
L’estimation des parameétres du modele

Xy = Z; B + ¢; par la méthode des moindres carrés est donnée par

T
~ ’ “ 1 N
B=(22,)"2 X et 6° = T—» > (X — ZB)*.

t=p+1

Toutefois, les résultats usuels d’économétries ne sont pas vérifiés ici, en par-

~

ticulier E(3) # B. 1l est toutefois possible de montrer le résultat suivant,

Proposition 1.2.4. Si les racines du polynéme caractéristique (racines de

¢(z) = 0) sont a Uextérieur du disque unité alors,

AP .9 P
f— B et 62— o2
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et de plus
/(5 1 /
T (5 — 5) 5 N(0,6%*V), o V =p lim —Z,7,
T—oo0 T

Estimation par maximum de vraisemblance

Pour déterminer la vraisemblance, il est nécessaire de supposer connue la
loi des erreurs : nous supposerons les erreurs normalement distribuées. Les
erreurs étant normalement distribuées et indépendantes (le processus (g;) est,
par hypothése un bruit blanc), le vecteur (g1, ..., £7) est un vecteur gaussien.
Les composantes du vecteur (X, ..., X7) étant obtenues par combinaisons
linéaires des composantes du vecteur, € = (g1, ...,e7), X = (X3, ..., Xr) sera

un vecteur gaussien, alors € ~ N (0,0%I), X ~ N(0,0%Q) :

1 1 1
———X QX
(27a2)T/2 [det 2]1/2 P ( 202 ) ’

La log-vraisemblance est alors donnée par :

L(X = (X1,...,X7), ¢,0%) =

T

IH,C(X = (Xh ...,XT)/,Qb,O'Q) = _5

1 1 1
In27——=Ino*—=In|det Q———X Q'X
2 2 202

Le probleme est que cette log-vraisemblance est difficile a calculer et donc a
maximiser & cause de (det Q) et de Q7! (matrice T x T'). De plus, il faut se
donner des valeurs préliminaires pour les parameétres, on utilise alors 1’algo-

rithmes de maximisation itératifs.

Exemple 4. Dans le cas d’un modéle AR(1), de la forme X; = c+ ¢ Xy _1+¢;

ou g est i.i.d. et distribué suiant une loit N'(0,0?), avec |¢| < 1, alors
Xy Xeo1 ~ N(C + Xy 1, U2)-

Ausst, la loi conditionnelle de X; est donnée par

1

f(xt|wt—17 (Ca Qb, 0-2)) = W

1
exp {—T‘Q(xt —c— qb:vt_l)z} ,
c’est a dire que

2
X, ~ N(E(X,), V(X)) soit X,~N (ﬁ%&) .
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En posant B = (c,0?), la vraisemblance conditionnelle du modéle est alors

donnée par

T
LBIXy, . Xr) =] L exp {—%(Xt —c—ngt_l)?] ,

s V2mo? 2
T-1 , 1 & ,
log £(B|X1, ..., Xp) = — In(27)— no’+-— Y (Xi—c—¢X, )
202 por

La vraisemblance marginale s’écrivant

£(8,X1) = 1_¢fexp[—m(xl ‘ )]

2ro 207 T 1-6

on en déduit la forme de la log-vraisemblance (exacte, et non plus condition-

lle),
N e) 1 1 a? (1—9¢?) c 2
log L5, X1, ..., Xr) = =3 In(27) — 3 In (1—¢2> 202 (Xl - 1—¢>
— T n(27) = T2 (0?) — 55 S, (X — ¢ — 6 X,)2.

On peut noter que la maximisation de la vraisemblance exacte est un probléme

d’optimisation non-linéaire.

1.2.4 Prévision dans un modéle autorégressif AR(p)
Le modéle s’écrit ,
Xt = ¢1Xt71 =+ ...+ (prtfp + & ol ¢(L)Xt = &t

La prévision optimale a la date 741, faite a la date T"est 1 X, ; = EL(Xpy1| X7, Xr_1,...).
Aussi,
X7 =0 X+ .+ 0 X7,

car (g¢) est 'innovation. De facon analogue, X1, = o1 X1 ip—14...+0p Xrin_p+
Er4h, et donc 1 X7, = EL(Xp | X7, X7_1, ...) est donné, de fagon récursive
1o Xpp ot O Xi o+ O X+ GpXpin—y pourh <p

par p X5, , =
T+h G117 Xp g+t gbp.TX}pr pour h > p

Exemple 5. On considére un AR tel que (L) = (1 — pL)? ot |¢| < 1. On
a donc le processus :
(L)X =p+ e
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L .
On veut prévoir (X[, .

On commence par centrer : ¢(L)Y; = &

O(L) (1 Xy —m) =0
—_——
Y
Y8 éerit - Y, = ¢ (ah +b).
St h=0,,Y=Y,=0
Si h=1,Y} =20Y: — ©*Y 1 = p(a+Db)
Par identification a =Y, — Y1 et b=Y,.
On en déduit
Y = @"(Yi — pYim)h + YY)

Exemple 6. Dans le cas d’un processus AR(1) tel que Xy = pu+ ¢ X1 + &4
alors

(1) 7 X7 = p+ 0 X7,

(i) 2 XTpo = p+ dr X7y = o+ ol + ¢Xr] = p[l + ¢] + ¢* X,

(i) 7 X5 = 1+ 01X g = i+ Ol + S+ OXr]] = pll + 6+ 7] + 6* X1,
et récurswement, on peut obtenir r X7, de la forme

TX;q_h = U + ¢TX;:+h—l =M [1 + ¢ + ¢2 + ...+ Qshil} + ¢hXT



Chapitre 2

Processus autorégressif vectoriel

2.1 Préliminaires

2.1.1 Série temporelle multivariée

La compréhension de certains phénomeénes aléatoires nécessite une modé-
lisation simultanée de plusieurs séries. Les séries chronologiques multivariées
se trouvent ainsi trés utiles dans de nombreuses applications. C’est d’ailleurs
de ces séries dont il sera question tout au long de ce travail. Introduisons les

définitions suivantes.

Définition 2.1.1. Soit (2, F, P) un espace probabilisé, sur lequel nous consi-
dérons une suite de variables aléatoires réelles {X;,t € Z}. Pour tout t € Z,

et tout w € Q, Xy(w) est une réalisation de X;.

Définition 2.1.2. Une série chronologique multivariée est définie comme
une suite d’observations d’un processus stochastique multivarié {X,,t € Z}.

z / Va . .
Pour t firé, Xy = (Xiy, ..., Xnt) représente un vecteur de dimension n.

Définition 2.1.3. (Processus vectoriel du second ordre) (X;) est un

processus du second ordre si et seulement si

&Vt X, € L3.(Q, A P)
& Vi, Vt, zy € L2(, A P)

24
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& X, X, =l X, 3= X; € LD, AP)

=1

EXy

Ona EX, = : = et VX; = E(X;—p)(Xe—p) = (Cov(Xit, Xt))1<ij<n-

]EXnt

2.1.2 Processus stationnaire vectoriel

L’un des concepts jouant un role important dans I’étude des séries chrono-
logiques est la notion de stationnarité. Ce concept permet des simplifications
importantes dans I’analyse de données dépendantes et facilite définitivement
I'inférence statistique. On distingue deux types de stationnarité, la station-

narité stricte ou forte et la stationnarité au sens large ou faiblement.

Définition 2.1.4. (Stationnarité stricte ou forte) Un processus{X;,t €
Z} de dimension n est stationnaire au sens strict ou strictement stationnaire
dans le cas vectoriel si pour tout k entier naturel et tq, ...ty et h entiers rela-

tifs, la distribution de Xy, ..., Xy, est la méme que celle de Xy, 1p, ..., Xith-

C’est une notion assez difficile a vérifier en pratique; la notion suivante

est beaucoup plus facile & vérifier empiriquement.

Définition 2.1.5. (stationnaire au sens large ou faiblement station-
naire) Soit (X;) est un processus du second ordre.

On dit que (X;) est faiblement stationnaire si et seulement si :

(i) EXy = p

(ii) VX, = Sy = T'x(0)

(i51) B(X, — 1) (Xoon —p) = Tx(h) = (Vij)ijeqr,..ny (T est appelée la fonction
d’autocovariance de X )

Remarque 2.1.1. (1) (iii)=(i1)
(2) (ZZZ) = COU(Xit,Xj7t_h) = ’}/U(h>,Vh S/
(3) (X) stationnaire = (x;) stationnaire Vi, mais la réciproque est fausse

en général car les conditions :

EX; = p = EXy = p;, Vi
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Cov(Xit, Xiy—n) = vi(h)

ne suffisent pas pour avoir la stationnarité de (Xy).

€1t
Exemple 7. (1)e; ~» BB(0,%,) ou &, =
Ent
C’est un processus stationnaire car par définition on a :
(i) Ee, =0
(1) Ve, = X,

(iii) Bee, =0 sit # 7

En général, il n’est pas nécessaire que les vecteurs constituants le pro-
cessus bruit blanc soient indépendants mais seulement non-corrélés. Lorsque
les vecteurs aléatoires €; sont non-corrélés, nous parlons alors de bruit blanc
faible. Si les éléments de la séquence sont aussi indépendants alors on dit que
le bruit blanc est fort.

(2) Xy~ VMA(1)
Ot g, ~ BB(0,%,), A € M, (R) fizée. Alors X; = ey — Aey_1 est stationnaire
car :
(i) EX; =0
(ii)

VX, = E(ep — Agyq)(er — Aet_l)/
= Elee, — Aey_1e, — e, A + Aey_16, A

= Y.+ AV A

’

]

(i1i) EX, X, | = E(e, — Agy_1)(g11 — Agi_y)
Pour h > 1, EX; X, , =0

EX,X,,, = —-X.A
EX,X,,, = O,sih>1

Définition 2.1.6. Dans le cas ou le processus { X} est stationnaire avec une
matrice de covariance T'(.), la série univariée {X;;} est stationnaire pour tout
i avec fonction d’autocovariance 7;;(.). La fonction ~;;(.),i # j, est appelée

la fonction de covariance croisée des deux séries {Xu} et { X}
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Propriété 1. Voici quelques propriétés de la matrice de covariance T'(.).
() vi(h) = v5i(=h).

(i1) T(h) = T'(=h).
(i1) | i (h) < [ (0)55 (0)]2,4, 5 = 1, ..o
(iv) T(.) est définie semi-positive, c’est-a-dire Y pr S o D'(k — 1)y > 0,

pour tout m € N et pour tout vecteur réel , a, ..., o, € R

Définition 2.1.7. La matrice de corrélation R(.) du processus {X;} est dé-

finie par

R(h) = D™Y2T(h) D2 = [piy ()7 ;21 = Dyig () / [ (0) 55 (0)] /2],y

ot D = diag[y11(0), ...7un(0)] est une matrice diagonale dont le i élément

€

de la diagonale est la variance de la 1™° composante du processus {X;} et

e

pi(.) est la fonction d’autocorrélation de la i™° composante du processus

{Xi}.

Remarque 2.1.2. La matrice de corrélation R(.) posséde les mémes pro-
priétés que la matrice de covariance I'(.), a Uexception de la propriété addi-
tionnelle suivante

pi(0)=1,Vi=1,...,n.

Proposition 2.1.1. Soit (X;)iez un processus stationnaire.
Soit (Aj) ez une suite de matrices telle que Y., || Aj ||< +o0. Alors
(i) Y =32, AiXij € L (AP

(i1) Yy est stationnaire avec :

~BY, = py = (O Ajnx

J
~Ty(h) =) ATx(h+k—j)A,

Jk

jez |

2.1.3 Innovation d’un processus vectoriel
Xt
Soit Xt =
th
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EL(X14]| Xi-1)
Définition 2.1.8. (Prévision) X; = EL(X;|X; 1) = :
EL(X|Xi-1)
ou Vj €Z
EL(th|Xt_1) — EL(th|X1t_1, ...,Xnt_l)
= FEL(Xy| X, o, Xns,s <t —1)
= BL(X;|Xyi=1,..ns<t—1)

Proposition 2.1.2. Soit X; la prévision linéaire optimale de X; a la

date t — 1. Xt est une autre prévision linéaire de X; a la datet — 1, alors
V(X; — X;7) < V(X — X))

au sens des matrices symétriques positives

On a égalité si et seulement si X; = X7

Remarque 2.1.3. (1) X, est une prévision linéaire de Xy ent — 1, i.e. X,

est une fonction linéaire de X5, s <t—1,j=1,..,n.
V(X = X;) S V(X - X))
= VueR" — {0}, W' V(X, — X )u < u'V(X, — X,)u

En particulier pour u = (0, ..., 0, 1 ,0,..,0), ona:

iMeposition

~

X7, est la prévision optimale de X;; comme fonction linéaire des X5, s < t—1.
(2)%u € R* — {0}, Vu'(X; — X}) < Vi (X, — X;)

’ L. ’ .. 13
= u X] est une prévision de u X; plus précise que u X;.

(3) Si on note

LX) = L(Xys, o Xuis)
o

O’ﬂ a Z(Xit—1> g Z(Xt—l)
et si Xy = EL(Xy| Xi—1), V(Xir — Xir) > V(X3 — X2) alors

C’est normal car on a plus d’informations dans L(X,_1) que dans L(Xyu_1).
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Proposition 2.1.3. (Processus des innovations) Soit (X;);cz un pro-

cessus stationnaire et X = EL(Xy|X;_1). L’innovation de X, est
&t = Xt — X:
On a plus précisément

€1t
Et =
Ent

X1 — EL(X3| X, 1)

= : (2.1)

Xnt - EL(Xnt|Xt—1)
Xy — EL(X1: [{ Xuss ooy Xins, s <t —1})

Xt — EL(X ot [{X 10, s X5 <t —1})
On montre que (€¢)iez est un bruit blanc.

Remarque 2.1.4. (1) ce qui a été présenté est valable dans le cas ou

EX; =0. Quand EX; # 0, on définit

Z(Xt—l) - Z<17 Xlt—h ) Xnt—l)

Puis
EL(Xlt‘]-JXlt—la "'7X1’Lt—1)
X;“ = :
EL(Xnt‘laxltfla "'7Xnt71)
€1t
(2) e = : ouey ~ BB, Vie {l,..,n}
Ent

Mais e n'est pas linnovation du processus univarié (X;). En effet

Xit — EL(Xu|1, X1p—1, oo, Xop—1) # Xt — EL( X3 X4-1)
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Théoréme 2.1. (Théoréme de Wold) Soit (X;) un processus vectoriel
stationnaire et (e¢) le processus des innovations.

On a alors I(Ag)rez tel que

Xe = pe + Z Apee—ie
Z

avec Ag =1 etz | Ag [|< +o0
z

2.1.4 Convergence des moments empiriques

X M1
Soit X; = : et EX; =
Xnt /ln
On définit les estimateurs :
1 T 7115
L= T Z Xi=Xp = _
t=1 X,

Proposition 2.1.4. (i) Convergence : i et T'(h) sont des estimateurs
convergents respectivement de p et T'(h).

(ii) Normalité asymptotique :

VT(fi = 1) 2 N0, T (h)).

heZ
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2.2 Motivation

Motivation

On considére deux processus stationnaires {z1;,t € Z} et {xq,t € Z}

définies par les relations suivantes :

p p
T = p1 + Z byixy—i + Z C1i%ot—i + €1t (2.2)
i1 i1
p p
Top = g + Z bai1i—; + Z CoiTot—; + €2t (2.3)
i1 i1

O les innovations {ey4, t € Z} et {eo, t € Z} sont des bruits de variance
respective o7 et o3, et non corrélés : F(ey; €9—j) = 0,Vj € Z : On constate
immeédiatement que le processus vectoriel X; = (zy;, Igt)l peut s’écrire sous

la forme d’un processus AR(p) : En effet :

Ay = H , A = i s , Vi€ [1,p]
2 by c2;

On définit un processus vectoriel €, i.i.d. tel que :

2
€1t / oi O
g = , E(gg,) =
t () ) (o )

Alors, on montre immédiatement que :

p
Xt = AO + Z Aithi + & (24>

i=1
On qualifie cette représentation de processus VAR (Vectorial Autoregres-
sive) d’ordre p, noté VAR(p), ce systéme initial donnée par les équations
(2.2) et (2.3), ou par la définition matricielle (2.4). On constate que dans

cette représentation le niveau de x9; a un effet immeédiat sur xq; et vice versa.

C’est pourquoi on travaille généralement a partir de la forme réduite du
modéle VAR.
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2.3 Représentation générale

Définition 2.3.1. Un processus stationnaire { X;} autorégressif de dimension
n et d’ordre p, noté VAR(p), est défini par :

X, = ,LL+¢1Xt,1 + - +¢pXt7p+€t = (b(L)Xt = U+ &y, YVt € Z,

ot (L) =1, — >0 &; L' est une matrice de dimension n X n, qui est [’opé-
rateur autorégressif multivarié tel que ¢, # 0, (¢;)1<j<p € (M,(R))?, p est
un vecteur constant de dimension n x 1 et e, ~» BB(0,%,), 3. € M,(R).

Le processus vectoriel des innovations {e;,t € Z} est i.i.d. (0,%.), et

satisfait par conséquent les propriétés suivantes :

E(gt) =0
’ ZE = O,
Eleg,_;) = ]
0 J#0.
De la méme fagon que pour un AR(1), on peut donc exprimer le polynome

matriciel p(L), de dimension (n,n), de la fagon suivante :

p
(L) =D Ol = Iy~ G1L = 6L* =+ = G L7, gy = 1
=0
ou I, désigne la matrice identité (n,n). On pose les définitions suivantes :
Xt €1t ¢111 ¢112 e Zln
X 5 b Dby
Xt _ 2t e = 2t : QSZ _ ¢21 ¢22 i ’ \V/Z c [1’p]
Xt Ent nl P2 o0 Pnn

On retrouve alors la forme réduite évoquée dans la motivation puisque, les
processus { Xy, t € Z} sont respectivement définis en fonctions de leur passé
et du passé des processus { X, t € Z} pour j # i, Par exemple, pour Xy; on
obtient, Vt € 7 :

Xie = pyj+ o Xuo1 + 01 X0 + -+ 01, Xt
+¢2 X1—g + 059 Xop—o + .. + 0%, Xpi—o
+...
+ 1 Xii—p + PoXo—p + .+ O Xpu—p + €1t
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De fagon plus générale, pour Xj;, ¥j € [1,n], on a :

Xjp = m+opXu1+¢pXora+ .+ 05X + . 4 65, X0
+05 X1e o + 05 Xor 2+ + 05 X o + o+ 05, X
+...

+¢§1X1t—p + ¢§2X2t—p + ..+ ¢§ijt—p + ..+ ¢];ant—p + Ejt

Proposition 2.3.1. Le processus VAR(p) représenté par [’équation
O(L) Xy = p+ & est dit stable si :

det{¢(z)} # 0, pour tout z € Ctel que | z |< 1:

Dans ce cas, le processus VAR(p) admet la représentation linéaire sui-
vante :

X, = Zwﬂtﬂ' = ¢(L)€ta
i=0

ot les matrices ; sont déterminées par :
Y(L) =) L' =¢7(L),
i=0

et les coefficients {1;} sont absolument sommables, c’est-a-dire que :

o0
Dl < oo,
1=0

avec || . || correspondant a la norme euclidienne d’une matrice.
Démonstration 1. ¢(L) = I, — 1L — -+ — ¢, L7 = (p;;(L))1<i j<n avec
ij(L) = 0ij — ¢ L — -+ — ¢F,LP

On note ¢(z) = I, — 12 — - -+ — $p2P = (vij(2))1<ij<n, VZ € C avec
()Oij(Z) = 52’]’ — ,}jZ — s — (bszp.

On note ¢(L) la comatrice de ¢(L).

On sait que

B(2)9(2) = 6(2)d(z) = det ¢(2)I,
S(L)H(L) = (L)p(L) = det (L),
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On aura donc ¢(L) inversible = det ¢(L) inversible.
On sait que si les racines de det ¢(z) sont de module strictement plus

grand que 1, det (L) a pour inverse

o0

(det p(L))™" = apL*

k=0

tel queag =1 et Y - o | ar |< +o0
On a donc

avee (L) = (Fij(L))1<ijen et d°Fyy < p"
O(L)~ = <Z akLk> S(L) = ALt
0 0

avec Ay = agp(1)1,, et Do Ak ll< 400 car Y, | ar |[< 400

Exemple 8. On considére un processus bi-varié {X;,t € Z} admettant une
représentation VAR(1) telle que :

1 = 3+02x1+0.T29 1 + 1t
Tor = 1403w+ 04wy + €94

On pose X; = (x4, 7o) et &, = (€14, 9¢) . Celte représentation peut s’ex-

primer sous la forme réduite suivante :
(L)X = p+ &

avec pn = (3,1) et :

1 0 -0.2 —-0.7 1-02L —-0.7L
ng(L) - + L =
01 —-0.3 —-04 —-03L 1-04L
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Donc la condition de stationnarité du processus {Xy,t € Z} se rameéne a

détermainer les racines du polynome :
det[¢(L)] = (1 — 0.2L)(1 — 0.4L) — 0.21L?

Les deux racines Ay = 1.30 et Ay = —5.91 sont supérieures a 1 en module,
le processus VAR est stationnaire et stable. Donc les processus univariées
{z11,t € Z} et {xo,t € Z} sont stationnaires.

On peut facilement démontrer que cette condition de stationnarité peut

étre exprimée en fonction des valeurs propres de la matrice ¢(L)

2.3.1 Processus VAR(1)

Examinons le cas ou le processus {X;} est un VAR(1) admettant une
écriture de la forme :
Xt =p+ g1 X1+

En procédant a des remplacements successifs, il est possible d’obtenir une
expression pour {X,;} en fonction des erreurs {¢;}. Ainsi, pour t = 1, on a
I’expression suivante :

Xi=p+ ¢ Xog+ €.

Un premier remplacement donne :

Xo = p+ o1 Xy +eo,
= p+oi(p+ ¢1Xo +e1) + €2,
= (In+¢1)ﬂ+¢181 +€2+¢%X0

En continuant les récursions, {X;} s’écrit sous cette nouvelle forme :

t—1

Xy = (L4 61+ .+ 07+ ol Xo+ ) dhers.

=0

A la limite, il est raisonnable de penser que le processus {X;} écrit de la

forme précédente admet 1’écriture suivante, sous certaines conditions :
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ot m = (I, — ¢1) ' représente l'espérance du processus {X;}. En fait, il
oo

peut étre montré que Z ¢'e,_; existe en moyenne quadratique. Cette repré-

i=0

sentation comme somme infinie d’un bruit blanc est la limite de I’équation
t—1

Xy =L+ ¢+ .+ ¢+ 61 Xo+ D e
i=0

La condition de stabilité dans le proposition (2.3.1) est valide pour les pro-
cessus VAR (p). Dans le cas p = 1, il est particuliérement simple de donner la
condition de stabilité en fonction des valeurs propres de ¢;. Ceci fait 'objet

de la proposition suivante.

Proposition 2.3.2. Un processus VAR(1) est stable si les valeurs propres

de @1 sont toutes inférieures a un en module.

Démonstration 2. Afin de montrer la proposition précédente, notons que

selon la proposition (2.3.1), on doit avoir
det(l, — ¢12) #0, V|z| < 1.

Et on doit distinguer deuz cas, a savoir det(¢1) # 0 et det(¢y) = 0. Si
det(¢1) # 0, alors X\ # 0 n'est pas solution de I’équation det(Al, — ¢1) = 0.

De plus, les valeurs propres de ¢y satisfont I’équation suivante :
det(\l,, — ¢1) = A" det(I, — A1) = 0.

De cette relation nous concluons que les solutions satisfont |\7'| > 1 ou
encore que les valeurs propres doivent étre strictement inférieures a un. Si
det(¢1) =0, alors A = 0 est une solution de l’équation det(Al, — ¢1) =0 et
cette valeur propre satisfait la condition. Pour les autres valeurs non nulles,

la méme argumentation que précédemment est valide, d’otu le résultat.

2.3.2 Représentation VAR(1) d’un VAR(p)

Un résultat qui s’avérera important pour la suite concerne ’écriture d’'un
processus VAR(p) sous la forme d'un certain processus VAR(1) de grande

dimension.
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Ceci permet d’appliquer des résultats obtenus dans le cas particulier d’un
VAR(1) au processus plus général VAR(p). Ainsi, le processus VAR(p) peut

se représenter comme suit :

X =W +¢" X, +ei,

ou
Xt Et
X 0
xi=| 77 |a= ,
Xt—p+1 0
" O1 P2 C Opm1 By
0 I, O 0 0
W= : o= 0 I, 0 0
0
0 O I, 0

Ainsi, X/, €} et pu* sont de dimension (np) X 1, et ¢* est une matrice de

dimension (np) x (np). L’équation précédemment citée est la représentation
VAR(1) d'un VAR(p

). Ainsi, d’'un point de vue théorique, la condition de
stabilité d’'un VAR(p) peut étre reformulée en fonction des valeurs propres

de la matrice ¢*.

Exemple 9. On considére un processus bi-varié { X, t € Z} admettant une
représentation VAR(2) telle que :

Ty = 3+ 0-2'75115—1 + 0.713215_1 — 0.4I1t_2 — 0.61’215_2 + &1t
To1 — 1+ 0.3.1'115,1 + 0.41'2,5,1 — 0.137”,2 — 0.81'2,5,2 + €9t

On pose Xy = (21, T2) et &, = (e14,69;) . Cette représentation peut s’expri-

mer sous la forme réduite suivante :

P(L)X; = p+ &
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avec 1= (3,1) et :

¢(L) = o+ L+ dl?

10 —0.2 —0.7 4 0.

= + L+ 04063 12
01 —0.3 —04 01 0.8
<1 —02L +04L% —0.7L + 0.6L2 )

—0.3L+0.1L% 1—04L+ 0.8L2

Déterminons E(X) :

mxazwm*u=<ji j?) G):(i?>:m

On pose Nt € Z

Tt — 259 E1t

X — —1.8
Xr = t — M _ Lot 7 e = €t _ €at
(4,1) Xio1— 11— 2.99 (4,1) Oc2,1) 0
Tosq1 — 1.8 0

et

—-0.2 —-0.7 04 0.6

6= ¢ ¢\ | -03 —04 0.1 08
(4.4) I, 0Opp) 1 0O 0 0

0 1 0 O

Alors on montre que la représentation VAR(1) du processus X[ est identique
a la représentation VAR (p) du processus X, puisque :

X; = 6" Xi)+ef

T — 2.59 —-0.2 —0.7 04 0.6\ [x1—1 —2.59 €1t
Tor — 1.8 _ —-03 —-04 0.1 0.8 Tor—1 — 1.8 n Eat
T14—1 — 2.59 1 0 0 O T1t—2 — 2.59 0
Top—1 — 1.8 0 1 0 0 Tor—o — 1.8 0

T = 3+ O.Qxlt_l + O.?ZL’Qt_l — 0.4I1t_2 — 0.633275_2 + €1t
Tor =14+03r1-1 + 0'4$2t—1 — 0.1z14—9 — 0.8T94_9 + €94
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Proposition 2.3.3. Le processus VAR(p) représenté par ’équation
O(L) Xy = p+ey, est stable si toutes les valeurs propres de ¢* sont inférieures

a un en module ou de facon équivalente si :
det(l,, — ¢"2) # 0; pour | z |< 1.

et on a dans ce cas
(i) X = m+ZAk5t k avec Ag =1 etz | A ||< 400
k>0
(i1) (er) est le processus des innovations de (X;)
Démonstration 3. (i) Soit le modéle ¢(L)X; = p + & avec ¢(L) inver-
sible. L’inverse de ¢(L) est donné par

O(I) " = (det (L zAkLk

ou Ag = I, etz | Ay ||< 400
k>0

On a

(é4)
o(L)Xy = pte

P
& Xy = M+Z¢kXt—k+€t
1

D n
< X = i+ Z (Z ‘Pijjt—k:> + it
k=1 \j=1

PR
Dot gy € L(Xit, 1, T14—1, oy Tit—ps o, Tri—p)
Puis

L(1,&) = L(1,{eis,i =1,...,n,5 < t}) C L(Xy)
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Viv Xit = K + a/,l;:’E‘t_k € Z ]-7 8i577; = 1"”, S S t}) = Z(lﬂgt)
) -t

k=0 \j=1

Montrons que e, = Xy — X[

X: == EL(Xtyl,thl)

p
= EL (N + Z¢kXt—k + 5t|1vXt—1)
1

p n
EL (Nl + Z (Z SOIijjt—k:> 51t|17Xt—1>

k=1 \j=1

p n
EL (Hn + Z <Z SDZijt—k> Ent|1, Xt—l)

k=1 \j=1

p
=+ X+ EL(E]1, Xiy)
1 %,—/

N ——— EL(et|l,e¢-1)
Xt—ét
0 car et~BB

CQFD

2.4 Fonction d’autocovariance d’un processus
VAR(p)

La fonction d’autocovariance d’un processus VAR(p) peut s’écrire de la
facon suivante en considérant 1’équation X; = p* + ¢* X, | + ¢} ¢

’

L(h) = E{(X:— ) (Xien —p) },

h—1 9] 00
= B{ _dterit+ > dhyir-n-i)O_ dicen-i) },
=0 =0 =0

= D 00l
=0
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La fonction d’autocovariance {I'(h),h € Z} d’'un VAR(p) peut également

s’écrire sous la forme d’un systéme de Yule-Walker :

I'(0) = Xp: &l (i) + e, h =0,
> (*)
T(h)= Y ¢TI (h—1i), h>0.

Les démonstrations des résultats précédentes s’obtiennent en prenant 1’es-
pérance du produit X; — u avec Xt_h, ol Xt_h = §Z51Xt_h_1 +¢2Xt_h_2+. .+
gprt_h_p_l tern Xoon = Xpp — 1. On note pour h = 0 que T'(0) = I'(0),
et que E[(X;—p)e;] = ., en utilisant X; = ,u—l—z ¢'&;_;. On note que pour

i=0
(%) la stabilité du processus est invoquée, et le résultat est en fait obtenu en

effectuant des manipulations analogues a ce qui est fait dans le cas univarié,

en prenant cependant en considération que I'(h) = I''(—h) pour h < 0.

2.5 Représentation MA (c0)

Considérons un processus vectoriel {X;,t € Z}, de dimension (n, 1), sta-

tionnaire.

Remarque 2.5.1. Tout comme dans le cas univarié, sous la condition de
stattonnarité, il est possible d’appliquer le théoréeme de Wold et de représenter

X, sous la forme d’un processus vectoriel moyenne mobile infini VMA (0c).

Nous allons a nouwveau donner lintuition du théoréme de Wold appliqué
aux processus vectoriels. On considére un processus stationnaire satisfaisant
la représentation VAR (p) suivante, ¥t € Z :

L)Xy =Xe — 1 Xpm1 — 0o Xy o — .. — 0 X4 p = &4

On sait d’apres la propriété précédente que ce processus VAR(p) peut étre

réexprimer sous la forme d’un processus VAR(1) tel que :

P(L)X] =& = X[ =X, + ¢
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ot les processus X/ et €f, ainsi que la matrice ¢* ont été définis précédem-
ment. Des lors, en itérant vers le passé, on montre que le processus X; peut

s’écrire sous la forme d’une moyenne mobile d’ordre fini a t donné.
* ok * % *2 % xk v
Xy =g+ e 1+ o+ ... +07 X,

Si l’on suppose que les valeurs propres de la matrice ¢* sont strictement
inférieures a 1 en module (condition de stabilité), alors klim ¢** =0 : Des
— 00

lors, le processus X} peut s’écrire sous la forme :

oo
= lim Z o= e = (D
1=
En reprenant la définition du processus X, on peut alors déterminer la dé-

composition de Wold associée au processus VAR(p).

Proposition 2.5.1. Tout processus {X;,t € Z}, de dimension (n,1), sta-

tionnaire, satisfaisant une représentation VAR(p), telle que, ¥t € Z :
Xi =01 Xy + G Xy 9+ ..+ ¢pXt7p +u+ e

admet une représentation moyenne mobile convergente définie par :

=m+ Z Vigr—; = m+P(L)e

1=0

avec m = E(X;) = ¢(1)"u, o g est un bruit blanc vectoriel et ou la
séquence des matrices de dimension (n,n) , {1;}2, satisfait ¥y = I,, et est
absolument sommable au sens ot les éléments @Z);k de la matrice 1; satisfont

la condition :
Z| L) < oo, Wi > 1,V(5, k) € [1,n)?
s=0

La condition de sommabilité, qui garantit la convergence des moments
d’ordre deux du processus Xy, doit se comprendre dans ce contexte comme
une condition de sommabilité sur une séquence de matrices {1;}°,. Cette

condition se ramene a démontrer la sommabilité de tous les éléments %, de
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ces matrices, au sens traditionnel de la sommabilité d’une séquence de sca-

laires .

1l est possible de déterminer de facon générale la forme des matrices de

Popérateur polynomial associée a la représentation VMA (o).

Proposition 2.5.2. Le polynéme matriciel (L Z@DZLZ associé a la

représentation VMA (oco) d’un processus VAR(p) statzonnazr’e {Xi,t € Z},
VteZ:
Xi =01 X1+ 02 Xs o+ .+ 0p Xy, + i+

satisfait la relation de récurrence suivante :
¢0 = [n

Vs = 0151 + Poths_o + ... + Pptbs_p, Vs >1
avec s =0, Vs < 0.

Démonstration 4. Une fagon simple d’obtenir la représentation VMA (o)

d’un processus VAR(p) consiste a identifier les polynémes matriciels ¢(L) ™!

et (L) : En effet, dans le cas d’un processus centré (u=0), on a :

Xe=o(L)er = Y(L)er <= ¢(L)Y(L) = I,

Cette égalité peut se réécrire sous la forme :

I}Lrgo[(ln—¢1L—¢2L2—...—(prp)(In—@/JlL—@bgﬁ—...—prp—...—kaLk)] =1,
Dés lors, on montre par identification des termes de méme ordre que les

matrices de l'opérateur polynémial associée a la représentation VMA (o) sa-

tisfont une équation de récurrence qui correspond a celle de la proposition
(2.3.5).

Exemple 10. On considére un processus bi-varié stationnaire
{Y,,t € Z} admettant une représentation VAR(1) telle que :

P(L)Y; = c+ &
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avec &, i.i.d. (0,9), c = (3,1) et :

10 —-0.2 —-0.7 1-02L —-0.7L
L) =¢o+ ¢ L = + L=
L) = do+ 61 (0 1) (—0.3 —0.4) ( —0.3L 1- O.4L>
Par application du théoreme de Wold, on sait que ce processus peut étre

représenté sous forme VMA (o) telle que :

Xe=p+ Z Vigr—i = p+ V(L)

1=0

Immédiatement, on montre que

-1
0.8 —0.7 3 9.25
w=E1) (—0.3 0.6> (1) (6.29)
Par définition, on a ¢(L)p(L) = I, ce qui peut se réécrire sous la forme :

Tim (I = 61 L) (¢ — ¥r L = L? — . = L — . =y L¥)] = Iy

Par identification des membres de méme terme, on montre que :

—-0.2 —-0.7
Y1=901= (—0.3 —o.4>
2
—-0.2 —-0.7
o = Q1P = ¢% = (_0.3 —O.4>

et de facon générale, on a :

0.2 07\
U = Q11 = @] = (_0'3 _0‘4> ,Vn>1

On retrouve ainsi la formule générale que 'on avait établi par itération vers
le passé dans le cas d’un VAR(1) :

Vi=p+o(L)e=p+ Z Pt
=0

On montre ainsi que :



2.6 Estimation d’un VAR 45

) 095\ & /-02 —07\ [e1,
Y, = Yi,t—1 _ +Z €1,
Yoro1 629) 2 \-03 —04) \&,

Remarque 2.5.2. (1) d’apres le théoréme de Wold on a
Xi=m-+ Z Aperp=m+ ¢(L) e, avee m =EX, = ¢(L)p.

(2) Soit le n%odéle O(L) Xt = o+ &
a) Sidet ¢(z) a ses racines de module strictement plus grand que 1, alors
Xy =m+¢(L) ey On en déduit que (Xy)iez est stable (représentation
VMA()).
b) Sidet (1) =0, alors (X;) ne peut pas étre stationnaire car
det ¢(Z) = (1 — Z)4p(Z) tel que les racines de 1 sont de module stric-

tement plus grand que 1.
(1= L)X, = (L)' $(L) (1 + &)

c) Sidet ¢(Z) a toutes ses racines de module strictement supérieur a 1,
alors
- il existe une solution (X;) stationnaire,
-1l existe aussi des solutions non stationnaires en espérance :
Zy = Xy + Y, ouY; est déterministe tel que ¢(L)Y;.
(3) En statistique en économique, on applique un test dit test de Dickey-Fuller
(ADF) pour tester la stationnarité des séries chronologiques il teste existence

d’une racine unitaire

2.6 Estimation d’un VAR

L’estimation d’un processus VAR(p) peut se faire par :
- la méthode des moindres carrés ordinaires (MCO), pour chaque équa-
tion ;
- la méthode du maximum de vraisemblance.
La méthode du maximum de vraisemblance est la principale méthode utilisée

(Hamilton, 1994). On présent briévement cette méthode.
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2.6.1 Estimation par le maximum de vraisemblance

Considérons un processus VAR(p) :
Xi=¢o+ 01 Xi1+ Xy o+ ...+ X, + &

ou ¢; est un bruit blanc de matrice de variance-covariance ...

La vraisemblance conditionnellement a toutes les valeurs passées du processus

s’écrit :
T

L(Xy,....Xr) =[] L (XA&)
t=1

ou X;_1 désigne la mémoire du processus X; jusqu’a la date ¢ — 1 compris.

La vraisemblance du processus VAR( p) s’écrit alors :

T
L(X;,...,X
t[[l \/detZ

T

_1 X, — X _ _ X S 1 X, — X _
P |3 P1X¢- PpXi—p) 2 P1X¢-
X e ( t 1V t—1 D tp) ( t 1\ t—1

t=1

La log-vraisemblance du processus VAR(p), quant a elle, s’écrit :

TN
logL(Xl,...,XT):——log27r——10g2 — ZatE £¢

- ‘Zﬁpthp)

La maximisation de cette log-vraisemblance permet alors d’obtenir les

estimations des parameétres ¢y, . .., ¢, et de la matrice de variance-covariance

5.

2.7 Choix des retards

Pour déterminer le nombre de retards d’un modéle & retards échelonnés,

nous avons présenté les critéres d’Akaike et de Schwarz. Dans le cas de la

représentation VAR, ces critéres peuvent étre utilisés pour déterminer I’ordre

p du modéle. La procédure de sélection de I'ordre de la représentation consiste

a estimer tous les modéles VAR pour un ordre allant de 0 a h (h étant le

retard maximum admissible par la théorie économique ou par les données
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disponibles). Les fonctions AIC(p) et SC(p) sont calculées de la maniére

AIC(p) =In [det|2|
npln n”pln(k)
SC(p) =1In det|Z|

avec : n = nombre de variables du systéme ; k = nombre d’observations;

suivante :
2n 2n7p

p = nombre de retards; Y. = matrice des variances covariances des résidus
du modéle.

Le retard p qui minimise les critéres AIC ou SC est retenu.

2.8 Prévision dans un VAR stationnaire

2.8.1 Cas d’un VAR(1)
Considérons le cas d'un modéle VAR(1) centré tel que Vt € Z :
Xi=¢o+ ¢1Xi1 + e

Supposons que l'on dispose de T réalisations (X7, Xo, .., X7), d'un estimateur
convergent ¢7 de ¢, et d'un estimateur convergent ¢f de ¢, La formule qui
permet d’obtenir une prévision de la réalisation a la date T+ 1 du processus

X; est donc naturellement donnée par :
Xra1 = E(Xe1 | Xp, Xre1, oy X1) = b0 + 01 X,
A T’horizon T+ 2, on a :
XT-',—Q = E(Xipo| X1, X1, ., X1) = ng + leXt—&—l =(I+ le)cgo + QAﬁXT

Proposition 2.8.1. De la méme facon a un horizon h, la prévision d’un

VAR(1) est donnée par :

XTJrh = E(Xrin| Xp, Xroq, ., Xh) = (I + (51 + é? + ..+ &?71)50 + (%LXt
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Dés lors, lerreur de prévision s’écrit sous la forme :
Xron — Xron = Xoon — E(Xpgn| X, Xroy, 0, X0)

= Xrin— E(X7pynler,er—1, ... €1)
h—1

= Z ¢§5T+h—i
=0

Par définition des bruits blancs, cette erreur de prévision a une espérance

nulle. La matrice de variance covariance de l’erreur de prévision est donc :

B |(Xren = Xrn) (X = Xran) | Xr, Xpo1, X

= Lk [(5T+h +prerin-1 + .+ U7 er) (Ergn + Yierpaor + .+ W_IC‘TH)/]

h—1
= D Ui)
=0
Proposition 2.8.2. Pour un processus VAR(1), la matrice de variance cova-

riance de 'erreur de prévision a un horizon h est déterminée par la relation :

h—1
L |:<XT+h — Xrin) (Xran — Xon) [ X, Xroa, o Xl] = > i)
=0

Les variances des erreurs de prévisions pour les processus univariés (Xi 7, Xor, ...

sont déterminés par la diagonale principale de cette matrice.

2.8.2 Cas d’un VAR(p)

A la date T, on souhaite effectuer une prévision de X7, et déterminer
une région de confiance de la prévision de Xp,.

On considére le modéle

H(L)Xp = p+ e
avec det ¢(Z) ayant toutes ses racines de module strictement supérieur a 1.

On s’intéresse a la solution stationnaire (X;).

Xri1 = BEL(Xr|l,Xr)

Xrin = EL(Xrisll, X7)
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Plus précisément on a

XT—H = pu+nXr+- -+ pXriip + EL(erya|l, X7p)

-~

0

Xrio = p+ g1 Xrp + -+ OpXrporpy + 12
XT+2 = u+ ¢ Xpp oo+ pXriogp + EL(ery2|1, X7)

s

~\~

0

p
Xrn = 4 6 Xronk +erin
1

p
Xryn = p+ Z OpXrph—i +0
1

avec XT+h_k = Xrippsik > h.
C’est la méthode itérative de calcul de la prévision de X,y
Région de confiance sous hypothése de normalité
-Sih =1, Xpp1 — Xpy1 = 41~ N(0,%.) car les er sont iid et
~ N(0,%,). La région de confiance de R"™ dans laquelle X7,; a une

probabilité 1 — « de se trouver est
{(XT+1 — Xr41) B (X1 — Xrpa) < Q1—a(x2(”))}
- Sih=2, Xrp2 — Xrpo = 01(Xrp1 — Xrp1)erso
V(Xrio — X1ia) = 6156, + L.
D’ou
(X712 — Xri) (615201 + 52) ™ (Ko — Xppa) ~ X%(n)

On peut en déduire comme précédemment une région de confiance au

niveau 1 — o.

Exemple 11. Spécification, estimation et prévision d’un modéle VAR
Nous cherchons a modéliser, sous la forme VAR, la demande (x14) et les
priz (zg;) d’une matiére premiére. Nous disposons des données trimestrielles

CVS et en différences premiéres sur 18 ans (tableau 2.1).
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Tableau 2.1 - Demande et priz CVS et en différences premieres (extrait des

données)

Date L1t Tot
0001Q1 | -146,4 | -75,6
0001Q2 | 19,2 1,8

0018Q3 | 19,2 | -16,2
0018Q4 | 50,4 | 3,6

On demande :
1. de rechercher l’ordre du modeéle VAR,
2. d’estimer les paramétres du modele,
3. de calculer une prévision pour [’année 19

1) Rechercher l'ordre du modéle VAR

Nous allons utiliser les critéres de Akaike et de Schwarz pour des déca-
lages h allant de 0 a 4. Nous devons donc estimer quatre modéles différents
et retenir celui dont les criteres AIC et SC sont les plus faibles.

Estimation du modele pour h = 1
| |a}| | |en @l | |ru-a| | |ew
=l ol Tl1 2 +
Tt g A1 Qo1 [T2t—1 2

0 1 2
Ty = a4 + a11T1t-1 + a1 T2t—1 + €1+ €t

Ou encore :

0 1 2
Tor = Qg + Ay1L1t—1 + A91Tot—1 + €9t + E9¢

Pour estimer les parameétres de ce modele, nous pouvons utiliser la méthode

des moindres carrés ordinaires (MCO) pour chaque équation.

Ty = 0, 00676 x T1t—1 — O, 6125 x Top_1 + ].7, 129
Tor = —0, 1752 x Ti—1 + 0, 2992 x Tot—1 — 12, 862

On calcule
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Gt s - [varsf varals2] _ [1500,002 —674, 339

= 1345379.
—674,339 1200,074

vare|gy  vares

Dans toute la suite des calculs nous retenons la méthode 1, soit :

Var(e1;) = 1500,002; Var(ey) = 1200,074; Cov(eyy, e91) = —674, 339

1500,002 —674,339
Soit det(Y>,) = ’ ’ — 1345379.
—674,339 1200, 074
Pourp=1:
2k>p 9
AIC(p) =In |det > | + = In(1345379) + (2 x 22 x 1)/71 = 14,28
n

et

SC(p) = In [det(Z)] + w = In(1345379) + (2% x 1 x In(71))/71

= 14,47
Nous pouvons calculer de la méme maniére :
AIC(2) =14,31; AIC(3) = 14,39; AIC(4) = 14,45
SC(2) =14,56; SC(3) = 14,78; SC(4) = 14,97

Le nombre de décalages retenu correspond a la valeur la plus faible des
criteres soit 1 p = 1.
2) Estimation des paramétres

Le modele VAR(1) estimé s’écrit :

Ty = O, 00676 x T1g—1 — 0, 6125 x Tor_1 + 17, 1292 + E1t

(0,06) (4,47) (2,87)
Lot = —O, 1752 x Tip—1 + O, 2992 x Tot—1 —12, 862 +E9t
(1,84) (2,44) (2,41)

3) Prévision

La préuvision est calculée en faisant « tourner » le modéle :

52’1773 = 0, 0067 x T1,72 — 0, 6125 x L2172 + 17, 129
i'2773 = —0, 1752 x T1,72 -+ 0, 2992 x To 72 — 12, 862
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F173 = 0,0067 x 50,4 — 0,6125 x 3,6 + 17,129 = 15,3
fars = —0,1752 x 50,4+ 0,2992 x 3,6 — 12,862 = —20,6

F174 = 0,0067 x 15,3 — 0,6125 x —20,6 + 17,129 = 29,9
foa = —0,1752 x 15,3+ 0,2992 x —20,6 — 12,862 = —21,7

Z175 = 0,0067 x 29,9 —0,6125 x —21,7 4 17,129 = 30,6
Zozs = —0,1752 % 29,9 40,2992 x —21,7 — 12,862 = —24,6

F176 = 0,0067 % 30,6 —0,6125 x —24,6 + 17,129 = 32,4
F176 = —0,1752 x 30,6 40,2992 x —24,6 — 12,862 = —25,6

2.9 Causalité

Une des questions que 'on peut se poser a partir d'un VAR est de savoir
s’il existe une relation de causalité entre les différentes variables du systéme.

Il existe ainsi plusieurs définitions de la causalité :
- causalité au sens de Granger (1969) ;

- causalité au sens de Sims (1980).

2.9.1 Causalité au sens de Granger

Granger (1969) a proposé les concepts de causalité et d’exogénéité : la
variable X,; est la cause de Xy, si la prédictibilité de X;; est améliorée
lorsque l'information relative a Xy; est incorporée dans 1’analyse. Soit le mo-

dele VAR(p) pour lequel les variables Xy, et Xy sont stationnaires :

on) 4 (l% b% Xlt—l I a% b%
bo a% b% X2t—1 as b%

Le bloc de variables (221, Ta—2, ..., Tat—p) €st considéré comme exogéne par

[\V]

rapport au bloc de variables (z1;—1, 12, ..., Z1:—p) si le fait de rajouter le bloc
Xy, n’améliore pas significativement la détermination des variables Xi;. Ceci

consiste & effectuer un test de restrictions sur les coefficients des variables
Xy, de la représentation VAR (noté RVAR = Restricted VAR). Soit :

Xit—2 azl, bzl, Xlt—p i
Xoi—o a]% b,% X2t—p

€1t

€2t

|
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e X, ne cause pas Xy, si 'hypothése suivante est acceptée
HO bl = by = .. = bl =0,
e Xy, ne cause pas Xy, si 'hypothése suivante est acceptée
H():a%:a%:...:af):().
Si nous somme amenés & accepter les deux hypotheses que Xy; cause Xy,

et que Xo; cause Xy, on parle de boucle rétroactive « feedback effect ».

Application au cas d’un VAR(p) avec n = 2

Pour un VAR(p) avec n = 2, la condition de la causalité de Granger est
immeédiate a obtenir.
Résultat, Dans le systéme bi-varié suivant VAR(2) : Vt € Z

Yt C1 ¢%1 <Z5%2 Yi—1 %1 ¢%2 Yi—2
Zt: -
()= () (G ) (o) (3 ) 0)-

p p
P11 Do Yt—p Eyyt

ot » » =+
21 22 Ti—p Ext

la variable x; ne cause pas la variable y; si et seulement si :

1 2 3
¢12: 12 — 12:~--:¢11)2:0

Autrement dit, la variable x; ne cause pas la variable y; si et seulement

si les matrices ¢; sont toutes triangulaires inférieures, Vi € [1, p).
En effet, réécrivons le processus sous cette condition, on a :

Ut C1 ¢%1 0 Yt—1 ¢%1 0 Yt—2
Zt: -
()= () () (o) () ()

0 Yt—p I

Phy Dby Lt—p Ext

€
y7t
ot

Des lors,
E(Yern|Ye: Y1, 1) =1 + ¢i1yt + ¢%1yt—1 + .+ O Y

E(yt+h|yta Yt—15- -3 Y1, Tty Tp—1, " " ° 7$1) = +¢11yt+¢%1%—1+- . -+¢11)1yt—p+1

On a bien alors :

E(yt+h|yt7 Yt—1,--- 791) = E<yt+h|yt,yt—1, e Y1, Tty Tp—1,y 0 0 ,Il)
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2.9.2 Causalité au sens de Sims

Sims (1980) présente une spécification de test légérement différente, en
considérant que si les valeurs futures de y;; permettent d’expliquer les valeurs
présentes de o, alors yo; est la cause de yy.

Ceci se traduit par la représentation suivante :

p p p
0 1 2 2
Yie = a;+ E a1;Y1t—i + g ai;Y2t—i + E by yoryi + €1t
i—1 i=1 i=1

p p p
0 2: 1 E 2 E 1
Yo = CL2 —+ a2iy1t—i + GQint_z’ + b@ Y1t+i + Eat
i=1 i=1 i=1

e Yy, ne cause pas yy si I’hypothése suivante est acceptée
HO:bf:bgz...:bf):().

® 1o, ne cause pas yy; si ’hypothése suivante est acceptée
HO:b%:béz...:b‘},:O.

2.10 Dynamique d’un modéle VAR

Les modéles VAR sont souvent analysés au travers leur dynamique et ce
via la simulation de chocs aléatoires et ’analyse de la décomposition de leurs

variance.

2.10.1 Analyse impulsionnelle

Nous arrivons maintenant au cceur de 'analyse des modéeles VAR. Un
modéle VAR modélise par essence les relations dynamiques entre un groupe
de variables choisies pour caractériser un phénomene économique particulier.
L’analyse impulsionnelle va permettre de déterminer 'influence d’un choc
relié & I’évolution d'une des variables sur les autres variables du systéme. La
non-causalité de Granger va jouer un réle important si elle est introduite
dans le systéme car elle spécifie justement que les chocs associés & une va-

riable n’ont possiblement pas d’influence sur d’autres variables.

Quelle est 1'idée générale de 'analyse impulsionnelle (analyse des chocs) ?
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Idée Générale Une fonction de réponse aux innovations résume l'informa-
tion concernant I’évolution d’une composante x;; qui intervient suite a une
impulsion sur z;; & la date 7', en supposant que toutes les autres variables
sont constantes pour ¢t < T

Exemple 12. On considére un processus bi-varié {Y;,t € Z} admettant une
représentation VAR(1) telle que :

yir = 3+02y11 +0.7y2—1 + 1
Yor = 1+0.3y1e—1 +0.4y2_1 +

On pose Y, = (yy yu) et e = (e1 €21) . On suppose que les chocs ey,
et e9; sont corrélés. Cette hypothese est particulierement importante pour la

suite de cet exemple.

/ o2 o 1 05
E(ge,) = ( 1 122> - ( )
012 05 0.5 1

On cherche a identifier l'impact d’un choc unitaire sur yor a la date T sur
la dynamique de la variable y1; aux périodes postérieures a T', en supposant
les évolutions de ces deux variables pour t < T connues et données. Cela

revient a supposer :
Eor = 1, Eop = O, vVt >T

On cherche donc a déterminer la variation de y,; engendrée par ce choc.
Pour cela considérons la décomposition de Wold du processus Y; déterminée

par :
Y1 = M1 + Z Y1t
i=0

ou q; désigne la premiere ligne de la matrice v; issue de la représentation
VMA :

Y, =9(L)e = Z%&H’
i=0

_ 9.25 = [—-02 —0.7 ' _
}/;: Y1t—1 _ —|—Z E1t—1
Yar—1 6.29 = \-03 —04) \ey
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On pourrait penser que suite au choc eor = 1, dans ce cas, la suite des
réalisations yyrop soit donnée directement par les coefficients correspondants
du vecteur 11;. On obtiendrait ainsi une fonction de réponse de la variable y,
a une impulsion de la variable yo. C’est une premiére possibilité de fonctions
de réponse.

Le probleme ici c¢’est qu’en raison de la corrélation des deux chocs, 'im-
pulsion initiale sur eop n’est pas sans influence sur l'innovation e1r qui entre
elle aussi dans la représentation moyenne mobile infinie de yy;. Condition-
nellement a la réalisation de eor, du fait de la corrélation des deux chocs,
la probabilité d’engendrer une innovations 17 non nulle est-elle méme non

nulle.

Or généralement, ce qui est intéressant sur le plan économique c’est d’en-
visager une impulsion sur la composante orthogonale de o4 a €14. C’est a dire,
il convient d’isoler linnovation "propre” au processus ys; non "polluée” par
la réaction de linnovation yy,. C’est pourquoi, il convient dans le cas géné-
ral ou E(ee;) # I, d’orthogonaliser les innovations. On considére donc la

décomposition suivante de la matrice de covariance des innovations :

/

ADA

ot A est une matrice (2,2) triangulaire inférieure et o D est une matrice

diagonale. Dans notre exemple, on a :

2 2 g1z
o1 012 . 1 0 01 0 1 U%
2 T\ o2 1 0 o2— oiy 0 1
J12 03 o7 27 52

D’ot dans notre exemple :

05 1 0 0.75

On pose :

Ve = A_léft
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On remarque alors que les innovations v, sont des combinaisons linéaires
des innovations du modéle initial €, qui possedent une propriété d’indépen-

dance puisque :

’

E(vw,) = A’IE(stg;)(Afl)
= AT(ATY
= A'ADA' (A
=D

’

Donc la matrice de variance covariance des innovations vy est diagonale,
ce qui prouve que ces innovations ne sont pas corrélées. Dans notre exemple,
il est tres simple de constater que cette orthogonalisation correspond a la
projection linéaire des o4 sur les 14. Le résidu vy, correspond a la composante

orthogonale des 9.

. 012 . €1t
Vot = &9t — —5 €1t = €2t — 5~
oy 2

E(U2€/1t) = E<U20/1t) =0

Reprenons la décomposition de Wold associée a 'Y, il vient :
Yi=m+y(L)e,=m+ Z dier
i=0

Or on pose ¢, = Auvy, des lors cette représentation VMA(co) peut se

réécrire en fonction d’innovations v, non corrélées.
oo oo
7 7 i
Y, =¢(L)e;, = m+ E v = m + E (P A) v
=0 i=0
On obtient donc dans notre exemple :

_ 9.25 >~ (—-0.2 —0.7 i 1 0 _
Y, = Y1t—1 _ +Z U1t—1
Yot—1 6.29 i—0 -0.3 —-04 0.5 1 Vot—1

De facon équivalente on peut réécrire le VAR en fonction des seules in-

novations orthogonales :

E1t 1 0 U1t
&t = AUt <~ =
Eot 05 1 Vot
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yie = 3+ 0.2y1-1 + 0.7y2—1 + vy
Yor = 14 0.3y1e—1 + 0.4y2—1 + 0.501 + vy
Deés lors, on construit de la méme fagon la séquence des yi i, obtenus

conditionnellement a un choc unitaire sur la composante orthogonale vor.

Cela revient a supposer :

Vo = 1, Vot = 0, Vt>T

Cas général

On cherche ainsi de fagon générale & se ramener a une représentation ot

les innovations sont orthogonales.

Proposition 2.10.1. Dans le cas général ot E(g.e;) # I, on orthogonalise

les innovations de la fagon suivante. On pose :
Ve = A_léft

ot la matrice A est issue de l’orthogonalisation de :

/

ADA

ou A est une matrice (2,2) triangulaire inférieure et ou D est une matrice
diagonale. On cherche donc a récrire le systéeme VAR non plus en fonction
des innovations corrélés €,, mais en fonction des innovations orthogonales v,
qui satisfont :

E(vw,) = D

Proposition 2.10.2. Cette phase d’orthogonalisation implique toutefois que
Uordre dans lequel sont disposées les variables du VAR affecte ’analyse dy-

namique et en particulier l’analyse des fonctions de réponse.

Exemple 13. En effet, reprenons l’exemple précédent. On considére un pro-

cessus bi-varié {Y;, t € Z} admettant une représentation VAR(1) telle que :

yie = 3+0.2y;—1 +0.7Tyy_1 +en
yar = 1+0.3y1—1 +0.4y2—1 +
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On suppose que les deux chocs €1, et €94 sont corrélés et ont des variances
différentes.

cov(eyeq) = 50% =los =2

Il existe deux fagons d’écrire le VAR, soit on pose Y, = (yu ygt)', soit 'on
éerit Yy = (yar ,y1t). Le choiz de lordre des variables va dés lors conditionner

notre schéma d’orthogonalisation :
1. Cas 1 : on écrit Y; = (y1 ,ygt)/ et g, = (slt,am)/. Deés lors, on pose :
2
/ o J12 1 0.5
E(6t€t> = ! 2 =
012 Oy 0.5 2
Dans ce cas, on a :

ADA — 1 0\(1 O 1 0.5
05 1/\0 1.75/)\0 1

Les innovations orthogonales sont donc définit par :

-1
v, = A_lgt — U1t _ 1 0 E1t _ 1 0 E1t
Vot 05 1 Eot —-05 1 Eat

Vit = €t
— { -1

Vgt = 5 €1t T €

Dés lors vyy mesure la composante de o4 orthogonale a e14.

2. Cas 2 : on écrit Yy = (yy y1y) et &, = (90 €14) . Dés lors, on pose :

, o2 o 2 0.5
E(ge,) = ( 2 1;) :( )
012 Oy 0.5 1

Dans ce cas, on a :

ADA — 1 0\(2 O0\[1 0.25
025 1/\0 0 1

Les innovations orthogonales sont donc définit par :

0|3



2.10.2 Décomposition de la variance 60

-1
U — A le, e Uar | 1 0 €at ) 1 0 Eot
! ! vy 025 1 1y 025 1) \ey

1
Vg = —3€2t T E1t
_ { !

Vot = €2t
Dans ce cas, vy n'est rien d’autre que €9, qui par nature est corrélé avec

E1t-

3. En conséquence, dans cet exemple on montre que (i) si l'on désire
étudier 'impact d’une innovation "pure” du processus yo; sur le niveau de yyy,
et que (ii) on retient cette méthode d’orthogonalisation, il convient d’écrire
le systeme VAR sous la forme Y; = (y1e , yat) : Bien entendu, les fonctions
de réponse obtenues dans les deux cas ne sont pas identiques.

Résultat  De fagcon générale dans U'écriture d’un VAR, la variable, que
l’on suppose économiquement étre la variable explicative, doit figurer apres

la variable dont on veut expliquer les évolutions.

2.10.2 Décomposition de la variance

La décomposition de la variance de I'erreur de prévision a pour objectif de
calculer pour chacune des innovations sa contribution a la variance de ’erreur.
Par une technique mathématique, on peut écrire la variance de 'erreur de
prévision & un horizon h en fonction de la variance de l'erreur attribuée a
chacune des variables ; il suffit ensuite de rapporter chacune de ces variances
a la variance totale pour obtenir son poids relatif en pourcentage.

Reprenons notre modele VAR(1) & deux variables 1 et xq, la variance

de l'erreur de prévision pour x4, peut s’écrire :

oz, (h) = o2 [} (0) + 41 (1) + ... + ¢F (h — 1)]
+02, [5,(0) + ¢35 (1) + ... + ¥35(h — 1)]

ot les 1;; sont les termes de la matrice ¥ de la Représentation VMA d’un pro-
cessus VAR. A I’horizon h, la décomposition de la variance, en pourcentage,
des propres innovations de xq; sur x4, est donnée par :

02, [011(0) + 91 (1) + .. + ¢y (b — 1)]
a2, (h) '
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Et la décomposition de la variance, en pourcentage, des innovations de

T1; sur xy, est donnée par :

0-822 [1035(0) + 35 (1) + ... + P3(h — 1)]
oz, (h)

L’interprétation des résultats est importante :

- si un choc sur 1, n’affecte pas la variance de l'erreur de x5 quel que soit
I’horizon de prévision, alors x5 peut étre considéré comme exogéne car

To; évolue indépendamment de €y, ;

- siun choc sur ey; affecte fortement - voir totalement - la variance de I’erreur

de x9, alors w9, est considéré comme endogéne.

Dans la pratique, les résultats ne sont pas aussi marqués mais indiquent la

contribution de chacune des variables a la variance de l’erreur.

2.11 La cointégration et le modéle a correction

d’erreur

2.11.1 Le concept de cointégration

L’analyse de la cointégration permet d’identifier clairement la relation vé-
ritable entre deux variables en recherchant 1’existence d’un vecteur de coin-

tégration et en éliminant son effet, le cas échéant.

Propriétés de ’ordre d’intégration d’une série

Une série est intégrée d’ordre d (notée x; — I(d) ), s’il convient de la
différencier d fois afin de la stationnariser.

Soit une série zq; stationnaire et une série x9; intégrée d’ordre 1 :
= Tt + Lot — [(0)

La série y; = xq; + xo; est non stationnaire puisque ’on somme une série

affectée d’une tendance et une série stationnaire.
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Soit deux séries q; et xo; intégrées d’ordre d :
=z + 29 — 1(7)

La combinaison linéaire axyy + fxoy — I(7) . En effet, le résultat dépend des
signes des coefficients a, ( et de I'existence d’'une dynamique non stationnaire

commune. Examinons un autre cas de figure :

Tt — [(d)

, , :>a:1t+x2t—>[(?)
vy — I(d) d +d

Il s’avére impossible de conclure car on somme deux séries d’ordre d’intégra-
tion différent.
Soit deux séries affectées d’une tendance :

— dans un premier cas, les deux séries ont une tendance d’évolution
constante sur une premiére période et puis une tendance d’évolution
divergente en une deuxiéme période, les séries ne sont pas cointégrées
(cf. figure 2.1).

— dans un deuxiéme cas, les deux séries ont une évolution constante sur
toute la période, les séries sont cointégrées (cf. figure 2.2), il existe une

évolution de long terme constante entre les chroniques.

250

200 T

150 -

100 /

70 72 74 76 78 80 82 84 86 83 90 92 94

Figure 2.1 : Les variables x; et z; ne sont pas cointégrées.
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80

20

70 72 74 76 78 80 82 8 86 85 90 92 94

Figure 2.2 : Les variables z; et y; sont cointégrées.

Conditions de cointégration

Deux séries x; et 1y, sont dites cointégrées si les deux conditions sont
vérifiées :
— elles sont affectées d’une tendance stochastique de méme ordre d’inté-
gration d,
— une combinaison linéaire de ces séries permet de se ramener a une série
d’ordre d’intégration inférieur.
Soit :
yw—  1(d)
tel que ayxy + any; — I(d —b), avec d > b > 0.

On note : x¢,y — CI(d,b) ou [a; an] est le vecteur de cointégration.

Dans le cas général a k variables, on a :
x1 —1(d)
xoy —1(d)
onnote Xy = [T14 Toy - .. Try
Ty —1(d)
s'il existe un vecteur de cointégration a = [ag s ... ay] de dimension (k,1)

tel que aX; — I(d —b), alors les k variables sont cointégrées et le vecteur de

cointégration est a. On note que X; — C1(d,b) avec b > 0.



Chapitre 3
Simulations et Applications

La simulation, en général demande beaucoup d’attention, car les erreurs
peuvent causer des problémes du modeéle, soit dans la réalisation du pro-
cessus, soit dans l'estimation des parameétres du modéle. Ces erreurs sont
liées d'une part avec le fait qu’on a réalisé en réalité des pseudo aléatoires-
aléatoires et d’autre part avec les erreurs de calculs. Les simulations suivantes
sont réalisées a 'aide de logiciel R 3.4.4 (logiciel libre disponible sur le site :

https ://cran.r-project.org) et en utilisant les packages dse, vars et tseries.

3.1 Simulation d’un modéle AR

3.1.1 Simulation d’un processus AR(1)

Pour simuler un AR(1) (¢ = 0.7), tracer son graphe, ses autocorrélations

et ses autocorrélations partielles on utilise le code suivant :

e Code R 1.1. Simulation du processus AR(1) avec ¢ = 0.7 :
y=arima.sim(n=100,list(ar = 0.7 ),innov=rnorm (100) )

y

op=par (no.readonly=TRUE)

layout (matrix(c(1,1,2,3),2,2,byrow=TRUE))
plot.ts(y,ylab="")

acf (y,main=’Autocorrelations’,ylab="’,ylim=c(-1,1)

,ci.col=’black’)

64
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pacf (y,main=’"PartialAutocorrelations’,ylab="’,ylim=c(-1,1)
,ci.col=’black’)

Dans le code R 1.1, les fonctions utilisées sont contenues dans le package
stats. Cependant, Il est a noter que les mémes fonctions sont fournies dans
le package fArma de Weurtz [2007a). Ces fonctions incluent la simulation
(armaSim()), Pestimation (armaFit()) et la prévision (predict()) ainsi que
I’évaluation de la stabilité (armaRoots()) et le calcul de 'autocorrélation

théorique et les fonctions d’autocorrélation partielle (armaTrueact ()).
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Figure 3.1 : Graphe des séries temporelles du processus AR(1), ¢ = 0.7.

3.1.2 Simulation d’un processus AR(2)

La stabilité d’un tel processus peut facilement étre vérifiée avec la fonc-
tion polyroot(). Dans le code R 1.2, ce processus AR(2)(y; = 0.7y;—1 —

0.64y;_2 + €¢), est généré en utilisant la fonction filter() a la place de
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arima.sim() comme dans le code

R 1.1. L’avantage d’utiliser filter () est que des processus AR(p) instables

peuvent également étre générés. Ensuite, le processus AR(2) généré est es-

timé avec la fonction arima(). Les estimations sont proches de leurs valeurs

théoriques, comme on pouvait s’y attendre avec un échantillon de 1000. Les

modules du polyndéme caractéristique sont récupérés avec Mod () et les parties

réelles et complexes avec les fonctions Re () et Im(), respectivement. Veuillez

noter que les signes des coefficients estimés doivent étre inversés pour le cal-

cul des racines. Les racines peuvent étre représentées dans un systéme de

coordonnées cartésiennes avec un cercle d’unité, comme le montre la figure

(3.3)

e Code R 1.2. Simulation d’un processus AR(2) avec ¢; = 0,7 et

Py = —0,64

series= rnorm(1000)

y.st=filter(series,filter=c(0.7 ,-0.64) ,method= ’recursive’)

y.st

ar2.st=arima(y.st,c(2,0,0),include.mean=FALSE, transform.pars=FALSE
,method="ML"’)

ar2.st$coef

op=par (no.readonly=TRUE)

layout (matrix(c(1,1,2,3),2,2,byrow=TRUE))

plot(y.st)

acf(y.st,main=’Autocorrelations’,ylab="’,ylim=c(-1,1)
,ci.col="black’)

pacf(y.st,main=’Partial Autocorrelations’,ylab=’’,ylim=c(-1,1)
,ci.col="black’)

polyroot(c(l,-ar2.st$ coef))

Mod (polyroot(c(1,-ar2.st$coef)))

root.comp= Im(polyroot(c(l, -ar2.st$coef)))

root.real=Re(polyroot(c(l,-ar2.st$ coef)))

f Tracer les racines dans un cercle d’unités

x=seq(-1,1,length = 1000)

yl= sqrt(1- x~2)

y2=-sqrt(1- x~2)
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plot(c(x,x),c(yl,y2),xlab="Real part’,ylab=’Complex part’,type=’1’
,main=’"Unit Circle’,ylim=c(-2,2),xlim=c(-2,2))
abline (h=0)
abline(v=0)
points(Re(polyroot(c(1l,-ar2.st$coef))),
Im(polyroot(c(l,-ar2.st$coef))),pch=19)
legend(-1.5,-1.5,1egend="Roots of AR(2)’, pch=19)
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Figure 3.2 : Graphe des séries temporelles du processus AR(2), ¢; = 0.7
et ¢2 = —0.64.
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Figure 3.3 : Cercle unitaire et racines du processus AR(2) stable, ¢; = 0.7
et ng = —0.64.

3.2 Un modéle AR pour lh

3.2.1 Choix d’un modéle

On s’intéresse maintenant au jeu de données 1h. On trace sa trajectoire,
son ACF et son PACF avec myplot. Peut-on utiliser un AR(1) ou un AR(3)
pour fitter 1h de fagon simple?

On peut utiliser la fonction arima pour fitter. La fonction arima estime
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les parameétres du modéle par maximum de vraisemblance et /ou par moindres
carrés (par défaut). Elle calcule également la valeur des critéres AIC, AICc
et BIC.

La fonction auto.arima du package forecast effectue la sélection du
modéle selon les critéres AIC, AICc et BIC.

X =1h

X

lh.arl= arima(X, order = c(1, 0, 0))
lh.ar3= arima(X, order = c(3, 0, 0))

lh.auto= auto.arima(X)

Le critére AIC préfere le modele AR(3) (de peu), par contre les critéres
AICc et BIC préferent le modéle AR(1). Pour comparer les deux fits, on peut
utiliser la fonction tsdiag sur un fit obtenu avec la fonction arima.
tsdiag(lh.arl)
tsdiag(lh.ar3)

Cela affiche les résidus du fit, ’ACF des résidus, et les p-values du test de
Ljung-Box. On constate que le fit utilisant un modeéle AR(3) semble meilleur
qu’avec I’AR(1).

3.2.2 Prévision

En utilisant le fit 1h.ar3, on peut prédire les prochaines valeurs de la
série 1h. On utilise pour cela la fonction predict.
lh.fore= predict(lh.ar3, 12)
lh.fore
ts.plot(lh, lh.fore$pred, lh.fore$pred + 1.96 * 1lh.fore$se,
+ 1lh.fore$pred -1.96 * 1lh.fore$se, gpars = list(lty =
+ c(1, 1, 2, 2), 1lwd = c(1,2, 1, 1)),main =’1h prediction’,
+ xlab = ’Time’, ylab = ’1h’)
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Figure 3.4 : Graphe de prévision du processus lh.

3.3 Simulation d’un modéle VAR

3.3.1 Spécification, hypothéses et estimation

Pour les processus VAR on utilise les fonctions VAR() et VARselect ()
contenues dans le package vars. Dans la premiére fonction, un modéle VAR(p)
approprié sera estimé en fournissant le nombre de retard maximal, lag.max,
et le critére désiré. Le résultat de la fonction VARselect () est une liste d’ob-

jets le premier élément dit selection et le deuxieme criteria .

Nous allons maintenant générer un processus VAR(2) artificiel bidimen-

sionnel qui obéit a la forme suivante :

5.0 0.5 0.2 —-0.3 —-0.7
hip _ 4 Y1 I Y1 I €1 .
Y2 ; 10.0 —0.2 —-0.5 Y2 i1 —0.1 0.3 Y2 o €9 ;

Le processus ci-dessus est simulé dans le code R 2.1. Ceci est réalisé en

employant la fonction ARMA() et simulate (), contenue dans le package dsel.
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Dans la premiére étape, le polynome de retard ¢(L) décrit dans I’équation
(¢(L)X: = &) est créé comme un tableau par Apoly. La forme de la matrice
de variance-covariance du processus d’erreur est une matrice d’identité sto-
ckée en tant qu’objet B, et finalement le terme constant est assigné comme
TRD. Un objet ARMA est ensuite créé et le modéle est simulé pour un échan-
tillon de 500 observations. Les séries résultantes sont extraites de la sortie de
I’élément de output et représentées sur la Figure (3.5). A 1'étape suivante,
I'ordre de décalage est déterminé empiriquement en utilisant VARselect ().
Alternativement, le modéle VAR(p) aurait pu étre estimé directement en dé-
finissant lag.max = 4 et type =’AIC’. Tous les critéres indiquent un ordre
de décalage de deux. Enfin, un VAR(2) avec une constante est estimé avec la
fonction VAR(), et on vérifie la stabilité de ses racines en appliquant la fonc-
tion roots() al'objet varsimest. La fonction a un argument ’modulus’ de
type logique qui retourne par défaut les modules des valeurs propres; si non,
un vecteur de nombres complexes est renvoyé.

Les résultats du VAR(2) pour les variables i et y, sont présentés dans les
tableaux (3.1) et (3.2), respectivement. Comme prévu, les coefficients estimés
sont proches de leurs valeurs théoriques, et tous sont significativement diffé-
rents de zéro. Enfin, les valeurs propres de la forme associée sont inférieures

a un et sont fourni dans le tableau (3.3).

Tableau 3.1. résultat VAR pour y;

Variable estimation Std. Erreur t —valeur Pr(> |t|)
Niveaux décalés
yl.l1 0.4998 0.0354 14.1003 Oe + 00
y2.01 0.1551 0.0407 3.8085 2e — 04
yl.02 -0.3291 0.0352 —9.3468 Oe + 00
y2.02 -0.7550 0.0454 —16.6466 Oe + 00
Déterministe

const. 5.9196 0.6197 9.5531 Oe + 00
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Tableau 3.2. résultat VAR pour ys

Variable estimation Std. Erreur t — valeur Pr(> |t|)
Niveaux décalés
yl.l1 —0.1499 0.0358 —4.1920 Oe + 00
y2.01 —0.4740 0.0411 —11.5360 Oe + 00
yl.12 —0.1184 0.0355 —3.3328 9e — 04
y2.02 0.3006 0.0458 6.5684 Oe + 00
Déterministe
const. 9.7620 0.6253 15.6124 Oe + 00

Tableau 3.3. Valeurs propres de la forme associée

1

2 3

4

Valeurs propres 0.8311 0.6121 0.6121 0.6049

e Code R 2.1. Simulation d’un modéle VAR(2)
Apoly= array(c(1.0,-0.5,0.3,0,0.2,0.1,0,-0.2,0.7,1,0.5,-0.3)
,c(372,2))

Apoly

# Définir la covariance a I'identité -matrix

B = diag (2)

f Réglage du terme constant a 5 et 10

TRD = c(5,10)
TRD

# Générer le modele VAR(2)

var2=ARMA (A=Apoly,B = B,TREND

f Simulation de 500 observations

varsim= simulate(var2,sampleT

noise = list(w

TRD)

500,

= matrix(rnorm(1000)

,nrow = 500,ncol=2)),rng =1list( seed = c(123456) ) )

# Obtention des séries générées
vardat=matrix(varsim$output,nrow

colnames(vardat)=c( ’yl1 ?,

i Plot de serie

7y27)

= 500,ncol=2)
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plot.ts( vardat,main =’’, xlab =’’)

# Déterminer un décalage approprié

infocrit=VARselect(vardat,lag.max = 3,type =’const’)

f Estimer le modéle

varsimest= VAR(vardat,p = 2,type =’const’,season = NULL,
exogen = NULL)

f Alternativement, la sélection selon AIC

varsimest= VAR(vardat,type = ’const’,lag .max = 3,ic =’SC’)

f Vérification des racines

roots=roots(varsimest)

y1
2488
|

-2
!

y2
10

4 & 8
|

Figure 3.5 : graphes des séries chronologiques de la simulation du
processus VAR(2) .

3.3.2 Tests de diagnostic

Pour tester la corrélation on utilise la fonction serial.test(). Et pour

la normalité on utilise la fonction normality.test.
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e Code R 2.2. Tests de diagnostic du processus VAR(2)

f tester la corrélation

args(serial.test)

f Portmanteau-Test

var2c.serial= serial.test(varsimest,lags.pt =16,type = ’PT. asymptotic’)
var2c.serial

plot(var2c.serial,names =’y1’)

plot(var2c.serial ,names =’y2’)

f tester la normalité

args(normality.test)

var2c.norm = normality.test(varsimest,multivariate.only = TRUE)

var2c.norm
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Figure 3.6 : diagnostique graphique des résidus de yl1.
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Figure 3.7 : diagnostique graphique des résidus de y2.

Tableau 3.4. Tests de diagnostiques du VAR(2)

Test Statistique D . F. p — value
Portmanteau 52.44 56 0.61
ARCHV AR 32.58 45 0.92
JBV AR 0.54 4 0.97
Kurtosis 0.42 2 0.81
kewness 0.12 2 0.94

3.3.3 Prévisions du processus VAR

Dans le package vars, la prévision des processus VAR est effectuée par
prédict. Autre argument de cette fonction est n.ahead, Une valeur pour
I'intervalle de confiance de prévision peut étre également données. Sa valeur
par défaut est 0,95. La méthode predict renvoie un objet list de la classe
varprd avec trois éléments. Le premier élément, fcst, est une liste de ma-

trices contenant les valeurs prédites, les limites inférieure et supérieure en
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fonction de l'intervalle de confiance choisi, ci, et de sa taille. Le deuxiéme
élément, endog, est un objet matriciel contenant les variables endogénes, et
le troisiéme est 1’objet varest. Une méthode pour tracer les objets de la

classe varprd existe grace a la fonction fanchart ()

e Code R 2.4. Prévisions du processus VAR

# Prévision d’objets de classe varest
args(vars:::predict.varest )

predictions = predict(varsimest,n.ahead =2 ,ci = 0.95)
class(predictions)

args(vars:::plot.varpr )

f Plot de prévisions pour y1

plot(predictions,names = ’y1 ’)

# Fanchart pour y2 10args(fanchart)

fanchart(predictions,names = ’y2’)
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Figure 3.8 : Prévision de y1.
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Figure 3.9 : prévision de y2 .

3.3.4 Analyse de causalité

Les deux tests de causalité test de geanger et test instantané sont im-
plémentés dans la fonction causality() contenue dans le package vars.
La fonction a deux arguments. Le premier argument, x, est un objet de
classe varest, et le second, cause, est un vecteur de caractéres des noms
de variables, qui sont supposés étre causaux aux variables restantes dans un
processus VAR(p). Si cet argument n’est pas donnée, la variable de la pre-
miére colonne de x8$y est utilisée comme variable cause et un avertissement
est imprimé. Dans le code R 2.3, cette fonction est appliquée au processus
VAR(2) simulé. Les résultats sont fournis dans le tableau 3.5. Il est clair que
I’hypotheése nulle de la non-causalité de Granger doit étre écartée, alors que

I’hypothése d’absence de causalité instantanée ne peut pas étre rejetée

e Code R 2.3. Analyse de causalité du processus VAR(2)
g Tests de causalité

f Granger et causalité instantanée
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var.causal=causality( varsimest, cause = ’y2’)

Tableau 3.5. Tests de causalité

Test Statistique  p — value
Granger 250.07 0.00
Instant 0.00 0.99

3.3.5 Fonctions de réponse impulsionnelle (analyse du
choc)

Deux tests de causalité ont été introduits, ce qui est trés utile pour déduire
si une variable aide a en prédire une autre. Cependant, cette analyse ne
permet pas de quantifier I'impact de la variable d’impulsion sur la variable
réponse au fil du temps. L’analyse de réponse impulsionnelle est utilisée pour
étudier ces types d’interactions dynamiques entre les variables endogeénes et
est basé sur la représentation moyenne mobile (Wold) d’un processus VAR(p).

Dans le code R 2.5, une analyse de réponse impulsionnelle est effectuée
pour un processus VAR(2). Pour plus de clarté, les réponses impulsionnelles
de y1 & y2 et vice versa ont été divisées en deux lignes de commande dis-
tinctes. Les résultats sont présentés aux figures (3.10) et (3.11), respective-

ment.

e Code R 2.5. IRA du procédé VAR
f Analyse de réponse impulsionnelle
irf.yl=irf(varsimest,impulse =’yl1’,response=’y2’,n.ahead=10,
ortho=FALSE, cumulative=FALSE,boot=FALSE, seed=12345)
args(vars:::plot.varirf)
plot(irf.y1)
irf.y2=irf(varsimest,impulse =’y2’,response=’yl’,n.ahead=10,
ortho=TRUE, cumulative=TRUE,boot=FALSE, seed=12345)
plot(irf.y2)
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Figure 3.10 : Réponses d’impulsion de y1 a y2.
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Figure 3.11 : Réponses d’'impulsion de y2 a y1.
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3.3.6 Décomposition de la variance des erreurs de la
prévision (FEVD)

La méthode fevd dans le package vars est disponible pour la décomposi-
tion de la variance des erreurs de la prévision (FEVD). L’argument n.ahead
définit le nombre d’étapes de prévision, un FEVD est appliqué au processus

VAR(2) simulé, et sa sortie graphique est présentée a la figure (3.12).

e Code R 2.6. FEVD du processus VAR
# Décomposition de la variance des erreurs de la prévision (FEVD)
fevd.var2=fevd(varsimest,n.ahead=10)
args(vars:::plot.varfevd)
plot(fevd.var2,addbars=2)
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Figure 3.12 : FEVD pour le processus VAR(2)
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3.4 Applications sur des données réelles

3.4.1 Meéthode d’estimation :

L’estimation des paramétres du modéle de la représentation VAR a été
faite a travers plusieurs tests et dans un ordre bien déterminé.

1) Test de racine unitaire : Test adf.test pour I'investigation des propriétés
stochastiques des séries considérées dans le modéle en analysant leur ordre
d’intégration.

2) Test de cointégration de Johansen afin de détecter les relations de
cointegrations existantes entre les variables du modéle.

En cas d’abscence de relation de cointégration, on passe a estimer le
modéle VAR, sinon on se trouve dans l'obligation de déterminer un modéle
autorégressif a correction d’erreur (VECM). (Voir [4])

3) Estimation du modéle VAR : dans notre étude, on va essayer de pré-
senter l'estimation du modéle VAR et de trouver les paramétres.

4) Test de causalité de Granger : afin de voir leffet de causalité des
différentes variables .

5) Les fonctions de réponse impulsionnelle : pour étudier 'impact des
chocs des variables. La fonction de réponse impulsion est une fonction dyna-
mique permettant de voir la propagation du choc dans le temps, c¢’est-a-dire
le temps nécessaire pour observer l'effet du choc dans la période contempo-
raine.

6) Estimation de la décomposition de la variance orthogonale : I'erreur
anticipée de la décomposition de la variance renvoie a la proportion de la
succession des mouvements due au propre choc ou contre choc d’une autre

variable.

3.4.2 Définitions

Indice des prix a la consommation (croissance annuelle en %)
Ou taux d’inflation. La croissance de l'indice des prix a la consommation
(IPC) mesure la variation annuelle en pourcentage de ce dernier afin de dé-
terminer le taux d’inflation. Ce taux refléte le changement subi par les prix

payés par le consommateur moyen pendant une période donnée lors de ses
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achats de biens et services. Evidemment, le panier de biens et services sur
lequel on base les calculs change avec le temps dii aux changements des habi-
tudes de consommation. Une croissance de I'TPC, sans croissance des revenus,
conduit a une diminution du pouvoir d’achat. Inversement, une diminution
de I'TPC ou son maintien, alors que les revenus sont a la hausse conduit a
une augmentation du pouvoir d’achat des ménages.
Croissance annuelle du PIB (%)
La croissance annuelle du produit intérieur brut (PIB) en % représente la
variation relative du volume du PIB en dollars constants entre deux années.
Elle reflete 'augmentation (ou la baisse dans le cas d’une croissance néga-
tive) du niveau d’activité économique dans un pays. Il s’agit d’un indicateur
souvent retenu lorsque 'on veut faire des prévisions a court et & moyen terme
sur la situation économique d’un pays.
Taux d’intérét réel (%)
taux d’intérét nominal ou taux facial est le taux qui est fixé lors de 1'opéra-
tion d’emprunt ou de prét. Il est inscrit dans le contrat qui lie emprunteur et
préteur et sert a calculer les intéréts dus. Pour une obligation, c’est le taux
d’intérét défini lors de son émission. Il sert a déterminer les intéréts versés
lors du détachement du coupon.
Le taux d’intérét réel est le taux nominal aprés déduction du taux de I'infla-
tion. Cette définition n’est valable que si le taux d’inflation est faible, sinon
il faut utiliser I’équation :

1 + taux d’intérét nominal = (1 + taux d’intérét réel) x (1 + taux d’in-
flation)

3.4.3 Application aux données macroéconomiques ca-

nadiennes

Les séries chronologiques originales sont publiées par 'OCDE. La gamme
de I’échantillon est du ler trimestre 1980 au 4éme trimestre 2000. Les séries

suivantes ont été utilisées dans la construction de la série prévue a Canada :

— U : Mesure du chomage canadien.
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— rw : Mesure de Salaire réel dans le secteur manufacturier.
— e : Mesure de I'emploi.

— prod : Mesure de production intérieur brute.

La méthodologie utilisée :
e Code R 3.1. Analyse préliminaire des données
library(vars)
data(Canada)
Canada
donnees=window(Canada,start=1980,end=c(1998,4) ,freq=4)
summary (Canada)

plot(Canada,nc =2)
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Figure 3.13 : Ensemble de données canadiennes : plot de séries

temporelles .

Une analyse préliminaire des graphique (figure 3.13) des quatre séries concer-
nées montre une non stationnarité de ces derniéres. On procéde alors a des

tests de stationnarité
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Test de stationnarité

il convient de s’assurer de la stationnarité des variables retenues car la
stationnarité constitue une condition nécessaire pour éviter les relations fac-
tices. Les tests de racine unitaire permettent de mettre en évidence le carac-
tére stationnaire ou non d’une chronique par la détermination d’une tendance
déterministe ou stochastique.

Il existe deux types de processus non stationnaires : Les processus TS (Trend
Stationnary Process) qui présentent une non stationnarité de type détermi-
niste et les processus DS (Difference Stationnary Process) pour lesquels la
stationnarité est de type aléatoire. Ces processus sont respectivement sta-
tionnarisés par écart a la tendance et par un filtre aux différences permet de
déterminer 'ordre d’intégration de la variable. Afin de discriminer entre les
deux types de processus et d’appliquer la méthode de stationnarité adéquate,
nous utilisons le test ADF. Ce test permet de déterminer 1'ordre de différen-

tiation d’une série chronologique suivant son évolution au cours du temps.

e Code R 3.2. : Ensemble de données canadiennes : Analyse préli-
minaire

summary (ur.df (Canadal ,’prod’],type=’trend’,lags=2))

summary (ur.df (Canadal ,’e’],type=’trend’,lags=2))

summary (ur.df (Canadal ,’U’],type=’trend’,lags=1))

summary (ur.df (Canadal ,’rw’],type=’trend’,lags=4))

summary (ur.df (diff (Canadal ,’prod’],type=’trend’,lags=1)))
summary (ur.df (diff (Canadal ,’e’],type=’trend’,lags=1)))
summary (ur.df (diff (Canadal ,’U’],type=’trend’,lags=0)))
summary (ur.df (diff (Canadal ,’rw’],type=’trend’,lags=3)))
summary (ur.df (diff (diff (Canadal ,’rw’],type=’trend’,lags=0))))
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Tableau 3.6. Tests ADF pour les données canadiennes

Variable Termes de retard Valeur de test  Valeurs critiques
1% 5% 10%

prod constant, trend 2 -1.99 -4.04 -3.45 -3.15
A prod constant 1 -5.16 -3.51 -2.89 -2.58
e constant, trend 2 -1.91 -4.04 -3.45 -3.15
Ae constant 1 -4.51 -3.51 -2.89 -2.58
U constant 1 -2.22 -3.51  -2.89 -2.58
AU 0 -4.75 -26 -1.95 -1.61
W constant, trend 4 -2.06 -4.04 -3.45 -3.15
A rw constant 3 -2.62 -3.51 -2.89 -2.58
A rw constant 0 -5.6 -3.51 -2.89 -2.58

Il s’agit de tester 'hypothése nulle de non stationnarité Hy, si cette derniére
est acceptée, le processus admet une racine unitaire. Sinon, le processus est
stationnaire

Il ressort de ce tableau que la valeur du test ADF est inférieure & la valeur
critique & 5%. Les données canada sont non stationnaires, ¢’est pourquoi on
a passé a la différence premiére.

En fin, la valeur de la statistique du test ADF est supérieure a la valeur
critique a 5%.

Les différentes séries du modéle exhibent le méme ordre d’intégration, il est

donc licite de chercher d’éventuelles relations de cointegration.(Voir [2])

Sélection de 'ordre de décalage

La premiére étape de cette analyse, consiste a déterminer le nombre de
retards du modéle VAR(p). Pour ce faire, nous estimons un certain nombre
de processus autorégressifs et nous retenons celui qui minimise conjointement
les critéres d’Akaike et Schwartz.
les auteurs ont déterminé une longueur de décalage optimale pour un VAR
illimité pour une longueur de retard maximale de 8. Cela peut étre accompli
rapidement avec la fonction VARselect (), comme dans le code R 3.3. Les

résultats sont rapportés dans le tableau 3.7.
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e Code R 3.3. Canada VAR : Sélection de 'ordre de décalage
VARselect(Canada,lag.max =8,type=’both’)

Tableau 3.7. Canada VAR : sélection de lordre de décalage
Lag Order AIC(n) HQ(n) SC(n) FPE(n)

p=1 —6.2726 —5.9784 —5.5366 0.0019
p=2 —6.6367 —6.1464 —5.4100 0.0013
p=3 —6.7712 —6.0848 —5.0538 0.0012
p=4 —6.6346 —5.7522 —4.4265 0.0014
p=25 —6.3981 —5.3196 —3.6994 0.0018
p=~06 —6.3077 —5.0331 —3.1183  0.0020
p=17 —6.0707 —4.6000 —2.3906 0.0028
p=28 —6.0616 —4.3947 —1.8908 0.0031

Selon ’AIC et FPE, le nombre de retard optimal est p = 3, tandis que le

critére HQ indique p = 2 et le critére SC indique une longueur de retard de

p=1

Estimation du modéle VAR

Aprés avoir stationnariser les variables, ce qui nous intéresse en fait, c¢’est
I’évaluation des mécanismes de propagation des chocs sur les différents va-
riables de la Canada. Pour cela nous allons commencer par présenter les
moyens d’analyse choisis pour évaluer les mécanismes de transmission des
chocs avant de passer a l'analyse des résultats empiriques obtenus pour ce

pays. Alors pour estimer ces modéles on utilise le code 3.4

e Code R 3.4. Estimer le modéle
varsimest=VAR(Canada,type=’const’,ic =SC’)

varsimest

VAR Estimation Results:

Estimated coefficients for equation prod:
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Call:
prod = prod.1l1 + e.11 + U.11 + rw.11 + const

prod.11 e.l1 U.11 rw.11
1.00580112 -0.08012537 0.02249361 0.03093849 59.50401304

Estimated coefficients for equation e:

Call:
e = prod.11 + e.11 + U.11 + rw.11 + const

prod.11 e.l1 U.11 rvw.11 const
0.1737566 1.3623097 0.8764326  -0.1454582 -356.5398351

Estimated coefficients for equation U:

Call:
U = prod.11 + e.11 + U.11 + rw.1l1 + const

prod.11 e.11 U.11 rw.l1 const
-0.1072831 -0.3686967  0.1483751  0.1371228 339.2913904

Estimated coefficients for equation rw:

Call:
rw = prod.11 + e.11 + U.11 + rw.1l1l + const

prod.11 e.11 U.11 rw.l1 const
-0.13471227 0.06531416 -0.18689438 0.96790330 10.14832207

On a par exemple :
prod; = 1.00580112 prod;_1+—0.08012537 e;_1+0.02249361 U,_1+0.03093849 rw;_,+

59.50401304
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Test de diagnostic
Pour les test de diagnostic utilise le code 3.5
e Code R 3.5. Test de diagnostic pour les données canadiennes
plct=VAR(Canada,p=1,type =’both’)
f Serial
serial.test(plct,lags.pt=16,type="PT.asymptotic’)

Portmanteau Test (asymptotic)

data: Residuals of VAR object plct
Chi-squared = 234.08, df = 240, p-value = 0.5956

serial.test(plct,lags.pt=16,type="PT.adjusted’)

Portmanteau Test (adjusted)

data: Residuals of VAR object plct
Chi-squared = 261.38, df = 240, p-value = 0.1639

§JB
normality.test(plct)

$JB

JB-Test (multivariate)

data: Residuals of VAR object plct
Chi-squared = 5.6297, df = 8, p-value = 0.6886

$Skewness

Skewness only (multivariate)
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data: Residuals of VAR object plct
Chi-squared = 3.209, df = 4, p-value = 0.5235

$Kurtosis

Kurtosis only (multivariate)

data: Residuals of VAR object plct
Chi-squared = 2.4207, df = 4, p-value = 0.6589

La régle de décision pour le test de normalité si pvalue supérieur a 0.05
c’est une loi normale.
La regle de décision pour le test portemanteau si pvalue supérieur a 0.05 c¢’est

une un bruit blanc.

Tests de causalité

Nous nous proposons d’illustrer la notion de causalité au sens de Gran-
ger en procédant a un test de non causalité. Les résultats obtenus, pour un

nombre de retards p égal a 1, sont donnés dans le tableau 3.8

e Code R 3.6. Tests de causalité.

f Granger et causalité instantanée
var.causal=causality(varsimest,cause=c(’rw’, ’prod’)
var.causal=causality(varsimest,cause=c(’prod’,’e’)
var.causal=causality(varsimest,cause=c(’prod’,’U’)
var.causal=causality(varsimest,cause=c(’U’,’e’)
var.causal=causality(varsimest,cause=c(’rw’,’e’)

var.causal=causality(varsimest,cause=c(’U’,’rw’)
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Tableau 3.8. test de causalité
Hypothése nulle : F-Test Probabilité

prod rw ne cause pas e U 17.191 1.27e-12
prod e ne cause pas rw U 16.365 4.64e-12
prod U ne cause pas e rw  14.194 1.463e-10
U e ne cause pas prod rw  6.0691 0.0001071
rw e ne cause pas prod U 11.105 2.247e-08
U rw ne cause pas prod e 8.3711 2.161e-06

Notons que les valeurs indiquées en gras sont significatives au seuil de 10%.
L’hypothése nulle d’absence de causalité de Granger du salaire réel et de la
productivité du travail a ’emploi et au chomage doit étre rejetée ; alors que
I’hypothése nulle de causalité non-instantanée ne peut pas étre rejetée. Ce
résultat est économiquement plausible, compte tenu des frictions observées

sur les marchés du travail.

Prévision

e Code R 3.7. Prévision d’objets de classe varest
p= predict(varsimest,n.ahead =8)

plot(p,names =’e’)

Forecast of series e
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Figure 3.14 : Emploi : Prévisions a 10 pas avec un niveau de confiance a
95%.
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Analyse de réponse impulsionnelle (Analyse du choc)

Dans le code R 3.8, la méthode irf pour les objets avec 'attribut de
classe svecest est utilisée et I'argument boot = TRUE a été utilisé, de sorte
que les bandes de confiance autour des trajectoires de réponse impulsionnelle
peuvent étre calculées. Le sortie de IRA est illustré a la figure (3.15), (3.16).

e Code R 3.8. Analyse de réponse impulsionnelle
irf.rw.eU=irf (varsimest, impulse =’rw’,response = c(’e’,’U’),
boot = TRUE)
plot(irf.rw.el)
irf.rw.rwprod=irf (varsimest, impulse =’rw’,response = c(’prod’,
’rw’) ,boot = TRUE)
plot(irf.rw.rwprod)
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Figure 3.15 : Réponse impulsionnelle de U et e a rw.

Meéme si un choc positif sur les salaires réels (rw) influence ’emploi(e) et
le chomage (U) dans les directions que 'on suppose a priori, il ne le fait
que de maniére significative pour le chomage pendant la période allant de la

troisiéme a la sixiéme période.
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Figure 3.16 : Réponse impulsionnelle de salaire réel a lui méme et PIB

Méme si un choc positif sur les salaires réels influence a lui méme et le PIB

(prod) dans les directions que 'on suppose a priori.

Décomposition de la variance de ’erreur de prévision

L’étude, basée sur les fonctions de réponse impulsionnelle, peut étre com-
plétée par une analyse de la décomposition de la variance de 'erreur de pré-
vision. L’objectif est de calculer la contribution de chacune des innovations
a la variance de 'erreur. De facon générale, on écrit la variance de 'erreur
de prévision a un horizon h (ici h va de 1 a 48) en fonction de la variance
de V'erreur attribuée a chacune des variables. On effectue ensuite le rapport
entre chacune de ces variances et la variance totale pour obtenir son poids

relatif en pourcentage. .

e Code R 3.9. Décomposition de la variance de l’erreur de pré-
vision du chémage au Canada

fevd.U=fevd (varsimest,n.ahead=10)$U

fevd.U

plot(fevd.U,addbars=2)
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Tableau 3.9. Décomposition de la variance de U

Période e prod rw U
1 0.6277022  0.0008180297 0.008310711 0.36316910
2 0.7049036  0.0202743646 0.067549850  0.20727223
3 0.6723315  0.0602459971 0.117438100  0.14998440
4 0.6063217  0.1140388472 0.142455231 0.13718417
5 0.5397753  0.1763222722 0.148847909  0.13505456
6 0.4805563  0.2431268442 0.144280521 0.13203637
7 0.4292286  0.3108211579 0.134109655  0.12584054
8 0.3850094  0.3759894277 0.121826154  0.11717502
9 0.3471673  0.4357055302 0.109681951 0.10744518
10 0.3151703 0.4878123270 0.099065170 0.09795217

La variance de l'erreur de prévision de U est du a prod pour 48%, a ses

propres innovations pour 9%, a celles de e pour 31%, a celles de rw pour 9%.
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Figure 3.17 : FEVD pour Canada
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3.4.4 Application aux données macroéconomiques Al-

gériennes
Précisions

Les séries chronologiques originales sont publiées sur le site : http ://pers-
pective.usherbrooke.ca/bilan/tend/DZA /fr/NY.GDP.MKTP.CD.html. La gamme
de I’échantillon est du ler trimestre 1994 au 4éme trimestre 2016. Les séries

suivantes ont été utilisées dans la construction de la série prévue a Algérie :

— TIR : Taux d’intérét réel (%).
— IPC : Indice des prix a la consommation.
— PIB : Croissance annuelle du PIB (%).

La méthodologie utilisée :

Une analyse préliminaire des données est effectuée en affichant les statis-
tiques récapitulatives des séries concernées ainsi que les graphiques des séries
temporelles correspondantes (voir figure 3.18).

e Code R 4.1.

ALG= read.table(file.choose())
ALG=as.ts(ALG)

ALG

ALG=window (ALG, start=1994,end=2011,freq=1)
ALG

r=ts (ALG, start=2012,end=2016)

T

colnames (ALG)=c(’TIR’,’PIB’,’ICP’)
acf (ALG)

pacf (ALG)

plot (ALG)
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Figure 3.18 : plot des séries chronologiques des donnée Algérie.

Les séries semblent non stationnaires

Test de stationnarité

Pour chaque variable, on commence par le test ADF, on étudie la signifi-
cativité de la tendance et si la variable est non stationnaire, on passe au test

ADF en premieére différence.

e Code R 4.2. Test de stationnarité
adf .test (ALG[ ,’ICP’])

Augmented Dickey-Fuller Test
data: ALG[,’ICP’]
Dickey-Fuller = -3.899, Lag order = 2, p-value = 0.02364
alternative hypothesis: stationary

adf.test (ALG[ ,’TIR’])

Augmented Dickey-Fuller Test
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data: ALG[, ’TIR’]
Dickey-Fuller = -1.2674, Lag order = 2, p-value = 0.8515

alternative hypothesis: stationary
adf .test (ALG[ ,’PIB’])
Augmented Dickey-Fuller Test

data: ALG[, ’PIB’]
Dickey-Fuller = -2.4133, Lag order = 2, p-value = 0.4149

alternative hypothesis: stationary

La valeur du test adf.test sur la série ICP est inférieure a la valeur critique a
5%, alors la série ICP est stationnaire.
les valeur du test adf.test sur la série TIR et PIB est supérieure a la valeur

critique & 5%. Les séries TIR et PIB sont non stationnaire.

Sélection de 'ordre de décalage

La premiére étape de cette analyse, consiste a déterminer le nombre de
retards du modele VAR(p). Pour ce faire, nous estimons un certain nombre
de processus autorégressifs et nous retenons celui qui minimise conjointement
le critéres d’Akaike.

e Code R 4.3. Déterminer un décalage approprié
infocrit=VARselect(varsimest,lag.max = 3,type =’both’)

infocrit

Selon ’AIC et HQ et SC, le nombre de retard optimal est p = 3, le critére
indique SC une longueur de retard de p= 1.

Estimation une modéle VAR

Dans une étape suivante, la donnée ALG est estimé avec la fonction VAR ()

et en tant que régresseurs déterministes, une constante est incluse.
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e Code R 4.4. Estimation
varsimest= VAR(ALG,p =1,type =’both’,season = NULL,
exogen = NULL)

varsimest

VAR Estimation Results:

Estimated coefficients for equation TIR:

Call:
TIR = TIR.11 + PIB.11 + ICP.11 + const + trend

TIR.11 PIB.11 ICP.11 const trend
0.06134191 0.19410383 0.11293142 13.13921085 -0.49344137

Estimated coefficients for equation PIB:

Call:
PIB = TIR.11 + PIB.11 + ICP.11 + const + trend

TIR.11 PIB.11 ICP.11 const trend
-0.1688532 -0.1033001 0.2492970 9.0626395 0.3056309

Estimated coefficients for equation ICP:

Call:
ICP = TIR.11 + PIB.11 + ICP.11 + const + trend

TIR.11 PIB.11 ICP.11 const trend
-0.40038752 -0.03383018 -0.11919600 17.05679369 -0.02971214

On a par exemple :
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TIR, = —0.1688532T1 R;_1—0.1033001 PIB,_140.2492970 IC P,_1+9.0626395+
0.3056309t

Test de diagnostic

e Code R 4.5. Test de diagnostic
f test
f tester la normalité
var2c.norm = normality.test(varsimest,
multivariate.only = TRUE)
var2c.norm
$JB

JB-Test (multivariate)

data: Residuals of VAR object varsimest
Chi-squared = 5.4196, df = 6, p-value = 0.4912

$Skewness

Skewness only (multivariate)

data: Residuals of VAR object varsimest
Chi-squared = 2.4023, df = 3, p-value = 0.4932

$Kurtosis

Kurtosis only (multivariate)

data: Residuals of VAR object varsimest
Chi-squared = 3.0173, df = 3, p-value = 0.389

§ Portmanteau-Test
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var2c.serial= serial.test(varsimest,lags.pt =16,
type = ’PT.asymptotic?’)

var2c.serial
Portmanteau Test (asymptotic)

data: Residuals of VAR object varsimest
Chi-squared = 75.052, df = 135, p-value =1

plot(var2c.serial,names =’TIR’)
plot(var2c.serial,names =’ICP’)

plot(var2c.serial,names =’PIB’)
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Figure 3.19 : diagnostic des résidus de TIR.
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Figure 3.20; diagnostic des résidus de ICP.
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Figure 3.21 : diagnostic des résidus de PIB.
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Tests de causalité

Nous nous proposons d’illustrer la notion de causalité au sens de Gran-
ger en procédant a un test de non causalité. Les résultats obtenus, pour un

nombre de retards p égal a 1

e Code R 4.6. Tests de causalité

f Granger et causalité instantanée
var.causal=causality(varsimest,cause =c(’TIR’,’ICP’))
var.causal=causality(varsimest,cause =c(’TIR’,’PIB’))

var.causal=causality(varsimest,cause =c(’PIB’,’ICP’))

Tableau 3.10. test de causalité

Hypothése nulle : F-Test  Probabilité

TIR ICP ne cause pas PIB  0.24219 0.7861
TIR PIB ne cause pas ICP  0.44936 0.6413
PIB ICP ne cause pas TIR  1.7933 0.1799

Notons que les valeurs indiquées sont significatives au seuil de 10%.

On constate que I'’hypothése nulle selon laquelle le taux d’intérét réel et in-
dice des prix a la consommation ne cause pas la croissance annuelle du PIB
est rejetée au seuil de 10% (la probabilité associée est de (0.7861 > 0.10). En

faisant le méme travail pour les autres variables, on constate la méme chose
Prévision

e Code R 4.7. Prévision

pp= predict(svec,n.ahead =8)

pp

f Plot de prévision pour taux d’intérét réel
plot(pp,names =’TIR’)

# Fanchart pour indice des prix & la consommation (fanchart)
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fanchart (pp,names=’ICP’)
# Fanchart pour croissance annuelle du PIB(fanchart)

fanchart (pp,names =’PIB’)

Forecast of series TR
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Figure 3.22 : Prévision du taux d’intérét réel du processus VAR(1).

Fanchart for variable ICP
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Figure 3.23 : Prévision de l'indice des prix a la consommation du

processus VAR(1) .
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Fanchart for variable PIB
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Figure 3.24 : Prévision de croissance annuelle du PIB de processus

VAR(1) .

Analyse de réponse impulsionnelle (analyse du choc)

la méthode irf pour les objets avec 'attribut de classe svecest est utilisée
et I'argument boot = TRUE a été utilisé, de sorte que les bandes de confiance

autour des trajectoires de réponse impulsionnelle peuvent étre calculées

e Code R 4.8. Analyse de réponse impulsionnelle
irf .TIR=irf (varsimest,impulse="TIR’,response=
c(’PIB’) ,boot = TRUE)
irf .TIR
plot (irf.TIR)
irf.ICP=irf (varsimest,impulse="ICP’,response=
c(’PIB’) ,boot = TRUE)
irf.ICP
plot(irf.ICP)
irf .PIB=irf (varsimest, impulse=’PIB’ ,response=
c(’PIB’) ,boot = TRUE)
irf .PIB
plot (irf.PIB)
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Orthogonal impulse Response from TR
o~
o - S . - o EELEEEI P
m 9
o
‘1’ -t
ql) =
T T T T T
2 4 6 8 10

95 % Bootstrap Cl, 100 runs

Figure 3.25 : Réponse impulsionnelle du TIR & la PIB .

La réponse de PIB a un choc sur TIR est négative et instantanée figure (3.25).

Orthogonal impulse Response from ICP
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Figure 3.26 : Réponses impulsionnelles du ICP a PIB.
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En effet, un choc positif sur ICP se traduit par un effet positif sur PIB
pendant la premiére année. Cet effet disparait ensuite et rapidement avant

de trouver son niveau de court terme (figure 3.26)

Orthogonal Impulse Response from PIB

PIB

95 % Bootstrap CL 100 nns
Figure 3.27 : Réponses impulsionnelles de PIB a lui méme.

La réponse de PIB & un choc sur lui méme est positive (figure 3.27).

Décomposition de la variance de ’erreur de prévision

e Code R 4.9. Décomposition de la variance de 1’erreur de pré-
vision
fevd.U=fevd(varsimest,n.ahead=10)$ICP
fevd.U
plot(fevd(varsimest,n.ahead=10) ,addbars=2)
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La variance de 'erreur de prévision de l'indice des prix a la consommation

est au taux d’intérét réel pour 21%, a ses propres innovations pour 65%, a

Tableau 3.11. Décomposition de la variance de IC P

Période TIR PIB ICP
1 0.08265066 0.1372674  0.7800819
2 0.21227758 0.1212311  0.6664913
3 0.21517234 0.1265882  0.6582395
4 0.21568058 0.1265990  0.6577204
5 0.21566097 0.1266401  0.6576989
6 0.21567396 0.1266380  0.6576881
7 0.21567374 0.1266387  0.6576876
8 0.21567384 0.1266387  0.6576875
9 0.21567384 0.1266387  0.6576875
10 0.21567384 0.1266387 0.6576875

I'indice des prix a la consommation pour 12%.

Persertags
0o 04 OA

Parsartags
0o o4 0B

Parsartags
0o 04 08

Figure 3.28 : FEVD pour processus VAR(1)
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3.5 Conclusion

La représentation VAR, a connu un nombre considérable de développe-
ments et d’applications au cours des derniéres décennies qui lui ont assuré un
succes croissant. Tout d’abord, la méthodologie a été perfectionnée a l'aide
de nouvelles méthodes d’identification des chocs et par le recours aux mé-
thodes bayésiennes. Par ailleurs, les modéles vectoriels a correction d’erreur
(VECM), trés populaires ces derniéres années, reposent sur la représentation
VAR. Les processus VAR se révélent particulierement utiles pour étudier
I'impact des chocs macroéconomiques - ainsi que leurs canaux de transmis-
sion - ce qui explique qu'un trés grand nombre de travaux empiriques y ait
eu recours pour étudier 'effet des politiques économiques. Ce mémoire m’a
permis d’apprendre de nouveaux concepts et objectifs ( causalité et analyse
de choc) de I'étude d’une série chronologiques et de connaitre les modéles
VAR de prés, Ce travail m’a permis aussi d’assembler mes connaissances et

d’améliorer mes compétence en matiére de programmation par le langage R.
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