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Introduction

e calcul stochastique est une branche a la croisée de probabilités et de I'analyse mathé-

matiques qui s’occupe des phénomeénes aléatoires dépendant du temps.
Le coeur des outils probabilistes réside dans le calcul stochastique, qui n’est rien autre qu’un
calcul différentiel, mais adapté aux trajectoires des processus stochastiques qui ne sont pas diffé-
rentiables. Le calcul différentiel présente une théorie de I'intégration d’un processus stochastique
(intégrant) par rapport a un autre (intégrateur), afin de résoudre des équations différentielles
stochastiques qui servent de modéle mathématique & des systémes faisant intervenir deux types
de forces, I'une déterministe et I'autre aléatoire. Le processus le plus connu et largement utilisé
qui effectue ce calcul est le mouvement Brownien, il est utilisé en mathématiques financiéres, en
économie (par exemple en évolution des prix des actions et des taux d’intérét obligatoires), en

mécanique quantique, en traitement du signal, en chimie, en météorologie, et méme en musique.

La théorie de I'intégration des équations différentielles stochastiques a été développée par :
N. Wiener ([34]), en 1923, K. 16 ([16, 17, 18]), en 1942; 1944 ; 1951, P. Lévy (|27]), en 1948,
A. N. Kolmogorov (|24]), en 1931, W. Feller (|10]), en 1936,...La liste des articles et livres
connexes est trés longue et nous ne le mentionnons pas ici en entier. La théorie la plus connue

du calcul stochastique est celle de K. Ito, le pére de la théorie de 'intégration stochastique.

Dans ce mémoire, nous avons choisi de mettre 'accent sur les aspects liés & la théorie
de calcul stochastiques dans des espaces de dimension infinie. Pour cela, j’ai partagé mon
manuscrit en trois chapitres. Le premier chapitre, est consacrée & un bref rappel sur la théorie
de calcul stochastique en dimension finie. Nous avons voulu faire un tour d’horizon des concepts
et définitions. Le deuxiéme chapitre, est consacré au calcul stochastique dans des espaces de

dimension infinie, plus précisement Hilbert, les concepts de base et les résultats concernant
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les processus stochastiques dans des espaces de Hilbert sont établis. Nous nous intéressons
a deux processus, le processus ()-Wiener et le processus de Wiener généralisés, Puis, nous
définissons l'intégrale stochastique par rapport a ces deux processus. Nous établissons également
les propriétés de base de l'intégrale stochastique, y compris la formule d’'It6 et le théoréeme
stochastique de Fubini, en se basant sur [6]. Le dernier chapitre est dédié a I’étude des équations
différentielles stochastiques (équations linéaires avec bruit additif), commengons par définir les
différents concepts de solutions. Puis, on a démontré I'existence et I'unicité de solution faible

et solution forte.



Chapitre 1

Calcul stochastique en dimension finie

Ici (€2, F,P) est un espace de probabilité complet.

1.1 Quelques notions sur les processus stochastiques

Définition 1.1.1. (Processus stochastique) Un processus stochastique X = (X;)ier est une
famille de variables aléatoires X; indexée par un ensemble T.
En général, T =R ou R et on considére que le processus est indexé par le temps t.
Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire. Si T = IN alors le processus est
une suite de variables aléatoires. Plus généralement quand T C 7., le processus est dit discret.
Pour T C R%, on parle de champ aléatoire (drap quand d = 2).
Un processus dépend de deuz paramétres : Xi(w) dépend de t (en général le temps) et de l'aléa-
toire w € €.
— Poutt € T firé, w € Q — Xy(w) est une variable aléatoire sur 'espace de probabilité
(Q, F,P).
— Pour w € Q fizé, t € T — X, (w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire du
processus. C’est un enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires mesurables,

continues, dérivables ou encore plus réguliéres.

Définition 1.1.2. Un processus X = (X;)i>o0 est mesurable si Uapplication (t,w) — Xi(w) de

R x Q dans R? est mesurable par rapport aux tribus B(R?) @ F et B(RY).
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1.1.1 Comparaisons de processus

Etant donnés deux processus stochastiques X et Y définis sur un méme espace de probabilité
(Q, F,P). Quand peut on dire X =Y 7
Au sens le plus fort ceci se passe si pour tous (t,w) € T x Q on a Xy(w) = Yy (w).
Lorsque I'on travaille avec un espace de probabilité on peut avoir une définition moins restrictive

en faisant rentrer P en action :

Définition 1.1.1.1. On dira que deuz processus X etY sont indistinguables si et seulement
%

P(X; =Y}, pour tout t € T) = 1.

Autrement dit, les trajectoires de X et'Y coincident partout presque sirement. Cela reste encore

une définition trés forte. On peut affaiblir cette notion en

Définition 1.1.1.2. On dira que X est une modification (ou une version) de'Y si et seulement
st pour toutt € T
P(X,=Y;) =1.

Autrement dit, pour toutt € T les v.a. X; est'Y; sont presque siirement égales.

St X etY sont indistinguables alors ['un est une modification de [’autre.

Proposition 1.1.1.1. Soient T un intervalle de R, X = (Xy)ier et Y = (Y})ier deuz processus

stochastiques continus alors :
X etY sont indistinguables <= X est une modification deY.

Preuve. voir [15].

1.1.2 Filtration

Définition 1.1.2.1. Une filtration (F;);>o est une suite croissante de sous tribus de JF.
Si (Fi)eso est une filtration de (2, F,P) alors (2, F, (Fi)i>0,P) est appelée un espace de proba-
bilite filtre.

Définition 1.1.2.2. 1. Si (Fi)i>0 est une filtration alors on définit la filtration suivante

Fir = (ﬂﬂ).

s>t
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2. On dit qu’une filtration est continue a droite si
Vt 2 0, ./—"t - .Ft+

3. Soit N la classe des ensembles de F qui sont P-negligeables. Si N € Fo, on dit que la
filtration (F)e>o est compléte.

4. On dit qu’une filtration (F;)i>o satisfait les conditions habituelles si elle est a la fois

continue a droite et compléte.

Définition 1.1.2.3. Un processus X = (X;)i>0 est adapté par rapport a la filtration (Fi)i>o
si, pour tout t, X; est Fy-mesurable.

1l est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport a sa filtration naturelle.

Remarque 1.1.2.1. Si N € Fy, et si X = (X;)i>0 est adapté par rapport a (F;)>o alors toute

modification de X est encore adaptée.

Définition 1.1.2.4. Un processus X = (X;)i>o est progressivement mesurable par rapport
a (Fi)eso si Uapplication (s,w — Xy(w)) de [0,t] x Q dans R? est mesurable par rapport a
B([0,1]) ® F; et B(R?).

Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On peut également noter
que si X = (X;)i>0 est un processus mesurable et adapté alors il posséde une modification

progressivement mesurable.

1.1.3 Temps d’arrét

Définition 1.1.3.1. Soit (F;)i>0 une filtration sur un espace de probabilité (2, F,IP). Soit
maintenant T une variable aléatoire F-mesurable a valeurs dans RT U{+oo}. On dit que T est

un temps d’arrét de la filtration (F;)i>o si pour tout t > 0,
{T <t} eF.

Définition 1.1.3.2. (Temps d’atteinte) Soit (X;);>0 un processus continu adapté & une fil-
tration (Ft)e>o-
Soit

T =inf{t >0,X; € F},

ot F' est un sous-ensemble fermé de R. Alors T est un temps d’arrét pour la filtration (F)i>o-
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Définition 1.1.3.3. Soit T' un temps d’arrét d’une filtration (F;)i>0. On note
Fr={AeF,Vt>0, An T <teF}
Alors Fr est une tribu, appelée tribu des événements antérieurs a T

Remarque 1.1.3.1. On vérifie facilement que Fr est une tribu et que, si T' est constant et

égal a t alors T est un temps d’arrét et Fpr = F;.

Si T est un temps d’arrét d’une filtration pour laquelle un certain processus est adapté,

alors il est possible d’arréter ce processus au temps 7' :

Proposition 1.1.3.1. Soient (F;)i>0 une filtration sur un espace de probabilité (Q, F,P) et
T un temps d’arrét de la filtration (Fi)i>o fini presque sirement. Soit (X;)i>o un processus
adapté a la filtration (Fi)i>o et progressivement mesurable. Alors le processus (Xinr)i>o est

progressivement mesurable par rapport a la filtration (Fiar)i>o

Preuve. voir [1].

1.2 Le mouvement brownien

1.2.1 Historique

— 1828 : Robert Brown, botaniste, observe le mouvement du pollen en suspension dans
I'eau.

— 1877 : Delsaux explique que ce mouvement irrégulier est du aux chocs du pollen avec les
molécules d’eau (changements incessants de direction).

— 1900 : Louis Bachelier dans sa thése "Théorie de la spéculation" modélise les cours de la
bourse comme des processus & accroissements indépendants et gaussiens (probléme : le
cours de l'actif, processus gaussien, peut étre négatif).

— 1905 : Einstein détermine la densité du MB et le lié aux EDPs. Schmolushowski le décrit
comme limite de promenade aléatoire.

— 1923 : Etude rigoureuse du MB par Wiener, entre autre démonstration de l’existence.

Un mouvement brownien généralement noté B pour Brown ou W pour Wiener.

Définition 1.2.1.1. Un processus X = (X;)ier est un processus gaussien si toutes ses lois

de dimension fnie sont gaussiennes i.e.

Vn>1, Vg <ty <..,t, €T (Xy,...,Xy,) est un vecteur gaussien.
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Définition 1.2.1.2. On dit que le processus X = (X;)i>0 est a accroissements indepen-

dants si :

Vn>1, V) <ty <..,t,el Xy, Xy, — Xy...., Xy, — X4, , sont indépendantes.

1.2.2 Définition du mouvement Brownien

Définition 1.2.2.1. Le processus B = (By)ier est un mouvement Brownien sur (Q, F,P) si et
seulement si

1. B est issu de 0, c’est-a-dire que, By = 0 P-presque sdrement,

2. B est a trajectoires continues,

3. B est a accroissement indépendants, c’est-a-dire que pour tous 0 =ty < t; < ... < t,, la

famille de variables aléatoires (B, — By, ..., By, — By,) est indépendante,

4. pour tous 0 < s <t <T, B, — By suit une loi gaussienne centrée de variance t — s.

Un processus gaussien (centré) est un processus tel que toutes les marginales fini-dimensionnelles
soient des vecteurs gaussiens (centrés), autrement dit tel que toute combinaison linéaire finie
de ses marginales fini-dimensionnelles soit gaussienne (centrée). La loi d’un processus gaussien

centré est caractérisée par sa fonction de covariance.

Proposition 1.2.2.1. B est un mouvement Brownien si et seulement st B est un processus

gaussien centré a trajectoires continues de fonction de covariance Cov(Bs, B;) = min(s, t).

Preuve. voir [25].

1.2.3 Quelques propriétés du mouvement Brownien

Soit B = (B¢)¢>0 un mouvement Brownien defini sur un espace de probabilite (§2, F,P) alors
1. Symétrie.
Le processus (—B) = (—Bt)>0 est encore un mouvement Brownien

2. Changement d’échelle (scaling).

Soit C' > 0. Le processus B¢ = (B);>¢ avec BE = (4)(Bcz2;) est encore un mouvement

1
C
Brownien.
3. Propriété de Markov simple.
Pour s > 0, posons F; := o(By,,u < s) et Bt(s) = B, — B,.

alors B®) = (B$);>0 est un mouvement Brownien independant de F.
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4. inversion temporel
Soit (—B) = (—Bt)t>0 est un mouvement Brownien. On pose t > 0, Z; = tBi, alors (Z4)

est un mouvement Brownien.

1.3 Martingales

1.3.1 Espérance conditionnelle

Définition 1.3.1.1. Soit X wvariable aléatoire de ’espace L*(2, A,P)! et B une sous tribu de
A. Ep(X/B) est l'unique variable aléatoire de L'(B) telle que

VB € B, / XdP = / Ep(X/B)dP
B B

Corollaire 1.3.1.1. i X € L*(A), || X3 = |[Ep(X/B)||3 + || X — Ep(X/B||3

1.3.2 Martingales & temps continu
Soit (2, F, (Fi)t>0, P) est un espace de probabilite filtré.

Définition 1.3.2.1. Soit X = (X})i>0 un processus adapté et intégrable, on dit que X est

1. Une martingale si

VO<s<t, E(Xt/]-'s) = X,.

2. Une surmartingale si

V0<s<t, E(Xt/]-"s> < X..
3. Une sousmartingale si

VO<s<t, E(Xt/]-"s> > X,

Définition 1.3.2.2. Un processus aléatoire X = (X;)i>o est une F-martingale si

(i) X est F-adapté,

1. On note L'(Q, A, P) I'ensemble des v.a. intégrables. on définit

LYQ,AP) = {X v.a.r//]RmdPX(x) < +oo}
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(ii) E[|X:|] < oo, pour tout t € [0,T],

(iii) E[X:/Fs| = X, pour tout s,t € [0,T] tels que s <t

Un processus X est une F-surmartingale (resp. une F-sousmartingale) s’il vérifie les pro-
priétés (i) et (ii) et BE[X:/Fs] < X, (resp. E[X;/Fs] > Xs) pour tout s,t € [0,T] tels que
s <'t.

Remarque 1.3.2.1. Si (X;)ier est une martingale alors E(X;) = E(Xo) pour tout t € T.

Théoréme 1.3.2.1. Soit X un processus et ¢ une fonction convezxe telle que E|o(X,)| < oo,

pour tous t.

1. 8i X une martingale alors p(X3) est une sous martingale,
2. st X est une sousmartingale et ¢ est croissante (au sens large) alors p(X;) est une sous
martingale.

Preuve. voir [20].

Définition 1.3.2.3. Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique

1. On dit que X = (Xi)i>0 est uniformement integrable si :

lim sup/ | X¢|dP = 0.
(| X¢|>a)

a—r—+00 t>0

2. Sip>1, on dit que X = (X})i>0 est borné dans LP si :

lim E[| X, |”] < co.

t>0

Théoréme 1.3.2.2. (Inégalité de Doob) Si X = (X;)i>¢ une martingale continue a droite,

alors

Vp > 1, (]EH sup Xs\p]> P (E[[Xs]p])
p— 1 o<s<t

0<s<t
Soit (My) une martingale (par rapport a une filtration (Fy)) continue, de carré intégrable et telle

que Mo =0 p.s. Alors

E(|M,
(a) P(sup |My| > \) < (‘)\tD, Vt>0, A>0.

0<s<t

(b) E(sup [M,[*) <4E(|M,[*), Vt>0.

0<s<t

Preuve. voir [26].
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1.3.3 Exemples
Le Brownien

Proposition 1.3.3.1. Le Mouvement Brownien Standard (By) est une (F;)ier-martingale (a

trajectoire) continue

Preuve

E(Bt+s/]:t) = E(Bt/»/—';ﬁ) + E(Bt+s - Bt/]'—t>
= B, +E(Biys — By)

— B
Proposition 1.3.3.2. Soit (B;) un M.B.S. les processus suivants sont des (F;)ier-martingales :

2. Pour 0 fizé N; = Ny(0) := exp(0B; — 6%*t/2).

Preuve. voir [20].

1.4 Intégration stochastique (Intégrale d’Ito)

1.4.1 Intégrale stochastique par rapport & un mouvement Brownien

Soit (By, t € R") un mouvement Brownien standard par rapport a (F;, t € R*1).

Soit T > 0 fixé (# temps d’arrét). Notre but est de construire I'intégrale stochastique

(/Ot H,dB,, te [0,T]>,

pour un processus (H;) vérifiant certaines propriétés. Pour cela, on procéde en plusieurs

étapes.

Premiére étape

Définition 1.4.1.1. Un processus simple prévisible (par rapport a une filtration (F;)) est un

processus (Hy)ieo,r) tel que

Ht - Z X’i]l]tl',l,ti[v
=1
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ou 0=ty <ty <. <t,=T forme une partition de [0,T] et X; est une v.a. F;,_,-mesurable et

bornée, ¥i € {1,....,n}.

On voit donc que sur lintervalle |¢;_1,¢;], la valeur du procesus (H;) est déterminée par
I'information F;,_, d’oit le nom de "prévisible" (I’appellation "simple" vient quant a elle du fait

que le processus ne prend qu’un nombre fini de valeurs (aléatoires!)). On pose

T n
(H-B)p = / H,dB, =Y Xi(B, — B,_,).
0 i=1

Cette définition de I'intégrale stochastique pour des processus simples prévisibles est univoque

(mais ¢a demande un petit travail de vérification) et 'intégrale est linéaire en H, i.e.
(cH+ K)-B)r =c(H - B)r+ (K - B)r.
Proposition 1.4.1.1. On a les égalités suivantes :

E((H-B)T) =0 et E((H-B)%) :E(/OTHfds).

Preuve. voir [26].
La seconde égalité ci-dessus est appelée 'isométrie d’Ito6.

Remarquer que si H(t) = 1, alors on retrouve 'égalité E(BZ) = T.

Remarque 1.4.1.1. Pour étre tout a fait exact, l'isométrie d’Ito dit encore que st H et K sont

deux processus simples prévisibles, alors
T
]E((H-B)T(K-B)T> :E( / Hssts)
0

Soit (Hy)tejo,r1 un processus simple prévisible comme défini ci-dessus et ¢ € [0,7]. On pose

Deuxiéme étape

n

t
(H . B)t E/ HSdBS = <(H]1[O,t] . B)T) = E (Btil\t — Btifl/\t)-
0

i=1

A nouveau, cette intégrale est linéaire en H et on a par la proposition précédente :

E((H~B)T) —0

s(31) = ((rtag- 89 =5 ( [ #tpgas) = [ mas).

De plus, en utilisant la remarque 1.4.1.1, on peut encore calculer

et

Cov((#1- B (K B).) = B Bk - 2)) = | e )
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Remarque 1.4.1.2. Sit €]ty_1,tx], alors

k—1
(H ’ B)t = ZXZ(Btz - Bti—l) + Xk(Bt - Btk—l)'

i=1
Proposition 1.4.1.2. Le processus ((H - B);)icor) est une martingale continue de carré

intégrable.

Preuve
Par la remarque ci-dessus et la continuité de (B;), le processus (H - B); est clairement continu
a lintérieur des intervalles |tx_1,tx[. Aux points limites, il est aisé de vérifier que le processus
reste continu également. D’autre part, I'isométrie montrée plus haut dit que (H - B); est un

processus de carré intégrable, donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

E(|(H - B):|) < \/E((H - B)}) < o0.

De plus, si on suppose que t €]tx_1, tx], alors

E((H ’ B>T/‘;Ct) = iE(Xl<Btz - Bti—1/‘E)) + E(Xk(Btk - Btk71)/‘;ct)

i=1

i=k+1

+ Z E(X;(By, — By, ,/Ft))

=1

k—1

- Z Xi(Btz‘ - Btifl) + XkE(Bt - Btk—l/ﬂ)

i=1

i=k+1
+ Z E(XZE<BL‘Z - Btiﬂ/ftiq)/ft

i=1
k—1

- ZXZ(Btz - Bti—l) + Xk(Bt - Btk71> +0= (H ’ B)t
=1

par la remarque ci-dessus. Le processus (H - B),; est donc une martingale car pour ¢ > s, on a

E((H - B)i/Fs) = E(E((H - B)r/F)/Fs) = E((H - B)r/F,) = (H - B)s.
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D’aprés l'inégalité de Doob 1.3.2.2 (b), on a donc :

E(tggg](H-B)f) < 4E((H-B)2T) = 4E(/OT Hfds>

On étend maintenant l'intégrale (H - B) par continuité a ’ensemble

Troisiéme étape

Hr = {(Ht)te[oj] : H est adapté, continu & gauche, limité & droite et tel que

E(/OTH3d5> < oo}.

Cet ensemble est un espace vectoriel normé et complet (ou espace de Banach), muni de la

T
\|H\|%,1=E( / Hfds).
0

Lemme 1.4.1. VH € Hry, il existe une suite (H™) de processus simples prévisibles tels que

T
E(/ (H™ —HS)2ds) — 0.
0 n—oo

Conséquence : Du fait que la suite (H™) converge, c’est également une suite de Cauchy :

T
IE(/ (H§“>—Hy)2ds> — 0
0

n,Mm—00

norme || - |71 définie par

Et donc, on a

E(supte[o,ﬂ«mm-B>t—<H<m>-B>t>2) - E(supte[o,ﬂ«mm—H<m>>-B>t>2)

< 4E<fOT((H§">—H§m>)2ds> — 0.

n,Mm—00

La suite de processus ((H™ - B)) est donc une suite de Cauchy dans I'espace de Banach

M défini par
Mr = {(Mt)te[o,T} martingale continue de carré intégrable telle que My = O}

et muni de la norme || - |72 definie par

1M, = E( sup M)

t€[0,T]
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1.4.2 Intégrale stochastique par rapport & une martingale
On peut définir fot H,dM, de la méme maniére que fg H,dB, si on suppose que M est une
martingale continue de carré intégrable.

1. Pour (H;) un processus simple donné par H; = ZXi]}‘]tiflyti[(t% on pose

(H - Mt_/HdM ZX (Mype — My, 1)

=1

et on vérifie que

(a0 <0 o) -5 00

Remarquons que le terme ds apparaissant dans l'isométrie pour (H - B); a logiquement été
remplacé par d{M), pour tenir compte de la variation quadratique (M), de la martingale

qui n’est pas forcément égale a s.

D’autre part, on vérifie que le processus ((H - M);)icor) est également une martingale

continue de carré intégrable.

2. L’extension de l'intégrale a un processus (H;) adapté, continu a gauche, limité a droite et

E(/Ot Hfd(M)s) < 00

est identique a celle efectuée pour fot H.dB;.

tel que

Linéarité :((cH + K) - M)y =c(H -M);+ (K -M); et (H-(M+N))y=(H-M);+ (K- N);.

(o n) o o) )

cov(H - M) (K - N, = E (/ HLKd(M, N>>

o o[ )

((H - M)y, (K - N), (/ H,K,d(M, N))

"Régle" utile a retenir : si X; = fot H,dM;, (i.e dX; = H;dM,, alors d(X); = H?d{M)r.
Noter que si M; = fot K,dB;, alors

t t
X, = / H,K.dB, et (X), = / H2K?ds
0 0
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De méme, vu que la proriété de martingale (continue de carré intégrable) est préservée, on peut

encore définir (L - X), = [ LdX,...etc.

1.5 Formule d’ItO

La formule d’It6 est I'un des principaux résultats de la théorie du calcul stochastique. Cette
formule offre un moyen de manipuler le mouvement Brownien ou les solutions d’équations

différentielles stochastiques (EDS).

Soit n > 1 un entier. Un processus (B; = (Bgl), o Bfn)), t > 0) issu de 0 est un (F;)-mouvement

Brownien & valeurs dans R¢ si BY, ..., B™ sont des (F;)-mouvements Brownien indépendants.

1.5.1 Formule d’It6 multidimensionnelle

Pour n quelconque, soit f : R* — R de classe C2,
t d t 1 [t
(6.5 = £0.0)+ [ 0,50 Bydr + 3 [ o BB, + 5 [ Aftr B
0 =1 Jo 0

1.5.2 Formule d’It6 unidimensionnelle

Lorsque n = 1, soit f : R — R de classe C?,

ft, By) :f(O,O)—i—/O &f(r,Br)dr—i—/O f’(r,Br)dBT—l—%/o f"(r, B,)dr.

1.6 Processus d’Ito

Définition 1.6.1. Soit B; = (B}, ..., BY) un Fi-mouvement Brownien de dimension d € IN*,

1. On dit que (X;) est un Fy-processus d’Ito a valeurs dans R si pour tout t > 0 il peut

s’écrire
t d t
Xt:XOJr/ Lsds+Z/ HIdBI. (1.1)
0 = 7o
ot Xo est une v.a. Fo-mesurable, L; et H; = (H}, ..., H?) sont prévisibles et tels que

VE>0,i=1,..d
t t
/ |Ls|ds < o0, / (HY)?ds < oo.
0 0
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Notation différentielle :

d
dX, = Lyds+ Y _HldB!.

Jj=0

2. Un processus d’Ité de dimension n est un processus vectoriel X (t) = (X}, ...

chaque composante est un processus d’Ito réel.

Exemples

Les processus suivants sont des processus d’It6

1. Xy = h(t), h dérivable
t t
X, = h(0) +/ }(s)ds +/ 0dB,.
0 0

t t
Bt:0+/ Ods—l—/ 1d B;.
0 0

3. La variation quadratique d'un processus d’Itd est un processus d’Ito6

t d t
<X>t:O+/ ZHgds+/ 0dB,.
(| — 0

2. X; = B;, Brownien

, X[") ou

Propriété 1.6.1. Soit X; un processus d’Ité a valeurs réelles de représentation 1.1. Alors

1. Si Y, est un processus d’Ité a wvaleurs réelles de représentation Y; = Yy + fg Jyds +

dl

Z(Kj, B7), alors

Jj=1
dAnd’

<X’ Y)t = Z(Kj’ Bj)t'

i=1
2. Formule d’It6 : soit f de classe C* on a

d

000 = flaw) + (P + 00 Y0 s+ Y [ pCcaian)

i=1



Chapitre 2

Calcul stochastique en dimension infinie

Soient H et U deux espaces de Hilbert séparables. Ce chapitre est consacré a la construction

de l'intégrale stochastique d’Ito

/t O(s)dW (s), t € 0,7,

ot W (-) est un processus de Wiener sur un espace de Hilbert U et ® est un processus avec
valeur qui sont des opérateurs linéaires mais pas nécessairement bornés de U dans un espace

de Hilbert H.

2.1 Rappels et Compléments

Un résultat important sur I'existence de modifications réguliéres est-il prévu par le théoréme

suivant de Kolmogorov.

Théoréme 2.1.1. Théoreme de Kolmogorov
Soit X (t), t € [0, T], un processus stochastique avec des valeurs dans un espace métrique complet

(E, p) tel que pour certaines constantes C >0, € >0, 0 > 1, et toutes t,s € [0,T7,
E ((p(X (1), X(s)))°) < CJt —s|'** (2.1)

alors il existe une version de X avec P-presque toutes les trajectoires étant des fonctions conti-

.. . C e . € . . .
nues de Holder avec un exposant arbitraire inférieur a —. En particulier X a une version

J

continue.

Preuve. voir [6].

23
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Théoréme 2.1.2. Les arssertions suivantes sont satisfaites.

(1) Si (M(t))ier est une martingale a valeur dans E, I un ensemble dénombrable et p > 1,

alors pour un arbitraire A > 0,

tel tel

P (sup |M(t)]| > /\> < AN PsupE([|M(1)||P). (2.2)
(2) Sien plusp > 1 alors,

e (sup M0 < (L5 ) Esun(lM@IP) 23)

tel tel

(3) Les estimations ci-dessus restent vraies si l’ensemble I est indénombrable et la martingale

M est continue.

Fizons un nombre T > 0 et désignons par Ma(FE) Uespace de toutes les martingales M conti-
nues, carrées intégrables a valeurs dans E, telles que M (0) = 0. puisque | M(t)||?,t € [0,T), est

une sous-martingale nous avons
E[[M(t)|* < E[M(T)|* te[0,T].
Pour la preuve, voir, Da Prato and Zabczyk [6].

Proposition 2.1.1. Soit E un espace de Banach séparable. Supposons que {&;}iew est une
suite de vartables aléatoires indépendantes de valeur dans E avec des distributions symétriques.

Supposons qu’il existe une variable aléatoire S telle que, pour un arbitraire r > 0
lim P(||S — Sn|| >7) =0,
N—o00

ot Sy =&, ..., &, k € N. Puis

lim Sy =5 = > &  P-Ps
k=1
Pour la preuve, voir, Da Prato and Zabczyk [6].

Proposition 2.1.2. (Théoréme de Lévy)
Si M € MA(R), M(0) =0 et ((M(t))) =t,te0,T], alors M(-) est un processus de Wiener
standard adapté a F; et avec M(s)—M(t), s > t, des acroissement indépendant de Fy, t € [0,T].

Pour la preuve, voir, Da Prato and Zabczyk [6]

Proposition 2.1.3. Supposons que K est un w-systéeme et soit G la plus petite famille de sous-

ensembles de ) tel que
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(1) K cg,
(2) si A€ G alors A° € G,

(3) st A; € G pour touti € N et A, N A, pour n#m, alors )~ A, € G Alors G = o(K).
Preuve. voir [6].

Lemme 2.1.1. Soit E un espace métrique séparable avec métrique p et soit X une variable
aléatoire a valeurs dans E. Alors il existe une suite {X,,} de variables aléatoires simples a
valeur dans E telle que, pour un arbitraire w € §2, la suite {p(X(w), Xm(w))} est décroissante

de fagon monotone a 0.
Preuve. voir [6].

Proposition 2.1.4. Supposons que E et F sont des espaces de Banach séparables et A :
D(A) C E — F est un opérateur fermé avec le domaine D(A) un sous-ensemble de Borel de
E. Si X : Q— E est une variable aléatoire telle que X (w) € D(A), P-presque stirement (P.s.),

alors AX est une variable aléatoire a valeur dans F', et X est une variable aléatoire a valeur

dans D(A), ot D(A) est muni de la norme de graphe de A.' Si de plus
| 1AX@IP() <+, 2.4)
alors
A/QX(w)]P’(dw) = /QAX(w)IP’(dw). (2.5)
Preuve. voir [6].

Proposition 2.1.5. Soient (E1,&;) et (Ey, &) deuz espaces mesurables et ¢ : By X Ey — R
une fonction mesurable bornée. Soient &, & deux variables aléatoires dans (€2, F,P) avec des

valeurs dans (E1, &) et (Eq, &) respectivement, et soit G C F la o-algébre fixé.

On suppose que & est G-mesurable alors il existe une fonction &(ml,w), r, € By ,we

bornée £ x G-mesurable, telle que

E(4(&1,£)|6)(w) = ¥(&(w),w), we Q. (2.6)

St en plus & est indépendant de G, alors

~

P(wr,w) = (1) = E((a1,6)), o1 € B (2.7)

1. Si A est fermé, la norme de graphe sur D(A) est définie comme : pour tout x € D(A), ||z||pa)y =

lz||g + [[Az||r. Alors (D(A), | - ||pa)) est un espace de Banach.
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Preuve. voir [6].

Proposition 2.1.6. Soit X(t),t € [0,T] un processus stochastique continu et adapté avec
des valeurs dans un espace de Banach séparable. Alors X a une modification progressivement
mesurable.

La o-algébre Py, des sous-ensembles de [0, +00) x Q jouera un réle important dans la suite.

Poo est la o-algebre généré par des ensembles de la forme,
{(s,t] x F;,0<s<t<oo, FeFset {0} xF, FeF}. (2.8)
Cette o-algébre est appelée la o-algébre prévisible et ses éléments sont des ensembles prévisibles.

La restriction o-algébre Po sur [0,T] sera notée par Pr.

Une application mesurable arbitraire de ([0, +00)x,Q, Fso) ou ([0,T)xQ, Fr) dans (E, B(E))
est appelé un processus préuvisible. Un processus prévisible est mécessairement un processus

adapté.

Pour la preuve, voir, Da Prato and Zabczyk [6].

2.2 Mesure gaussienne sur un espace de Hilbert

Dans cette section, nous montrons que pour les mesures gaussiennes sur les espaces de Hil-

bert, des informations plus précises peuvent étre données.

Soit H est un espace de Hilbert séparable, une mesure de probabilité pu sur (H, B(H)) est

appelé Gaussienne si pour un arbitraire h € H il existe m € RY, ¢ > 0 tel que,
p({z € H,(h,z) € A}) = N(m,q)(A), VA€ B(R') (2.9)
En particulier, si y est gaussienne, les fonctionnelles suivantes,

HoR, ho /H<h,x)u(dx), (2.10)

Hx HoRYL (b hs) — /}q(hl,x)(hg,x)u(dx), (2.11)

sont bien définis. Nous montrons maintenant qu’ils sont continus. Nous avons besoin d’un lemme

sur les mesures de probabilité générales.
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Lemme 2.2.1. Soit v une mesure de probabilité sur (H,B(H)). Supposons que pour k € IN

J,

alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

k
v(dx) < +00 Vz € H,

(z,2)

/(hl,x)...<hk,x>u(dx) <l olbal, i€ H
H

Pour la preuve, voir, Da Prato and Zabczyk [6].
Il résulte du lemme que si p est gaussienne, alors il existe un élément m € H et un opérateur
linéaire @, tel que

/ (h,x)p(dz) = (m, h), Vh € H, (2.12)

/ (h1,x —m)(ho,x — myu(dz) = (Qhq, hs), Vhi, hy € H. (2.13)

Le vecteur m est appelé la moyenne et () est appelé 'opérateur de covariance de p. Il est clair

que l'opérateur () est symétrique. De plus, puisque

(Qh, h) = /H(h,x —m)u(dz) >0,  heH,

c’est aussi non négatif. Il résulte de (2.12) - (2.13) qu’'une mesure gaussienne p sur H avec la

moyenne m et la covariance () a la caractéristique fonctionnelle suivante
(N :/ Ny (dx) = M= @WN N e |
H

elle est donc uniquement déterminé par m et Q. Elle est noté par N'(m, Q).
Il s’avére que I'opérateur de covariance doit étre nucléaire (voir ’annexe A pour la définition

et propriétés de base).

Proposition 2.2.1. Soit u une mesure de probabilité gaussienne avec une moyenne 0 et cova-

riance Q. Alors Q) a une trace finie.

Pour la preuve, voir, Da Prato and Zabczyk [6].
Il résulte de la preuve que Tr(Q) = E|X|? < +oo. Ainsi, la définition de Popérateur de cova-

riance donnée ci-dessus est un cas particulier de la définition générale donnée a ([6]).

Dans les considérations suivantes on note {ex} une base orthonormale compléte de H qui

diagonalise @, et par {\x} 'ensemble correspondant de valeurs propres de Q). De plus, pour tout
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x € H nous définissons zp = (z,ex), k € IN. On note que les variables aléatoires x1, o, ..., T,
sont indépendantes, parce que la matrice de covariance de la variable aléatoire (x1,xo, ..., z,) &

valeur dans R™ est précisément (A;d;;).

Proposition 2.2.2. Soit ) un opérateur a trace positif et symétrique dans H et soit m € H.

Alors il existe une mesure gaussienne dans H avec une moyenne m et covariance Q).

Pour la preuve, voir, Da Prato and Zabczyk [6].

Maintenant, nous allons commencer par rassembler des informations de base sur les pro-
cessus de Wiener dans un espace de Hilbert y compris les processus de Wiener cylindriques.
Donc, nous définissons l'intégrale stochastique par étapes commencant & partir des processus
élémentaires et aboutissant a la plus générale. Nous établissons également les propriétés de base

de l'intégrale stochastique, y compris la formule d’Ito et le théoréme stochastique de Fubini.

2.3 Le processus de Wiener

Définition 2.3.1. Un processus stochastique W = (W (t))i>0 @ valeur réelle, est appelé un

processus de Wiener si
(1) W a trajectoires continues et W(0) = 0,

(2) W a accroissements indépendants et

(3) LW () =2(=W()), t=0,

De maniére équivalente, voir par exemple [13], un processus stochastique (W (t));>o a valeur
réelle, avec des trajectoires continues est appelé un processus de Wiener s’il est gaussien et il

existe o > 0 tel que,
E(W(t)) =0, E(W(t)W(s)) =atAs.

L’avantage de la définition 2.3.1 est qu’elle peut étre généralisée naturellement aux processus
prendre des valeurs dans des espaces linéaires généraux E. Soit £ un espace topologique linéaire

et soit B(F) le o-algébre généré par tous les sous-ensembles ouverts de F.
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Donc, un processus stochastique (W (t));>o de valeur dans F, satisfaisant (1)-(3) est appelé

un processus de Wiener dans FE.

Les cas les plus importants sont quand E est un espace de Hilbert ou un espace de Banach
de fonctions ou de distributions définies sur un sous-ensemble 0 C R. Examinons quelques-unes

des classe avec quelques détails.

2.3.1 Processus de Wiener a valeurs dans un espace de Hilbert

Supposons que E est un espace de Hilbert séparable U, avec le produit scalaire (-,-) et W

est un processus Wiener de valeur dans U. Donc, pour chaque u € U, le processus
(W(t),u), t>0

est un processus de Wiener de valeurs réels. Ceci implique en particulier que Z (W (t)) est une

mesure gaussienne avec le vecteur moyen 0. Notons aussi que pour u,v € U,t, s > 0,
E[(W(t), u)(W(s),u)] =t A s E[(W(1), u)?]
et
E[W(#),u)(W(s), v)] =t As E[(W (1), u)(W(1),v)] = t A s{Qu,v),

ou @ est l'opérateur de covariance de la mesure gaussienne .2 (W (1)). L’opérateur () est a trace
et il caractérise complétement la distribution de W.

Soit () un opérateur non négatif a trace sur un espace de Hilbert U.

Définition 2.3.2. Un processus stochastique W = (W (t))1>0, G valeur dans U, est appelé un

processus Q- Wiener si
1. W(0) =0,
2. W a trajectoires continues,
3. W a acroissement indépendants,

b LWVE) —W(s) = N0, —5)Q), t>s>0.

On note qu’il existe un systéme orthonormal complet {e;} dans U et une suite bornée de

nombres réels non négatifs {\;} tels que

Qer = e, kelN et Tr@Q = Z)\i < 0.
i=1
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Proposition 2.3.1. Supposons que W = (W (t))i>0 est un processus Q-Wiener. Donc, Les

affirmations suivantes sont satisfaites.

1. W est un processus gaussien sur U et

E(W (t)) = 0, Cov(W (t)) = tQ, > 0. (2.14)

2. Pour arbitrairement ¢ > 0, W a accroissement
W(t) = VAiBit)e; (2.15)
j=1

ol
1

VA

sont des mouvements Brownien de valeurs réelles mutuellement indépendant sur (2, F,P) et la

pi(t) = (W(t),e;),  jeN, (2.16)

série de (2.15) sont convergentes dans L2(2, F, P).

Preuve

Soit 0 <t <ty < ... < t, et soit uq, ..., u, € U. Considérons la variable aléatoire Z définie par

n n

7 = Zwv(tj),uj) = (W(th),up) + Y (W(ta) = W(tr), ) + oo+ (W(tn) = W(taor), ).

k=1 k=2
Puisque W a accroissement indépendants, Z est gaussienne pour tout choix de uq, ..., u,, et

(1) suit.

Nous prouvons maintenant (2). Soit ¢ > s > 0, puis par (2.16) il s’ensuit que

E(B:(1)8;(s)) = —5=E(W (), e)(W(s),€;)

1

= ms(@ei,ej) = S5ij

alors I'indépendance de ;, i € N suit. Pour prouver la représentation (2.15), il suffit de

remarquer que, pour m > n > 1,

2 m
E =t A\, (2.17)
j=n

Z VAiBi(t)e;
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et rappelons quez Aj < oo. O
j=1

Proposition 2.3.2. Pour tout opérateur Q) positif symétrique a trace sur un espace de Hilbert

séparable U, il existe un processus Q- Wiener (W(t)):>o.

Preuve La preuve de lexistence d’un processus W satisfaisant les conditions (1), (3) et
(4) de la définition 2.3.2 est une conséquence directe de 'extension de théoréme de Kolmogo-
rov. Pour trouver une version qui satisfait également a la condition (2) il suffit d’utiliser le test de

Kolmogorov, Théoréme 2.1.1.

Si cela ne méne pas a une confusion, nous dirons simplement le processus de Wiener au lieu
du processus de Q-Wiener. Nous allons maintenant considérablement renforcer la partie (2) de

la proposition 2.3.1 et montré le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1. Soit W un processus Q-Wiener tel que (2.14) est vérifié. Alors la série

(2.15) est convergente uniformément P — p.s. sur [0, T] pour un arbitraire T > 0.

Preuve

Pour prouver la convergence de (2.15), considérons les variables aléatoires &;, j € N de valeurs

dans C' = C([0,7];U) définies par

&(t) = VAiBi(t)e;, te[0,7].

Par (2.17) et Théoréme 2.1.2 (2)

t€[0,T7]
1 o T &
< BB ET) F o+ EalT) D) < 5 DN
j=n
N
Donc, la suite Sy = Zé’j, N € NN de variables aléatoires a valeurs dans C([0,7],U)
j=1

converge en probabilité & sa somme S qui peut étre facilement identifié avec le processus de

Wiener W. La Proposition 2.1.1 implique finalement que Sy — W dans C([0,7],U) P — p.s.O

On note que la variation quadratique d’un processus ()-Wiener dans U, avec Tr@Q < 400,
est donnée par la formule ((WW(t))) = tQ, t > 0. Nous avons en fait la généralisation directe

suivante du résultat unidimensionnel de Lévy, voir la Proposition 2.1.2.
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Théoréme 2.3.2. Une martingale M € M3(U), M(0) = 0, est un processus Q-Wiener sur
[0, 7] adapté a la filtration Fy,t > 0, et avec des accroissements M (t)—M (s),t > s indépendant
de Fs, s > 0 si et seulement si ((M(t))) =tQ ,t > 0.

Preuve
Nous devons seulement montrer que si ((M(t))) = tQ, t > 0, alors M est un processus Q-
Wiener. On note que pour un arbitraire j € IN le processus M;(.) = (M(.),e;) appartient &
MZ(RY) et de plus
(M;(t))) = At 20
Donc, d’apreés la Proposition 2.1.2, M; est un processus \;-Wiener avec M;(t)—M;(s), t > s

des accroissements indépendants de F;. Par le méme argument, les processus de dimension

finie (M;(.), ..., Mn(.)) sont des processus de Wiener avec le processus de variation quadratique

diagonale diag (A1, ........ , AN ). par conséquent
M) =3 VA Me, 120
j=1

ou les processus f;(.),

M;(t
B](t>_ j()a tzo,]EIN
VA
sont des processus de Wiener indépendants normalisés. O

2.3.2 Processus de Wiener généralisés sur un espace de Hilbert

Soit W = (W (t))t>0 un processus de Wiener sur un espace de Hilbert U et soit @) son
opérateur de covariance. Pour chaque a € U, on définit un processus de Wiener a valeur réelle
(Wa(t))e>0 par la formule

W, (t) = (a, W(t)), t>0 (2.18)

L’application a — W, est linéaire de U a 'espace des processus stochastiques. De plus, elle est

continue dans le sens suivant :

n—o0

t>0,{a,} CU, lim a, =a = lim E|W,(t) — W,, (¢)|* = 0. (2.19)
n—oo

Toute application linéaire a — W, dont les valeurs sont des processus de Wiener de valeurs
réelles sur [0, +00) satisfaisant (2.19) est appelé un processus de Wiener généralisé.

De cette définition il résulte qu’il existe une forme bilinéaire K(a,b),a,b € U, tel que

E[W.(t)Wy(s)] =t A s K(a,b) t,s >0,a,belU (2.20)
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La condition (2.19) implique facilement que K est une forme bilinéaire continue dans U et donc

il existe @ € L(U) tel que
E[W.(t)Wy(s)] =t A s (Qa,b), t,s >0,a,beU (2.21)

L’opérateur () est auto-adjoint et défini positif; nous 'appelons la covariance du processus de
Wiener généralisé a — W,. Si la covariance @) est I'opérateur identité I alors le processus de
Wiener généralisé est appelé un processus de Wiener cylindrique dans U.
Notons par Uy I'image Q%(U ) avec la norme induite. Nous appelons Q%(U ) le noyau repro-
ducteur du processus de Wiener généralisé a — W,,.
Il est facile de construire, pour un opérateur arbitraire () auto-adjoint et défini positif, un
processus de Wiener généralisé a — W, satisfait (2.21). Soit en effet {e;} une base orthonor-
male et compléte dans U et {f;} une suite de processus de Wiener standards de valeur réels
indépendants. Définir
o0
=Y (Q%e;,a)Bi(t), t>0,a€eU. (2.22)
j=1

puisque

1
| (Q%¢j,a)]* =| Q2a [*< +oo,

M#

1

J
pour chaque a € U il existe une version de W, qui est un processus de Wiener. puisque

E[W,(t)Wy(s)] = (t A s) Z<Q%ej,a><czéej, b) = (t A s){Qa,b),

le résultat suit.

Proposition 2.3.3. Soit U; un espace de Hilbert tel que Uy = Q%(U) est intégré dans Uy avec

une inclusion de Hillbert-Schmidt J. Donc, la formule

o

W)=Y Qre;B(t), >0, (2.23)

=1
définit un processus Wiener de valeur dans Uy. De plus, si Q)1 est la covariance de W alors les

1
espaces Q2 (Uy) et Q2(U) sont identiques.

Preuve
On note que les éléments g; = Q%Gj, j € IN forme une base orthonormale et compléte dans U

et donc

Z ’Jgjl%h < +00.

=1
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Par conséquent, la série dans (2.23) définit un processus de Wiener dans U;. Pour a,b € U;

nous avons

<QCL, b>U1 = E[<a7 W(1)>U1 <b> W(1)>U1]

WE

<CL, ‘]gj>U1 <b7 Jgj>U1

<.
Il
-

= ZJagJUOJbg])

= (J*a, J*b)y, = (JJ*a,b)y,

Par conséquent JJ* = (1. En particulier
1
| Qia ]2U1: (J*a, J*a)y, =| J"a IQUO, a € U.

Ainsi par la Proposition B.1 voir|6] appliquée aux opérateurs Q% Uy —Uyet J: Uy —
1 _1
Uy onaQi(Uy)=JUy) =Uyet | Qulv,=| uly,, ce qui fallait démontré. O

Ainsi, avec un abus de langage, nous pouvons dire qu'un processus de Wiener généralisé
arbitraire sur U est un processus de Wiener classique dans un espace de Hilbert plus large que
U;. Les noyaux reproduire liés a toutes ces extensions sont les mémes.

Pour compléter I'image, nous montrerons qu’un processus de Wiener W généralisé arbitraire
est de la forme (2.23). Pour ce faire, soit {a;} une suite d’éléments linéairement indépendants,

linéairement denses dans U. Définir
V = Q2 (lin{a;}).

Sans perte de généralité, nous supposons que Q%(U ) est dense dans U. Alors V est aussi
dense dans U. Par l'orthogonalisation de Hilbert-Schmidt de {Q%aj} nous créons une base

orthonormale compléte {e;} dans U. On note que lin{e;} =V et
U = lin{Q2aj}. (2.24)

Proposition 2.3.4. Pour chaque a € U nous avons

W,(t) = Z(Qi’e],) W), 20 (2.25)

7j=1
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Preuve
On vérifié facilement que le membre droit de (2.25), noté par Wa(t), définit un processus de
Wiener généralisé avec covariance (). Maintenant, fixez a = Q_Tlek., pour un arbitraire k£ € IN.
Puis

WQ—%%(t) =N Q% QT e)W L () =W . (1), t>0.

j=1
Ainsi W, (t) = W,(t). Cependant, I'ensemble de tous les éléments a = Q_Tlej est dense dans U,

donc l'identité est vérifié pour tout a € U. O

2.4 Définition de l'intégrale stochastique

On nous donne ici un processus @-Wiener dans (2, F,P) ayant des valeurs dans U. Par la
Proposition 2.3.1, W(t) est donné par (2.15). Pour simplifier la notation, nous nécessitons que
Ar > 0 pour tout £ € IN. On nous donne aussi une filtration normale {F;};>o en F et nous

supposons que
(1) W(t) est un Fp-mesurable,
(2) W(t+ h) —W(t) est indépendant de F;, Vh >0,t>0.

Si un processus QQ-Wiener W vérifie (1) et (2) on dit que W est un processus @-Wiener
par rapport & {F;}i>o. Cependant, pour réduire la formulation nous évitons habituellemnet de
stresser la dépendance sur la filtration.

Fixons T' < oo. Un processus ®(t), ¢t € [0, T] a valeur dans L = L(U, H) 2, prenant seulement
un nombre fini de valeurs est dit élémentaire s’il existe une suite 0 =t; < t; < ... < t, =T et
une suite &g, 1, ..., P,_; des variables aléatoires a valeurs dans L prenant seulement un nombre

fini des valeurs telles que ®,,, sont F;, -mesurable et
O(t) = D, pourt € (tp,tmi1), m=0,1,.. k—1.

Pour les processus élémentaires ® on définit 'intégrale stochastique par la formule

k-1

/O ()W (5) = 3 @ (Wi n0 — Wind)

=0

et Vindiquent par ® - W(t), ¢t € [0,T].

2. Soit U et H deux espaces de Hilbert séparables et notons L = L(U, H) I’ensemble de tous les opérateurs
linéaires bornés de U dans H. L’ensemble L est un espace linéaire et, muni de la norme d’opérateur, devient un

espace de Banach.
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Il est utile, a ce moment, d’introduire le sous-espace Uy = Q% (U) de U qui, doté du produit

scalaire
=1 0
Z)\— u, ep) (v, ex) = (Q2 u, Q2 v), u,v € Uy,
k=1
est un espace de Hilbert.
Dans la construction de l'intégrale stochastique pour des processus plus généraux, I’espace
de tous les opérateurs Hilbert-Schmidt LY = Lo(Uy, H) joue un role important de Uy dans H.
L’espace L9 est aussi un espace de Hilbert séparable, muni de la norme

H\IJHLO - Z | \I[ghufk Z )\h| ‘Ijehafk>|

h,k=1 hok=1
= [Q3 |2,y = Trl(PQ2)(¥Q2)"]
ou {g;}, avec g; = \/)\_jej, {e;} et{f;}, 7 € N, sont des bases orthonormées complétes dans
Up, U et H respectivement. Clairement, L C LI, mais pas tous les opérateurs de L9 peuvent
étre considérés comme des restrictions d’opérateurs de L. L’espace L9 contient des opérateurs
vraiment non bornés sur U.

Soit ®(t), t € [0, T], un processus mesurable de valeur dans L9, nous définissons les normes

t 3
el = [e [ a6 i ]

1

- {E / t Tr[<<1><s>@z><<b<s>@%>*us} ' ieo

Proposition 2.4.1. Si un processus ® est élémentaire et |||®|||r < oo alors le processus ® - W

est une martingale continue et carrée intégrable a valeur dans H sur [0,T] et
E[- W) =lefl;, 0<t<T. (2.26)

Preuve

La preuve est simple. Nous vérifierons par exemple que (2.26) vérifié pour t = t,, < T.

Définir gj = W(tj+1) — W(t]), j = 1, e, — 1. alors

2

m—1
El®-W(tn)? = E|) _ 2(t)
j=0
m—1
= E) |o( @PHEZ £)6i, B(15)6;)-
j=0 1<j=1

Nous montrerons d’abord que

3

m—1
E> " |9(t;)4) = Z o = GE[OE)5,,  F=0,1,.,m—1. (2.27)
j=0

7=0
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Pour ce but, on note que la variable aléatoire ®*(t;)f; est F;,-mesurable et {; est une variable

aléatoire indépendante de F,. Par conséquent (voir la Proposition 2.1.5)

El®(t;)&1°F = ZE )&, M)
= Y E(E[E, () /)1,
= (tj— Z tj)fi, ®*(t;).1))

= (tj1—t Z|@ 207 (1) fil,

= (L = )E[2()]17,,

Cela montre (2.27). De méme, on a

E{®(;)&, ©(1;)E;) = 0, siiH#j
et la conclusion suit. O

Remarque 2.4.1. Notons que l’intégrale stochastique est une application linéaire de [’espace de
tous les processus élémentaires muni de la norme ||| . |||r dans lespace M%(H) des martingales

a valeur dans H.

Pour étendre la définition de l’intégrale stochastique a des processus plus généraux, il est
convient de regarder les intégrands comme des variables aléatoires définies sur [’espace produit
Qo = [0, +00) X Q (respectivement Qp = [0, T]xQ2), muni du produit o-algébre : B([0, +00)) X F
(respectivement B([0, T|) x F ). Le produit de la mesure de Lebesgue sur [0, +00) (respectivement
sur [0,T]) et la mesure de probabilité P est notée Py, (respectivement Pr).

La o-algébre qui vient d’étre introduit ne prend pas en compte l’adaptation du processus
considéré et donc n’est pas approprié pour notre objectif. Le bon choix naturel est fourni par
la o-algebre généré par les processus simples et adaptés. Il est facile de voir que ce sont exac-
tement les o-algebre prévisibles P, (respectivement Pr). Il se trouve que la classe appropriée
des intégrands sont des processus prévisibles avec des valeurs dans LY, plus précisement, des

applications mesurables de (oo, Pao) (respectivement (Qr, Pr)), dans (LS, B(LY)).
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Proposition 2.4.2. Les affirmations suivantes sont vérifiées.

(1) Si une application ® de Qp, dans L est L-prévisible donc ® est aussi L3-prévisible. En

particulier, les processus €lémentaires sont LY-prévisibles.

(2) Si @ est un processus L3-prévisible tel que || ®|||r < oo donc il existe une suite {®,} de

processus élémentaires tels que |||® — Dy,|||r — 0 comme n — oco.

Lemme 2.4.1. Supposons que K est un espace de Hilbert séparable et K est un sous-ensemble

linéaire dense de K. Si X est une application de 2 dans K tel que pour un arbitraire k €

Ky, (k,X) est F-mesurable alors X est une variable aléatoire de (Q, F) dans (K, B(KK)).

Preuve de Proposition 2.4.2

Puisque les opérateurs
fr®ej-u= filej,u), welU, k,jeN
sont linéairement dense dans L et pour un arbitraire T € L3
(fr @€, T)rg = Nj(Tej, ),
la partie (1) suit.
Prouvons (2). Puisque l'espace L est densement intégré dans LY, par le lemme (2.1.1) il

existe une suite {®,} de processus prévisibles a valeur dans L sur [0, 7] prenant seulement un

nombre fini de valeur telle que
[D(¢,w) — Pp(t,w)1g 4 O

pour tout (t,w) € Q. Par conséquent |||® — ®,|||7 | 0. Il suffit donc de prouver que pour
un arbitraire A € Pr et un arbitraire € > 0 il existe une somme finie I' d’ensembles disjoints

de la forme (2.8) avec s,t < T tels que
Pr{(A\T)U(I'\ A)} <e

Pour montrer cela, notons I la famille de toutes les sommes finies des ensembles de la forme
(2.8) avec s <t < T. K est un m-systéme (voir [6]).
Soit G la famille de tout A € Pr qui peut étre approchée dans le sens ci-dessus par des

éléments de K. On peut facilement vérifiée que K C G et que les conditions de la proposition
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2.1.3 sont satisfaites. Donc o(K) = Pr = G est verifié. 0

Nous sommes maintenant capables d’étendre la définition de I'intégrale stochastique a tous
les processus prévisibles @ & valeurs dans L9 tels que |||®|||7 < co. On note qu’ils forment un
espace de Hilbert noté N3 (0,7, L3), plus simplement N3 (0, T) ou N3/, et, par la proposition
précédente, les processus élémentaires forment un ensemble dense dans N3, (0, 7). Par la Pro-
position 2.4.1, I'intégrale stochastique ® - W est une application isométrique de cet ensemble
dense dans M2 (H), donc la définition de l'intégrale peut étre immédiatement étendue a tous
les éléments de N3, (0, 7). De plus (2.26) tient et ® - TV est une martingale de carré intégrable
continue.

En derniére étape, nous étendons la définition de l'intégrale stochastique a des processus

prévisible a valeur dans LI satisfaisant la condition faible suivante.

P (/OT ch(s)uigds < oo) =1 (2.28)

Tous ces processus sont appelés stochastiquement intégrables sur [0, 7. Ils forment un espace
linéaire noté Ny (0,7, LY), plus simplement Ny (0,7) ou méme Ny. L’extension peut étre

accomplie par la procédure dite de localisation. Pour ce faire, nous avons besoin de ce qui suit.

Lemme 2.4.2. Supposons que ® € NZ(0,T, LY) et que T est un F,-temps d’arrét tel que
P(r <T)=1. alors

/t ToA(s)®(s)dW (s) = - W(r At), te(0,T], P—ps. (2.29)

Preuve
On suppose que ® est élémentaire et que 7 est un temps d’arrét simple (voir [6]), alors (2.29)
est retenu par recherche. Si ® est élémentaire et 7 général, alors il existe une suite de temps

d’arrét simples {7,} tels que 7, | 7, et & - W(r, At) = & - W(r At), P— P.s. D’autre part,
101 = T 11 = E [ oy 6)]2(5) s 10
et donc, pour une sous-suite, encore noté {7,},
I ® - W — Ijg 4@ - W, P —p.set uniformément dans [0,7].

Si @ est général et |||® — P,,|||r — O pour une suite de processus élémentaires, on a

®,,- W — @-W et, pour une sous-suite appropriée, IjgPp, - W — Ijg @ - W. O
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Supposons que la condition (2.29 ) verifiée et définir

t
= inf {t €[0,7]: / |0(s)2gds > n}
0

avec la convention que la borne inférieure d’un ensemble vide est T. Alors {7,} est une suite
telle que
t
E [ (5)2(5) s < oc. (2.30)
0
Par conséquent, les intégrales stochastiques Ij ., ®-W (t), t € [0, T] sont bien définies pour tout

n € IN. De plus si n < m alors P — p.s.
[[07%}(1) . W(t) = (I[O,Tn](I[Oﬂ'm](b) . W(t)) = (_[[077—,”1}@) (T A t), t e [O,T].

Par conséquent, on peut supposer que (2.30) est vérifier pour tous w € Q, t € [0,T], n < m.

Pour un arbitraire ¢ € [0, 7] définir
o -W(t) = I 7, ® - W (t) (2.31)

ol n est un nombre naturel arbitraire tel que 7,, > t. On note que si aussi 7, > t et m > n

alors

(I[(]’Tm}q)) . W(t) = ([[O,Tm]q)) . W(Tn A t) = [[O’Tn]@ . W(t)

et donc la définition (2.31) est cohérente. Par un raisonnement analogue si {7} } 1 7 est une autre
suite vérifiant (2.30) alors la définition (2.31) conduit & un processus stochastique identique

P — p.s. pour tout t € [0, T]. On note que pour arbitrairement n € N, w € Q, ¢t € [0,7T] ,
Q-W(ry At) =10 P - W(r, At) =M, (1, At), te€][0,T],

ou M, est une martingale continue et carée intégrable a valeur dans H. Cette propriété sera

appelée la propriété de martingale locale de I'intégrale stochastique.

Remarque 2.4.2. [] résulte de la construction ci-dessus que le lemme 2.4.2 est vérifiée pour

tous les ® € Ny (0,T, LY). 0

2.4.1 Intégrale stochastique pour les processus de Wiener généralisés

La construction de l'intégrale stochastique a nécessité I’hypothése que @) était un opéra-
teur nucléaire; alors seulement le processus (-Wiener a des valeurs dans U. Nous pouvons
cependant étendre facilement la définition de l'intégrale au cas des processus de Wiener gé-

néralisés avec un opérateur de covariance () pas nécessairement a trace. On peut effectuer
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cela de plusieurs maniéres équivalentes. La proposition simple suivante joue un roéle important
. - 1 o
dans ces extensions. Comme précédemment nous notons Uy = Q2 (U) (avec la norme induite

[ullo = [|Q2 (w)]|, u € Us) le noyau reproducteur de W. Nous utiliserons a nouveau la notation,
Ly = Ly(Uy, H).

Proposition 2.4.3. Supposons que Z est une variable aléatoire a valeur dans U avec une
moyenne 0 et covariance Q) et que R est un opérateur de Hilbert-Schmidt de Uy dans H. Si
{R,} C Ly(Uy, H) est tel que

T [|R = Ry |, wo,m) = 0,

il existe une variable aléatoire RZ telle que
lim E|RZ — RuZ|[3, 10 m) = 0.
RZ est indépendante de la suite {R,}.

Preuve

La preuve est une conséquence directe de I'identité
EISZP = 1SQ¥ 2, 0 n
utilisable pour les opérateurs bornés linéaires arbitraires S : U — H. On note que
E|Zy — Zm|* = [|Rn — R, 0.5) — O comme n, m — oc.
Si {R],} est une autre suite avec toutes les propriétés satisfaites, alors
E|Z, — Z,|? = E[|R.Z — R, Z||7 w0y = IR0 — Ry |70y — 0 comme n — oo,

donc le résultat suit. O

Si maintenant W,, a € U est un processus de Wiener généralisé avec covariance (), alors,
par la proposition 2.3.3, il existe une suite {3;} de processus de Wiener indépendante et une

base orthonormale {e;} dans U telle que

o0

A Q%ejwj(t), welU,t>0.

=1

De plus la formule

i 1e8;(t),  t>0.
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définie un processus de Wiener sur un espace de Hilbert U; D Uy avec 'intégration de Hilbert-
Schmidt. Si ® € LY alors les variables aléatoires ®W (t), ¢t > 0, décrites dans la proposition

2.4.3, sont données par la formule

W (t) = i ®Qze;3;(t), t>0 (2.32)

j=1
et en particulier nous avons

W,(t) = (a, W(t)), t>0.

Ainsi la construction de l'intégrale stochastique

/t(I)(s)dW(s), t>0,

peut étre fait comme dans le cas ot Tr(@Q) < +oo. Il suffit de prendre en compte que les variables
aléatoires de la forme

Oy, (Wi,,, — W),

Jj+1

sont définis d'une maniére unique a condition ®,; € Ly. La formule de base

E /Ot<1><s>dw<s>2=1@< [ 1) e=o (239

reste la méme.

De maniére équivalente on peut répéter la définition de l'intégrale stochastique pour un
processus de Wiener W a valeur dans U; déterminée par (W,)q.cr. Encore une fois, 'espace des

intégrands et la formule (2.33) restent les mémes.

2.4.2 Approximations des intégrales stochastiques

Nous décrivons maintenant un moyen d’approximation des intégrales stochastiques qui pour-
raient également servir comme une maniére différente de définir 'intégrale stochastique par

rapport & un processus ()-Wiener de dimension infinie (7r@Q < +00). Soit

WN(t) = Z \/A_jﬁj(t)eﬁ te [OvT]’

ou {\j,e;} est une suite propre définie par @), et soit ® stochastiquement intégrable sur

[0, T], par rapport & un processus Q-Wiener W. On note que Wy et W = W — Wy sont des
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N )

processus de Wiener respectivement, QQny = Z Ne;®e; et QN ) = Z Aje; ®@ej. 1l est facile
J=1 j=N+1

de voir que ® - W = & - Wy + ® - WY Ainsi

B0 - W(T) =@ WD) =B [ 1Q(:)(@")} s

Si |||®]||r < oo alors

T
E/ ||Q(3)(QN)%||2Lgd8 — 0 comme N — oo.
0

Puis par la propriété martingale de I'intégrale stochastique

E < sup |- W (t) — P - WN(t)H2> — 0 comme N — 0o
0<t<T

et par conséquent on peut considérer une sous-suite {® - Wy, } convergeante P — p.s. et
uniformément dans [0, T]. Ainsi 'intégrale stochastique par rapport a un processus de Wiener
de dimension infinie, également cylindrique, peut étre obtenue, dans le sens ci-dessus, comme
une limite d’intégrales stochastiques par rapport aux processus de Wiener de dimension finie.
La suite ® - Wy (+) contient une sous-suite convergente uniformément P — P.s. par rapport &
t € [0,T]. La limite est indépendante de la sous-suite choisie et donne peut-étre une définition
plus intuitive de I'intégrale stochastique d’un processus prévisible ® tel que E fOT ||(I>(s)||ig ds <

+00. Le cas général de ® € Ny (0,7, LY) peut étre obtenu par localisation.

2.5 Propriétés de 'intégrale stochastique

Le théoréme suivant résume les résultats des sections 2.3 et 2.4.

Théoréme 2.5.1. Supposons que ® € N3 (0,T,LY), alors l'intégrale stochastique ® - W est

une martingale continue de carrée intégrable et sa variation quadratique est de forme

<@%w»5[%@m
Qals) = (B()Q2)(B(s)Q3)*, s,t € [0, 7).

St @ € Nw (0,7, LY), alors ® - W est une martingale locale.

Dans les calculs, nous utiliserons fréquemment ce qui suit.
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Proposition 2.5.1. Supposons que @1,y € N3(0,T, LY). alors
E(®; - W(t)) =0, E(|®; - W(®)|*) < oo, t€][0,7], i=1,2.
De plus, les opérateurs de corrélation
V(t,s) = Cor(®y - W(t), Py - W(s)), t,s € [0,T].
sont donnés par les formules
Vies) =2 [ @@ ety (234

Preuve
On note que ®y(r)Qz et (B1(r)Q2)*, r € [0, 7] sont des processus & valeurs dans Ly (U, H) et
Ls(H, U) respectivement. Par conséquent, le processus

O, (r)Q2(D1(r)Q2)*, 7€ [0,T],

est un processus a valeur dans Li(H, H) et

1

1(@2(Q)(@1(Q) | < [(@2(NQ) o I(@1(1)Q) o, 7 € [0,T).

Par conséquent

1

E / 1(@2(1)QH)(@1(NQY) hdr < E / 1(@20) Q) o | (@1 () Q) ooy

1
2

T A 1 T A
< E[ / H<1>1<v~>cz2>rr%2w,mdr} [ / [®2(r) Q) 2, 0y
< @ulllr - 11z < oo, (2.35)

et donc l'intégrale (2.34) existe comme un intégrale de Bochner a valeur dans L,(H, H).

L’opérateur V (¢, s) est défini par
E<(D1 ’ W(t)v a) <(b2 ’ W<S)7 b) = <V<t7 S)av b>7 a, be H.

On peut facilement voir que si, en plus, ®; et 5 sont des processus simples alors

E(@l . W(t), a><<1>2 . W(S), b>

= IE/O S(Q)l(r)dW(T),a)E/O S(@g(T)dW(T),b)

= E/ <Q%(I)T(T)G,Q%(I)S(T)b>dr.

0
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Dong, le résultat est vrai pour des processus simples. L’estimation (2.35) et la proposition

d’approximation 2.4.2 impliquent que le résultat est vérifié en général. O

De la définition de I'opérateur de corrélation, nous avons ce qui suit

Corollaire 2.5.1. Sous I’hypothese de la Proposition 2.5.1, on a
tAs
E(®; - W(t), &y - W(s)) = E / Tr[(s(r)QF) (1 (r)QF)"dr. (2.36)
0

Nous remarquons que si les processus ®; et @5 sont a valeurs dans L = L(U, H), nous

pouvons écrire la formule (2.36) de maniére plus petite
tAs
E(®y - W(t), Do W (s)) = ]E/ Tr[®y(r)QPy(r)*]dr.
0

Plusieurs résultats sont vérifier pour I'intégrale de Bochner ont leurs contre parties pour les
intégrales stochastiques. En particulier, presque la méme Proposition 2.1.4 est vérifiée. Sup-
posons que (P(t))epo,r), est un processus prévisible a valeur dans LY(H) = LY(Uy, H) et soit
A: D(A) C H — E un opérateur fermé avec le domaine D(A) un sous-ensemble de Borel de

H.

Proposition 2.5.2. Si ®(¢)(LY(H)) C D(A), P — P.s. pour tout t € [0,T] et

T
10y ds < 00) = 1

?
T
P( [ 142 Eyds <) = 1

alors P(fOTq)(s)dW(s) € D(A) =1 et

A/OT O(s)dW (s) = /OT Ad(s)dW (s), P — P.s.

Preuve
On peut vérifié tout de suite que le résultat est vrai pour les processus élémentaires. Le cas
général peut étre obtenu de maniére similaire a la preuve de la Proposition 2.1.4 en utili-
sant la proposition 2.4.2(2) et le faite que : Si D(A) est muni de sa norme de graphe et
S est un opérateur linéaire de Uy dans D(A) alors S € LY(Uy, D(A)) si et seulement si
S e LY(Uy, H), AS € LY(Uy, H). de plus

2 2 2
HSHLg(H) + ||AS||L3(H) = 15117 wo.p(a)-
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Nous terminerons cette section avec une estimation utile vérifie pour un intégrand général

.

Proposition 2.5.3. Supposons que ® € Ny (0,T; LY). Alors pour arbitrairement a > 0,b > 0

b T
P(sup |- W(t) |> a) §—2—|—IP’</ ||<I>(t)||iodt>b).
t€[0,7] a 0 ?

Preuve
Définir
T
T, = {t €[0,7]: / ||<I>(t)||%gdt > b} )
0
Alors
P(sup | D - W(t) |> a) =1 + I,
te[0,7
ol
T
L=P( sup |- W) |>aet / 19(s)|2ds > b
te[0,7] 0 2
T
L=P| sup | -W(t)|>aet / |®(s)]|20ds < b ] .
te[0,T) 0 2
Mais
t
I, < IP’( sup / Iio,7,)(8)®(s)dW (s)| > a)
te[0,7 0

et & partir du théoréeme et la définition de 7,
1 t ) b
B < B [ an(s)0(s) 3yds < .
a 0 2 a

puisque I; < ]P’(fOT [®(t)||3,|ds > b) donc le résultat suit. 0

2.6 Formule d’'It6

Supposons que @ est un processus a valeurs dans L3 stochastiquement intégrable dans [0,T],
¢ un processus prévisible a valeur dans H Bochner intégrable sur [0, 7], P — P.s., et X(0) une

variable aléatoire Fy-mesurable & valeurs dans H. Donc, le processus suivant

X(t) = X(0) +/0 go(s)ds—l—/o O(s)dW (s), te][0,T],

est bien défini. Supposons qu'une fonction F : [0,7] x H — R! et ses dérivées partielles

F,, F,, F,., sont uniformément continues sur des sous-ensembles bornés de [0,7] x H.
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Théoréme 2.6.1. Sous les conditions ci-dessus, Pour tout t € [0,T] P — P.s.,

PLX() = FO.XO)+ (Fa(s, X(5)), ©(s)dW (5))

+§Tr[Fm<s,X<s>><<1><s>c2%><<1><s>@é>*]}ds. (2.37)

Preuve
Nous allons d’abord retrouver comment on peut réduire la preuve au cas des processus constants

©o(s) = @o et P(s) = Py, s € [0,7], et donc au cas ou
X(t) = X(0) + tog + PoW (), t€0,T]. (2.38)

Nous pouvons supposer que le processus (X (t))ico,r et les intégrales fDT lo(s)|ds
et fOTHq)(s)H%Ods sont bornés. Cela peut étre montré par localisation. A savoir pour une
2

constante arbitraire C' > 0 définir un temps d’arrét 7o :

t t
m:m%}QQﬂwmngcm/ﬂwﬂ@zom/mmﬂ@@zc}
0 0
avec la convention que la borne inférieure de I’ensemble vide est T'. Si 'on définit
pc(t) = Ipme),  Pc(t) =l )2(t), te0,T]

et Xe(t) = X(t A 7¢), alors

Xco(t) = Xe(0) + /Ot wc(s)ds + /Ot Do (s)dW (s), t €[0,7],

Comparé au lemme 2.4.2. De plus, les processus p¢, o et X sont les propriétés requises. Si
la formule (2.37) est vraie pour ¢, Pc, et X¢ pour C' > 0 arbitraire, en utilisant a nouveau
le lemme 2.4.2; la formule (2.37) est vraie dans le cas général. Ainsi, en particulier, on peut

supposer que

T T
E/\ﬂﬂ@<+m E/HMW%%<+@
0 0

Par conséquent, en utilisant le lemme 2.1.1 et la Proposition d’approximation de base 2.4.2, on

peut limiter les considérations aux processus élémentaires ¢(-) et ®(-) et par conséquent aux
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processus ¢(-) et ®(-) constants sur les intervalles, ce qui montre finalement que la réduction

désirée est possible.

Soit les points tp = 0 < t; < ... < t,, < t définissent une partition d'un intervalle de temps

fixe [0,¢] C [0,77. alors

F(t7X<t>> - F(OaX(())) =

el
|
—

1]

F(tj1, X(tj41)) = F (15, X(tj+1))}

el
|
—

Y R X () - F(tj,X<tj>>].

.
Il
=)

En appliquant la formule de Taylor on obtient pour certains (aléatoire) ©go, Oo1, . - -, Op—1),

©10,011,-..,014-1) € [0,1],

F(t,X(t)) — F(0,X(0))

ol

N

3 {Ft(thrla X(tj41))At; + i(Ft(tj»X(tj))7 AXj)

=0 =0
1 k—1
5 2 Fualty, X(4)) - Ax;, AX;)
=0
k—1
[Fy(ts, Xjr1) — Fi(tjen, X(t41))] A,
7=0
1 k—1 _
3 ([Foa(ty, Xj) — Fra(ty, X(t5)) | - AX;, AXG)
=0

L+ L+L+1+1I

tipn —t; = Aty X(tj41) — X(4;) = AX;

tj + Oo;(tj1 —t5)

ty,  X(tj) +0u,(X(tin — X(t) = X;.

Prenant en considération (2.38) et en supposant que la partition tp = 0 < t; < ... < ty <t

devient de plus en plus fine, on voit que

t
Il—>/ Fi(s,X(s))ds, P — P.s.
0

]2—>/0(Fx(s,X(s)),cp(s»der/o (Fu(s, X(s)), ®(s)dW(s)), P— Ps.
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Pour trouver la limite de I3 nous remarquons que

B

DO | =
<.
”M
o

—_

I; = (B Fya(t;, X(1;)) Do AW,, AW,)

T
L

(Fra(ty, X (t;)) 0, 00) (AL;)?

N —
Il
=}

J

k—1

+ Z TT t],X (I)OAW]aSOO>A
Jj=

= I31+ 132+ 133

ou W(tj1) — X(t;) = AWj.

Nous montrerons d’abord que pour une sous-suite
1 t
By s 5 [ TrBFas, X(5)) 20Q)ds. (2.39)
0

Notons &; = O F,.(t;, X (t;))Po, alors

E
—

J = E{ (D5 F,(t;, X (1))@ AW;, AW,)

J

Il
o

- z_:TT[CD(’SFm(t X(t))PoQAL; J}

B | S R(E, AW, AW,2IE) — (1ri6Q)(A0 )

Ceci résulte du fait élémentaire que si g, ..., M,_1 sont des variables aléatoires avec des seconds
moments finis et Gy, ...., Gr_1 une suite croissante de o-algebre tels que n; sont mesurables par
rapport a G;,0 < j <k —1, alors
k-1 k-1 2 k1
E <Z M — ZE(W‘QJ ) Z (E un) (E(n;]9;) ))
j=0 j=0 =0

Soit M une constante telle que |§;| < M, 7 =0,1,...,k— 1. alors

J < M? <2E\W(tj+1) — W)+ Tr(Q)(tj1 — tj)2>

j=0
et nous voir que J — 0. Par conséquent, en prenant une sous-suite on obtient (2.39). d’aprés la

continuité de trajectoire du processus de Wiener et la bornitude de F,(s, X(s)), s € [0,7T], on



L’intégrale stochastique 50

déduit que I35 — 0 et I3 3 — 0. Il reste a montrer qu’il existe des sous-suites de /4 et I5, conver-

geant vers 0 P — P.s.. La convergence de I, vers 0 est une conséquence de la continuité uniforme
k—1

de F}. Par la continuité uniforme de F,, et en tenant compte du fait que la suite Z | X (tj+1) —
=0
X (t;)|? contient une sous-suites bornée, une sous-suites de I5 tend vers 0 P — P.s. La preuve est

compléte. O

Appliquons la formule It a

et F(x) = |z|?, z € H, alors

X = 2 / (X (s), (s))dIV (s) + / Trl(®(s)QP (B(5)Q*)]ds

= 2 [ (X B () + [ 19 Egas

Par conséquent, le processus
t
X(0F - [ 10 gds, ¢z 0
0
est une martingale locale. Nous utiliserons souvent la notation
t
(= [ elyds 20,
0

dans ’analogie avec les martingales a valeurs réelles.

2.7 Théoréme stochastique de Fubini

Soit (E, &) est un espace mesurable et soit ®(¢,w, z) — ¢(t,w, x) une application mesurable
de (QUrx E, PrxB(FE)) dans (L3, B(LY)). Ainsi, en particulier, pour un arbitraire x € E, ®(-, -, )

est un processus prévisible a valeur dans LJ. Soit en plus x4 une mesure positive finie sur (£, £).

La version stochastique suivante du théoréme de Fubini sera fréquemment utilisée. Il gé-
néralise un résultat similaire da a [4], voir [30] pour le cas de dimension finie. (Parfois, pour

simplifier la notation, nous n’indiquerons pas la dépendance de ® Sur w.)
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Théoréme 2.7.1. Supposons que (E,E) est un espace mesurable et soit
O (t,w,z) = P(t,w, x)
une application mesurable de (Qr x E,Pr x B(E)) dans (L3, B(LS)). On suppose en outre que

[E 110(- -, )| [rya(da) < +o0 (2.40)

/E {/OT @(t,:c)dW(t)l p(dz) = /OT {/Eé(tjx)u(dx)} dW (t). (2.41)

Il résulte de (2.40) que pour u-presque tout x € E' le processus prévisible ®(-, -, x) est stochas-

alors P — P.s.

Preuve

tiquement intégrable. Nous devons montrer qu’il existe une version Fr x B(E)-mesurable de

I'intégrale

T
¢(w, x) :/ O(t,w, z)dW(t,w), (w,z)€eQXE
0
qui est p Bochner intégrable pour P-presque tout w € € tel que
T
/ §(w, z)p(de) = / n(t,w)dW(t,w), pourP —p.s.w € Q,
E 0

ou 7)(+, ) est une version prévisible de I'intégrale forte de Bochner

n(t,w) = / O(t,w, r)u(dx), (t,w) € Q.
E
Nous généralisons d’abord le résultat de I’approximation de base de la Proposition 2.4.2.

Proposition 2.7.1. On suppose que (E,E) est un espace mesurable et soit ® : (t,w,z) —
o(t,w,x) une application mesurable de (QUp x E,Pr x B(E)) dans (L3, B(L3)). Supposons en
outre que (2.40) est vérifier. Donc, il existe une suite {®,,} d’applications mesurables de (21 x
E,Pr x B(E)) dans (LY, B(LY)) de la forme

Jn Kn Ln

(I)n(t, W, .CE) = Z Z Z O‘Z,IHJQD?,k(x)]l(SZ,ptZ,z]ﬂF;?,l (242)

j=1 k=1 =1
ot ay, sont des constantes, des opérateur Hilbert-Schmidt H; de U dans H, ¢}, sont des
fonction B(E)-mesurable a valeur réelle bornée, (sy,, t;] sous-intervalle de [0,T] et Fi?) € Fop

tels que

n—o0

lim (/ |P(t, w, z) — @At,w,x)”%&[’%(dt,dw)) p(dx) = 0. (2.43)
E \Jar 2
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Preuve
Comme il existe une suite {®,,} des applications uniformément bornées pour les quelles (2.43)
est vraie, on peut supposer, sans perte de généralité, que ®(-,-,-) est une application bornée.
Soit {H,} un systéme orthonormé complet sur Ly et {ex(-,)} un systéme orthonormé complet
sur L2 = L*(Qg, Pr,Pr) composé des processus bornés. Prenant en compte les expansions par

rapport les bases {¢,} et {H;}, nous définissons des processus d’approximation

PL(t,w,x) = Z ot w, )

ou
@j(f,éd,&?) = <q)(t7w7x)7Hj>Lga
J K
) (tw,x) = > H (Z%(t,w)%k(fﬂ))
j=1 k=1
et

90j7k(x) = <(Pj('7 @), k(s )>vf:,%
Le troisiéme processus d’approximation remplace les processus prévisibles €, par des processus

simples

J
(I)JKL (t,w,z) ZHJ Z‘ij Zaklﬂ]sklvtkl] )]l )
j=1

pour (t,w,x) € Qr x E. Notons l'intégrale de (2.40) par HHCIDHH Par le théoréme de convergence

monotone de Lebesque nous avons
Jim ([ @~ @3 =0, lim |8}~ B3, = 0. (2.44)

Enfin, en procédant comme dans la preuve de la Proposition 2.4.2 (2), pour J et K fixe on peut

trouver une suite d’approximations du troisiéme type telles que
Jim |97 e = 5 Il = 0. (2.45)
—00

Il résulte de la limite de ® et de la construction des approximations que ¢; x(-) sont des fonctions
bornées et que les approximations sont des processus prévisibles. En prenant en compte (2.44)
t (2.45) on arrive a (2.43).
Preuve de Théoréme 2.7.1

Il est satisfait que le théoréme est vrai pour les processus d’approximation ®,,, n € N,

/E { /OT @n(t,x)dW(t)} p(de) = /OT [ /E @n(t,x)ﬂ(dx)] AW (t).
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De plus, par le théoréme de Fubini (voir[6])et la discussion précédente, le processus

n(t,w) = /Ei)(t,w,:c),u(dx), (t,w) € Qr,

est prévisible. Nous montrons maintenant qu’il existe une version de &(+,-) qui est Fr x B(E)-

mesurable. Les processus
T
£0(w,7) = / Bo(t,w, 1) AW (W), we zek
0

sont Frx B(E)-mesurables et, par 'utilisation standard de l'inégalité de Chebyshev et du lemme
de Borel-Cantelli, nous obtenons de (2.43) qu'il existe un ensemble E, € B(E), u(E \ Ey) = 0,

et une sous-suite {®,,,, } telle que pour tout x € Ey et m > m(x)

1
””(I)(a '737) - q)nm('a 73:)”” < 5

p— 2m .
Par conséquent, si nous définissons
T
lim / O, (t,w,x)dW(t,w) si la limite existe,
m—0o0 0
{(w,z) =
0, sinon.

alors (-, ) est une variable aléatoire Fp x B(E)-mesurable et, par les propriétés élémentaires

de l'intégrale stochastique,
T
fwa) = [ Bt (tw)
0

pour tout x € Fy et w € ), P — P.s. On note que

[E(/OT(D(t’x)dW@) u(da:)—/E (/OTCIDnm(t,x)dW(t)> p(dz)
<[ (e

< / 1| ®(t, z) — Dy, (t, 2)||||(dx) — 0 comme m — oo. (2.46)
E

/OT (é@(@@%dm)) dW (t) _/E </OT q)nm(t,q;)dw(t)) p(dz)
/OT ( [E cp(t,x)u(dx)) dW (t) — /OT < /E @nm(t,x)u(d$)> dW (1)

E

/OT(CI)(t,x) — @nm(t,x))dW(t)D p(dz)

De plus

2

E

2
=E
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/oT (/E ot z) - q’nm(tar)u(dx)) AW (¢)
[ ([ atman) ave - [ ([ on0amvw)

< [E (D(t,2) — By, (£, 2))pu(d) |2

2
=K

Donc 2

E

< (/E I®(t, z) — @nm(t,x)HHu(dx)) — 0 comme m — 0. (2.47)

L’estimation finale suit en considérant ®(-,-,-) — ®,, (+,-,:) comme une application mesurable

de (E, &, u) dans L*(Qr,Pr, H) (muni de la norme [|||-||||) et en appliquant I'inégalité suivante

< [ IX@IP().
O

(en fait c’est aussi l'inégalité de Minkowski généralisée) ‘ / X(w)P(dw)
B

D’apreés les estimations (2.46) -(2.47), le résultat suit.

Remarque 2.7.1. La condition (2.40), écrite dans une version étendue, a la forme

/E [/Q /OT H@(t,w,ﬂf)llig)dt)P(dW)] % pldz) < co.

Dans le cas ou @ est une application non stochastiques, on a simplement

/E {/OT H‘D(t,:c)llig)dt] : p(dz) < oo,

2.8 Remarques sur la généralisation de l’intégrale

La théorie de I'intégration stochastique par rapport les martingales M € M2 (H), compléte-
ment de méme ordre par rapport & un processus de Wiener décrit dans les sections précédentes,
peut étre développée, voir [30]. Le role du processus t@Q est joué par la variation quadratique
((M(t))), t € [0,T]. Nous aurons besoin de cette extension dans le cas ou la martingale M est
elle-méme une intégrale stochastique, dire M = ®-W avec ® € N3, (0, T; LY). Donc, l'extension

est simple, puisque nous pouvons définir 'intégrale stochastique ® - M simplement par
t t
U M) = / U (s)dM(s) / U(s)D(s)dW (s), ¢ € [0,T]. (2.48)
0 0

On note que

(- M (1)) = / U(5)Qal(s)V*(s)ds, ¢ € [0,T), (2.49)
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ol

Puisque dans le cas présent

(M) = / Qu(s)ds, s € [0.T),

donc (2.49) peut étre écrite intrinséquement comme

((U-M(t)) = /0 W(s)%((M(s»)\IJ*(s)ds, te[0,7]. (2.50)

Enfin (2.50) peut étre étendu a des martingales générales et les intégrands généraux.



Chapitre 3

Application aux EDS (Equations linéaires

avec bruit additif)

3.1 Rappels et Compléments

Proposition 3.1.1. Soit u une mesure dans un espace de Banach séparable E et M un sous-

espace linéaire de E* générant la o-algébre de Borel B(E).
1. Si un arbitraire p € M a une loi gaussienne symétrique alors . est gaussiene symétrique

2. Si en plus Hy est un espace de Hilbert continuellement intégré dans E et tel que £ (p) =

N (0,]¢]2) pour un arbitraire ¢ € M, alors Hy est le noyau reproducteur de .
Preuve. voir [6].

Proposition 3.1.2. Soit S(-) un Cy-semigroupe dans E et soit A son générateur infinitésimal.

Alors A est fermé et le domaine D(A) est dense dans E. De plus, si v € D(A), alors
S(-)x € CY([0, +oc], E) [ C([0, +00], D(A))

et

() = AS(1)e = S()A, 120
S

Preuve. voir [6].

Proposition 3.1.3. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe S(-) dans E et

o6
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f e LY0,T, E). Alors il existe une unique solution faible u de I’équation
W)= Ault) + (1), te[0T],
(3.1)
u(0) = z €k,

ou A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe S(-) dans E et f € LP(0,T; E), p > 1%

L’unique solution est donnée par la formule de variation de constante

u(t) = S(t)z + /0 S(t — s)f(s)ds, te[0,T]. (3.2)

Pour la preuve, voir, Da Prato and Zabczyk [6].

La fonction u(-) définie par (3.2) est appelée la solution mild du probléme (3.1).
Avant de prouver une condition suffisante pour I'existence de solutions strictes, il est commode

d’introduire le probléeme d’approximation
up(t) = Anun(t) + f(t), t€0,T],
(3.3)
u,(0) = e X,

ou A, sont les approximations de Yosida de A. Le probléme (3.3) a une solution unique u,, €

W10, T, F), donnée par la formule de variation de constante

t
un(t) = Sy(t)x —I—/ Sp(t—s)f(s)ds, te€]0,T], (3.4)
0
oil S, (t) = e*4n t > 0, et de plus

lim u, =u € C([0,7T], E).

n—oo
Proposition 3.1.4. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe S(-) dans E.

1. Siz € D(A) et f € WH([0,T],E)? avec p > 1 alors le probléme (3.1) a une solution
stricte unique u dans C([0,T], E)3, étant donné par la formule (3.4) et de plus u €
C([0, 71, EYN C([0, T, D(A)).

1. L?(0,T; F) : Espace de Banach des fonctions mesurables de Borel H sur [0, T], intégrable de Bochner dans
la puissance p

2. Wtr([0,T), E) : Espace de Sobolev de fonctions f € LP([0,T], E), avec D*f € LP([0,T], E), |a < 1]

3. C([0,T],E) : Espace de Banach des fonctions continues a valeur de E sur [0, T
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2. Sixze D(A) et f e LP([0,T],D(A)), alors le probleme (3.1) a une solution stricte unique
dans LP([0,T], E), donnée par la formule (3.2) et de plusu € WHP([0,T], E) (N C([0,T], D(A)).

Pour la preuve, voir, Da Prato and Zabczyk [6].

Définition 3.1.1. Nous dit que le probleme de Cauchy suivant

u'(t) = Apu(t), t>0,
(3.5)
u(0)= xz€FE

avec Ay €tant un opérateur linéaire, généralement non borné, défini dans un sous-espace linéaire

dense D(Ag) de E, est bien défini si :

1. pour un arbitraire x € D(Ay) il existe exactement une fonction strictement différentiable

u(t,x), t € [0,400), satisfaisant (3.5) pour tout t € [0, +00),

2. si{x,} € D(Ap) et lim x, =0, alors pour tout t € [0,+00) nous avons
n—oo
lim u(t, z,) = 0. (3.6)

n—oo

Si la limite dans (3.6) est uniforme dans t sur des sous-ensembles compacts de [0, +00], nous

dit que le probleme de Cauchy (3.5) est uniformément bien défini.

3.2 Systémes de retard (Exemple pour un systéme déter-
ministe)
Nous sommes préoccupés ici par le probléme :

() = /0 a(d0)=(t + 0) + (1), t 30,

20)= h(0), 0¢€[-r0,P—Ps.

oil a(+) est une mesure finie & matrice N x N sur [—r,0], f : [0, +00) — RY est une fonction

localement intégrable, hg € RY, hy € L2([—r,0], RY) et r est un nombre positif égal au retard
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maximal. Ce probléme a une solution continue absolue unique z définie dans [—r, +00).
Supposons pour l'instant f = 0 et considérons I'espace de Hilbert H = RN & L*([—r, 0], RY).

Il se trouve que la formule suivante

h z(t h
sy [ ] = Q , v %) en, (3.8)
hl 2t hl
ou z est la solution de (3.7), avec f = 0 et z,(0) = z(t+0), 0 € [—r, 0], définit un Cy-semigroupe

sur H. Le résultat suivant est bien connu, voir par exemple (|8]).

Proposition 3.2.1. S(-) est un Cy-semigroupe dans H qu’il est de plus différentiable pour tout
t > r. Le générateur infinitésimal A de S(-) est donné par :

(

h
D(A) = { ho € H: hy € RN, hy € WH(—r,0,RY), hi(0) = hO}
1

(3.9)

a(df)hy(0)
Ah = /r dh,

\ do

o(A) = {/\ € C : det ()\ — /0 ekea(d9)> = o}.

Nous considérons maintenant le probléme général (3.7). Nous avons la formule suivante

et nous avons

t
(2(0).20) = S(6)(hos )+ [ S(t = 9)(7().0)ds.
0
Donc le probléme (3.7) est équivalent au probléme de Cauchy

u' =Au+ Bf, u(0)eH

ot A est donné par (3.9) et B =
0
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Nous introduisons maintenant divers concepts de solutions et discutons leurs propriétés

élémentaires.

3.3 Concepts de base

3.3.1 Concept de solutions

On nous donne un espace de probabilité (€2, F,P) avec une filtration normale (F;);>o. Nous
considérons deux espaces de Hilbert H et U, et un processus de Q-Wiener W (t) sur (2, F,P),
avec 'opérateur de covariance Q € L(U). Si Tr ) < oo, alors W est un processus de Wiener
réel, alors si () = I, W est un processus cylindrique et dans ce cas il a des trajectoires continus
dans un autre espace de Hilbert U; plus grand que U, voir Chapitre 2. Nous supposons qu’il
existe un systéme orthonormal complet {e,} dans U, une suite bornée A\, de nombres réels non
négatifs tels que

Qer = Aer, ke NN,

et une suite {f;} de mouvements Brownien indépendants réels tels que

(W(t),u) = i VAR, ) Br(t), we Ut >0,

Nous considérerons I’équation linéaire affine suivante

dX(t) = (AX(t) + f(t))dt + BdW (t)
(3.10)
X(0)=¢
ot A: D(A) C H— H et B:U — H sont des opérateurs linéaires et f est un processus

stochastique a valeur dans H. Nous supposerons que le probléme déterministe de Cauchy

u'(t) = Au(t),

u(0) =z € H,
est uniformément bien défini (voir Définition 3.1.1) et que B est borné, c’est-a-dire que nous

avons le suivant :

Hypothése 3.3.1. A génére un Cy-semigroupe S(-) dans H et B € L(U, H).
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Hypothése 3.3.2. 1. f est un processus prévisible avec des trajectoires intégrables au sens

de Bochner sur lintervalle arbitrairement fini [0, 7).

2. & est Fo-mesurable.

Remarque 3.3.1.1. Si W est un processus Q-Wiener dans U, alors W1 = BW est un processus
BQB*-Wiener dans H. Nous pourrions donc supposer, sans aucune restriction, que U = H. Ce-
pendant, dans certaines applications, par exemple des équations d’onde ou de retard, il est pra-

tique d’avoir B différent de ’identité. O

Un processus prévisible (X (2))¢cpo.r) & valeur dans H, est dit une solution forte de (3.10) si

X(t) prend des valeurs dans D(A), P — P.s.,
T
/ AX (s)|ds < 00, P—Ps.
0
et pour ¢ € [0, T
t
X(t)=¢+ / [AX(s) + f(s)]ds + BW(t), P— P.s.
0

Cette définition n’a de sens que si W est un processus a valeur dans U et donc demandé
que Tr [Q] < 4+00. On note qu’une solution forte devrait nécessairement avoir une modification
continue. Un processus prévisible (X (t));cp) & valeur dans H, est dit une solution faible de
(3.10) si les trajectoires de X (-) sont intégrables au sens de Bochner P-P.s. et si pour tout

z € D(A*) et tout ¢t € [0,T] nous avons
(X(t),z) = (&, 2) +/0 (X (s),A"2) + (f(s), z)|ds + (BW(t),z), P — P.s. (3.11)

Cette définition est importante pour un processus de Wiener cylindrique parce que les processus
scalaires (BW (t), z), t € [0, 7] sont des processus aléatoires bien définis (voir la section 2.4.1).

Il est clair qu’une solution forte est également faible.

3.3.2 Convolution stochastique

Il est d'une grande importance dans notre étude des équations linéaire d’établir d’abord les

propriétés de base du processus
t
Walt) = / S(t— $)BAW(s), >0,
0

qu’on appelle convolution stochastique. Les propriétés sont recueillies dans le théoréme suivant.
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Théoréme 3.3.2.1. On suppose que [’hypothése 3.5.1 est verifiée et
T T
/ HS(T)BH%gdr = / Tr[S(r)BQB*S*(r)]dr < +oo. (3.12)
0 0

Alors
(1) le processus Wa(+) est gaussien, continu en moyenne carré et a une version prévisible,
(2) nous avons

Cov(W4(t)) = /OtS(T)BQB*S*(T)dT, t €[0,7], (3.13)

(3) les trajectoires de Wy(+) sont carrée intégrale P — P.s. et la loi L(W4(+)) est une mesure

gaussienne symétrique sur & = L2(0,T, H) avec les opérateurs de covariance

Dp(t) = /0 G(t, s)p(s)ds, €[0T, (3.14)

ol

tAs
G(t,s) = / S(t—r)BQB*S*(s —r)dr, t,se€l0,T] (3.15)
0
et t A's = min{t, s}.

Preuve

Pour prouver (1) fixer 0 < s <t < T, alors
Wa(t) — Wa(s) = / S(t —r)BdW (r) + /:[S(t —r)—=S(s—7r)|BdW(r).

Puisque les intégrales sont indépendantes, il s’ensuit que
S

|S(r) Bey|*dr

t—
0

E|Wa(t) — Wa(s)? = Z)\k/

+ Z)\k /08 I(S(t — s+ 1) — S(r))Beg|*dr.

Par (3.12) et le théoréme de la convergence dominé de Lebesgue, la continuité en moyenne
quadratique suit. Que le processus est Gaussien suit facilement de la définition de I'intégrale
stochastique. L’existence d'une version prévisible est une conséquence de la proposition 2.1.6,
et (3.13) résulte de la proposition 2.5.1. Il reste a prouver (3). Pour une version mesurable de

W4(+) nous avons, par le théoréme de Fubini

T T T s
IE/ |WA(3)\2ds:/ E;WA(S)WS:/ / 1S(r)BI2ydrds < +oo,
0 0 0 0
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donc la partie initiale de (3) est vrai et de plus W4(+) peut étre considérée comme une variable
aléatoire a valeurs dans .7 (voir|6]). Pour montrer que £ (W4(+)) est symétrique et gaussienne
sur # = L*(0,T, H), nous appliquons la proposition 3.1.1 et considérons la famille M suivante

de toutes les fonctionnelles (h ® a) € #* = H, a € H

T
(ha)(e) = [ hO e ¢ e,
0
Pour compléter la démonstration, on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.3.2.1. Si £() est un processus gaussien a valeur réelle, continu en moyenne carré

alors pour un arbitraire h € L*(0,T, R") fo s)ds est une variable aléatoire gaussienne

J‘f]"hp.

Puisque

(h® a)(Wa) = /0 ' h(t)(a, Wa(t))dt, Wi A

et (a, Wa(-)) est un processus gaussien réel, continu en moyenne carré , avec moyenne 0, par la
proposition 3.1.1 Z(W4(+)) est une distribution gaussienne symétrique sur . Si ¥, p € A

alors

(2o, ) = E( / (), Was))ds / T<w<r>,wA<r>>dr)

- / / E(((s), Wa(8)) (4(r), Wa(r)dsdr-
Puisque pour s > r

E(((s), Wa(s)) ((r), Wa(r)
- / / / S(s — o) BdW (o) /OT<w<r>,s<r—p)BdW(p»dsdr

_ /OT /OT /OW@B*S*(S —o)pls), B*S*(r — 0)ib(r))dodsdr

= [ [ (6o visar,

ot G(s, ) est donné par (3.15). Alors (3.14) est vrai.
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3.4 Existence et Unicité

Maintenant, nous démontrons I’existence de solutions faibles ainsi que les solutions fortes.

3.4.1 Solutions faibles

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 3.4.1. Supposons les hypotheses 3.3.1, 3.3.1, et (3.12). Alors l’équation (3.10) a

éxactement une solution faible qui est donnée par la formule

X(t) = S()E + /0 tS(t—s) f(s)ds + /0 tS(t—s)BdW(s), te 0,7 (3.16)

La formule (3.16) est une généralisation stochastique de la formule classique de la variation
des constantes, voir la formule (3.2).
Preuve 1l suit de la proposition 3.1.3 qu’'un processus X est une solution faible & (3.10) si et

seulement si le processus X donné par la formule

X(t)=X(t) — (S(t)§+/0t5(t—s)f(s)ds>, t € 10,17,

est une solution faible &

dX = AXdt + BdW, X(0) =0.

On peut donc supposer, sans perte de généralité, que £ = 0 et f = 0. Pour prouver 'existence,
nous montrons que 1'équation (3.10) avec £ = 0 et f = 0 est satisfaite par le processus Wy(-).

On fixe t € [0, 7] et soit ¢ € D(A*). On note que

/Ot<A*C, WA<S)>dS:/Ot <A*<, /Otn[o,s](r)s<s—r)BdW(r)>ds

et par conséquent,

/;(A*C, Wa(s))ds = /Ot < /t]l[o,s}(T)B*S*(s B T)A*Cds,dW(r)>

0

t < [ B*S*(s — r)A*Cds, dW(r)>

_ /: t < / t (%B*S*(S - r><) ds,dW<r>>

= /O(B*S*(t—r)(),dW(r))—/o (B¢, dW(r))

= ((Wa(t) — (¢, BW(1)).

Donc W4 (+) est une solution faible.

Pour prouver I'unicité, nous avons besoin du lemme suivant.
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Lemme 3.4.1. Soit X une solution faible du probléme (3.10) avec & =0, f = 0. Donc, pour
une fonction arbitrairement ((-) € C*([0,T], D(A*)) et t € [0,T)], nous avons

(X (1), () = / (X (3),¢'(s) + A*C(s))]ds + / (C(s), BAW(s)).

Preuve
Considérons tout d’abord les fonctions de la forme ¢ = (yp(s), s € [0,T], ot p € C1([0,T]) et
Co € D(A*). Soit t
Fo(t) = [ (X(6), A°Gds + (BW (D),

En appliquant la formule d’Ito au processus F¢,(s)¢(s) on obtient
d[Fgo()p(s)] = (8)dFg(5) + ¢ (5) Fo (5)ds.

En particulier

Fo(t)p(t) = / (C(s). BAW(s)) + / ()X (), A*Co) + () (X (5), G ds.

Puisque F¢, () = (X(-), o), P— P.s le lemme est prouvé pour la fonction spéciale ((t) = (op(t).
Puisque ces fonctions sont linéairement denses dans C*([0, T], D(A*)) le lemme est vrai en géné-

ral. O

Soit X une solution faible et soit (, € D(A*). En appliquant le lemme 3.4.1 a la fonction
C(s) = S*(t — s)Co, s € [0,1], nous avons

(X (1), o) = / (S(t — $) BV (s), Co)

et, puisque D(A*) est dense dans H, nous trouvons que X = W 4. La preuve est compléte. O
Exemple Equations de retard
Dans cet exemple, nous utilisons les notations de la section 3.2. Nous sommes préoccupés par

le probléme

(1) = /0 a(d)=(t + 0)dt + f(t)dt + dW (L), t>0,

S0 = o (3.17)
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oil a(+) est une mesure finie & matrice N x N sur [—r,0], f : [0, +00) — RY est une fonction
localement intégrable, hy € RN, hy € L?(—r,0, RY) et r est un nombre positif représentant le
retard. De la méme maniére que dans le cas déterministe (voir section 3.2), on peut associer a

I’équation (3.17) une équation linéaire stochastique :

(X = AXdt+ Bf(t)dt + BdW (1)

(3.18)
ho
X(0) =
hy
\
sur espace H = RN @ L?(—r,0,RY) ot le générateur A est donné par (3.9) et B =
0

Dans la situation actuelle, U est égal a RY. Evidemment (3.12) est rempli dans ce cas et
donc I'équation (3.18) comme une solution faible unique. Il a été montré par plusieurs auteurs
[voir([5],]7],[31]] sous différents ensembles d’hypothéses que X () = (2(t), z¢), t > 0, ol z et 2
sont les solutions de 1’équation (3.17) et son segment, respectivement. Ce fait est important

dans 'application des systémes de retard pour contréler les problémes et la stabilité.

Considérons le cas particulier ot
a(+) = aodo(+) + a1 (-)

ol ag, a; sont des matrices N x N. L’équation (3.18) avec f = 0 peut maintenant étre

résolue par étapes successives. En particulier, pour ¢ € [0, 7]
t t
2(t) = e"hg + / e=Hup, (s —r)ds + / elt=s)aoqyy (s). (3.19)
0 0

En tenant compte du fait que les trajectoires de la partie de convolution stochastique dans (3.19)
ne sont jamais absolument continues, nous pouvons voir que dans ce cas la solution faible de

(3.19) n’est jamais forte. O
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3.4.2 Solutions fortes

Nous sommes maintenant préoccupés par 'existence de solutions fortes & (3.10). Puisque
(BW(t))s>0, devrait étre un processus a valeur dans H, nous supposerons que B = [ et que W
est un processus de Wiener a valeur dans H avec 'opérateur de covariance @) avec Tr () < +oo.

Nous sommes donc concernés par 1’équation
t
X(t)==x +/ (AX(s)+ f(s))ds+W(t), te]l0,T]. (3.20)
0

Comme les solutions fortes sont aussi des solutions faibles, nous savons qu’elles devraient étre

de la forme
X(t)=S{t)r + /Ot S(t—s)f(s)ds + /Ot S(t—s)dW(s), tel0,T]. (3.21)
Théoréme 3.4.2. Suppose que
1. Q2(H) C D(A) et AQ? est un opérateur de Hilbert-Schmidt,
2. xe€ D(A) et feCH[0,T],H)C([0,T], D(A)).
Alors le probleme (3.10) a une solution forte

Preuve
Le résultat est vrai si f = 0, W = 0, par la proposition 3.1.2. Supposons maintenant que

z =0, W =0. Pour tout ¢t € [0,7] on a
t t
| st - or@lds < [ 150 - l1Af(0)]do <+
0 0
et donc, par Proposition 3.1.4 X (t) € fot S(t—o)f(o)do € D(A) et

AX(t):/tAS(t—a)f(a)da, t€0,7].

/OtAX(S)ds - /;(/OSAS(S_U)f(U)dU)dS
- [ ([ Eseses)ao

_ /OtS(t— 0)f(0)do — /;ﬂa)da

De plus

_ X(t)—/otf(a)da, te0,T)
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Supposons enfin que x = 0, f = 0. On note que

t t
/0 JAS(5)Qb 2, ds = / 1S(s)AQH 12, ds

< AQU [ ISR ds < o
Par conséquent, d’apreés la proposition 2.5.2
Wal(t) = /Ot S(t—o)dW(o) € D(A), P—Ps
et pour t € [0,T], P — P.s
AW (t) = /O " AS(t — 0)dW (o).

Puisque W4(-) est une solution faible de (3.10), pour ¢t € [0,7] et ¢ € D(A*), P — P.s.

(Walt),¢) = / (Wa(s), A*C)ds + (W (1), )
- [ AWA(s), C)ds + (W (8),0)

t
= (A [ Was). Q)+ (W (0.0
0
Par conséquent
¢
Wu(t) = / AWy (s)ds + W (t), P — P.s.
0
Cela termine la preuve. O
Exemple

Supposons que W est un processus de Wiener de dimension finie, dire

W(t) = ab(t), t>0, (3.22)

k=1
ou [, ..., m sont des processus de Wiener indépendantset et les vecteurs ay, ..., a,, € H sont
linéairement indépendants. Alors le théoréme 3.4.2 dit que si aq,...,a,, € D(A) alors W4 est

une solution forte de (3.21) avec = 0, f = 0. Sous des conditions supplémentaires sur 1’'opé-

rateur A I'élément a4, ..., a,, peut étre moins réguliére. C’est le sujet du prochain théoréme.O

Théoréme 3.4.3. Supposons que A génere un semigroupe analytique de type négatif. Soit en

plus
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N

1. pour certains B € (3,1), Q2(H) C D((—A)") et (—A)ﬁQ% est un opérateur de Hilbert

Schmidt,
2. x € D(A) et pour certains o € (0,1), f € C*([0,T),H)|JC([0,T], Da(cx,00)).

Alors le probleme (3.10) a une solution forte.

Preuve. voir [6].
Exemple
Si W est donné par (3.22) et A génére un semigroupe analytique de type négatif, alors une solu-
tion faible est la solution forte & condition que a1, ..., a, € D((—A)") pour certains 8 € (3, 1).

Ceci est bien str une exigence plus faible que ay, ..., a,, € D(A). O



Conclusion

es concepts de base sur lesquels s’appuie la théorie des équations différentielles stochas-
L tiques, du moins celles gouvernées par des bruits gaussiens, sont celui du processus de
Wiener a valeurs dans un espace de Hilbert et celui de l'intégrale stochastique associée. Le
premier joue le role de mouvement brownien a valeurs dans un espace de dimension infinie.
Le second va permettre de donner un sens, du point de vue de ’analyse, au produit entre des

fonctions dont la régularité en temps est tres différente.

Dans ce mémoire, j’ai réalisée une étude sur deux processus récemment définis : le processus
@-Wiener et le Processus de Wiener généralisés. En premier lieu, on a définit ces deux proces-
sus et étudié leurs propriétés sur les espaces de Hilbert. Par ailleurs, on a rappelé les notions
des bases. Ensuite,on a définit l'intégrale stochastique par rapport aux processus Q-Wiener
et le processus de Wiener généralisés, puis on a étudié leurs approximations et propriétés des
intégrales stochastiques. Certains théorémes connus ont été établis comme celui de Fubini, la

formule d’It6.

Enfin, on a éffectué une étude sur les équations linéaires avec bruit additif. Nous avons
établi I'existence et I'unicité des solutions des équations différentielles stochastiques dans des
espaces de dimension infinie, des différentes notions de solutions sont établies (solutions faibles

et fortes).
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Annexe A

Opérateurs nucléaires et Opérateurs

Hilbert-Schmidt

A.1 Définition des opérateurs nucléaires et Hilbert-Schmidt

Soient FE et G deux espaces de Banach et soit L(E,G) l'espace de Banach de tous les
opérateurs linéaires bornés de £ dans G muni de la norme supremum usuelle. Nous écrivons
L,(E) au lieu de Ly(E, G). On note par E* et G* les espaces dual de E et G, respectivement.
On dit qu'un élément T € L(E, G) est un opérateur a trace ou nucléaire s’il existe deux suites

{a;} C G, {p;} C E* telles que
D laslligsll < +o0 (A.1)
j=1

et T a la représentation

Tz = Zajgpj(x), re L.
j=1

L’espace de tous les opérateurs nucléaires de E dans G, muni de la norme

|7l = inf { S llaglllgyll T = Zajgoj@:)}
o j=1

est un espace de Banach (voir[9]), et sera noté par Li(E, G). Soit K un autre espace de Banach,
il est clair que si T' € Li(E,G) et S € L(G,K) alors TS € L1(E,K) et [|TS|1 < ||T||[|S]1-

Soit H un espace de Hilbert séparable et soit {e;} un systéme orthonormal complet dans H. Si

T € Li(H, H) alors nous définissons

TrT = Z(Tej,ej).

J=1
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Proposition A.1.1. SiT € Li(H) alors Tr T est un nombre bien défini indépendant du choix

de base orthonormale {ey}.

Preuve Soit {a;} C H et {¢,;} C H* deux suites telles que
Th:ZGjQDj(h), he H
=1

et (A.1) satisfaite. Soit b; € H tel que p;(h) = (h,b;). Alors

(Tex, ex) = > {ex, a;){ex, by).
j=1
de plus
Z|<T€kae/€>’ < ZZ’ ekaaj eka |
k=1 J=1 k=1
< X (Stenapk) (o)
j=1 N k=1 k=1
< Y layllb| < 400
j=1
Puisque
> (Ter,ex) = ZZ er, az)en, by = (a;,by),
k=1 j=1 k= Jj=1
la définition de Tr T est indépendante de la base {ey}. O

On note aussi que

|Tr T) < ||T|, VT € Li(H). (A.2)
Corollaire A.1.1. SiT € Ly(H) et S € L(H), alors TS € L1(H) et
TrTS=TrST <|T|lS] (A.3)

Proposition A.1.2. Un opérateur non négatif T' € L(H) est a trace si et seulement si pour

une base orthonormale {ey} sur H.

[e.9]

Z(Tej,ej> < 00.

J=1
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De plus dans ce cas Tr T = ||T|;.

. 1 . , . .
Preuve Nous montrerons d’abord que T est compact. Soit T’z la racine carrée non négative de

oo
T. Alors T2z = Z(T%m,e])ej, et

7=1

N 00

Tow =Y (Tize)el* = Y [(T2ae)
j=1 k=N+1
o0 o0
< ol Y TP <a| Y (Teper), we€ M.
k=N+1 k=N+1

Donc 'opérateur T3 est une limite, dans la norme d’opérateur, des opérateurs de rang fini.
Donc T% est compact et T' = T>T3 est aussi un opérateur non négatif compact. Soit {f;} une

suite de tous les vecteurs propres de T et soit {);} la suite correspondante des valeurs propres.

Alors

To=> Mz fi)fs, z€H (A.4)
k=1
Puisque
(Tej, ej) Z)\k (fi,en)]?,
on a

Z Tej, e;) ZZAM (fjsen) :Z/\k<+oo.
j=1 k=1

7j=1 k=1

De ceci et des accroissements (A.4) on a que T a trace et Tr T = Z Ar. De (A.2) et (A4)
k=1
I'identité Tr T = ||T||; suit. O

Soient F et F deux espaces de Hilbert séparables avec des bases orthonormées complets
{ex} C H, {f}; C F, respectivement. Un opérateur linéaire bornée 7' : H — E est dit Hilbert-
Schmidt si

o0
Z |Ter|* < oo.
k=1

Puisque

Z|T€k|2 ZZ’ Tex, fj)]? Z|T*fj‘2
k=1

k=1 j=1
o 3
la définition de 'opérateur Hilbert-Schmidt, et le nombre ||T||y = <Z |T€k|2> , est indépen-

k=1
dant du choix de la base {e;}. De plus | T||2 = ||T*||2.



On peut facilement vérifier que l'ensemble Lo(E, F') de tous les opérateurs de Hilbert-

Schmidt de £ dans F', muni de la norme,

S :
17l = (Z |Tek|2) |
k=1

est un espace de Hilbert séparable, avec le produit scalaire
(S,T)2 = (Sex, Tey).

k=1

La double suite des opérateurs {f; ® e;},ren est une base orthonormale compléte dans

Ly(E, F)1.

Proposition A.1.3. Soit E, F,G des espaces de Hilbert séparables. Si T € Ly(E, F) et
S € Ly(F,G) alors ST € L1(E, Q) et

ST < [[SN20IT 12

Preuve

On note que
oo

STx = (T, f;)Sf;, =€ E.

k=1

Il s’ensuit, a partir de la définition de I'opérateur a trace, que

ISTIL < Y 1T f1IS Sl
j=1

< (ZIT*ij2)2(ZISij2)2-
P =1

1. Pour arbitrairement b € E, a € F on note par b®a 'opérateur linéaire défini par (b®a)-h = (a, h)b, h € F.
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Annexe B

L’intégrale de Bochner

Soit (X, || ||) un espace de Banach, B(X) le g-algébre de Borel de X et (£2, F, 1) un espace

de mesure & mesure finie

B.1 Définition de l'intégrale de Bochner

Etape 1 : Comme premiére étape, nous voulons définir I'intégrale pour les fonctions simples

qui sont définies comme suit. Définir

55:{f39—>X|f:Z$k]lAk,$k€X, A, e F,1<k<n,nelN}
k=1

et définir une semi-norme || ||. sur I'espace vectoriel € par

£l :Z/Hflldu, fee.

Pour obtenir que (e, || ||c) est un espace vectoriel normé, nous considérons les classes d’équiva-

lence par rapport a || ||. Pour la simplicité, nous ne changerons pas les notations.

Pour f € ¢, nous définissons maintenant l'intégrale de Bochner a

/fdu =) wpp(A)
k=1

De cette fagon, obtenir une application
int = (&, [ le) = (X, [[1])
£ [ fan
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qui est linéaire et uniformément continue puisque || [ fdu|| < [ ||f||du pour tous f € e.

Par conséquent, nous pouvons étendre 'application int & Complet abstrait de € par rapport

a || ||e que nous donnons par z.

Etape 2 : Nous donnons une représentation explicite de €.

Définition B.1.1. Une fonction f : Q0 — X est appelée fortement mesurable si elle est mesu-

rable de Borel et si f(Q)) C X est séparable.

Définition B.1.2. Soit 1 < p < co. donc, nous définissons LP(Q, F,pu, X) = LP(p, X) :=
{f : Q — X|f est fortement mesurable par rapport a F et [ || f||Pdu < oo} et la semi-norme

| fllee == (/ Hprdu) p, feLr(Q,F,u X). Lespace de toutes les classes d’équivalence dans
LP(Q,F, u, X) par rapport a || ||r» est noté LP(Q2, F, pu, X) = LP(u, X).

On pose :L'(Q, F, pu, X) =E.
Etape 1 :(LY(Q, F, i, X), ||||z1) est complet.
La preuve est seulement une modification du théoréme de Fischer-Riesz a 1’aide de la proposition

suivante

Proposition B.1.1. Soit (Q, F) un espace mesurable et soit un X espace Banach. alors

(1) Uensemble des fonctions mesurables de Borel de ) a X est fermé sous le développement

de limites ponctuelles, et

(2) Uensemble des fonctions fortement mesurables de 2 a X est fermé sous le développement

de limites ponctuelles.

Pour la preuve, voir, [CO 80,proposition E.1.,p.350]. a

Etape 2 : € est un sous-ensemble dense de L*(€2, F, 1, X) par rapport a ||||1. Cela peut étre

montré & ’'aide du lemme suivant

Lemme B.1.1. Soit E un espace métrique avec métrique d et que f : 2 — E soit fortement
mesurable. Alors il existe une suite f,, n € N, de fonctions simples d’une valeur de E (i.e f, est
F/B(E)-mesurable et ne prend qu’un nombre fini de valeurs) tel que pour un arbitraire w €

la suite d(f,(w), f(w)), n € N est décroissante monotone vers zéro
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Preuve |Da Pr Za 92, Lemma 1.1, p.16|
Soit {ex, k € IN} un sous-ensemble dense de f(£2). Pour m € IN définir

dp(w) = min{d(f(w),ex)|k < m}
km(w) = min{k < m|d,(w) =d(f(w),ex)}

fmn(lw = e, (W)

De toute évidence f,,, m € IN, sont des fonction simple puisque

De plus, par la densité de {ex, k € N}, la suite d,,(w), m € IN, est décroissante monotone vers

zéro pour un arbitraire w € €. Puisque d( f,,(w), f(w) = d,,(w) 'assertion verifiée. O

Soit maintenant f € L'(u, X). Par le lemme B.1.1 ci-dessus nous obtenons I'existence d’une

suite de fonctions simples f,,, n € IN, telles que
|| frn(w) = f(w)]| 4 0 pour tout w € 2 comme, n — oo

Donc f, — f dans ||||z1 par le théoréme de convergence dominé par Lebesgue.
n—-ao0

B.2 Propriétés de l'intégrale de Bochner

Proposition B.2.1. (Inégalité de Bochner). Soit f € LY(Q, F,u, X). alors

I [ saul< [ fla

Preuve Si f € ¢ I'assertion est évidente.
Si non, il existe une suite de fonctions simples f,,, n € IN, telles que|| f,, — f||l.: — 0.
n—m-a=o0

Puisque int : L*(p, X) — X et || ||z : L'(u, X) — R sont continus, nous obtenons

I [ gl =t | [ gl < i[5l = [l
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Proposition B.2.2. Soit f € LY(Q, F,u, X). Alors

[ oo sau=e( [ 1on)

retenir pour tout ¢ € X* = L(X,R).
Preuve |Co 80,Proposition E.11,p.356]

Proposition B.2.3. (Théoréme fondamental). Soit —co < a < b < oo et f € C'([a,b], X).

Alors
S ey (u) f(w)du si s <t

-6 = [ ' w)du =
S — [ Ly (w) f'(w)du, si non.

pour tout s,t € [a,b] ou dénote la mesure lebesque sur B(R).

Preuve

Prétendre 1 :Si nous posons F(t) = f; f'(u)du, t € [a,b], nous obtenons ce F'(t) = f'(t) pour
tout t € [a, b].

Pour cela, nous devons prouver que.

I3 (F(t 4+ ) = F(6) = POl — 0
h —00

A cette fin nous fixons ¢ € [a, b] et prenons un arbitraire ¢ > 0. Puisque f’ est continu sur [a, 0],
il existe 6 > 0 tel que ||f'(u) — f'(t)||p < € pour tout u € [a,b] avec |u — t| < 0. Donc, nous

obtenons que
IS FE+ = FO) = FOle = I [ 7= reduls

1 t+h
[ = @< e

IN

sit+h€a,b]et|h]<d

Prétendre 2 : Si F € C'([a,b], E) est une autre fonction avec F/ = F' = f' alors il existe une
constante c telle que F' — F=c

Pour tout L € E* = L(E,R), nous définissons g, := L(F — F). Alors g}, = 0 et donc g est
constante. Comme E* sépare les points de E par le théoréme de Hahn-Banach ce qui implique

que F'— F est elleeméme constante. O



Annexe C

Théorie des Cy-semigroupes

C.1 Semigroupes de classe Cj

Définition C.1.1. Soit E un espace de Banach sur le corps des nombres complexes C. on note
par B(E) lalgébre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans E et par I l'unité de B(E).

Pour un opérateur linéaire A : D(A) C E — E on note par
o(A) = {\ € C|\I — A est inversible dans B(E)}
lensemble résolvant de A € B(E) et par

R(-,A): o(A) — B(F)
RNA) = (M—A)!

la résolvante de 'opérateur linéaire A.

Définition C.1.2. On appelle Cy-semigroupe d’opérateurs linéaires bornés sur E une famille
(S(t))i=0 C B(E) vérifiants les propriétés suivantes :

a) S(0)=1,

b) (Propriété Semigroupe) S(t + s) = S(t)S(s) Vt,s > 0,

c) (Propriété de continuité forte) tl_i>r(§1+ S(tyr =z, Yz € E.

Soit S(t) C B(E) un Cp-semigroupe sur un espace de Banach FE. Donc, il existe des

constantes w > 0 et M > 1 telles que
1S(t)|| < Me*, t>0 (C.1)
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Si M =1, alors S(t) est appelé un semigroupe de pseudo-contraction.

Si w = 0, alors S(t) est appelé uniformément borné, et si w = 0et M =1 (i.e, ||S(t)| < 1),

alors S(t) est appelé un semigroupe de contractions.

Si pour tout x € X, application t — S(t)z est différentiable pour ¢t > 0, alors S(t) est appelé

un semigroupe différentiable.

Un semigroupe d’opérateurs linéaires {S(t) }+>0 est appelé compact si les opérateurs (S(t));=o

sont compacts.

Définition C.1.3. On appelle générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe , (S(t))i>0, un opé-

rateur A défini sur [’ensemble :
t —_
D(A) = {JJ € X : lim Mexists}

par :

Az = lim M

t—0+ t

, Vx e D(A).
Remarque C.1.1. Le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe est un opérateur linéaire.

Théoréme C.1.1. Soit A un générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe S(t) sur un espace

de Banach E : Alors

1) Pourz € E,
i 1
hoo b

2) Pour x € D(A), S(t)x € D(A) et

/ﬂhS@ﬁds:S@m.

d
%S(t)a: = AS(t)x = S(t)Ax

3) Pourx € B, [, S(s)zds € D(A), et

A(é%@ﬂ@):S@x—m

S(t)r — S(s)x = /: S(u)Azxdu = /St AS(u)xdu

4) Pour x € D(A),

5) D(A) est dense en E, et A est un opérateur linéaire fermé.

6) L’intersection ﬂ D(A™) est dense dans E :

n=1



Conclusion 82

7) Soit E un espace de Banach réflexive. Alors le semigroupe adjoint S(t)* de S(t) est un

Co-semigroupe dont le générateur infinitésimal est A*, l'adjoint de A.

Proposition C.1.1. Soient (S(t))>0 C B(E) et A son générateur infinitésimal. Si x € D(A),
alors S(t)x € D(A) et on a l’égalité

S(t)Ax = AS(t)z, Vt>0.
preuve. Soit x € D(A). Alors pour tout ¢ > 0, on a :

S(Az = S(t) lim ST =2

t—0t h

o SIStz = S(t)a

t—0t h

Donc S(t)x € D(A) et on a S(t)Ax = AS(t)z, Vit > 0.
Remarque C.1.2. On voit que :
S(t)D(A) C D(A),vt > 0.

Théoréme C.1.2. (Hille-Yosida) Soit A: D(A) C E — E un opérateur fermé linéaire sur E.
Alors lassertion suivante est équivalente :
(1) A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe S(-) tel que ||S(t)|| < Me**, t > 0.
(2) D(A) est dense dans E, l’ensemble résolvant o(A) contient l'intervalle (w,+o00) et les
estimations sutvantes
[(RE(X, A)|| < M(A—w)™", VEkeN.
De plus, si (1) ou (2) verifiée donc

R\, A)x = / e MS(tadt, w€E, N> w. (C.2)
0

Finalement

S(t)r = lim e Ve E,

n——~oo

ot A, = nAR(n, A) et l'estimation suivante
le || < Men=s, Vt>0,n>uw

Les opérateurs A,, = AJ, ou J, = nR(n, A),n > w, sont appelés les approximations Yosida

de A.



Annexe D

puissances fractionnaires et espaces

d’interpolation

Hypothése D.0.1. (a) Il existe w € R et 0y € (5, 7) tels que o(A) D S, g, avec
Swoo = {N € C\{w} : |arg(A —w)| < 6y}
(b) Il existe M > 0 tel que

IR(A = A)| <

. D.1
oo € Sea (D.1)

Ensuite, nous pouvons définir un semigroupe S(-) des opérateurs linéaires bornés dans E

en fixant S(0) = I et :

S(t) = L/ eMR(N, A)dN, t>0. (D.2)

21 Ye.o

Pour étudier les propriétés de régularité de solutions aux problémes de Cauchy, il est com-
mode d’introduire plusieurs domaines de sous-espaces de E. Pour simplifier la notation, nous
supposons, en plus de 'hypothése D.0.1, que le semigroupe S(-) est de type négatif, ce qui
signifie que w < 0. Pour tout a € (0, 1), nous définissons

1
(—A) 2= — [ (=N*R(\ A)zd\, t>0,x€E

27(2 Ve,0

ou nous avons utilisé les symboles de la section A.4.1(voir [6]).
Comme cela est facile a vérifier, (—A)~* est un-a-un. On notera (—A)* l'inverse de (—A)~* et

par D((—A)%) son domaine. Il n’est pas difficile de prouver (voir [32]) que
(_A)CY(_A)ﬁ = (_A)OH_Ba \V/Oé,ﬁ S (07 1)7 o+ 6 <1
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Les opérateurs (—A)* sont appelés puissances fractionnaires de —A. Le premier domaine

des sous-espaces de E est pourvu par
D((=A)*), a€(0,1).
Par (D.2) nous obtenons une formule de représentation pour (—A)“S(-) qui sera souvent utilisée.

Proposition D.0.2. Soit A un opérateur linéaire satisfaisant I’hypothése D.0.1 avec w < 0.

Alors pour tout v € (0,1) et t >0 on a S(t)x € D((—A)*), Vx € E et

(—A)*S(t)r = 2% eM(=N)*R(\, A)xd. (D.3)

De plus pour tout € > 0, il existe No. > 0 tels que
|(=A)*S )| < Na,st_ae(“’“)t, t>0. (D.4)

Nous aurons besoin de deux autres domaine d’espaces liés a la théorie dite d’interpolation.

Pour toute a € (0, 1) nous définissons

[2]la00 = supt™?[[S(t)z — 2|, =€ E,
>0

et on note par D4 («,00) l'espace de Banach de tous les x € E tel que ||2]|a.00 < 400, muni de

la norme || - || + || ||a.c0- nOUs définissons
Dy(a+1,00) ={x € D(A): Az € Dy(a,0)}.

De plus D4(a, 00) est un sous-espace invariant de (S(t))s>o, et la restriction de S(t) & D4 (c, 00)
génére un Cy-semigroupe dans D(«, 00) . Puisque S(:) est un semigroupe analytique, alors
une norme équivalente est la suivante, voir [3|, || || + || /H\a,oo, ol

|2]laco = supt' || AS(H)z||, z € E.
t>0

Enfin nous définissons les espaces D4(cv, 2), pour tout « € (0, 3]

Dy(a,2) = {x €E:|z)2= /OO E2YAS(6)w|?dE < oo} (D.5)
0
Pour o € (1, 1)

Dy(a,2) = {x €E: |z = /00 3729 A2S(&)z|Pde < oo} (D.6)

0
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Il résulte des définitions (D.5), (D.6) que la restriction de S(-) & D4(«,2) est un semigroupe de

contractions dans D4(«,2) pour tout o € (0,1). En fait, si o € (0, 3), nous avons
Sl = [ =0 #|AS()ean < ol
t
alors que si & € (3, 1), nous avons
Sl = [ (0= 0P A28 0)aldy < Lol
t
Nous avons la relation suivante entre certains des espaces introduits.

Proposition D.0.3. Soit A un opérateur linéaire qui verifié I’hypothése D.0.1 avec w < 0, et

soit 6 € (0,1). Donc, les inclusions suivantes sont satisfaites :
1. D((—A)?) C DA(6,00).

2. Da(6,00) C D((—A)P=2), pour 0 <e < 0.
Preuve. Soit z € D((—A)?), alors par (D.4) il existe C > 0 tel que
IAS )zl = |(=A) = S()(=A) =] < Ct"H|(—A) x|
Donc ||t'1=9AS(t)x|| est bornée et x € D4 (6, 00).

Supposons, a l'inverse, que x € D4(6, 00). Donc, en rappelant (C.2), il n’est pas difficile de

montrer qu’il existe une constante Cy(z) telle que
INAR, A)z| < Ci(z), A >0.

Maintenant, soit e € (0, #), alors il est facile de montrer que # € D((—A)%~¢) et

1

—A 0—e - =
( ) ’ QHZ Ve,

N AR(N, A)xd.
0
O
Remarque D.0.3. Nous aurons besoin du résultat d’inclusion suivant, voir [[29], Lemme 1.1] :

ce([0, 7], B) () ([0, T], D(A)) € C**+75([0, T], Da(B, ),

pour tous o € (0,1), B € (0,q]. O
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Proposition D.0.4. Soit H est un espace de Hilbert et soit A le générateur infinitésimal d’un
Co-semigroupe analytique S(-) de type négatif. Alors pour tout 0 € (0,1) et tout ¢ € (0,0)

["incluston suivante est vérifié
D((=A)) € D40 —¢,2).

Preuve. Nous remarquons d’abord que (D.4) il existe deux constantes C' > 0 et @ > 0

telles que

I(=A)PS@O)] < Ct" e, t>0.
Maintenant, soit x € D((—A)?), alors nous avons
1AS ()] = [[(=A) " S(t)(=A) z]| < Ot e™||(—A) ]
Mais cela implique la conclusion puisque

| e Eias©x 1 < cl-ayal [T ettt < o

Remarque D.0.4. Dans [28], linclusion suivante est prouvée

Wh2(0,T, H) () L*(0, T, D(A)) C C([O,T],DA(%,Q)).

Le résultat suivant est di a [35].

Proposition D.0.5. Supposons qu’il existe v € (0,1) tel que D((—A)%) soit isomorphe a
D((—A*)%),¥0 € (0,7), ot A* désigne ladjoint de A. Alors D A(0,2) est isomorphe a D((—A)?)
pour tout 6 € (0, 1).

Remarque D.0.5. L’hypothése de la proposition D.0.5 est vérifié si S(-) est un semigroupe de

contraction (voir [22]), et en particulier si A est auto-adjoint négatif
Le résultat suivant est di a [11].

Proposition D.0.6. Soit H un espace de Hilbert et soit A le générateur infinitésimal d’un
semigroupe analytique S(-) dans H de type négatif. Supposons que D((—A)%) est isomorphe a

Da(3,2). Alors il existe une constante C' > 0 telle que

[ 14

l\)\»—l

(s)z|*ds < C|z|*, Vz € D(A).
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Preuve. Si z € D(A) nous avons

/‘ A)iS(s)afds = /Ot’AS(S)(—A)leIZdS

< |(=4)=

2 J,’|DA% 2)’

et la conclusion suit puisque D((—A)2) est isomorphe a D 4(3,2). O
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