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Introduction

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on
peut appliquer le concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme, et par
la méme introduire dérivée seconde. Puis les dérivées successives d’ordre en-
tier. L’intégration, opération inverse de la dérivée, peut éventuellement étre
considérée comme une dérivée d’ordre "moins un".On peut aussi se deman-
der si ces dérivées d’ordre successifs ont un équivalent d’ordre fractionnaires.
La dérivation d’ordre fractionnaire remonte & diverses correspondances entre
Gottfried Leibniz, Guillaume de I'Hospital et Johann Bernoulli & la fin du

17éme siécle.

Dans le chapitre 1, on donne la version de Grunwald-Letnikov sur les déri-

vées et intégrales d’ordre fractionnaire, en mentionnant quelques propriétés.

Le chapitre contient I'approche la plus utilisée des dérivées et intégrales
d’ordre fractionnaire, celle de Riemann-Liouville. Des résultats sur la com-

posée de dérivées d’ordre entier et fractionnaire sont donnés.
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Chapitre 1

Les dérivées fractionnaires de

Grunwald-Letnikov

1.1 Relation entre dérivées et intégrales d’ordre

entier

Dans I'analyse classique les notions de dérivées d’ordre entier n et d’in-
tégrale répétée n-fois sont souvent présentés séparément. Dans cette section

nous présentons une approche pour 'unification des deux notions.

Considérons pour celad une fonction continue y = f(¢). On sait que la

dérivée premiére de la fonction f(t) est définie par :

f/(t):dfd—(tt):}lgi% f(t)_‘}i(t_}w' (1'1)

De méme la dérivée d’ordre 2 est définie par :

prey = I PO SR
_ hml{f(t) —flt="h) f(t—h)—f(t—zh)}
h—0 h h h
_ g O = 2F (=) + f(E - 20)
h—0 h2

La dérivée d’ordre 3 définie par :

mepy . L@ f() = 3f(t—h) +3f(t —2h) — f(t—3h)

(1.2)
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et par récurrence, on définie la dérivée d’ordre n par

ey = T iy LSy ( " ) fe—rh) (3)

<n>:n(n—1)...(n—r+1) (14)

ou

r rl

Considérons maintenant, ’expression suivante qui généralise les résultats

(1.1)-(L.3) :
f0) = 1 31y ( ! ) f(t=rh) (15)

r=0

ou pest entier arbitraire et n est aussi un entier. Pour p < n on a

tim f2(0) = () = 21 (1.6)

Car dans un tel cas, tous les coefficients du numérateur dans ’expression

(1.3) apre ( " ) sont nuls.
r

Considérons les valeurs négatives de p, par commodité, on note

[p] _ppt---(ptr—1
r 7!

on a alors

( —p ) _ —p(=p-1) r‘ (=p—r+1) _ (—1)" [p] (1.8)

r T

et en remplagant p dans I’équation (1.5) par —p on peut écrire

= o[ |- 19

r=0 r

ou p est un nombre entier positif.

Si n est fixé, alors f, P(¢) tend vers une limite non-intéressant ”0” quand

h — 0. Pour arriver & une limite non nulle, on supposera que n tend vers oo
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lorsque h tend vers 0. On peut prendre alors h = t_T“, ol a est une constante
réelle, et on considére la valeur limite, qui soit finie ou infinie, de f, *(¢), que

l'on notera comme suit :
lim f7(t) = D71 (2), (1.10)

ou nh =t — a. Considérons quelques cas particuliers :

Cas p=1 On a
fil(6) =h>_ f(t—rh) (1.11)
r=0

Sachant que ¢t — nh = a et que la fonction f(t) est supposée continue,

on en conclut que

im0 = D70 = [ == [ i )

h—0

Cas p = 2 De méme comme,

2 2.3...(2 —1
{ }: 3.2+r=b) 4y (1.13)
r 7l
on a alors .
[ =0 (r+ Dhf(t —rh) (1.14)
r=0
et en notant par t + h = y on obtient
n+1
L2 =h) (rh)f(y —rh) (1.15)
r=1

et en faisant tendre h vers zéro, nous aurons :

tim £720) = D2f(0) = [ 2f =2t~ [@=n)f)ar (116)
car y — t quand h — 0.
Casp=3

rl N 1.2

{3} 34.3+r—1) (r+1)(r+2)

r
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donc
n

h D (r+ 1)+ 2R f(t —rh) (1.17)

fil(t) = 13
T r=0

En notant comme ci-dessus, t + 2h = y on a donc

n+1

h
O(t) = — DA f(y — 1.1
i) = 15 ;m + 1)h*f(y = rh) (1.18)
h, n+1 h,2 n+1
Hi2(t) = 5 (k)P fly —rh) + 5 Y rhf(y—rh)  (119)
=1 =1
Faisont tendre h vers zéro, nous obtenons
1 t—a t
D7 f(t) = 5/ 2f(t— 2)dz = / (t—7)2f(r)dr (1.20)
+JO a
cary —+tet h—0et
h2 n+1 t
}L%E;rhf(y —rh) = flg%h/a (t—7)f(r)dr =0

Il en résulte a partir de ces trois cas 'expression générale suivante

! )!/(t—T)P—lf(T)dT (1.21)

D (t) :;gghpi {p }f“—”” V]

r=1 r

qu’on doit montrer par récurrence. Pour cela introduisons la fonction

At = [ syis

qui admet la propriété évidente fi(a) = 0, et considérons

aD; PN f(t) = THm APty [ p+i ]f(t —rh)
r

h—0

— lm P, { p;f L ]fl(t—rh)

h—0

h—0

Clm Y, { pjl ]fl(t— (r+1)h)
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Il est facile de vérifier que
1 1
RN AN 12
r r

ou nous devons poser

Remplacement de r par » — 1 dans la seconde somme donnent :

. . ~[p
D) = }lg%hpzo_r]ﬁt(t—rh)
N[ Pl B
+ fllli%h;_?’—l fi(t —rh)
n+1 r
_ 1 p p+1 _
%h;_r_l fi(t —rh)
1
= aDtpfl(t)—limhp[p+ :|f1<t—(n+1)h)
h—0 n
ey (e tim | PTL e (L,
= D fi(t) = (t—a) 711_{2([ n npfl a
et ona
limfl(a—t_a):
n—o n

En tenant compte de la limite connue

. {p—i_l}i—lim b+ +2)---(ptn) 1
noo | op [P no nPn! S T'(p+1)
nous obtenons
DA = D) = / (t =Ty f(r)dr
_Tp | i 1 [t
Sl e Y KT
1
ol

. /(t—T)”f( )
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Ce qui achéve la démonstration par récurrence de la formule (1.21).

Montrons maintenant que la formule (1.21)n’est autre que l'intégrale ré-

pétée p-fois de la fonction f. En intégrant la relation suivante :

G( o)=Ly | (= 1P (r)dr

= D" ()

de a a t, nous obtenons

D f(t) = / t (aDt“lf(t)) dt

oDt = / t ( D;"*? f(t)) dt, etc...,

DA = (D "))
:/ [ o] (o)
_ /adt/a dt.../a F(t)dt

Vv
n—fois

et ainsi

On voit que la dérivée d’ordre entn (1.3) et U'intégrale répétée n-fois d’'une
fonction contnue f(t) sont des cas particuliers de I'expression générale sui-

vante

DPF(t) = lim hpzn:(—w ( b > F(t—rh) (1.23)

h—0
r=0 r
qui représente la dérivée d’ordre m si p = m et 'intégrale répétée m-fois si

p=-

Cette observation entraine naturellement 'idée d’une généralisation des
notions de différentiation et d’intégration en imposant & p dans (1.23) d’étre
un nombre réel, ou méme complexe arbitraire..On se restreindra dans la suite

aux valeurs réelles de p.
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1.2 Intégrales d’ordre arbitraire

Considérons le cas particulier p < 0. Remplacons p par —p dans I'expres-

sion (1.23) alors cette derniére prend la forme suivante
DPF() = lim Ay { P } F(t —rh) (1.24)

h—0 r

oll, comme ci-dessus, les valeurs de n et h sont reliées par nh =t — a.

Pour prouver l'existence de la limite dans (1.24) et évaluer cette limite

on a besoin du théoréme suivant :
Théoréme 1.2.1. [/] Prenons une suite (By)r=12.cdots €t SUpposons que

n—o0

lim o, =0,  pour tout k,
n—o0o

lim Z an =A  pour tout k,

n—o0

n

E lan k| < K pour tout n,
k=1
Alors

n—00
k=1

Pour appliquer le théoréme 1.2.1 afin d’evaluer la limite (1.24), on écrit

D;Pf(t) = hmhpi{p}f(t—rh)

h—0
r=0

= ——limh Y ()[ 1 (rh)P~ L f(t — rh)
=1

e )
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et on prend

t— t— t—
Uy = a4 <r a)p_lf(t —r a>'

En utilisant 'identité

['(z) = lim

on aura

lim 6, = lim F(p)[p}zl

r—00 r—oo rP=1 |

Evidemment, si la fonction f(¢) est continue sur 'intervalle fermé [a, t] alors

. = t—a\"! t—a
7£&§;amr-—7£&§3 () ()

= lim h(rh)P=1f(t — rh)
h—o0 e

= /at(t — 7P fr)dr

donc

wmm:mMZPﬂmwm:i/%wwwauw

r=0 r I p)

Si la dérivée f'(t) est continue dans [a, b], alors en intégrant par parties on

pourra écrire (1.26) sous la forme

pi*f =L (;Lg;': 1‘;)p + o (p1+ 3 / (t — 7 f'(7)dr (1.27)

et si la fonction f(t) est de classe C™*! alors

k _ a p+k t
Zf )t + L 1)/a(t—7')p+mfm+1(7')d7'. (1.28)

— p+k—|—1) I(p+
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1.3 Dérivée d’ordre arbitraire

Commencons par considérer le cas p > 0. Notre but, comme ci-dessus, est

d’évaluer la limite suivante

JDPf(t) = lim h‘pi(—l)” ( b ) f(¢ = rh) = lim f;7(2) (1.29)

h—0
r=0 r

ou

() = wi(—l)" ( P ) f(t —rh) (1.30)

En utilisant la propriété connue des coefficients du bindéme

()

on peut écrire

1) - hﬂ’i(—w(p‘l)f(t—rmh-pi(—n’"(f j)f(t—rh)

WYy ( rt ) Pt rh) 4 B 3 (1) ( rl ) Flt— (r+ D)
= (" ( Pl ) W)+ Y (1) ( rl ) Af(t=rh)

ol nous notons par

Af(t—rh) = f(t —rh) — f(t— (r + D)h).
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En utilisant la propriété connue des coefficients du binome répétée m-fois,

on obtient

W) = FD”(p_1>hpﬂ®+%—D"1<p_f>hpAﬂa+m

+ h—Pnz_:(—w ( P2 ) A2f(t — rh)

— (—1) ( p;1 ) hPf(a) + (—=1)"! < f:f ) hPAf(a+ h)
) p_3 3

(-1 (n_3>Af@—m)

- i(_nn—k ( P ;: ! ) h"PAFf(a+ kh)

+ h—f’n_zm_ (—1)" ( p-m-l ) AL (¢ — rh).

Evaluons maintenant, la limite du k-iéme terme de la premiére somme :

lim (—1)"* ( pohk—l ) hPANf(atkh) = lim(~1)"* < pk-l ) (n—k)P=*

h—0 n—k n—k

n

AFf(a+ kh)
n—k)

p—k (nh) —ptk Y

_ W)t —a)
 T(-p+k+1)

(1.32)
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car lim,,_,oo(—1)"7* ( p—k—1 > (n — k)r=*

n—=k
. (pt+k+D)(=p+k+2)..(—p+n) 1
- ].lm =
n—00 (n— k)=Pth(n — k)! I'(—p+k+1)
et
n
lim (—— )P " =1
G =
. AFf(a+ kh) A
i == =)

Pour calculer la limite de la premiére somme, écrivons la sous la forme sui-
vante :

n—m—1

(=)' T(—=p+m+1) < p—m—1 ) ro P

1
L(=p+m+1) r

r=1

ATFLf(t — rh)

X h(rh)™? =

(1.33)

Pour appliquer le Théoréme 1.2.1, on prend,

r

@:«AWWw+m+n<p‘m‘1>rmp

o ATTLE(E —rh) t—a
Q= h(rh)™™? Es) h = -
En utilisant toujours I'identité

z

nln
I'z)=1
() n300 2(z+1)..24+n)

on peut vérifier que

—m—1
lim 8, = lim 8, = (—1)"T(—p +m + 1) ( p=m ) P = 1 (1.34)
T—00 T—00 r
En plus, si m — p > —1, alors
n—m—1 n—m—1
A™FLf(t —rh)
: _1\" — . _1\" m—p
lim Zl (-1 an, = lim 3 (—=1)"h(rh) Pt

~ / (b = 7 ()
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En tenant compte des deux résultats précédents et en appliquant le Théoréme
1.2.1, on obtient

h—0 r

lim h P n_zm_ (—=1)" ( p-m-1 ) A" f(t —rh)

r=1

1

T T(ptm+1 / (t =7y P (r)dr (1.35)

En utilisant (1.3) et (1.35), on a finalement la valeur de la limite voulue

DIf() = lim f;7(8)

B a)
— kzo o

—p+m+1)

1

+ F(_p+m+1)/a(t—r)m—f’ﬂm“)(r)dT (1.36)

La formule (1.36) est obtenue sous ’hypothése que les dérivées f*)(t), (k =
1,2...,m + 1) sont continues dans l'intervalle fermé [a,t] et que m est un
nombre entier vérifiant la condition m > p — 1. La plus petite valeur possible

de m est déterminée par I'inégalité :

m<p<m-+ 1.

1.4 Dérivée fractionnaire de (t — a)”

Calculons la dérivée fractionaire ,D? f(t) au sens de Griinwald-Lutnikov

de la fonction polynéme
f(t)=(t—a)*, ou « estun nombre réel.

on va commencer par considérer des valeurs négatives de p, ce qui veutdire
qu’on va commencer par évaluer l'intégrale d’odre —p. Utilisons la formule
(1.35) alors

oDi(t —a)* = ﬁ/a (t—=7)"" N1 —a)¥dr
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et supposons que o > —1 pour la convergence de l'intégrale. En appliquant
le changement de variable 7 = a + s(t — a) et en utilisant la définition de la

fonction béta, on obtient

DVt — a) = Him@—@ap/s%1—@p1@
1 a—p
= B )
B [a+1) op
= m(t—a) , (p<0,a>-1).

Considérons maintenant le cas ot 0 < m < p < m + 1. Afin d’appliquer la
formule (1.35), oa besoin d’imposer o > n pour la convergence de l'intégrale,
on a alors

1 t d™ (T — a)*
aDp t - ¢ = t - m-p d .
((t—a) L(—p+m+1) /a (t=7) drm+l T

Et en tenant compte de
dm+1 _ « r 1
—diz_”ﬂ a) =ala—1)-(a—m)(r —a)* ™ = —O((a—+m) (1 —a)> ™

Et en effectuant le changement de variable 7 = a + s(t — a) on aura :

['a+1)

Dt —a)® = Tim =T —m 1) /a (t — 7)™ P (1 —a)* "dr

I'(a+1) a—p ' _ gymp-lga—m
F(m—p)F(a—m—i—l)(t_&) /o (1=5) d

_ MNa+1)B(m—p,a—m+ 1)(t—a)a*p
Cim—pTa—m-+1

Ma+DHI(m —p)(a—m+1)

- Hm—mﬂa—m+nﬂa—p+nﬁ_®%2
B [a+1) -
= Ta—pept ¥

Notons que les deux expressions sont identiques, on peut alors conclure que
la dérivée au sens de Griinwald-Lutnikov de la fonction f(t) = (t — a)* est
donnée par

a+1

DYt —a)* =
t( Cl) F(—p—i—a—l—l)

(t—a)*®? oul0<n<p<n+l,a>n.
(1.37)
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On verra que cette formule (1.37) est la méme avec d’autres approches, sauf

que les conditions de son application sont différentes.

D’un point de vue théorique, la classe de fonctions pour laquelle la défini-
tion de la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Lutnikov est considérée
définie est trés réduite elle se limite juste pour les fonctions (m + 1)— fois

contintiement différentiables .

1.5 Composition avec les dérivées d’ordre en-
tier

Notons que nous avons une seule restriction pour m dans la formule (1.36),
a savoir lma condition m > « — 1, écrivons s a la place de m dans cette
formule, on obtient alors

a) —p+k

» f®
DS (0) Z p+m+1)

1 ' s—p £(s+1
Y E— /a (t — 1) PfErD () dr (1.38)

On supposera dans la suite que m < p < m + 1.

ler Cas Calculons la dérivée d’ordre n de la dérivée fractionnaire d’ordre p
de la forme (1.38), ot on prend s > m+n — 1. le résultat est alors
d" f®(a)(t — a)k—P
%( 2 Z k: p—n+1)
1 t (5+1)
t— s—p—n p(s+ d
- F(—p—n+s+1)/a( ) D ()
= DI f(t). (1.39)

Comme s > m+n—1 est arbitraire, prenons s = m+mn— 1. Ceci donne
dr n
%(anf(t)) = JDYTf(t)
_ Y @ e
B D(k—p—n+1)

k=0

1

= t — )P ) (e (1.
-y = @ (140
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2eme Cas Considérons 'ordre inverse des opérations, ie la dérivée fraction-

d" f(t)

naire d’ordre p d’une dérivée d’ordre entier —z=.

utilisant la formule (1.38), on obtient :
Dp(d”f(t)> I e A (O I i
TN dn B Dk —p+1)
1
I'(—p+s+1

) / (t — 7)5P f0HD) (1) 441 41)

En posant ici s = m — 1, on obtient :

SN = FR (@)t — a)k P
“Dt< dtn ) &= T(h-p+1)
1 ' m—p—1 £(n+m
+ _F(—er_m)/a(t_T) frm ey (142

En comparant (1.40) et (1.42) on arrive a la conclusion

dr d"f(¢) ) N Y@ -

— (DY f(1)) =4 1.43
= WDYF() =0 D (=, > o n i1 (1.43)
Ainsi les deux opérations commutent, i.e
dn D _ D dnf(t) _ p+n
S DRF(1) =0 DY (=5 ) =0 D £, (1.44)

si et seulement si, en la borne inférieure ¢t = a de la différentiation fraction-
naire on a
f®(a) =0, pourtout k=0,1,---,n— 1.

1.6 Composition avec dérivée d’ordre fraction-

naires

Dans cette section, on va considérer la dérivée fractionnaire d’ordre ¢

d’une dérivée fractionnaire d’ordre p :

Di( D).
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Deux cas seront considérés séparement : p < 0 et p > 0. Le premier cas
veut dire que dépendant du signe de ¢, la différentiation d’ordre ¢ > 0 ou
I'intégration d’ordre —q > 0 est appliquée a l'intégrale fractionnaire d’ordre
—p > 0.

Dans le second cas, I'objet de l'opération extérieure est la dérivée fraction-

naire d’ordre p > 0.

Dans les deux cas on obtient une propriété analogue a celle de différen-
tiation d’odre entier connue :

n m m n n-+m
%(ddffgt)) -2 (ddj;(zt)) N ddtnfngt)'

o dtm
Cas p <0 1. Prenons d’abord ¢ < 0. Alors ona a :

DIGDE) = o | (=t Dpre)r

—1 t —a-1 t — )P 1ds
= T(pT(—g) [ [

1 t t VRN
- r(—p>r<—q>/a d (S)ds/s (r=s)y Pt =)

—1 P4l £(s)ds
- F(—p—q)/a(t_s) F(s)d
0 (1.45)

2. supposons maintenant que 0 < n < ¢ < n+ 1. En remarquant que
g=Mn+1)+(g—n—1),0ouqg—n—1 et en utilisant les formules
(1.39) et (1.45) on obtient

dn+1
DUDYFD) = o { DU D) )

dn+1

= —={ D)

dthrl
= JDPTf(t) (1.46)

En combinant (1.45) et (1.46), il en resulte que si p < 0 alors pour tout
réel ¢
oD (DY f(t)) =0 DITF(1).
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Cas p >0
Proposition 1.1. Sig <0 et p € R,alors

oD} (DY f(t)) =a DY F(2) (1.47)
S10<m—-1<qg<m etp<O0,alors

DY (DY f(1) =a DY F ()
ssi f¥(a) = 0 pour tout k =0,1,....,r — 2 avec r = max(m,n)
Sig<0et0<n—1<ponap=n-+(p—n)avec (p—mn) <0 alors :

d" d"

DIWDI(0) = 25 DI (DI(1) = 2= DI f(8) =a DI (1)
(1.48)

Pour0<n—1<q<netp<()ona

JDIF(t) Z )t = a)” q+ ! )/(t—f)n—q-lf"(r)m (1.49)

—q+ ['(n—q

et (t —a)* 7 ont des singularités non intégrable,donc ,D¥(,Df f(t)) n’existe

que si f¥(a) = 0 pour tout k =0,1,...,n — 2 et dans ce cas on a

DY f(t) = +a DI () (1.50)
= -9
alors
D q _ fn_l(a> t— a>n_1_q_p p+q—"n rn
DYDI(0) = T e DI ()
_ @ —ar e 1 ot
B I'(n—q—p jLF(??”L—(erq))/a(Zf T
= WD)
Pour0<n—-1<g<net0<n—1<p<nona:
d"® _
D7 (D} f(t)) = e P (DL (D)) (1.51)

Si f*(a) = 0 pour tout k =0,1,...,n — 2 alors
oD} (o DEf (1)) =0 DI f(1)

Par conséquent :

DIf(t) =

n

DI (1) =, DY (1.52)
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Chapitre 2

Dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville

La manipulation avec les dérivées fractionnaire au sens de Grunwald-
Letnikov définie comme limite d’une différence d’ordre fractionnaire n’est
pas commode. L’expression (1.36) obtenue est bien meilleure gréace a la pré-
sence de l'intégrale dedans, mais que faire du terme non intégrale ? Il suffit
de considérer l'expression (1.36) comme un cas particulier de ’expression

intégro-différentielle suivante

D0 = o )mH / i (21

T(—p+m+1)\dt

(m<p<m+1)

L’expression (2.1) est la définition la plus connue de la dérivée fractionnaire,

elle est souvent appelée la définition de Riemann-Liouville.

Evidemment, I'expression (1.36), laquelle est obtenue pour la dérivée frac-
tionnaire de Grunwald-Letnikov sous I’hyposthése que la fonction f(¢) doit
étre m+1 fois différentiable, peut étre obtenue a partir de (2.1) sous la méme

hypothése en faisant des intégrations par parties et différentiations répétées.

27
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Cecl donne

i) = ot () [0

F(—p+m+1) a
fk (t—a)—p+Ek
- Z p+m+1)
1

F(—p—i—m—i—l)/a(t_T)m_pfm_p(T)dT
= JDif(t),  (m<p<m+1).

2.1 Unification des dérivées et intégrales d’ordre

entier

Supposons que la fonction f(7) et continue et intégrable sur tout intervalle
(a,t); la fonction f(7) pourrait avoir une singularité intégrable d’ordre r < 1
en le point 7 =a :

lim(7 — a)" f(t) = const(# 0)

-1 t) :/ f(r)dr (2.2)

existe et admet une valeur finie & savoir 0, quand ¢t — a. En effet, en faisant

Alors l'intégrale

le changement de variables 7 = a+y(t —a) et en posant € = t — a, on obtient

lim fCV() = lim f(T)dT

t—a T—a
= lim(t —a) / fla+y(t—a))dy
tﬁa
= lime! T/ (ey) fla+ye)y "dy =0
e—0 0

car 7 < 1. De plus, on peut considérer la double intégrale

FOA) = / L / " frydr = / ) / an

= /t(t —7)f(7)dr

a
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L’intégrale de (2.2) donne I'intégrale triple de f(7) :

o) = / dry / dr / f(73)drs
[ [ =g

_ 5/ (t— 2f(r)dr

a

et par récurrence dans le cas général, on a la formule de Cauchy

0 / (t — ) f(r)dr (2.3)

a

Supposons maintenant que n > 1 et fixé et prenons un entier k£ > 0.

Evidemment, on obtiendra

FRm () = ﬁD-’f / (t — o) f(r)dr (2.4)

otl le symbole D% (k > 0) désigne k intégrations itérées.

D’autre part, pour un n > 1 et un entier £ > n la (k — n)-iéme dérivée

de la f(t) peut s’écrire comme
(k—n) _ 1 k ! —r n—1 \dr
P = s D [ =yt 2.5)

ou le symbole D*(k > 0) désigne k différentiations itérées.

On voit que les formules (2.4) et (2.5) peuvent étre considérées comme
des cas particuliers I'une de I'autre, a savoir, dans laquelle n(n > 1) est fixé

et le symbole DF signifie k intégrations si k& < 0 et k différentiations si & > 0.

Sik=n—1,n—2,...,alors la formule (2.5) donne les intégrales itérées de
f(t), pour k = n elle donne la fonction f(t) ,et pour k =n+1,n+2,n+3,...
elle donne les dérivées d’ordre k —n =1,2,3,... de la fonction f(t).

2.2 Intégrales d’ordre arbitraire

Pour étendre la notion n-uple intégration aux valeurs non-entiéres n, on

peut démarrer de la formule de Cauchy (2.2) et remplacer I'entier n par un
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réel p > 0 :

D7 f(t) = ﬁ / (t — )P f(r)dr (2.6)

Dans (2.2) Uentier n doit satisfaire la condition n > 1; la condition corres-
pondante pour p est faible : pour l'existence de l'intégrale (2.6) on doit avoir
p > 0.

De plus, sous certaines hypothéses raisonnables

lim(o D7 f(2) = £(t)) (2.7)

et on peut alors poser

DY) = f(t) (2.8)
La preuve de la relation (2.7) est trés simple si f(¢) admet des dérivées conti-
nues pour ¢t > 0. Dans un tel cas, une intégration par parties et 'utilisation

de la formule classique
['(z+1)=2zT(2)

donne
-p (t_a)pf() 1 ! gl
1) = S+ o [ = o

et nous obtenons

D f (1) / (e = fla) + () — F(a) = £

Si f(t) est seulement continue pour ¢ > a, alors la preuve de (2.7) est "rela-

tivement” longue. Dans un tel cas, écrivons ,D, ” f(t) sous la forme

DO = o [ =) - s+ L0 [ rpiar

1 =5 - B
- [ U - s
+ o / (¢ =7y (F(7) = F(e)ar

Soit t > 0 et
I'(z+1) =2I'(2)
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donne

D p(0) = s [ ey ar

et nous obtenons
aDﬁﬂﬂIfW%ﬁ/fWWhZfWH%ﬂﬂ—fWD=f®

Dans un tel cas , écrivons, D, ” f(t) sous la forme

D0 = o <t—r>p1<f<7>—f<t>>df+% [ t=rrar
1 t—5 - -
- / (t — 7P (f(r) — f()dr

I 1 B _
= o = -
f(0)— )
F(p+1)

Considérons l'intégrale

1 L N
w7 =) = sy

comme f(t) continue pour tout 6 > 0, il existe alors £ > 0 tel que
| f(7) = f(t) |<e.

En donc on a l'estimation suivante
t
€ eoP
Iy <—/ t—71)P 1l < 2.9
[ 22 | F@)Ff ) L(p+1) (29)

et en tenant compte du fait que ¢ — 0 quand 6 — 0, nous obtenons que pour
tout p > 0,

lim | 1> |= 0 (2.10)

Prenons maintenant un € > 0 arbitraire et choisissons § tel que

L |<e (2.11)
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pour tout p > 0. Pour ce J fixé, nous obtenons 'estimation suivante sur

I'intégrale

1 t—5 - -
o =) - ey

M t—0 b1 M - _aa
|11|<m/a (t— 1) dTg—F(pH)(a (t )> (2.12)

de laquelle il suit, pour tout 6 > 0 fixé
(1313(1) | I, |=0 (2.13)

En considérant
(t —a)?

|aD;pf(t)—f(t)|§!h|+|12|+|f(t)|'|m—1|

et en tenant compte des limites (2.9) et(2.12) et 'estimation (2.10) nous

obtenons
limsup |, D7 f(t) — f(t) [< e,

p—0

ou € peut étre choisi assez petit que I'on désire. Ainsi

limsup |, D7 f(t) — f(t) |=0,

p—0

et (2.7) a lieu si f(t) est continue pour ¢ > a. Si f(t) est continue pour t > a
alors l'intégration d’ordre réel arbitraire définie par (2.6) posséde la propriété

importante suivante :
oDy (D f(t)) =a D7 f (1) (2.14)

En effet, nous avons

DI GDIf(D) = ﬁ / (t = 7) D7 f(r)dr

1 t 1 T B p1
= F(p)F<Q)/a(t_T) dT/a (7— 5) f(g)dg
1 t t A pypig
- W/af(f)di/f(t—ﬂ (r— &P
1 t

F(p)F(q) /(; (T - f)erqilf(f)dg

= D7)
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Pour calculer I'intégrale de £ a ¢, nous avons utilisé le changement de variable
T =&+ ((t — &), ce qui nous permet de I'exprimer en termes de la fonction

béta ou la fonction béta est définie par

1
B(x,y) = / t" M1 -t Rz > 0,Ry >0
0

Evidemment, on peut interchanger p et ¢, nous avons alors
oDy (@D f (1) =a Dy (D" f(1) =a D7 f (L) (2.15)

Notons que la régle (2.15) est similaire & la propriété connue sur les dérivées

d’ordre entier :

dtm \  dev ) dtm dtm+n

an (w ) - (dmf(t)) () 2.16)

2.3 Dérivée d’ordre arbitraire

La représentation (2.3) pour la dérivée d’ordre entier & — n donne une
opportunité pour étendre la notion de différentiation & un ordre non-entier.
A savoir, on peut gardre 'entier k et remplacer I'entier n par un réel « et
alors kK — a > 0. Ceci donne
1 d

JDFf(t) = (o) dtF

/t(t — ) L (r)dr 0<a<l) (2.17)

ol la seul restriction importante pour « est’a > 0,” laquelle est nécessaire
pour la convergence de l'intégrale dans (2.20). Cette restriction, cependant,
peut étre sans perte de généralité remplacée par la condition plus réduite
0 < a < 1 ceci peut étre facilement vu a l'aide de la propriété (2.15) des

intégrales d’ordre réel arbitraire et la définition (2.17).

En notant par p = k — «, on peut écrire (2.17) comme

DU = g | =@ k=1 <
(2.18)
Ou bien
D) = L (D p(r)) (k—1<p<k) (219

o dtk
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Si p = k — 1 alors nous avons une dérivée conventionelle d’ordre k — 1 :

D) = D)
dk
= ﬁ(al)t_lf(t)) = ().

De plus en utilisant (2.8) on voit que pour p=k > 1lett >aon a:

d“f(t)
dtk

dk:
DUI() = 25 (DYf (1) =

= f®() (2.20)

qui signifie que pour tout ¢ > a, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville (2.18) d’ordre p = k > 1 coincide avec la dérivée conventionnelle
d’ordre k.

Considérons maintenant quelques propriétés des dérivées fractionnaires

au sens de Riemann-Liouville.

La premiére propriété, et peut étre la plus importante de la dérivée au

sens de Riemann-Liouville, est que pour p >0 et t > a

oD (D71 (1) = f(1) (2.21)

qui signifie que 'opérateur de différentiation fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville est un inverse gauche de 'opérateur d’intégration fractionnaire au

sens de Riemann-Luiouville du méme ordre.

Afin de prouver la propriété (2.21), considérons le cas d’'un entier p =
n>1:

dn t

G | =

DID (1) =
d t
- & | s = s

Prenons maintenant £k — 1 < p < k et utilisons la régle de composition pour

I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, il vient

DiFf(t) = Dy (,DF(E)) (2.22)
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et donc

DD P f(t) = ‘2 D" (D f@»}

i#.
- dk {( 0} =10

ce qui achéve la preuve de la propriété (2.21).

Si la dérivée fractionnaire, DY f(t)), (k — 1 < p < k), d’une fonction f(¢)

est intégrable, alors

DDLF) = 1) — S Db e (2.23)
. 2.23
= TTp-j+1)
En effet, d’une part nous avons
1 t
JDP(,DY () = —/ t— 7P IDPf(1)dr
t( tf()) F(p) a,( ) f()

_ %{ﬁ/@t(t—ﬂgﬂﬁ(r)dr} (2.24)

D’autre part, en faisant des intégrations par parties répétées et en utilisant

(2.15), nous obtenons
1

o [y = s [ Lo o bas

T = K (R O

- X gt

T = KR (e

- > funre]

= D7D (1))

s {(an‘jf(t))} (ot

j:1 t:ar<2+p_j>

- o3[, g

Jj=1
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(t_a)P*j+1

L’existence de tous les termes Z;?:l {(an I f (t))} “Faipy Vient de
t=a

l'intégrabilité de DY f(t), car en vertu de cette condition les dérivée frac-
tionnaire . D? 7 f(t),(j = 1,2,..., k) sont toutes bornA©es en t = a.

La combinaison de (2.24) et (2.25) achéve la preuve de la relation (2.23).

Un cas particulier important doit étre mentionné. Si 0 < p < 1 alors

-p( P p—1 (t—a)
oDy (ath(t)) = f(t) - (aDt f(t))) F—(p (2-26>
t=a
La propriété (2.21) est un cas particulier de la propriété genérale
DY (oD f(t)) =a Dy f(2) (2.27)

ol nous supposons que f(t) est continue et que si p > ¢ > 0 la dérivée
«DYTTf(t) existe.

Deux cas doivent étre considéres :q > p > 0et p > g > 0.

Si ¢ > p > 0, alors en utilisant les propriétés (2.15) et (2.21) nous obte-

nons
aD}(oDyf(t)) = aDi(aDy"aDi ™" f(t) (2.28)
= aD; TP F(t) = aD; TP (). (2.29)

Considérons maintenant le cas p > ¢ > 0. Notons par m, n des entiers tel
que0<m—-1<p<met<n<p—q<nevidemment n < m alors, on
utilisant la définition(2.18) et la propriété (2.15) nous obtenons

DILDf () d—m{ Dt_(m_p)(aD{qf(t))}

dtm

dm pP—q—m
- gl o)

dn p—q—n _ pP—q
= & oo} = oo

La propriété (2.23) mentionée ci-dessus est un particulier de la propriété plus

générale

M»

oD P(DE (1) =a Df £ (1)

J=1
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0<k—-1<g<k).
Afin de prouver la formule (2.30) on utilise d’abord la propriété (2.15) (si
g < p) ou bien la propriété (2.27) (si ¢ < p) est donc la propriété (2.23). Ceci

donne :

DD = Jﬂwip?@Dw@»}

q—p . q—J t_a)j
- P ;;[l) e } J—5+1)

(
(
Elem] b

1+p—1j)

Mw

= DIPF(R)
7j=1

ol nous avons utilisé la dérivée connue de la fonction polynome :
aDg—p{ (t—a)/ } _ (t—a)/ .
Fl+q-5)) TQA+q-1)

2.4 La dérivée fractionnaire de (t — a)”

Calculons maintenant la dérivée fractionnaire ,DY, au sens de Riemann-
Liouville, de la fonction
ft) =t =a),

ol « est un nombre réel.

A ce propos, supposons que n — 1 < p < n, et rappelons que, d’aprés la
définition de la dérivée au sens de Riemann-Liouville
dTL
.DP
Ft) = 5o

En appliquant, dans la formule (2.31), 'intégrale fractionnaire d’ordre § =

D; ") (1) n—-1<p<n (2.31)

n — p de cette fonction, que nous avons déja évaluée ( voir la formule, i,e
_ I'(l+«)
D B t—a)® )| =——— "7 (t—aq at+p
att (( ) ) F(l +Oé+5)( )

non obtenons

I'l+a) _
DV (t—a) )= =———(t—a)*? 2.32
(- 0r) = st - a (2.32)
et la seule restriction pour f(t) = (¢t — a)® ait son intégrabilité, a savoir

o> —1.
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2.5 Composition avec les dérivées d’ordre en-
tier

La composition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

avec des dérivées d’ordre entier apparait dans plusieurs problémes appliqués

Considérons la dérivée n-ieme de la dérivée fractionnaire, au sens de
Riemann-Liouville, d’ordre p. En utilisant la définition (2.17) de la dérivée

de Riemann-Liouville, nous obtenons

dn o 1 dnJrk

DI I0) = s [ =7 ()r =, DEe ) (239)

0<a<l)

et en notant par p = k — « nous aurons

d" n
S DEF(®) =a DI A1) (234
Afin de considérer les opérations d’ordre “inverse”,on doit tenir compte du
fait que
1 t 1
DPf() = m/a (t—7)" f"(r)dr
n—1 ;
fP(a)(t —a)
1) — 2.35
0= 55+ (2:35)
et que
DYg(t) =a DY (D7 "g(t)) (2.36)

En utilisant (2.35), (2.36) et (1.43) nous obtenons

an(M) = LDP(D )

dtm
— Df-‘rn{ nz:l f t - (Z) }

.

ol D (a)(t — a)l—P"
= DV ( / 2.37
! Z r1+;— —n) (2:37)

Jj=
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qui est identique a la relation (1.43). De plus comme dans le cas des dérivée

de Gruwald-Letnikov on voit que l'opérateur dérivée fractionnaire ,D? de

Riemann-Liouville commute avec i—z Ji.e.,que
d" d" f(t) n
b1 0) =, 0t (S0 ) =, oo (2.38)

si et seulement si la borne inférieure de la différentiation fractionnaire de la

fonction f(t) satisfait les conditions

f*a) = 0. (k=0,1,2,---,n—1). (2.39)

2.6 Composition avec les dérivées fractionnaires

On s’intéresse maintenant & la composition de deux opérateurs de dérivées
fractionnaires au sens de Riemann-Liouville : ,Df,(m — 1 < p < m) et
Di(n—1<qg<n)

En utilisant par la suite la définition (2.19) de la dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville, la formule (2.23) et la composition (2.34) avec

des dérivées d’ordre entier, on aura :

DUDIW) = D" (DI ()
U Z worpo)] it
— DI - Z wripe)]| {E0 e
En interchangeant p et ¢ (et donc m et n),on peut écrire
DHGDEF) = DI F(E) — Z worpe)]| { e

la comparaison des relations (2.40) et (2.41) dit que dans le cas général
les opérateurs DY et ,Dj de dérivées fractionnaires, au sens de Riemann-
Liouville ne commutent pas, avec seulement une seule exeption (en plus du

cas trivial p = ¢ ) : & savoir pour p # g on a :

DY (D} f(t)) =a DI (D} f(t)) =« DY f(t) (2.42)
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seulement si les deux sommes dans les membres de droite de (2.40) et (2.41)
sont nulles. Pour cete raison nous demandons la vérification simultanée des

conditions
kdﬂjﬂwﬂzo, =12 m) (2.43)

et les conditions
WD) =0 =12 (2.44)

Comme on va le voir dans la section suivante, si f(¢) admet un nombre

suffisant de dérivées continues, alors les conditions (2.43) sont équivalentes a
fP%) =0, (G=12...,m-1), (2.45)
et les conditions (2.44) sont équivalentes a
f9%) =0, (=12...,n-1), (2.46)
et la relation (2.42) a lieu (i.e, les dérivées p-iéme et g-iéme commutent )si
fP%) =0 (j=1,2...,r=1), (2.47)

ou r = mazx(n,m).

2.7 Lien avec ’approche de Grunwald-Letnikov

Comme mentioné ci-dessus, il existe une relation entre les approches de
différentiation d’ordre réel arbitraire de Riemann-Liouville et de Grunwald-
Letnikov. Les conditions exactes de I’équivalence de ces deux approches sont

les suivantes.

Supposons qus la fonction f(t) est (n—1)—fois continument différentiable
dans l'intervalle [a, T] et que f™(t) est intégrable sur [a,T]. Et donc pour
tout p(0 < p < n)la dérivée ,DY f(t) au sens de Riemann-Liouville, existe
et coincide avec la dérivée ,DY f(t) au sens de Grunwald-Letnikov. Et si

0<m—1<p<m<n, alors pour a <t < T nous avons

DL = DA Z}ﬁ e

r1+j- Lim—p t — 7)p—mtl

(2.48)
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En effet, d’'une part, le membre de droite de la formule (2.48) est égale a la

dérivée DY f(t) de Grunwald-Letnikov. D’autre part, on peut écrire

t_am-&-] -p

dtmZ +m+j—p)

+c,

laquelle, apres intégration par parties, prend la forme de la dérivée D7 f(¢)

au sens de Riemann-Liouville.

Le cas particulier suivant de la relation (2.48) est important de point de

vue applications numériques.

Si f(t) est continue et f'(t) est intégrable sur [a, T], alors pour tout p(0 <
p < 1), les deux dérivées de Riemann-Liouville et de Grunwald-Letnikov
existent et peuvent s’écrire sous la forme :

DEFE) =0 DL = HQ =0T+ s [ = (ar (240

Evidemment la dérivée donnée par I'expression (2.49) est intégrable.

Une autre propriété importante découlant de (2.48) est que I'existence de
la dérivée d’ordre p > 0 entraine ’existence de la dérivée d’ordre g pour tout
q tel que 0 < ¢ < p. En effet,si on note par g(t) =, Dt_(l_p)f(t), alors on
peut écrire

d -
Dif(t) = — (D () = g(1),
En remarquant que ¢'(¢) est intégrable et en tenant compte de la formule
(2.38)et de I'inégalité 0 < 14+g—p < 1, on conclut que la dérivée ,D; T Pg(t)

existe et est intégrable. Et donc en utilisant la propriété (2.27) nous obtenons
_ _ —(1—
DI 7g(t) =, DIF(D; U f(1) = DEF(1).

Sous les mémes hypothéses sur la fonction f(t) (f(t) est (m — 1)—fois conti-
nument différentiable et sa m—iéme dérivée et intégrable dans [a,T] ) et sur

p(m — 1 < p < m) la condition

DL o0 (2.50)

t=a



42 2.7 Lien avec ’approche de Grunwald-Letnikov

et équivalente aux conditions
f(j)(a):()’ (j=0,1,2,---m —1). (2.51)

En effet, si les conditions (2.51) sont vérifiées, alors en faisant tendre ¢ vers
a dans (2.48), on obtient immédiatement (2.50).

D’autre part, si la condition (2.50) est vérifiée, alors en multipliant par
la suite les deux membres de (2.48) par (t —a)?™,(j =m —1,m —2,m —
3,...,2,1,0) et en prenant les limites quand ¢ — a nous obtenons f™(a) =
0, /™ 2(a) =0,...,f"(a) =0, f'(a) =0, f(a) = 0 i.e les condition (2.51).

Et donc, (2.50) a lieu si et seulement si (2.51) est vérifiée.

De I’'équivalence des conditions (2.50)et(2.51), il vient immédiatement que
si, pour un certain p > 0 la dérivée p-iéme de f(t) et égale a zéro en la borne
t = a, alors toutes les dérivées d’ordre ¢(0 < ¢ < p) sont aussi égales a zéro

ent=a:

Wots)]  =o.

t=a
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