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Introduction

Les équations différentielles sont apparues historiquement tout au début du
développement de I'analyse, en général a I'occasion de problémes de mécanique
ou de géométrie. Si dans les premiéres investigations, ’on s’attachait surtout a
en calculer les solutions au moyen de fonctions déja connues, trés vite ce point
de vue s’affirma trop étroit; c’est qu’en effet le probléme fondamental de la
théorie des équations différentielles est de déduire les propriétés des solutions
d'une équation ou d'un systeme donné de la forme analytique de ceux-ci. En
général les équations qui résultent d’une investigation théorique en mathéma-
tiques ou en physique ne sont pas explicitement intégrables et constituent, bien
souvent, la principale source pour la définition de nouvelles fonctions dont les
propriétés peuvent étre prévues par une analyse systématique de grandes classes

d’équations ou de systémes.

On développe les méthodes propres a mettre en évidence 'existence et 1'uni-

cité de solutions sous des conditions appropriées.
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Une équation différentielle est une équation de la forme 3’ = f(t,y) ou f
est une fonction (continue) sur un ouvert U de R? (U est appelé le domaine
de I'équation différentielle). La solution de cette équation différentielle est une

fonction y, définie et dérivable sur un intervalle ouvert I, avec (¢, y(t)) est dans
U, et y/'(t) = f(t,y(t)).

L’équation différentielle de la forme précédente s’appelle une équation diffé-
rentielle du premier ordre. On recontre aussi souvent des équations différentielles

implicites du premier ordre, de la forme ¢ = f(¢,y, /).

Pour généraliser cette étude il faut se placer dans un espace a trois dimen-
sions, de coordonnées notées (z,y,p). A 'équation différentielle est associée la
surface d’équation F(z,y,p) = 0 (la coordonnée p permet de représenter y').
Les solutions sont des courbes tracées sur la surface. Les difficultés rencontrées
viennent de ce que ces courbes sont projetées sur le plan (x, y). L’application
de projection connait des points critiques aux points ou le gradient de F est

vertical. Ce sont ces points qui se projettent en la parabole verte.

Les équations différentielles qui peuvent se mettre sous forme résolue jouissent
de bonnes propriétés théoriques, avec sous certaines hypothéses. Un théoréme
d’existence et d’unicité de solutions est le théoréeme de Cauchy-Lipschitz. Dans
le cas contraire, on dit que I’équation différentielle est sous forme implicite. On
essaie sur les domaines les plus grands possibles de mettre ’équation différen-

tielle sous forme résolue. Puis on doit procéder au raccordement des solutions
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obtenues. Récemment, une attention considérable a été accordée a I'existence de
solutions des équations différentielles implicites avec conditions initiales ou des

conditions aux limites voir par exemple (1) et (2).

L’objectif de ce travail consiste a étudier I'existence des solutions de quelques
classes d’équations différentielles implicites. Les résultats obtenus sont basés
sur quelques théorémes de point fixe ( Le principe de contraction de Banach,

'alternative non linéaire de type Leray-Schauder et le théoréme de Schauder).

Le théoréeme de l'application contractante prouvé par Banach en 1922 dit
qu’une contraction d’un espace métrique complet dans lui-méme admet un point
fixe unique. De plus il fournit un algoritme d’approximation du point fixe comme
limite d’une suite itérée. Mais d’'une part, la preuve que la fonction est contrac-
tante peut entraine de laborieux calculs et d’autre part les conditions sur la
fonction et les espaces étudiés restreignent le nombre de cas aux quells on peut

appliquer le théoréme.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930 est une généralisation
du théoréme du point fixe de Brouwer a des espaces vectoriels topologiques de
dimension infinie. Il a été démontré d’abord dans le cas des espaces de Banach
par Juliusz Schauder. Il intervient dans la démonstration de ’existence des solu-
tions d’équations différentielles particuliérement dans notre cas pour le probléme

de Cauchy:.
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Notre travail contient une introduction et trois chapitres.
Dans le premier Chapitre, nous allons présenter des notations, des définitions

et certains lemmes préliminaires et quelques théorémes de point fixe.

Le deuxiéme Chapitre est consacré a I’étude de 'existence et 'unicité des

solutions de I’équation différentielle suivante :

W) = f(tut),d(t); tel:=[0,T]

uw(0) =up € R, ouT >0,
f:IXRxR—R

une fonction donnée.

Qui interpréte quelques problémes de Cauchy pour les équations différen-
tielles ordinaires dans le cas borné. Nous présentons deux résultats, le premier
est basé sur le principe de contraction de Banach pour prouver l'existence et
I'unicité des solutions avec un exemple, et 'autre résultat basé sur le théoréme
de Schauder particuliérement utile pour prouver l'existence des solutions qui

n’est pas nécessairement unique.
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Dans le troisiéme Chapitre, nous étudions 'existence et 1'unicité des so-

lutions de I'équation différentielle partielle du premier ordre suivante :

Qult,x) = w(t,x) = f(t,z,ult,2), w(t,z)) st (t,z) € J:=[0,T] x[0,b],
u(0,2) = ¢(x); x€][0,b], oaT,b>0,
(2)
f:IXRXxR—R, eto:[0,5 — R

deux fonctions données.
On achéve ce mémoire par une conclusion générale et une

bibliographie.



Chapitre 1

Préliménaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et résultats

préliminaires nous utiliserons dans la suite du mémoire.

1.1 Définitions et Notations

Espace de Banach

Soit E est un espace vectoriel sur R ou C et ||.|| est une norme sur E.

Définition 1.1.1. Une suite (uy)nen est dite suite de Cauchy dans E si :
Ve >0,3n € N:Vn,m >n,||u, —un| <e.
Définition 1.1.2. On dit que la suite (uy)new converge versl € E si :
Ve > 0,3n, € N:Vn > n,, [|u, — || <e.

Définition 1.1.3. L’espace normé (E, ||.||) est dit complet si et seulement
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si toute suite de Cauchy d’éléments de cet espace converge dans lui méme.

Exemple 1.1.1. Soit les espaces vectoriels normés :

e Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.
o (R,|.|) est complet.
e (Q,|.|) nest pas complet. En effet, la suite de Cauchy (1 + )" dans Q

converge vers e ¢ Q.

Définition 1.1.4. On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé

complet.
Exemple 1.1.2. Soit [ :==[0,T] ou T >0, et J :=1 x [0,b] o b > 0.

o L’ensemble C'(I,R) des fonctions continues de I dans R, est un espace

de Banach avec la norme

[ulle = sup [u(t)].
tel

Aussi, C(J,R) est un espace de Banach avec la norme

lullc = sup fu(t, z)].
(tx)ed

o L’ensemble BC(J,R) des fonctions continues qui sont bornées est un

espace de Banach avec la norme

[ullBe = sup fu(t, z)|.
(t,x)ed



1.1 Définitions et Notations 12

Continuité et équicontinuité

Définition 1.1.5. Soient (E,|.||) et (E',||.||") deux espaces normés.

Une fonction f : E — E' est dite continue en xo € E si et seulement si :

Ve> 0,30 >0,Vz € E: |lz —xo]| <d = ||f(z) — f(zo)| <€

C-a-d :

lim f(z) = f(zo).

T—1g
Et on dit que f est continue sur E si elle est continue en tout point de F.
Définition 1.1.6. Soit M un sous ensemble de C(I,R); I :=1[0,T],
T > 0.
(1) - on dit que M est équicontinu en f € M,Yu,v € I, si
Ve > 0,3n > 0, tel que |f(u) — f(v)] <€ pour f € M et Vu,v € 1
vérifiant : |u —v| <.
(ii) - on dit que M est équicontinu sur I, s’il est équicontinu pour tout
vel.
Compacité.

Définition 1.1.7. Soit (E,||.||) un espace normé. On dit que E est
relativement compact si pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini de

E par des parties de E dans le diamétre est inférieur a e.
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Corollaire 1.1.1 (3). Soit (E,||.||) un e.v.n sur R o C de dimension fini.

Les parties relativements compactes de E sont les parties bornées.

Théoréme 1.1.1. (Théoréme de la convergence dominée)[5]
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions complexes mesurables sur X.

On suppose que :
1. fu(z) converge presque partout vers une limite f(x).
2. Il existe g € LY () telle que, pour tout n € N on ait : | f,(z)] < |g()|
presque partout en x.

Alors f € LY(p) et la suite (fu)n>0 converge vers f dans cet espace :

[ 12 sldn—0.
X n—oo

Définition 1.1.8. e Un espace normé (E,||.||) est dit compact s’il est re-
lativement compact et complet.
e Une partie P d’un espace normé (E,||.||) est dite compacte si le sous-

espace normé (P, ||.||p) est compact.
Théoréme 1.1.2 (3). Soit (E,||.||) un e.v.n sur E de dimension fini.
Alors les parties compactes de E sont les parties fermées et bornées de E.
Convexité

Définition 1.1.9. Ensemble conveze.

On dit que Byy C E est convexe si :

Vit € [0,1],Y(x,y) € By, tx + (1 —t)y € Byy.
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Exemple 1.1.3. e Les sous-ensembles convexres de R des mombres réels
sont les intervalles R.
e Pourtout x € B et r > 0, la boule centrée en x et de rayon r

(ouverte ou fermée) est conveze :
Ba,r):={ye E/|lz =yl <r}.

Opérateur intégral

Définition 1.1.10. Soit A est un opérateur.

On dit que A est intégral linéaire s’il verife la condition suivante :

(Agp)x:/ k(x,t)p(t)dt.

La fonction K étant appelée noyau de l'opérateur A.

Remarque 1.1.1. Si K est une fonction continue de [a,b] X [a,b],

lopérateur A est appelé opérateur intégral a noyau continu K.

Opérateur compact

Définition 1.1.11. Soit T un opérateur d’un espace normé X dans un
espace normé Y. On dit que T est compact s’il envoie tout ensemble borné

dans X a un ensemble relativement compact dans Y .



1.1 Définitions et Notations 15

Définition 1.1.12. On dit qu’un opérateur T est compact ; si et seulement
si pour toute suite bornée (up)n>0 C X, la suite (T'uy,)n>0 admet une sous
suite convergente dans Y. Dans le cas ou X = C(|a, b]), le théoreme suivant
d’Arzela-Ascoli est généralement utilisé pour prouver la compacité

des opérateurs.

Théoréme 1.1.3. (Théoréme d’Arzela-Ascoli)5]
Une famille de fonctions M C C([a,b]) est compacte; si et seulement si

cette famille est uniformément bornée et équicontinue.

Théoréme 1.1.4. Un opérateur intégral A de C([a,b]) dans C([a,b]) a

noyau continu est un opérateur compact.
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Démonstration :
Soit E un sous ensemble borné de C([a, b]) alors, on a
ol < M, pour tout ¢ € E, de plus

|Ap(z)| < M|b—a| sup |k(z,t)|,Vz € [a,b] et Ap € E.

x,tela,b]

D’ou U'ensemble A(E) uniformément borné.
D’autre part, le noyau K est uniformément continu sur le compact [a, b] X

la,b], d’ou pour tout z, t, z de [a, b/, on a

€

Ve > 0,30 >0, |z —t| <0 = |k(z, 2) — k(t, 2)| <m.

Do,

|Ap(x) — Ap(t)] < €, pour tout p € Eet x,t € [a,b] avec |[x — t| < 4.

Ceci exprime que l'ensemble A(E) est équicontinu, d’ou A(E) est relative-

ment compact par le théoreme d’Arzela-Ascoli, alors A est compact.
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1.2 Généralités sur les équations différentielles

Dans cette section, nous allons donner quelques définitions essentielles pour

les équations différentielles dans le cas générale.

Définition 1.2.1. On appelle équation différentielle (ED) d’ordre n, toute re-

lation de la forme :

Fty,y,y", ... ,y™) =0

liant a une fonction inconnue y de la vartable t et ses dérivées successives

TR TARTA T\

Exemple 1.2.1. Soit les équations différentielles suivantes :

ty +y—y*Int = 0.

y' =3y +2y =0.
o i/ — 5y +y = sin 2t.
oy 4y — 3y = 9e*.

o (1 -ty — (2t — )ty Y — (n —2)2y"2 = 0.

Définition 1.2.2. L’équation différentielle est résolue par rapport o y™ si la

relation précédente peut se mettre sous la forme :

y" = F(t,y, ¢,y "), (1.1)
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Définition 1.2.3. On appelle intégrale ou solution de l’équation différentielle

(1.1) sur un intervalle I, toute fonctiony = f(t) n fois dérivable sur I, vérifiant :

FO = Ft, £, 1), (@), ..., f V(@) Vel

La courbe plane définie par y = f(t) est appelée courbe intégrale de (1.1).

1.3 Equations différentielles implicites

Nous distinguons deux cas dans cette section :
- Equations différentielles ordinaires implicites.

- Equations différentielles implicites aux dérivées partielles.

1.3.1 Equations différentielles ordinaires implicites

Soit I un intervalle de R et f: I x R> — R.

On considere une équation différentielle du premier ordre de la forme :

y = flt,y,y), (ty,y) el xR (1.2)

On dit que cette équation est une équation différentielle implicite ordinaire.
Soit (to, y()) el xR.
Le probleme de Cauchy correspondant a cette équation est la recherche les

solutions y de (1.2) telles que y(to) = yo.
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Notation : Le probleme de Cauchy

v =ftyy), (tyy)elxR?
(1.3)

y(to) = yo € R,

Définition 1.3.1. Une solution du probléme de Cauchy (1.3) sur un intervalle
I de R, avec la condition initiale (to,yo) € I X R est une fonction dérivable

y: I —> R telle que :
(i) - Pour tout t € I, (t,y(t),y'(t)) € I x R?,
(ii) - Pour toutt € I, y' = f(t,y,v'),
(iii) - y(to) = yo.
Théoréme 1.3.1 (3). On suppose que [ est continue sur I x R? et (to,yo) un

point fize. Soit y une fonction définie sur I telle que to € I; (y: I — R).

On dit que y est une solution de (1.3) sur I si et seulement si; elle vérifie
1. Pour toutt € I, (t,y(t),y'(t)) € I x R?,
2. y est continue sur I,

3. Pour toutt € I,

y(t) = yo + / F(s,9(s). 4/ (5))ds.

La solution y du probleme de Cauchy est appelée l'intégrale du probleme.
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1.3.2 Equations différentielles implicites aux dérivées

partielles

Le caractére particulier d’une équation aux dérivées partielles (EDP) est de

mettre en jeu des fonctions de plusieurs variables :
(t,z,...) — u(t,z,...).

Une EDP est alors une relation entre les variables et les dérivées partielles de wu.

T . . ou

Exemple 1.3.1. Soit I'EDP tres simple 5 = 0.

ol u est une fonction inconnue de t et x. Cette équation implique que les valeurs
u(t, ©) sont indépendantes de t. Les solutions de cette équation sont :

u(x,y) = f(y), ou f est une fonction de x.

Notation : u; est la dérivée partielle de u(t, x) par rapport a t, soit avec les
notations habituelles du calcul différentiel :

O
ot

Ut
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Définition 1.3.2. Soient Q :=|a, b[x]c, d| une partie de R? et
f OxR? — R, ¢:]c,d[— R deux fonctions. Considérons le probleme de

cauchy suivant :

pour tout (t,x) € Q et u,u; € R?
%u(t,a:) = f(t,x,u(t, x),u(t, z)),
uw(0,2) = o(z); =« €le,d].
Ce probleme est appelée EDP implicite avec une condition initiale.

Exemple 1.3.2. Soit le probleme suivant :

o) _ etz . .
ot %) = TRy ¥ 2) € (0.1 < [0,1);

u(0,2) =2 +2, x€l0,1].

Dans cet exemple, nous avons

e—t+x

(T2 + 7)(1 4+ u(t, ) + w(t, x))’ (t,2) € [0,1] < [0, 1},

flt, z,u,up) =

et

op(x) =2"+2, x€l0,1].
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1.4 Les théorémes de point fixe

Théoréme 1.4.1. (Théoréme de point fire de Banach)[l]
Soit (X, d) un espace métrique complet et f: X — X une application

strictement contractante i.e. Il existe 0 < [ < 1 telle que, pour tout u,v € X

d(f(u), f(v)) <ld(u,v).

Alors il existe un unique point fize ug (i.e), f(ug) = ug.

Théoréme 1.4.2. (Théoréme du point fire de Schauder)[l]
Soit E un espace de Banach, M un conveze, fermé et borné de E, et
N : M — M un opérateur continu et N(M) relativement compact. Alors N

admet au moins un point fixe dans M.

Théoréme 1.4.3. (Alternative non linéaire de type Leray-Schauder)[1]
Soit X un espace de Banach, et C un sous-ensemble convexe non vide de X.
U un ouvert de Cet0 € U, etT : U — C est un opérateur continu et compact.

Alors une seule des propositions suivantes est satisfaite,

(Py) T admet un point fize dans U, ou

(Py) Il existe X €]0,1] et uw € OU avec u = AN (u).
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1.5 Lemmes Préliminaires

Lemme 1.5.1. Soit g € C(I,R). Une fonction u € C(I,R) telle que sa dérivée

% existe et est intégrable sur I est une solution du probléeme suivante :
d
qult)=g); tel
« (1.4)
u(0) =ug;  ug € R,
telle que I := [0,T)] et Lu(t) = u/(t). Si seulement si u vérifie Uequation ité-
grale :
t
u(t) = u(0) +/ g(s))ds, t e I. (1.5)
0
Preuve. Soit u(t) une solution du probléme (1.4).
Alors;;
d
Dt = ot
t d t
/0 Eu(s)ds = /o g(s)ds
t
u(t) —u(0) = / g(s)ds
0

u(t) = u(O)—l—/O g(s)ds.

Maintenant si u(t) vérifie (1.5). Il est claire que u(t) vérifie

u(0) =up et Lu(t)=g(t); tel.m
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Lemme 1.5.2. Soit h € C(J,R). Une fonction u € C(J,R)

est solution du probléme suivante :

%u(t,x) = h(t,x); (t,z)eJ

(1.6)
u(O,x) - ¢<$)7 xr € [Ovb]a
ot J =1[0,T] x [0,b], et Bu(t,x) = w(t,x); (t,x)€J
Si et seulement si u(t,x) vérifie
t
u(t,x) = ¢(x) —I—/ h(s,z)ds. (1.7)
0

Preuve. Soit u(t, z) une solution du probléme (1.6).

Alors;;

Maintenant si u(t, x) vérifie (1.7). Il est claire que u(t, x) vérifie

u(0,z) = ¢(x) et Zu(t,z) =g(t,z); te€l.m



Chapitre 2

Equations Différentielles Ordinaires
Implicites
Dans ce chapitre, nous présentons des résultats d’existence et

d’unicité des solutions pour certaines classes d’équations différen-

tielles ordinaires implicites du premier ordre.
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2.1 Introduction

Une équation différentielle ordinaire implicite se présente sous la forme
sulvante :

u'(t) = f(t,u(t),u(t); tel:=]0,T], (2.1)

avec la condition initiale

U(O) = up € R, (2.2)

oul >0,

f:IxXxRxR-—R,
une fonction donnée.

Définition 2.1.1. Une fonction u € C(I,R) est dite solution du probléme

(2-1)-(2-2), si u(0) = ug, et u vérifie I'équation (2-1) dans R.

Lemme 2.1.1 (2). Soit f: I x R x R — R une fonction continue.
Alors le probleme (2.1)-(2.2) est équivalent au probléme du solution

de ’equation intégrale
t
ut) =u+ [ g(s)ds.
0

ou g€ C(I), avec

ngwi+AE@wgw)
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2.2 Reésultats d’unicité

Maintenant, nous présentons une condition suffisante pour I'existence et 1'uni-

cité de la solution du probléme (2-1)-(2-2).

Théoréme 2.2.1. Supposons que [’hypothése suivante est vérifiée :

(Hy) - Pour tout a,b,u,v € R il existe des constantes d >0 et 0 < h < 1,

‘f(tauacw - f(t,@,b)‘ S d|u_U‘ +h|CL— b|

S

Td
4 )
1—h (2.3)

alors, le probléme (2.1)-(2.2) posséde une solution unique définie sur I.

Preuve. Considérons l'opérateur N : C'(I,R) — C(I,R); pour tout g €
C(I,R).
On a

(Nu)(t) = up + /Otg(s)ds; tel,

N g(t) = f (t,uo + /Otg(S)dsag(t)> :

D’aprés le Lemme 2.1.1, le probléme de trouver les solutions de (2.1)-(2.2) est

réduit a le fait de trouver les solutions de 1’équation :

(Nu)(t) = u(t); pour tout u € C(I,R) et t € I.
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Soient u,v € C(I), et t € 1.
Alors, on trouve
t
[N(u)(t) = N@)@)| < [ |g(t) — L(t)|ds, (2.4)

avec

L(t) = [f(t v(t), L(1))-

D’aprés I'hypothése Hp, nous avons

l9(t) = L(t)| < dlu—v[ + hlg(t) — L(t)],

d’ o

o(t) ~ L] < T lul) — o(t)

[ = wlle-

Il s’ensuit de (2.3) que

[(Nu)(t) = (No)(t)]

IA

t
d
/0 = hHu —vl|eds

d T
< — .
< 1_hHu UHC/O ds

d’oll
Td

[(Vu) = (Vo) < —

lu = vl
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D’aprés (2.3) nous concluons que N est une contraction, d’ott N admet un point
fixe unique u d’aprés le principe de contraction de Banach. La fonction u est

alors la celle solutions du probléme (2.1)-(2.2). m



2.2 Résultats d’unicité 30

Exemple 2.2.1. Considérons le probleme suivante :

d e3t+4 . — .
%u(t) = e4t+5(6+|—261L(t)\+6|U’(t)|)’ Vtel .= [0, 1]7 (2 5)
u(0) = up € R.

Posons

1

T el

St (D), (1) = o

Il est claire que la fonction f est continue.

Pour tout u,v,w,z € R, et t € [0, 1],

[f(t,u,0) = ftw, 2)| = 3@1+1((1+i+v)_(1+i)+z))‘

1
< oy (=l + o — 2]
< Lhu—wl+ Lp-z
— U — W — |V — Z|.
- 3e 3e

Donc la condition (Hy) est satisfaite avec d = h = é, De plus la condition
(2.8) est vraie avec T= 1.

En effet :
d 1

= 1.
1—nh 36—1<

Donc toutes les conditions du Théoréme 1.4.1 sont satisfaites, le probléme (2.5)

posséde une unique solution sur [0, 1].
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2.3 Résultats d’existence

Théoréme 2.3.1. Supposons que [’hypothése suivante est vérifiée :

(Hs) - Il existe duex fonctions positives p,q € C' := C(I,R), tels que :

[f (£, u,0)| < p(t)|ul + q(t)[v].

Si

Tp*+q" <1,

o

p=supp(t), ¢ =supgq(t).
tel tel

Alors le probleme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution sur I.

Preuve.

Soit By la boule bornée, fermée et convexe de 'espace de Banach C' définie

par :
By ={ueC:|ullc <M},
ou
T'p*|u]
M Z Ug| + .
ol 1 —(Tp* +q)

Considérons l'opérateur de point fixe. N : By, — B, défini par :

(Nu)(t) = ug +/O g(s)ds,
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avec g € C et

g(t) = f (t,uo + /Otg(S)dsag(t)> :

Etape (1) : N est continu.

Soit (uy)nen une suite telle que u, — u dans By, pour tout ¢t € I, on a :

(Nug)(t) — (Nu)(8)] < W+A%®%—W—Ag@%
< /%@—mwm

0
t

< [ lgn(s) —g(s)lds,
0

ol g,, g € C(I,R), telle que :

gn(t) - f(t7un(t)>g(t))7
g(t) - f(t7u(t)7g(t))'

puisque u, — u quand n — oo et f une fonction continue.
On a, g,(t) — ¢(t) quand n — oo,

il existe h € C(I,R), telle que
t
Vn e Nyt € 1,|gn(t)| < h(t) et/ h(s)ds < +o0.
0

Alors d’aprés le théoréme de la convergence dominée, on obtient finalement

Amwr@@m—w.

n—oo
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par conséquence

N(up)—> N(u).

n—oo

Etape (2) : N(B)ys) est uniformément bornée.

Pour tout t € I, et g € C(I,R), nous avons :

wmw=w+lg@m

g@zf@m+lg@®ﬂ®>
On a
|wwwmmm+ﬂmww. (2.6)
Par(Hs)
mw\smwuwyég@ms+qu@n
szﬁ(ww+l|m@uﬁ+qwmm
d’ou
lglle < 7 (luol + glle-T) + ¢ llgllc.
donc

p*|uol
1— (p*.T + q*)

lglle < = M.
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Ainsi, (2.6) implique cela,

[(Nu)()]

IA

T
|UO‘ + Mo/ ds
0

Donc N(Bjys) C By, Comme By, est bornée, alors N(B)y) est uniformé-

ment bornée.

Etape (3) : N(Bys) est équicontinue.

Soient t1,ty € I, t1 < to, et soit u € By, alors;

(N (tz) — (Nu) (1)) < [uo + / " g(s)ds — 1o — / g(s)ds

Y

avec

[(Nu)(t2) = (Nu)(t)] <

IN
\
Q
—~
V)
=
L
»
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Donc l'opérateur N(Bys) est équicontinue.

D’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli, 'opérateur N : By; —> By, est continu et
relativement compact. Par conséquent, a partir de le Théoréme 1.4.2, en déduit
que 'opérateur N admet au moins un point fixe qui correspond & une solution

du probléme (2.1)-(2.2). m
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Exemple 2.3.1. Considérons le probleme suivant :

d 12=3)|u(t)|+et |/ (1) . .
) = TR Ve

u(0) =0 € R.
Posons

(2 = 3)u(®)] + e'lu'(t)]
LA u(t)] 4 [u'(2)]

f(tu(t),d'(t)) = ; Vt € [0,1].

Il est claire que la fonction f est continue.

Pour tout u,v € R, et t € [0, 1],

(12 — 3)|u| + et|v]
1+ |u| + |v]

(12 — 3)|u| + et|v]
1+ |u| + |v]

< (2 = 3)|u| + €|y

|f(t,u,v)] <

Donc la condition (Hs) est satisfaite avec

p(t) - t2 - 37

q(t) = €.

De plus la condition Tp* + ¢* < 1,
est vraie avec T = 1.
En effet :

p4+qg=e—2<1.
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Donc toutes les conditions du Théoréme 2.5.1 sont satisfaites,

Alors le probleme (2.7) admet au moins une solution sur [0, 1].



Chapitre 3

Equations Différentielles Implicites aux
Dérivées Partielles
Du Premier Ordre

Dans ce chapitre, nous étudions I’équation différentielle partielle

implicite du premier ordre.
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3.1 Introduction

Une équation différentielle partielle implicite se présente sous la forme

suivante :

0
au(t,x) = (t,x) = f(t,x,u(t,x), w(t,z)), (3.1)

si(t,z) e J:=1[0,7] x [0, b],

avec la condition initiale
u(0,z) = ¢(z); x € [0,0], (3.2)
oul,b> 0,
f:IXRXxR—R et¢:[0,b] — R,

deux fonctions données.

Définition 3.1.1. Une fonction u € C(J,R) est dite solution du (3.1)-(3.2) si

w satisfait I’équations (3.1) dans J et la condition initiale (3.2) dans [0, b] :

Lemme 3.1.1 (4). Soit une fonction f: J x R x R — R est continue.
Alors le probleme (3.1)-(3.2) est équivalent au probléme du solution de
l’equation ;

oiton) = 1 (1o ot0)+ [ tg(w)ds,g(t,x)) ,
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et si g € C(J) est la solution de cette equation, alors
t

ult.a) = o(o) + [ gls,a)ds
0

3.2 Reésultats d’unicité

Dans la suite, nous présentons une condition pour 'existence et 'unicité d’un

solution du probléme(3.1)-(3.2).

Théoréme 3.2.1. Nous présentons [’hypothése suivante :

(H{) Pour tout u,v,w,z € R il existe des constantes k >0 et 0 <[ <1

telle que :
|f(t,x,u,v) o f(t,x,w,2)| < klu - IU’ +Z|U o Zl

Si

Tk
— <1 .
1—l< : (3.3)

alors le probleme (3.1)-(3.2) posséde une unique solution sur J.

Preuve. Considérons 'opérateur N : C'(J,R) — C(J,R);

(Nu)(t,z) = ¢(x) +/O g(s,x)ds, (3.4)

avec

g(t,x)=f (t,x,d)(m) + /Otg(s,af)ds,g(t,x)) .
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pour tout (t,z) € J :=[0,7T] x [0, b].
Par le Lemme 3.1.1, le probléme de trouver les solutions de (3.1) (3.2) est réduit

a le fait de trouver les solutions de I’équation suivante :

(Nu)(t,x) = u(t, z), pour tout (¢,z) € J.

Soient v, w € C(J,R), alors pour (¢,z) € J,

on trouve
[(Nv)(¢,2) — (Nw) (1, z)| S/ 9(s, ) — h(s,z)|ds, (3.5)
0
g(t,x) = f(t,x,v(t,x),g(t,m)),
h(t,x) = f(t,x,w(t,z), h(t,z)).
Par (HY)

l9(t,2) = h(t,2)| < Klo(t,z) —w(t, 2)| +g(t, z) = h(t, 7)]
k

11
k

11

IA

|U(t, ZE) - w(t7 ZL‘)‘

IA

lv = wlle.
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Ainsi, (3.5) implique cela,

|v — w||cds,

Vo) - (vl < [ 155

d’ou

1—L
SN
1_lv wl|C-

K T
I(No) — (Nw)le < lo - wlle / s,

IA

D’aprés (3.3) nous concluons que N est une contraction. D’aprés le principe de

contraction de Banach, 'opérateur N posséde un point fixe unique qui représente

I'unique solution de notre probléme. m
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Exemple 3.2.1. Considérons le probleme suivante :

36t+1

0 _ . .
oult: ®) = ey V(6 ®) € 0,1 [0,1)

(3.6)
u(0,2) =242, z€]0,1].

Posons

1
L+ |u(t, )| + |ut, x)|)

ft 2 ult,2), w(t 7)) = 5o ( ; Y(t,z) € [0,1]x[0,1].

1l est claire que la fonction f est continue.

pour tout uy, vy, Uz, vo € R et (t,x) € [0,1] x [0, 1], nous avons :

|f(t,$,U1,U1) - f(t,ZU,UQ,UQ)l =

1 1 1
2etT 2B\ +up +v1 1+us + 09

1
9ptta+s

1
2—63|U1 — U2| + 2—e3|’l}1 — 1}2|.

IA

(|u1 — U2| + \111 — UQD

IA

Donc la condition (HY) est satisfaite avec k = | = 555 De plus la condition (3.3)
est vraie avec T'= 1.

En effet
k 1 _
1-1 2—1

1,

Donc toutes les conditions du Théoréme 3.2.1 sont satisfaites, le probléeme (3.6)

posseéde une unique solution sur [0, 1] x [0, 1],
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3.3 Résultats d’existence

Dans la suite, nous présentons une condition néscessaire pour 'éxistence des

solutions du probléme (3.1)-(3.2).

Théoréme 3.3.1. Supposons que [’hypothése suivante est vérifice :

(H)) Il existe p,q,d € C(J,R,) telle que :

[f (2, u,0)] < p(t, @) + q(t, 2)|u| + d(t, @) ]

pour tout (t,z) € J et u,v € R.
Si

d +qT < 1,

avec

d* = sup d(t,z) etq" = sup q(t,z),
(t,x)ed (t,x)ed

alors le probleme (3.1)-(3.2) admet au moins une solution définie sur [0,T] X

0,0].

Preuve. Considérons 'opérateur N défini dans (2.4).

Nous allons montrer que l'opérateur N est continue et compact.

Etape 1 : N est continue.

Soit (uy), . une suite converge vers u dans C(J,R);

N
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et soit v > 0 telle que ||u,||c < 7, nous avons

(Nug)(t,2) — (Nu)(t,2)] < / gu(t,2) — g(t, 0)\ds,

ol gn, g € C(J,R), telle que :

gn(ta x) - f(ta Z, un(ta CI?), g(t7 x))a

g(t, x) - f(ta Z, u(ta x)v g(tn x))

puisque u, — u quand n — oo et f une fonction continue.
On a, g,(t,x) — g(t,z) quand n — o

il existe F' € C(J,R), telle que
t
Vn e N, (t,x) € J,|gn(t, )| < F(t, z)et / F(s,x)ds < 400.
0

Alors d’aprés le théoréme de la convergence dominée, on obtient finalement

n—oo

t
/ |gn(s,z) — g(s,x)|ds—0.
0

par Conséquence

N(up) —> N(u).

n—oo

Etape 2 : N tronsforme les parties bornées dans des parties bornées dans C'(J,R).
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Pour ¢* > 0, il existe une constante positive 7 telle que pour

u € By ={u e C(J,R) /|ullc < ¢}

On obtient : | N(u)||c < 7, pour tout (¢,z) € J.

On a
(Nu)(t,z) = gb(:v)+/0 g(s,x)ds
va)tol = Jote)+ [ als.s
< o)+ [ lots.a)lds
ou g € C(J,R)
telle que :

g(t,z)=f (t,x,qﬁ(w) + /Otg(s,x)ds,g(t,x)) .

Par (H)) et pour tout (¢,z) € J,

On a

lg(t,z)] < p(t,x) +q(t, z)

olz) + / o(s,2)ds

+d(t,)|g(t, 7]

t
< pig (w)\ v |g<s,x>|ds) T d'lg(t,z)
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olt p* = sup( ey P(t, 7).

lgllc < p"+ || + ¢ ||gllcT + d*||gllc

i Y
1—(d"+¢T) " ’

<

done

t
/ lglleds < MT,
0

pour ¢t € [0, 7. Ainsi

IN(u)lle < ¢l + MT := .

Etape 3 : N transforme les bornées dans des parties équicontinues dans C'(J,R).

Soient t,ty € [0,T],z € [0,b],t; < t2, etu € Bye.

Alors

(Nu)(ta,2) — (Nu)(ty,2)] = |6(z) + / g(s,2)ds — () — / (s, z)ds
= /Qg(s,x)ds—l-/ g(s,z)ds

0 11

to
/ g(s,x)ds
tq

IA

Y

ou g € C(J,R),

telle que :

g(t,z)=f (t,x,qﬁ(w) + /Otg(s,x)ds,g(t,x)> .
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Mais

lgllc <M
Ainsi

(Nu)(te, 7) — (Nu)(t,7)| < M/tgds
M

(to — t1).

Quand t; — ty le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.
En conséquence des étapes 1 a 3, d’aprés le théoréeme d’Arzela-Ascoli, on

peut conclure que N est continu et complétement continu.

Etape 4 : L’estimation apriori.

Nous allons maintenant montrer qu'’il existe un ouvert U € C(J, R)
avec u # AN (u) pour A €]0,1] et u € U, Soit u € C(J,R) et u = AN (u)
pour certain 0 < A < 1.

Ainsi, pour tout (¢,x) € J,

u(t,r) = Ap(x) + )\/Otg(s,a:)ds.

Cela implique d’apres (Hs) que, pour tout (¢,z) € J,
On obtient : |lullc < M.
Posons

U={u:|ullc <M+1}.
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Par le choix de U, il n’ya pas de u € OU tel que u = AN (u), pour A €]0, 1]
Comme une conséquence du théoréme 1.4.3, I'opérateur N admet un point

fixe u dans U qui est une solution de notre probléme (3.1)-(3.2) .
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Exemple 3.3.1. Considérons le probleme suivant :

9 _ e futa) |+ (t—6)|u (t,2)] . :
Lu(t,x) = 2% + Tt Tt V(t,xz) € [0,1] x [0, 1];

(3.7)
u(0,z) =e*—1, x€][0,1].

Posons

et u(t, )| + (t — 6x)|uy (¢, 7))

Ftult o), un(t, 2)) = 2t ——F 2 s

V(t,x) € [0,1]x]0, 1].

1l est claire que la fonction f est continue.

Pour tout u,w € R, et (¢t,x) € [0,1] x [0, 1],

et u| + (t — 6z)|w]
1+ |u| + |w|
< 2tz + e |u| 4 (t — 63)|w)|.

If(t,u,w)| < 282+

Donc la condition (H)) est satisfaite avec

p(t) = 283z,
q(t) = ™,
d(t) = (t—6x).

De plus la condition T'q* + d* est vraie avec T' = 1.
En effet

¢ +d=e*—5<1.
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Toutes les conditions du Théoréeme 3.3.1 sont satisfaites.

Donc le probléme (3.7) admet au moins une solution définie sur [0, 1] x [0, 1].



Conclusion

Dans ce mémoire, Nous avons étudié I'existence et 'unicité des solutions de
quelques classe d’équations différentielles implicites ordinaires et aux dérivées

partielles.

On a commencé par quelques préliminaires sur ’espace de Banach et quelques
définitions d’équation différentielle implicite avec des exemples, puis nous avons
traité trois théoremes du point fixe celui de Schauder et Banach et on a donné

les lemmes préliminaires.

Ensuite, Nous avons montré 'existence et I'unicité des solutions d’une classe
d’équations différentielles implicites par 1'utilisation des théorémes de point fixe

de Banach et de schauder, comme on a donné des exemples sur cette probléme.

Enfin, nous avons démontré 'existence et 'unicité de solutions d’une équa-
tion différentielle implicite aux dérivées partielles, en lui applique le principe de
contraction de Banach et I'alternative non linéaire de Learay-Schauder avec des

exemples.
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