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Introduction

Il est bien connu que le travail de Tosio Kato [18| sur des opérateurs strictement sin-
guliers a été le point de départ d’'un domaine intéressant et complexe dans la théorie des
opérateurs, c’est-a-dire les perturbations de Fredholm et de semi-Fredholm entre deux
espaces de Banach X et Y . Désignons par semi-Fredholm §(X,Y’), semi-Fredholm supé-
rieurement §, (X, Y), semi-Fredholm inférieurement §_(X,Y’), il a été 'objet de nombreux
travaux d’étude et d’analyse de ces opérateurs, en particulier I'inclusion entre toutes ces
classes et le probléme de stabilité. La difficulté d’étude de ces questions provient du fait que
leurs propriétés sont directement liées & la géométrie des espaces de Banach.

Dans ce mémoire, nous présentons la classe des opérateurs semi-Fredholm §1 (X,Y),
agissant entre les espaces de Banach et d’autres classes d’opérateurs qui s’y rattachent. Nous
nous intéressons a la structure algébrique et topologique de F+ (X, Y), ainsi qu’avec certaines
propriétés de perturbation et la stabilité de 'indice.

Ce mémoire est divisé en trois chapitre

Le premier chapitre est consacré aux conceptes liés a la théories de groupes quotiont et la
théorie des opérateurs linéaire tels que on présente certaines notions plus spécifiques, commes
les quotients, les sommes directes, les opérateurs adjoints, compacts et a image fermée, que
nous utiliserons dans le developpement des opérateurs de Fredholm et semi-Fredholm. On
donne quelques informations de base sur les opérateurs a image fermée,

Dans le deuxiéme chapitre, on va étudie 'opérateur semi régulier qui est un opérateur
borné & image fermée avec des conditions spécifiques sur les noyaux itérés et les images
itérées de cet opérateur,

L’objet du dernier chapitre traite des opérateurs de Fredholm et semi-Fredholm on
introduit I'application indice d’un tel opérateur en développant quelques unes de leurs pro-
priétés et caractérisations. en présente une généralisation de I'application indice a une famille
d’opérateurs de Fredholm indexée par un ensemble compact et connexe. De plus on parle
sur 'invariance et la complitude de 'indice dans le cas des opérateurs bornés.



Chapitre 1

Concepts liés aux théorie des groupe
quotient et théorie des opérateurs

1.1 Concepts liés aux théorie des groupe quotient

L’objectif de ce chapitre est de formaliser cette situation pour un groupe quelconque.
Autrement dit, éytant donné un groupe G et un sous-groupe H, a quelles conditions peut-on
définir un ensemble quotient G/H et une application canonique 7 : G — G/H, de telle sorte
que la loi de G induise sur G/H une loi interne le munissant d’une structure de groupe et
que 7 soit un morphisme de groupes.

On va montrer qu’a tout sous-groupe H d’un groupe G est associée une relation d’équiva-
lence R définie sur GG. Si cette relation d’équivalence satisfait certaines conditions de compa-
tibilité, la loi interne de GG induit une loi interne sur ’ensemble des classes d’équivalence G/R
qui munit cet ensemble d’une structure de groupe et la projection canonique 7 : G — G/R
est un morphisme de groupes. On montrera qu’inversement, a toute relation d’équivalence R
définie sur un groupe G et satisfaisant les conditions de compatibilité, est associé un sous-
groupe H de G tel que la relation R soit la relation associée au sous-groupe H. Ceci conduit
a la notion de sous-groupe normal. Pour plus de détail le lecteur peut se reporter a [4], [11]
et [8].

1.2  Classes modulo un sous-groupe

On considére un groupe G, H un sous-groupe de G, et on définit sur G la relation

(zRy) == (27 'y € H).

Proposition 1.2.1.
1. La relation R est une relation d’équivalence.
2. Soit x un élément de G, sa classe d’équivalence pour la relation R est l’ensemble

xH = {zh,h € H}.

Définition 1.2.1. La relation R est appelée relation d’équivalence a gauche modulo H, et
xH la classe a gauche de x modulo H.
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Remarque 1.2.1.
1. On définit une relation d’équivalence a droite modulo H par

(xRy) <= (xy’1 € H)
et la classe o droite de x modulo H est l’ensemble
Hx = {hz,h € H}.

Lorsque nous aurons a considérer les relations a gauche et a droite modulo H, nous noterons
ces deux relations respectivement gR et Ry .

2. Quel que soit h dans H, on a
Hh=H=hH

et H est la classe a droite et a gauche de l’élément neutre de G modulo H .
3. Si le groupe G est abélien, en notant sa loi additivement, les relations d’équivalences définies

ci-dessus s’écrivent
(zRy) & ((z —y) € H),

et les relations d’équivalences (resp. les classes) a gauche et & droite modulo H coincident.

Notation 1.2.1. On note (G/H), (resp. (G/H)q ) Uensemble des classes d’équivalence des
éléments de G' pour la relation a gauche (resp. a droite) modulo H. Ces ensembles sont aussi
appelés ensembles quotients & gauche (resp. a droite) modulo H .

Définition 1.2.2. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle indice de H
dans G, qu’on note |G : H], le cardinal de l'ensemble (G/H),(ouw(G/H)q4).

Théoréme 1.2.1. (de Lagrange). Si G est un groupe fini, pour tout sous-groupe H de G on
a

|G| = |H|[G : H].

1.3  Groupes quotients

Proposition 1.3.1. Soient G un groupe et R une relation d’équivalence définie sur G, com-
patible avec la loi de G. Alors l’ensemble quotient G /R, muni de la loi induite par la loi de
G (définie par (T,y) — Ty ), est un groupe.

Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition (1.2.1), qui assure que la loi sur
le quotient est bien définie, et de la remarque (1.2.1). Une autre fagon de dire les choses est
la suivante : notant 7 : G — G/R 'application de passage au quotient, la loi sur le quotient
G /R est définie par

m(z)m(y) = m(zy).

On est donc amené & déterminer les relations d’équivalences compatibles avec la loi de G. m
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Proposition 1.3.2. Pour tout sous-groupe H d’un groupe G, la relation Ry (resp. gR ) est
compatible & droite (resp. a gauche) avec la loi de composition de G.

Réciproquement, si une relation R définie sur un groupe G est compatible & droite (resp. a
gauche) avec la loi de composition du groupe G, alors il existe un unique sous-groupe H de G
tel que

R=Ruy (resp.R=pR).
Un sous-groupe H d’un groupe G est dit normal (ou distingué) dans G si
Ry =nR.

On note alors H/G

1.4 Sous-groupes normaux et morphismes

Théoréme 1.4.1. Soient G et G’ deux groupes et f un élément de Hom(G,G').
Alors f induit un isomorphisme f de G/N(f) sur R(f).

Remarque 1.4.1. Le théoréme ci-dessus peut étre démontré a partir du théoreme de facto-
risation des applications. En effet, on sait que si E et E' sont des ensembles et f : E — E
est une application, on définit sur E une relation d’équivalence R par xRy si et seulement si

On considére E/R ’ensemble des classes d’équivalence des éléments de E et l'application f
définie comme ci-dessus est une bijection de E/R sur R(f). Il suffit alors de vérifier que
Uapplication f est un morphisme de groupes.

Théoréme 1.4.2. Soient G un groupe, H un sous-groupe normal de G,
7:G— G/H

la projection canonique.
i. Le morphisme 7 induit une correspondance biunivoque entre les sous-groupes (resp. sous-
groupes normauz) de G contenant H et les sous-groupes (resp. sous-groupes normauz) de

G/H.
1. Si K est un sous-groupe de G, alors HK est un sous-groupe de G contenant H et

m(K)= HK/H.

Théoréme 1.4.3. (de passage au quotient). Soient G et G' deux groupes, H (resp. H' ) un
sous-groupe normal de G (resp. G'),

7:G—G/H (respm: G'— G'/H')

la projection canonique. Pour tout f € Hom(G,G") tel que f(H) C H', il existe un unique
f € Hom(G/H,G'/H') tel que
fom=mof.
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Convention. L’expression « le diagramme suivant

A4 L. B
gl Ld
o L

est commutatif » signifie que les applications f, f', g, ¢ satisfont a la condition
/ /
gof=1fog
Preuve. Démonstration du théoréme (1.4.3). Considérons le diagramme suivant :

a L o

Tl |

a/H I o/

Si le morphisme f existe et fait commuter le diagramme, il doit vérifier

f(r(x)) = 7'(f ()

et, tout élément de G//H s’écrivant 7(z) pour x € G, cette égalité impose 1'unicité de f.
Montrons que ’égalité ci-dessus définit bien une application f, i.e. que f(m(x)) est indépen-
dant du représentant x choisi dans GG pour décrire sa classe dans G/H. Si

onazy ! € H, donc

D’ou
' (f(x)) =7 (f(y))-

Montrons que f est un morphisme de groupes. On a

fx(@)m(y))

Remarque 1.4.2. En particulier, si H C N(f), il existe un unique morphisme fe Hom(G/H,G")
tel que f = fom. On dit que [ factorise a travers .
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1.5 Quotient d’un espace vectoriel normé

Soient F un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel fermé de E. On rappelle
que E/F est le quotient de E par la relation d’équivalence R définie par :

TRy & x—yekF.

Pour les opérations évidentes, F/F est un espace vectoriel et I'application quotient
7w : FE — E/F est linéaire.
Pour

(E=n(x)e E/F
on pose
Il = mf{Jlyll = = (y) =&}
= f{llz—yl: yeF}

Théoréme 1.5.1. (Quotient d’un espace vectoriel normé )
1. L’application & — |[£]| est une norme sur E/F ;

2. m: Ev+—— E/F est continue, de norme < 1;

3. m: E+—— E/F est une application ouverte ;

4. Si E est un espace de Banach, alors E/F ’est aussi

Lemme 1.5.1. Soit ' C E un sous-espace fermé d’un espace normé (E, ||.||g)
et m: E — E/F lapplication quotient associée. Alors

(WUE) = UE/F-

Proposition 1.5.1. Soit FF C E un sous-espace fermé d’un espace normé (E, || . ||g). Alors,
L ||+ F|gr<| 2 ||p pour tout v € E;
2. Pour tout x € E et pour tout € > 0, il existe T € F tel que

T+ F=x+F

et
1z |le<| =+ F |[g/r +e.
Preuve. ” C 7 Soit z € Ug,
Im(@)|e/F = llz+ Fllg/r < |z|E <1,

donc 7(z) € E/F et 7(Ug) C Ug/p.
7 27 Soit v + E € Ug/p, alors par le point (2) de la proposition (1.5.1), il existe € E tel
que

(@) =T+ F=x+F

et
1Z|e < llz+ Fllg/r+e

pour tout € > 0. En d’autres termes, il existe 7 € Ug tel que
@)=+ F=x+F.

Par conséquent, Ug,p C 7(Ug). n
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1.5.1 Propriété universelle de ’espace quotient

Soient E et F des espaces normés et A : E — F un opérateur linéaire. Soit encore
H C 9M(A) un sous-espace fermé de E et m : E — E/H application quotient.

Alors, il existe un unique opérateur linéaire S : F/H — F tel que A = Son . Autrement
dit le diagramme suivant commute :

E 4 F
Tl Jas
E/H
De plus,
R(S) = R(A);

S est une application ouverte si et seulement si A est une application ouverte; S est borné si
et seulement si A est borné et si A est borné, alors

151 = [IA]].
Preuve. 1. L’existence et 'unicité d’une application linéaire S : F/H — F tel que
A=Som

et de méme image que A constitue la propriété universelle algébrique du quotient.

2. Montrons que S est une application ouverte si et seulement si A est une application ouverte.
Supposons d’abord que S soit une application ouverte. 7 est aussi une application ouverte
par la proposition (1.5.1) . Par conséquent,

A=Sor

est aussi une application ouverte en tant que composition de deux applications ouvertes.
Réciproquement, supposons que A soit une application ouverte et soit U un ouvert de E/H.
Alors,

S(U) = S(n(x~(U))) = A(x~'(U)).7~ (V)

est un ouvert de F puisque 7 est continu et donc
S(U) = A(=~(U))

est un ouvert de F' puisque A est ouverte. Par conséquent S est une application ouverte.
Montrons que S est borné si et seulement si A est borné. Par le lemme (1.5.1).

Par conséquent :

sup{||S(z + H)||/ v+ H € Ugyu} = sup{[|S(n(2))| /z € Ur}
= sup{||Az| / z € Ug}

Ainsi S est borné si et seulement si A est borné et si A est borné, alors ||S|| = || Al "
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1.5.2 Théoréme d’isomorphisme

Soient E et F' des espaces de Banach et A : F — F un opérateur linéaire borné.
Supposons de plus que R(A) soit un fermé de F. Alors :

E/M(A) ~ A(E)

Preuve. Le noyau de A est fermé en tant que pré-image par une application continue du
fermé {Or} de F'. Nous pouvons donc considérer espace quotient £ /91(A) ainsi que I'unique
opérateur induit S : E/M(A) — F tel que

A=Som,
fourni par la propriété universelle du quotient. Il vient,
NWS) = {2+NA) /xe Eet Som(x) =0}
= {z+NA)/ zeNA)}
= {0+9(4)}
L’opérateur S est donc un opérateur linéaire borné et injectif de I'espace de Banach E/9(A)
dans 'espace de Banach A(F). Il s’agit donc d’un isomorphisme. D’ou I’assertion.

Finalement, en application de la propriété universelle du quotient, nous obtenons un test de
continuité des opérateurs linéaires de rang fini entre deux espaces normés. [

1.5.3 Projections

Définition 1.5.1. 1. On dit qu’un sous-espace fermé F d’un espace normé E admet un
supplémentaire topologique s’il existe un sous-espace fermé H de E tel que

E=Fe¢eH
2. On dit qu’un opérateur P : E — E est une projection si
P(P(z)) = P(x), Ve e E
de plus ;
E=P(E)+ (I —-P)E=R(P)+NP)
Corollaire 1.5.1. F et H sont des espaces supplémentaires dans E, alors F = E/H.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du premier théoréme d’isomorphie appliqué a
la projection d’image F' et de noyau H. [

1.6 Concepts liés a la théorie des opérateurs

Dans le cas d’un opérateur borné, on pouvait toujours supposer que son domaine est
I’espace tout entier. Dans le cas d’'un opérateur non borné il n’en est pas de méme; le
domaine de l'opérateur devra toujours étre précisé et, lorsqu’on effectuera des opérations
algébriques sur des opérateurs non bornés, les questions de domaine devront étre exami-
nées avec soin. Donc I'étude des domaines est indispensable pour ce type d’opérateurs voir
[14], [16], [7], [15] et [17].
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1.6.1 Opérateurs bornés
Définitions

Un opérateur A sur un espace de Banach E est une application linéaire de E dans lui
méme.
Un opérateur continu ou borné est un opérateur tel que

sup ||Az|| < +o0.
lll|=1

On note L(E) l'espace vectoriel des opérateurs bornés sur E. [14]

Topologies sur les opérateurs bornés

On peut définir plusieurs topologies sur 1'espace des opérateurs, on en utilisera principa-
lement deux :
1. La topologie en norme d’opérateur
2. La topologie faible qui est la plus petite topologie rendant continues les applications
a,; définies sur L(F) par
aa(A) = (A(x))

pour x € F, | € E*.

Spectre d’un opérateur

L’ensemble résolvante d’un opérateur A est ’ensemble

o(A)={\eC, \[ - AeGL(E)}.

L’ensemble résolvante est un ouvert de C.
On définit le spectre
o(A) = C — o(A).

On définit alors la résolvante de A comme
Ry\(A) = (M — A)_l.

Théoréme 1.6.1. (Identité de la résolvante). Soit A un opérateur sur un Banach E, on
a:
1. Pour A et u dans une méme composante conneze de o(A)

BA(A) = Ru(A) = (A = ) Ra(A) Ry (A) (1.1)

De plus sur cette composante connexe, les résolvantes commutent.
2. X — Ry(A) est analytique en sur o(A).

Preuve. Soit A € p(A), on définit la série

R(z) = RA(A)(I + ) (A = 2)"R3(A))
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1=

qui converge en norme si |z — A| < ||R\(A) et vérifie

R(z)(z] —A) = (2] —A)R(z)=1

d’ ot

R(2) = R.(A).
L’ égalité de (1.1) et la commutativité sont immédiates. "
Adjoints

Si E est un espace de Hilbert, on rappelle que si A € L(F) alors 3B € L(E) tel que
< Az, y >=<uz, By >.
On note alors B = A*, c’est 'adjoint de A.

Définition 1.6.1. (Opérateur auto-adjoint, normal, unitaire). On rappelle les défini-
tions sutvantes :
1. A est auto-adjoint si

A=A

2. A est normal s’il commute avec son adjoint

3. A est unitaire si
AA* =1T.

Théoréme 1.6.2. Si A est auto-adjoint alors
1. o(A) est inclus dans R
2. Les sous espaces propres de A sont orthogonauc.

Opérateurs compacts

Parmi les opérateurs bornés, on distingue les opérateurs compacts, et on note leur es-
pace vectoriel IC(E). Ce sont opérateurs qui envoient les parties bornés de E sur des parties
relativement compactes de F.

Exemple 1.6.1. Les opérateurs de rang finis sont compacts par le théoréme de Riesz.
On a plusieurs propriétés et caractérisation intéressantes de la compacité des opérateurs :

Proposition 1.6.1. Si (x,) (suite a valeur dans un Hilbert H) converge faiblement vers x,
et si A est compact, alors A(x,) converge vers Az au sens de la norme.

Preuve. La suite ||z,|| est bornée par le théoréeme de Banach-Steinhaus. On raisonne
ensuite par I’ absurde. [

Proposition 1.6.2. Si A, est une suite d’opérateurs compacts qui converge vers A pour la
norme d’opérateur, alors A est compact.

Proposition 1.6.3. Si A ou B est compact, alors AB est compact.
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Proposition 1.6.4. Sur un Hilbert séparable, A est compact si et seulement si il est la limite
au sens de la norme d’opérateur d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Théoréme 1.6.3. (Théoréme Analytique de Fredholm). Soit D une domaine de C et
f: D — K(H) une fonction analytique, alors on a l'alternative suivante :

1.Vze D, (I — f(z)) n’est pas inversible

2. I — f(z) est inversible en dehors d’un ensemble discret de D, et cet inverse est une fonction
méromorphe sur D dont les résidus sont de rang fini. De plus, I — f(z) est toujours injective.

Corollaire 1.6.1. (Alternative de Fredholm). Soit A un opérateur compact sur H, alors
I — A est inversible si et seulement si I — A est injective.

Théoréme 1.6.4. (Hilbert-Schmitt). Soit A un opérateur compact auto-adjoint sur H.
Alors il existe une base de Hilbert de vecteurs propres que l’on peut ordonner de maniére a ce
que la suite des valeurs propres tende vers 0.

Proposition 1.6.5. Soient E, F,’H,G des espaces de Banach et des opérateurs bornés
F—F—H—G
s A R

tel que A soit compact. Alors
1. K(E,F) est un sous-espace fermé de B(E, F).
2. la composition Ro Ao S est un élément de K(E, F).

Opérateurs non bornés

Un opérateur non continu ne peut pas étre défini sur ‘H tout entier, on cherche alors a
le définir sur un domaine D(A) qui ait des bonnes propriétés, comme par exemple qu’il soit
dense.

Exemple 1.6.2. 1. Sur R, la dérivée seconde est définie sur H?.
2. (Les Potentiels) Sur L*(E), si V est une fonction de E dans C, la multiplication par V
dans L*(E) est définie sur

{f e L*(E), /XV(x)f(x)dx < 00}

Si V' est finie presque partout, alors ce domaine est dense.

Définition 1.6.2. (Opérateur fermé). A est fermé si et seulement si son graphe est fermé.
Si Dopérateur est fermé, on garde les mémes définitions de spectre, résolvante. De plus si
Popérateur est défini sur un domaine dense, on conserve l’identité de la résolvante.

On traitera maintenant avec des opérateurs fermés dont le domaine de définition est dense.

1.6.2 Opérateurs a image fermée :

Théoréme 1.6.5. Soient E, F' deuz espaces de Banach et A € B(E, F). Alors A est d’image
fermée si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel que

| Az|| > cont.d(z, M(A)) Ve el
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Preuve. Soit R
E =E/MA).

Comme E est un espace de Banach, E reste un espace de Banach, muni de la norme définie
par
1Z]| = d(z, M(A)).

Ainsi, nous pouvons définir A : E — F par

Supposons que A soit un operateur a image fermée. Alors, par linéarité (et donc continuité)
de A nous pouvons affirmer que Al1: A E _est un opérateur fermé entre espaces de
Banach. Ainsi, par le théoréme du graphe fermé, A1 est un opérateur borné et A1 est un
opérateur borné et

JA@)[I = 1A@)| = A TIZ] T = 1A d(z, :(A))
ce qui est la relation cherchée si 'on pose
cont = ||A7Y| !
Réciproquement, supposons qu’il existe cont tel que :
|Az|| > cont.d(z, M(A)) Vo € E.

Soit (z,), une suite telle que
Ax,) — Az =y.

Ainsi, (Z,,) est une suite de Cauchy. Comme nous venons d’affirmer que E est un espace de
Banach, (Z,) converge vers un z € E

Par conséquent, N -
A(x,) = AT,) — A@) = Az =y

Ainsi, A est un opérateur a image fermée. ]

Théoréme 1.6.6. Soit A € B(E, F), comme précédemment. Si il existe un sous-espace fermé
Fy tel que R(A) @ Fy est fermé, alors A est un opérateur a image fermée.

Preuve. Posons Ay : £ x Fy — F', 'opérateur défini par
Ao(,y0) = Az + yo.

Muni de la norme donnée par
1@, )l = llll + [y,
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E x Fy est un espace de Banach. Comme A € B(E, F'), Ay est un opérateur linéaire borné
d’image

R(Ay) = R(A) + F.
Par hypothese,

R(Ao) =R(A) + Fy
est fermé. De plus,

N(Ao) = N(A) x {0},
car yo < R(A), Vyo € Fy. On utilise le théoréme précédent pour affirmer qu'il existe cont > 0
tel que :

[Az]| = [[Ao(z, 0)]| = cont. d((,0), N(Ap))
= cont.d(x,MN(A)).
Par le méme théoréme, on conclut que R(A) est fermée. ]

Corollaire 1.6.2. Soit A € B(E,F), comme avant. Si R(A) admet un supplémentaire,
alors A est un opérateur a image fermée. Ce corollaire s’applique en particulier lorsque la
codimension de l'tmage est finie.

Preuve. Il s’agit d’un résultat immédiat du théoréme précédent, vu que si R(A) admet
un supplémentaire, il existe Fj tel que

RA) @ [ =F
qui est fermé. Par le théoréeme, R(A) doit donc étre fermée. =

Théoréme 1.6.7. Soit A € B(E,F), comme avant. Si A(B) est fermé dans F pour tout
sous-ensemble fermé et borné BE, alors A est d’image fermée.

Preuve. Ab absurdo, supposons que PR(A) ne soit pas fermée. Par la preuve du théoréme
(1.6.5), on peut construire une suite (z,,) telle que A(z,) converge vers 0 avec

d(z,, M(A)) =1, Vn € IN.
Soit (z,), une suite de MN(A) telle que
|xn — zal <2, Vn e V.

Posons a présent V), la fermeture de I'ensemble {z, — z,|n € IN}. Comme V est un sous-
ensemble fermé et borné de E, A(V) est fermé dans F' par hypothése du théoréme.
Remarquons également que

A(ZEn) = A('rn - Zn)7
ainsi 0 € A(V). Nous avons donc l'existence d'un u € VNN(A) tel que
lv = (Zno = 2no) Il < 1/2
pour un certain ng € IN. Cela implique
d(w,, M(A)) <1/2,

ce qui contredit
d(z,, NM(A)) = 1.
Ainsi, R(A) est fermeée. =
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Lemme 1.6.1. Soit E un espace de Banach, A € K(A), alors I — A est a image fermée et
dim(M(I — A)) = codim(R(I — A)) < oo.

Preuve. Nous divisons cette preuve en 2 parties :
1. Vérifions d’abord que (I — A)(B) est fermé dans £ pour tout sous-ensemble fermé et borné
BE. Soit B, un sous-ensemble fermé et borné de E et considérons une suite (x,,) d’éléments
de B telle que
lim (I — A)(z,) =y

n——ao

Comme A est compact, la suite A(x,,) admet une sous-suite convergente A(z,,).Ainsi, il existe
To € B avec :
ro = lim xz,, = lim (I — A)(z,,) + A(x,,))

n—~aoQ n—=aoo

Et donc
y=(—A)(x) € (I — A)(B).

Ainsi, (I — A)(B) est fermé dans E.

2.Vu que nous venons de vérifier que (I — A) satisfait les hypothéses du théoréme précédent,
par celui-ci, nous pourrons conclure que R(I — A) est fermée.

Il reste a vérifier que n(I — A) < oo et d(I — A) < 0.

3.La premiére assertion est facile & montrer Comme

r = K(x), Ve e N(I — K),

l'opérateur identité est compact sur M(/ — K). Ainsi, n(lx) < o0.
u



Chapitre 2

Opérateurs semi-réguliers

2.1 Meétrique du gap

Soit X un espace vectoriel normé.
Si M et N sont des sous-espaces vectoriels de X, on note

S(M,N)= sup d(z,N)= sup dz, N)

€M, ||z||<1 veMaz0 |||

La métrique du gap est définie par

~

§(M, N) = max{5(M, N), (N, M)}.

Proposition 2.1.1. 5i M et N sont des sous-espaces vectoriels de X, alors

(i) 0 <6(M,N) < 1.

(i4) (M, N) = 6(M, N).

(iii) (M, N) = 0 si, et seulement si, M C N.

(iv) Si N est fermé, alors (M, N) = ||mul|| ot 7 est la surjection canonique de X sur
X/N.

Preuve. (i) est clair. B
(ii) Comme d(x, N) = d(x, N) pour tout =z € X, on a
§(M,N) = 6(M,N).
En outre, on a aussi
5(M, ) < (3, )

D’autre part, o o o
d(z,N) = ||z + N|| < (M, N)||z| pour tout v € M

donc o o o
d(x,N) < 0(M, N)||z| pour tout x € M.

Ce qui entraine que o o o
o(M,N) < o(M,N) <6(M,N)
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et par suite o o o
S(M,N)=86M,N)=05§M,N).

(iii) Découle immédiatement du fait que d(x, N) = 0 si, et seulement si, 7 € N.
(iv) Si N est fermé alors

Imell = sup [lm()[| = sup [l + N|| = (M, N)

IEE}\/[ xEﬁM

Ce qui termine la preuve. ]
Le lemme suivant découle immédiatement de la proposition précédente.

Corollaire 2.1.1. §i M et N sont des sous-espaces vectoriels de X, alors
(i) 0 < 6(M,N) < 1.
(i) 6(M,N) = 6(M,N).
(iii) 5(M,N) = 0 si, et seulement si, M = N.

La métrique du gap vérifie une sorte d’inégalité triangulaire comme le montre le lemme
suivant :

Lemme 2.1.1. Soit My, My, Mjs des sous-espaces vectoriels fermé d’un espace de Banach
X. alors

(M, M3) < §(My, My) + 6(May, M3) + 6(My, My)o(Ms, Ms).
Preuve. Soit € M, vérifiant ||z|| < 1. Alors il existe y € M, telle que
Iz =yl < o(My, My)

Il vient que
[yl < llzfl + [z — yll <1+ 0(Mi, M)

et par conséquent, il existe z € M3 telle que
o =yl < (1+0(My, Ma))o(Ma, Ms).
D’ou
d{z, M3} < |z —z| <lz—yl+]y—=|

< 0(My, My) + 0(My, Mz) + 0(My, Ma)d(Ma, Ms).
Ce qui établit I'inégalité. [
Proposition 2.1.2. Soient M, L deux sous espaces fermés de X alors

§(M,L) =6(L*, M*) et 6(M, L) = 6(L+, M™*).

Preuve. En utilisant le Corollaire 2.1.1 vient

0(M,L) = sup d{z,L} = sup sup [g(z)|= sup sup [g(z)|= sup d(g, M~)=5(L", M)

z€By r€BMGEB, | g€B,; 1 z€By 9g€B; |

la deuxiéme égalité se déduit de la premiére. [



2.2 Conorme d’un opérateur 21

Lemme 2.1.2. Soient M, L deux sous espaces d’un espace de Banach X de dimension finie
telle que dim M > dim L alors il existe m € M telle que ||m| =1 =d(m,L).

Corollaire 2.1.2. Soit M, L deux sous espaces de X.
(i) Si (M, L) <1 alors dim M < dim L.
(11) Si 6(M,L) < 1 alors dim M = dim L.

Preuve. L’inégalité est évidente si dim L = oco. Supposons que L est un sous-espace de
dimension finie tel que dim L < dim M et §(M, L) < 1. On choisit un sous espace My C M
telle que dim My = dim L + 1. Alors, d’aprés lemme précédent, il existe m € M, telle que
|lm|| = 1= d{m, L}, ce qui est absurde car §(M, L) < 1. =

Proposition 2.1.3. Soient M et N deux sous-espaces vectoriels de X . Alors, pour tousx € X
et € €]0,1[, il existe xg € X vériffiant x — xg € M et

1 — §(N, M)

dlwo, N) 2 (1= )53 ap)

[[oll-

Preuve. Si z € M on prend 2y = 0. Supposons que x ¢ M et soit 0 < € < 1 alors il existe
zo € X tel que . —x9 € X et d(zg, M) > (1 —€)||zol|. On pose a = d(zg, N) et § = §(N, M).
Alors il existerait y € N tel que ||zg — y|| < a + €[|zo||. D’autre part, on a d(y, M) < ||y||,
donc

(1 = &)l d(o, M)

lzo = yll + d(y, M)

a + €f[zoll + lyll

a + el|lzol| + d(a + €f|zoll + [lzoll)

(1+8)a+ (e+ (1 +€)d))]|zo]|-

(VAN VAN VAN VAR VAN

Donc (14 6)a > (1 — €)||xo]| — (e + (1 4 €)0))]||zo]|, d’ou

1—€e—94

a=d(xy, N) > ( 5

= €)lzoll- (2.1)

Maintenant, comme € < €, alors en remplagant € par
210 pragant € P95

€ < e dans 2.1, on obtient

I

d(xzg,N) > (1—6)1+5

ol

2.2 Conorme d’un opérateur

Pour T' € L(X, Y), le nombre réel positif donné par

[ 7]]

T = 11 —_—
V(T) wg) [z + N(T)||

=inf{||Tz||:z € X, ||l +N(T)|| =1}



2.2 Conorme d’un opérateur 22

si T est non nul, et v(T') = oo si T' = 0, est appelé conorme de T.
Il est clair que si 7" € L(X, Y) est injectif, alors v(7") = m(T).

Pour tout opérateur 7' € L(X, Y), on note par T I'opérateur de X/N(T') dans R(T)
induit par 7', i.e. T(x +N(T)) = Tx.

Définition 2.2.1. Soit T € L(X, V).
(i) Le module d' injectivité est défini par
m(7) = inf{||Tz|| : z € X et ||z| = 1}.
(11) Le module de surjectivité est défini par
q(T) =sup{r > 0:By(0, ) C TBx}.

On note que pour tout opérateur T € L(X, Y), m(T) < ||T|| et o(T) < ||T||. En
effet, pour tout v € X de norme 1, m(T) < ||Tx|| < ||T||, et pour tout réel r positif tel
que By (0, 7) est inclus dans TBx C Bx(0, ||T]), on ar <||T.

Proposition 2.2.1. Soit T € L(X, Y). Alors :
(i) T est injectif a image fermée si, et seulement si, m(7T") > 0.
(ii) T est surjectif si, et seulement si, q(T") > 0.

Lemme 2.2.1. $i T € L(X, Y) alors v(T) = m(T).
Preuve. On a

m(T) = wt{|T+RD)| : 2 +NT)| = 1}
= nf{|[Ta] : [l + NT)| = 1} = 4(T).

Proposition 2.2.2. Soit T' € L(X, Y). Alors R(T) est fermé si, et seulement si, v(T') > 0.

Preuve. L’¢quivalence est évidente si 7' = 0. Si T" # 0 alors R(T") = R(T) et R(T") est

fermé si et seulement si m(7") > 0. n
Proposition 2.2.3. Pour tout T' € L(X, Y)y(T) = ~(T%).

Preuve. On a y(7T") = 0 si, et seulement si, y(7%) = 0.
Supposons que (T') > 0, et donc R(T) est fermé. Alors on a la factorisation suivante
T =iTr ot
m: X — X/0NT)

est la surjection canonique, T est bijectif et
i:R(T)—-Y

est I'injection canonique. Par suite

*

T = 7T i*
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Notons par
J YT /T — R(T)*

I’isomorphisme induit par ¢*, il vient

AT) = m(T) =T = (D)) = m((T)") = m(x"(T)") = y(x*(T)"i") = «T*).

Corollaire 2.2.1. Soit T € L(X, Y). Alors
Y(T') = sup{cont > 0: TBx O Byxr)(0, cont)}.
En particulier, si T est surjectif alors q(T') = ~(T).

Preuve. Supposons d’abord que R(T) est fermé. Avec les notations de la proposition
2.2.3 ,onaT =iln. Donc

p— __1 _ p—
WD) =m(T) =T ||7" = o(T).
Comme ¢() = ||x|| = 1, alors ¢(T) = ¢(T'r). Or,
q(Tr) = sup{cont > 0: TrBx 2 Byr)(0, cont)}

= sup{cont >: TBx 2 Bxr)(0, cont)}.

Si R(T) est non fermé, alors v(7T') = 0. Supposons qu’il existe un réel cont > 0 telle que
Boyyry(0, cont) C T'Bx. Alors il vient

BSR(T) (0, cont) g T?TBX g TB;E/‘J’I(T)

Ce qui se traduit par cont||z + N(T)|| < ||Tz|| pour tout = € X. Ceci contredit le fait que
R(T) est non fermé. =

Proposition 2.2.4. Soit T un opérateur borné sur X. Alors T est injectif a image fermée
(resp. surjectif) si, et seulement si, T — X est injectif a image fermée (resp. surjectif) pour
tout |\| < y(T).

Preuve. Supposons que T' est injectif a image fermée, alors (7)) > 0. Soit A € C,
|A| < y(T), alors
A =Tzl = [Tl| = [Allzll = (3 (T) = [AD[l]]-

Par suite T" — X est injectif & image fermée. Le cas des opérateurs surjectifs se déduit par
dualité. -
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2.2.1 Coeur algébrique

Dans toute cette section, on dénote par E un espace vectoriel.
L’existence du Coeur algébrique d’'une application linéaire T : £ — FE découle du
lemme de Zorn.

Lemme 2.2.2. (Lemme de Zorn) Soit Q2 un ensemble non vide muni d’une rela-
tion d’ordre <. Si tout sous-ensemble de ) totalement ordonné, posséde un majorant,
alors €) posséde un élément maximal.

Notons par €2 I’ensemble des sous-espaces K de E satisfaisant TK = K. Il est clair
la réunion d’une famille de sous-espaces de €2, totalement ordonnée, est un sous-
espace de €. En appliquant le lemme de Zorn, on obtient que €2 posséde un élément
maximal. Cet élément est unique, en effet si K et L sont deux éléments maximaux,
alors K + L est un élément de €2 plus grand que K et L. D’'ou, K =L =K + L.

Définition 2.2.2. On appelle coeur algébrique d’une application linéaire T : E — F,
qu’on note Co (T), le plus grand sous-espace, M, de X tel que T(M) = M.

Proposition 2.2.5. Soit T': E — E une application linéaire. Alors
Co(T)={x € E:Hup}, CFE tel que x =g et Tups1 = Uy }.

Preuve. Soit M = {z € X : H{u,}, C X tel que x = ug et T'u,1 = u,}. Il est clair

que M est un sous-espace vectoriel de . Comme T'Co(T") = Co (T'), on obtient que

Co (T) € M. Pour établir 'autre inclusion, il suffit de montrer que T'(M) = M.

Soit z € M alors il existe une suite {u,}, dans F vérifiant ug = z et Tu, 11 = u,.

Si on pose ug = Tx et u,, = u,_1 pour tout n > 1, alors on vérifie facilement que

Tupi1 = u, pour tout n > 0. D'on, Tz € M.

Réciproquement, soient x € M et {u,}, une suite dans F vérifiant ug = x et u, =
Tu, 1. Considérons la suite donnée par w, = u,,, pour tout n > 0. Alors il vient

Twpi1 = TUpio = Upy1 = wy, pour tout n > 0.

Ce qui montre que Tz = u; € M. [

Définition 2.2.3. On appelle image généralisée d’une application linéaire T : E — E le
sous-espace de B, R™(T) = (,,—o R(T").
Il est clair pour toute opérateur linéaire T : E— E, Co (T') C R>(T).
Proposition 2.2.6. Soit T': E — E une opérateur linéaire. S’il existe un entier m >0
tel que
N(T) NR(T™) = N(T) NRKR(T™F) pour tout k > 0,
alors Co (T) = R>(T).
Preuve. Montrons que TR*(T) = R>°(T). Comme R>*(T’) est un sous-espace in-
variant par T, alors il suffit d’établir que R*(T") C T'R>°(T'). Soient y € R>*(T) et
(2 )r une suite dans F telle que y = T kg, pour tout k > 1. Pour tout entier k > 1,
posons z = T™xy — T™ T+ 1z, Alors il vient que

Tz =T oy — Ty, =y —y =0,
et par conséquent z;, € M(T) NR(T™) = N(T) N R(T™ 1) pour tout k > 1. Cela

entra A ine que T™x, = z, + T™ % 1z, € R(T™ 1) pour tout k > 1. D’ott, T™z; €
R>(T). Finalement, y = T™ ' xy = TT™x; € TR™(T). =
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Théoréme 2.2.1. Soit T : E — E une opérateur linéaire. St l'une des conditions sui-
vantes est veriffice :
(1) N(T) est de dimension finie,
(11) R(T) est de codimension finie,
(iii) N(T) C R(T™) pour tout n > 0,
alors Co(T) = R>(T).

Preuve. Il est clair que si T vérifie (i), alors Co (T') = R*(T).

(ii) Supposons que codimR (7') < oo, alors X = F @& QR(T) avec dim F' < co. Posons
D, =N(T)NR(T™), alors D, 1 C D,, pour tout n =0,1, ---. Soit k € N tel que les
sous-espaces D,, sont deux a deux distincts pour n =1,2--- | k. On peut supposer
que D;i1 ¢ D;. Ainsi il existe w; € X vérifiant TVw; € D; et T'w; ¢ Dj1. Posons

k
w; = u; +u; ot u; € Fetu; € R(T). SiZ)\juj:Oalors

J=1

k k
E Ajw; = E Ajug,
j=1 j=1

et par suite

TFwy = TFwy = -+ - THwy 1 =0
et
k k
TR " Mwy) = MThwy, = TH() " \uy) € THR(T)) = R(TH).
j=1 j=1
Dot \yT*wy, € Dyyy = N(T) NR(TH) et puisque THwy, ¢ Dyy1, on a nécessaire-
ment Ay = 0. De proche en proche on montre que A\p_1 =--- = Ay = 0; ce qui montre

que k < dim F'. Finalement, pour m assez grand on a
N(T) NR(T™) = N(T) NR(T™ )V > 0,

et par suite Co (1) = R>*(T).
(iii) Si N(T) € R(T™) pour tout n > 0, alors

N(T)NR(T™) = NT) NR(T™) = W(T)Vk >0

et Co(T) = R>(T).

2.3 Opérateurs semi-réguliers

Définition 2.3.1. Un opérateur T € L(X) est dit semi-régulier si R(T) est fermé
et N(T") CR(T') pour tout n € IN.

Il est clair que tout opérateur surjectif, ou injectif & image fermée, est semi-régulier.

Théoréme 2.3.1. Soit T' € L(X) un opérateur semi-réqulier.
Alors y(T™) > ~(T)" pour tout n € IN.
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Preuve. Supposons que v(7™) > [y(T)]" pour un certain n > 1 et soit = € X. Alors
7" || = |TT" || > ()| Tz + N(T)|. (2.2)
D’autre part, M(T) = T"(N(T"*)). Donc

|1T"z +N(T)|| = [|T"x +T"NT™)|| = inf ||T"(z — )]

ueN(Tn+1)
Or, pour u € M(T"*), on a
17" (2 = w)| = A(T")llz — w+ (T )| = A(T") [l + T )]I.
D’ou,
1Tz + N(T)|| = A(T") [z + (T )]I. (2.3)
Enfin, par 2.2 et 2.3, on obtient
1T ]| = (7)™ e + RT )|

Par conséquent (T™) > [y(T)]"*!. 1l découle du théoréme précédent que si T € L(X) est
un opérateur semi-régulier, alors SR(7™") est fermé pour tout n € IN. [

Proposition 2.3.1. Soit T, S € L(X) deuz opérateurs commutant entre eux. Si T'S est
semi-régulier, alors T et S sont semi-réguliers.

Preuve. Pour tout n € N, on a
N(T™) CNA(TS)™) CR(TS) CR(T).

Montrons que (7)) est fermé. Soit {xx} C X une suite telle que limTxz, = v. Alors
lim STxy, = Sv, et donc Sv = STwu pour un certain u € X. Par conséquent,

v —Tu eN(S) CN(ST) C R(ST) C R(T),

ce qui termine la preuve. [
Comme le montre I'exemple suivant, la réciproque de la proposition précédente n’est en
général vrai.

Exemple 2.3.1. Soit H un espace de Hilbert qui a une base orthonormale {e;; : 1, j € Z et
ij < 0}. Considérons les opérateurs T € L(H) et S € L(H) définis par

Tem:{ 0 szz:Oetj}O
€it1,5 S1Nnon
et
Sem:{ 0 si j:Oeti}O
€i,j+1 sitnon
Alors

0 st2=0.et 7>200uj=0eti>0,
Cit1,j+1 sinon

TSQJ = ST(EZ‘,J' = {
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Par suite, ST =TS et on vérifié facilement que

N(T) = Vect{eg; : j >0} C R®(T) et WT') = Vect{e;p :i >0} C R>(S5).

En outre, T et S sont a tmage fermée, donc S et T sont semi-réquliers.
D’autre part, comme e,, € N(TS) et e,, n'appartient pas a R(TS), alors T'S n'est pas
semi-régulier.

Théoréme 2.3.2. Soit T' € L(X) alors les assertion suivantes sont équivalentes :
(i) T est semi-régulier,
(i1) T" est semi-régulier pour tout n € N,
(111) T™ est semi-régulier pour un certain entier n > 1.

Avant de prouver ce théoréme, on a besoin d’abord d’établir les deux résultats suivants :

Lemme 2.3.1. Soient B un espace vectoriel et T : B — B une application linéaire. Alors
R(T™) NN(T™) =T N(T™™)
pour tous m, n € IN.

Preuve. Soit x € R(T™) N N(T™). Alors x = T™y pour un certain y € E. Comme
r €N(T™), on ay € N(T™™). D'on, x € T™N(T™™). Lautre inclusion est claire. "

Proposition 2.3.2. Soient E un espace uectoriel et T : B — B une application linéaire.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) N(T) € R™(T).

(11) N>°(T) CR(T).

(111) N°°(T) C R>=(T).

(iv) N(T™) = T™(N(T"T™)) pour tous n, m € IN.

Preuve. (i) = (ii). On a 9Y(T) C R(T). Supposons que N(T*) C R(T) et soit x €
N(TH). Alors TFz € M(T) C R(TH), et done T*z = T* 'y pour un certain y € E. Par
suite, Ty —z € N(T*) C R(T). D’on, z € R(T).

(i) = (iii). Supposons que N°°(T') C R(T™). Soit € N(T™) pour un entier n > 1.
Alors x € R(T), et donc x = Ty pour un certain y € E. Par suite, T"z = T""'y = 0 et
y € N°(T) CR(T™) Do, . = Ty € R(T™).

(iii) = (iv). On a T™(M(T™™)) C N(T™). Inversement, soit = € N(T™). Alors il existe
y € X tel que z = T™y. Il vient alors que y € M(T™™) et x € T™N(T™™).

(iv) = (i). Pour tout m € N, on a N(T) = T™(MN(T™")). Donc N(T) C R(T™) pour
tout m € IN. ]

Preuve. du Théoréme 2.3.2. (i) = (ii) découle immédiatement de la Proposition 2.3.2 et
du Théoréme 2.3.1 (ii) = (iii) est claire.

(iii) = (i) est une conséquence directe de la proposition précédente. n

Théoréme 2.3.3. Soit T € L(X). Alors T est semi-régulier si, est seulement si, T* est
semi-régulier.
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Preuve. Il est clair que si T', ou 7™, est semi-régulier, alors R(T") et R(T™*) sont fermés,
et d’aprés le Théoréme 2.3.1, R(T™) et R(T™*) sont fermés. Ainsi, en utilisant la Proposition
2.3.2, on obtient

N®(T) CR(T) & NT*) CRXT) = N®(T*) CR(TY).
Ce qui termine la preuve. n

Proposition 2.3.3. Soit T un opérateur semi-réqulier, alors
(1) R(T™) est fermé pour tout n > 1,
(1) R®(T) est fermé,
(111) K(T) = Co(T) = R>=(T)
(iv) Pour tout v € X, Tx € Co (T) si, et seulement si, x € Co (T).

Preuve. (i) On a R(T) est fermé. D’autre part, comme M(7") C R(T™) pour tout n > 1,
alors

T(R(T™)/MN(T)) = R(T")

Ce qui montre que R(T™) est fermé pour tout n > 1.

(ii) découle de (i).

(iii) D’apres les Propositions 2.3.2 , on a Co(T") = R>°(T). D’autre part, comme Co(T') est
fermé et vérifie TCo(T) = Co (T'), alors Co (T') C K(T'), et par conséquent, Co(T) = K(T).

(iv) Soit z € X tel que Tx € Co (T). Comme T'Co(T) = Co (T), alors il existe y € Co(T)
satisfaisant Tx = T'y. Par suite, x —y € M(T") C Co(T), et donc x € Co(T). "

Théoréme 2.3.4. Soit T un opérateur borné sur X. AlorsT est semi-régulier si, et seulement
st, il existe un sous-espace fermé M de X telle que TM = M et l'opérateur de X/M dans
X /M, induit par T', soit injectif a image fermé.

Preuve. Si T est semi-régulier, alors il est clair que le sous-espace M = Co(T') vérifie les
propriétés du théoréme.

Inversement, soit M un sous espace fermé telle que TM = M et 'opérateur T de X/M
dans Iui méme, défini par T'(z + M) = Tx + M, est injectif a4 image fermée.
Alors M C Co(T) € R>(T). En outre, comme T est injectif, on a T-'M = M, et donc
N(T) C M C R>*(T). D’autre part,

R(T) = (R(T) + M)/M =R(T)/M,
et puisque R(T) est fermé, alors R(T) I'est aussi. Notons que d’aprés la preuve du théoréme
précédent, si T € L(X) est semi-régulier, alors T'/Co(T') est un opérateur injectif & image
fermée. ]



Chapitre 3

Opérateurs de Fredholm

3.1 Opérateurs de Fredholm et opérateurs semzi-Fredholm

Définition 3.1.1. Soit T € L(X, Y). On dira que :

(i) T est un opérateur de Fredholm si dimN(T') et codimR(T) sont finis. L’ensemble
des ces opérateurs est noté par F(X, Y), ou F(X) lorsque X =Y.

(ii) T est un opérateur semi-Fredholm supérieurement si dimMN(T) est fini et R(T) est
fermé. semble des ces opérateurs est noté par §,(X, Y), ou §4(X) lorsque X =Y.

(111) T est un opérateur semi-Fredholm inférieurement si codimR(T) est fini. L’ensemble
des ces opérateurs est noté par §_ (X, Y), ou §_(X) lorsque X =Y.

(iv) T est un opérateur semi-Fredholm si T € §+ (X, V) =3§.(X, Y)UF_(X, Y).

Remarque 3.1.1. Comme l'image d’un opérateur est fermée si elle est de codimension finie,
alors

(i) F(X, Y) = 54(X, Y)NF_(X, V).

(i) l'image de tout opérateur semi-Fredholm inférieurement est fermée.

(11i) F(X) est un ensemble non-vide puisqu’il contient l'identité. Par contre, F(X, Y)
peut-étre vide lorsque X # Y.

Pour tout T" € L(X, Y), on note a(T") = dim(N(T")) et B(T) = codim (R(T)). L'indice
de tout opérateur semi-Fredholm T € L(X, Y) est défini par

Ind(T) = a(T) — B(T), (3.1)

et dans ce cas, on a Ind(T) € Z U {£oo}. Il est clair que Ind(T) est fini si, et seulement si,
T est Fredholm.

Exemple 3.1.1. (i) Dans le cas ou X etY sont de dimension finie, tous les opérateur sont
de Fredholm et leur indice égale a dim X — dimY’ .

(ii) Tout opérateur inversible de L(X, Y') est de Fredholm d’indice zéro.

(111) St K € L(X) est un opérateur compact, alors K — X est un opérateur de Fredholm
pour tout complexe non-nul A € C.

(iv) Tout opérateur injectif a image fermée est semi-Fredholm supérieurement d’indice
négatif.

(v) Tout opérateur surjectif est de semi-Fredholm inférieurement d’indice positif.
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Théoréme 3.1.1. Soit T € L(X, Y) un opérateur a image fermée. Alors a(T*) = B(T') et
B(T*) = a(T). En plus, on a :

(i) T est semi-Fredholm supérieurement si, et seulement si, T* est semi-Fredholm
inférieurement ;

(ii) T est semi-Fredholm inférieurement si, et seulement si, T* est semi-Fredholm
supérieurement ;

(i1i) T est semi-Fredholm si, et seulement si, T* est semi-Fredholm.

(iv) T est Fredholm si, et seulement si, T* est Fredholm.

Et dans tous ses cas, on a Ind(T*) = —Ind(T).

Preuve. Comme R(T'), et donc aussi R(T™), est fermé, alors
N(T*) = R(TY: = (Y/R(T))" et X*/R(T*) = R(T)

Par conséquent, a(T*) = B(T') et (T*) = a(T"). Maintenant, les autres assertions se vérifient
facilement. "

Théoréme 3.1.2. Soient T € L(X, Y) et S € LY, Z).
(1)) SiTeF (X, Y)etSeF(Y,Z), alors ST € F(X, Z).
(1) SiTeF (X, Y)etSeF_(Y, Z), alors ST € §_(X, Z).
(1)) SiT e F(X, Y)etSeF(Y, 2), alors ST € F(X, Z).

Preuve. Montrons I'assertion (ii). Soient M et N des sous-espaces fermés de dimension
finie tels que Y = R(T) ® M et Z = R(S) ® N. Alors il vient que Z = (R(ST)+ SM)® N,
et comme SM est de dimension finie, on obtient que ST € F_(X, Z). Les assertions (i) et (ii)
se déduisent de (i) par dualité. n

Corollaire 3.1.1. Soit T' un opérateur borné sur X.
(i) SiT € F(X) alors T" €€ §F(X) pour tout n > 1.
(11) SiT € Fi_(X) alors T™ €€ F_(X) pour tout n > 1.
(1) Si T € F(X) alors T" e€ F(X) pour tout n > 1.

Théoréme 3.1.3. Soient T € L(X, Y) et S e LY, Z).
(1) St ST € §4(X,Z), alors T € (X, Y).
(1) Si ST € §_(X, Z), alors S € F_(Y, Z).
(1it) Si ST € F(X,Z), alorsT € F (X, Y) et SeF_(Y,2).

Preuve. (ii) Comme R(ST) C R(S), on obtient que codimR (S5) < codimMR(ST). D’on
S eF_(Y, Z). Les assertions (i) et (ii) se déduisent de (i) par dualité. "

Soient T € L(X, V) et S € L(Y,Z). SiT est bijective et S est de Fredholm, alors ST
est de Fredholm et Ind(ST) = Ind(S)

Lemme 3.1.1. Soient T : X — Y un opérateur borné et M un sous-espace de X de codi-
mension finie n. Alors T est de Fredholm si, et seulement si, la restriction Ty : M — 'Y est
de Fredholm. de plus Ind(T) = Ind(Tp) + n.
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Preuve. Il suffit de prouver le resultat pour n = 1 et faire un raisonnement par récurence
pour n € IN.

-Si n =1 posons X = M @ vect(x;) donc
R(T)={Tr:ze X} ={Tm+aTx,:me M, a€C}

-Si T'xy € R(Th) alors R(T) = R(Tp) en effet soit x = m+ ax; € X = M G vect(x,) alors

Tx =Tm+ aTz € R(1p)i.eR(T) C R(Ty).

Tz, € R(To) = Ime M :Txy =Tym
Soit
N(T) =N(To) + 9N(z1 —m)
dou T est de Fredholm < Ty est de Fredholm et Ind(T) = Ind(Tp) + 1.

-Si Txy ¢ R(Tp) alors
R(T) = R(Ty) ® vect(Tzy)

dans ce cas N(T) = N(Tp). Alors : T est de Fredholm < T, est de Fredholm et on a
a(T) = a(Ty) et B(To) = B(T) + 1 ie

Ind(T) = a(T) — B(T) = Ind(Tp) + 1.

]
Soit T': X — Y un opérateur de Fredholm. Alors M(T') et R(T) admettent des supplé-
mentaires, on peut alors écrire

X = N(T) & XoetY = R(T) & Yo

On peut alors définir un isomorphisme de Xy x Yy dans Y noté T par

T((z0,90)) = To + Yo
T est dit I’isomorphisme associé a T

Théoréme 3.1.4. Soient T : X =Y et S:Y — Z (Z est aussi un espace de Banach) deuz
opérateurs de Fredholm. Alors Ind(ST) = Ind(S) + Ind(S).

Preuve. Soient T la bijection associée a T, et~T0 la restriction de T" & Xj. comme T est un
isomorphisme et S € F(Y, Z) alors l'opérateur ST est de Fredholm avec Ind(ST) = Ind(S).

En identifiant X, a Xy x {0}, on obtient que STj est la restriction commune de ST et ST
a Xo.

Par le lemme précédent ST est de Fredholm si, et seulement si, ST} est de Fredholm si,
et seulement si, ST est de Fredholm, de plus

Ind(ST) = Ind(STy) + dim(X/X,) = Ind(ST) — dim(X, x Y5/ Xo x {0}) + o(T)
= Ind(S) + a(T) — dim(Yy) = Ind(S) + o(T) — B(T) = Ind(S) + Ind(S).
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Théoréme 3.1.5. Soient T' € F_(X, Y) et S € (Y, Z) (ouT € F(X, Y) et S €
§.(Y, Z). Alors : Ind(ST) = Ind(S) + Ind(S).

Preuve. -Si a(S) < oo et a(T) < oo alors T € F(X, V) et S € F(Y, Z) don
Ind(ST) = Ind(S) + Ind(S).

-Si a(T) = 400 alors Ind(T) = +00. on a ST € §_(X, Z) alors 5(ST) < oo, et comme
N(T) C N(ST) alors a(ST) = +0 i.e

Ind(ST) = +oo = Ind(S) + Ind(T)

car

B(S) < 0o = Ind(S) = +o0
ou Ind(S) < oo et dans les deux cas
Ind(S) + Ind(T) = +oc.
-Si a(T) < o0 et a(S) = +oo on a
Ind(T) € Z et Ind(S) = 400

il suffit donc de montrer que Ind(ST') = +oo ie de montrer que a(ST') = +oo car 3(ST) < 0o
puisque ST € §_(X,Z). On a

N(ST)/N(T) = R(T) NN(S)
il suffit donc montrer que
dim(R(T) NN(S)) = 400,
ceal est assurée du fait que 5(7T) < 0. n

Proposition 3.1.1. Soit K : X — X un opérateur compact, alors Idx — K est un opérateur
de Fredholm d’indice nul.

Preuve. évident. m

Remarque 3.1.2. Dans le théoreme suivant nous obtenons une caractérisation importante
des opérateurs de Fredholm utilisant les opérateurs compact.

Théoréme 3.1.6. Soit T : X — Y un opérateur borné. les assertions suivantes sont équiua-
lentes :

i) T est de Fredholm.

i) 1l existe un opérateur borné S 1Y — X tel que Idy — TS et Idx — ST sont des
opérateurs de rang fini.

iii) il existe un opérateur borné S Y — X tel que Idy — TS et Idx — ST sont compacts.
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Preuve. (i = i) Soient X et Yj les sous-espaces associés a la bijection T et Ty la
restriction de 7" & X,. Ty est un isomorphisme de X, dans R(T).
Soit P : Y — Y la projection sur JR(T") paraléllement a Yj. Définissons 1'opérateur borné
S:Y — X par S=T,;'P.
On a
(ST)> =Ty *PTTy ' PT = Ty 'P?°T =T, ' PT = ST

alors ST est un projecteur avec N(ST) = N(T) et R(ST) = Xy, d'ou Idy — ST est un
projecteur et
R(Idy — ST) = N(T)

de dimension fini.
Et on a

(TS)? =TT,'PTTy'P =TT, 'PP =TT, 'P* =TT, 'P =TS
alors T'S est un projecteur avec
N(TS) =NT)=NTT,'P)=Y,

et
R(TS) = %(TTO’lP) =R(T)

par définition de P sur JR(T") paraléllement & Yj. Ceai entraine que Idy —T'S est un projecteur
d’image Y, de dimension fini.
(11 = dii) Idy — TS et Idx — ST sont des opérateurs de rang fini donc ils sont compacts.
(731 = i) On suppose qu'il existe un opérateur borné S : Y — X telle que Ky = Idx — ST
et Ky = Idy — TS soient compact alors ST = Idx — K; et T'S = Idy — K5 sont de Fredholm
dou: ST eF (X, X)etTSeF_(Y, Y)alorsT eF (X, YV)et T €F_(X, Y)ieT estde
Fredholm. [

3.2 Algebre de Calkin

Définition 3.2.1. Soient L(X) [’algéebre de Banach des opérateurs bornés et K(X) ['idéal
fermé de L(X). L’algebre quotient L(X)/K(X) formé des classes T + K(X), avec T € L(X)
est dite algébre de Calkin et noté x(X).

Théoréme 3.2.1. Soit T : X — X un opérateur borné. Alors T est un opérateur de Fred-
holm si et seulement si w(T) est inversible dans 'algébre de Calkin. ot m : L(X) — x(X)
est la projection canonique i.e 7(T) =T + K(X).

Preuve. Supposons que T est de Fredholm alors d’aprés le théoréme précédent il existe
un opérateur borné S : X — X tel que Id — TS et Id — ST soient compact. Ainsi

7(ld—ST)=7n(Id—TS)=0

donc

w(ld) =7 (ST) =n(TS)
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ie
7(Id) = 7(S)n(T) = n(T)n(S)
enfin w(7T) est inversible dans l'algébre de Calkin.
Réciproquement supposons qu'il existe 7(.S) € x(X) tel que

7(Id) = m(S)n(T) = n(T)n(S)

donc
7(ld—ST)=7n(Id—TS)=0

ie que Id — TS et Id — ST sont compact, d’ou d’aprés le théoréme précedent T est de
Fredholm. [

Lemme 3.2.1. Soient T' € §(X, Y) et M un sous-espace fermé de X, alors T(M) est
fermé.

Preuve. T € §. (X, Y) alors M(7T) admet un supplémentaire M; dans X i.e
X =0T)® M

Soit
M= MnNM, ® M,

ou My est un sous-espace de X de dimension finie. Alors
T(M)=T(MnN M)+ T(M,).

-On a T'/M; est injectif & image fermé donc T (M N M) est fermé, or T'(My) est de dimension
finie alors
T(M N M)+ T (M)

est fermé i.e T'(M) est fermé. n

Lemme 3.2.2. Soit T : X — X un opérateur borné. Alors T € F(X, Y) si, et seulement
s’il existe un sous-espace M fermé de codimension finie tel que la restriction T /M est borné
inférieurement.

Preuve. (=) Si T € §.(X, Y) alors comme dans le lemme précédent X = N(T) & M,
M est fermé de codimension finie et T'/M est injectif & image fermé.

(<)M est de codimension finie on peut donc écrire X = N @& M.

- T'/M est injectif alors M(T'/M) = {0} = N(T) N M par suite N(T) est de dimension fini.

- X =N®&M alors T(X) =T(N)+T(M). comme T/M est borné inférieurement alors
(T/M)(M) = T(M) fermé et on T(N) de dimension fini alors T(N) + T(M) = R(T) est
fermé, enfin T' € §,. (X, Y). n

Remarque 3.2.1. Le théoréeme suivant montre que les pértubations par des opérateurs com-
pacts n’ont plus d’influence sur les opérateurs semi-Fredholm dans le sens que si [’on somme
un opérateur semi-Fredholm et un operateur compact le resultat reste semi-Fredholm.
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Théoréme 3.2.2. Soient T : X — Y un opérateur borné et
K : X =Y un opérateur compact. Alors on a :
NTeF (X, Y)=T+Keg, (X, Y).
W) Teg_ (X, Y)=T+KeF_(X,Y).
i) TeF(X,Y)=T+KeFX,Y).
Autrement dit si F(X, Y),§-(X, Y) et §+(X, Y) sont non vides alors :
Z) 8+<X7 Y) +X(X7 Y) - 3+(X, Y)'
i) F_(X, YV)+x(X, V)CF_(X, V).
i) F(X, V)+x(X, Y)C F(X, Y).

Preuve. i) Supposons que T € §,(X, Y), alors d’aprés le lemme précédent il existe un
sous-espace M; C X fermé de codimension finie tel que T7'/M; est borné inferieurement, i.e

deont > 0 : [|[Tz|| > contVx € My : ||z|| =1

Comme K est compact, alors pour € = cont/2, il existe un sous-espace fermé M, tel que :
| K/ Msl|| < cont/2. Soit alors M = M; N Ms.
M est un sous-espace fermé de codimension finie. Soit x € M : ||z]| = 1
On a
(T + K| = |[Te|| — [[ K|

et comme
re M=MnN>M,

on a ||Tz|| > cont et | Kz| < cont/2 alors ||(T + K)z|| > cont/2 donc T + K/M est borné
inférieurement d’ou par le lemme précédent T+ K € § (X, Y).

i) SiTeF_(X, Y)alors T € F,(Y*, X*) et comme K* € L(Y*, X*) on a
T 4+ K*eF (Y X)ieT+KeF_ (X, Y).

i) SiT e F(X, V)alors T € 3o(X, V) et T € F_(X, Y) doa T+ K € Fo(X, Y) et
T+Kef_(X,Y),enfinT+KeF(X,Y). "

Théoréme 3.2.3. Soit T : X — Y un opérateur semi-Fredholm. Alors pour tout opérateur
compact K : X =Y on a Ind(T + K) = Ind(T)

Preuve. - Dans un premier cas supposons que 7' € §(X, Y) et soit K € K(X, Y), il
existe un opérateur borné S : Y — X et un opérateur K; € K(X) : ST = Idx + K; d’ou

Ind(ST) = Ind(S) + Ind(T) = Ind(Idx + K1) =0
Le
Ind(T) = —Ind(S).
S(T+K)=ST+SK =1Idx + K;+ SK = Idx + (K; + SK)
et comme x(X) est un idéal de £(X) alors K; + SK € K(X) i.e

et
Ind(S(T+ K)) = Ind(S) + Ind(T+ K)=0
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l.e
Ind(S) = —Ind(T + K)

enfin

Ind(T + K) = Ind(T).
SiTeF (X, Y)etT ¢ F(X, Y) alors
T+KeF (X, YV)etT+K¢F(X,Y)
d’ou
Ind(T+ K) = Ind(T) = —oc.
SiTeF (X, Y)etT ¢ F(X, Y)alorsdeméme T+ K € §_ (X, V)et T+ K ¢ F(X,Y)

ie
Ind(T+ K) = Ind(T) = +o0.

Remarque 3.2.2. Maintenant nous allons montrer que F(X, Y), §_(X, V) et §:(X, Y)
sont stables par des petites perturbations. Autrement dit les ensembles F(X, V), F_(X, Y)
et §.(X, Y) sont des ouverts.

Théoréme 3.2.4. Soit T € F(X, Y). Alors il existe e > 0 telle que T+ S € F(X, Y) et
Ind(7 + S) = Ind(T") pour tout opérateur borné S : X — Y avec ||S]|| < e.

Preuve. T' € F(X, Y) alors il existe U : Y — X, un opérateur borné et K; : X — X,
Ky 'Y — Y deux opérateurs compacts : UT = Idx — K; et TU = Idy — K,. Prenons
e=||U||7! et soit S : X — Y un opérateur borné telle que ||S]| < e.

On a ||SU| < |IS|IIU]] < e. [U|| = 1 et de méme || US || < 1 alors les opérateurs
Idx +US et Idy + SU sont inversibles respectivement dans les algébres £(X) et £(Y) donc
de Fredholm d’indice nul.

On a

UT+S8)=UT+US=1dx —K:+US=(Idx+US) - K, € F(X, Y)
car Idx + US est inversible donc de Fredholm d'ou T+ S € §(X, Y). Et
(T'+8)U=TU+TU =1Idy — K, +SU = (Idy + SU) — K, € F(X, Y)
doncT+Se€F (X, Y)enfin T+ 5 e F(X, Y)et
Ind(U(T+ S)) = Ind(U) + Ind(T + S) = Ind((Idx + US) — K;) = Ind(Idx + US) =0

d’on
Ind(T+ S) = —Ind(U)
et on a
[nd(UT) = ]nd(IdX — Kl) =0.
Enfin

T+SeFX,Y)et Ind(T+S)=1Ind(T)
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Théoréme 3.2.5. Soit T : X — Y un opérateur borné. Alors on a :

i) Si T € F+(X, Y) alors il existe e > 0 telle que pour tout opérateur borné S : X — Y
avec ||S]| < e, on a T+ S € F(X, Y). De plus a(T + 5) < o(T).

it) SiT € §_(X, Y) alors il existe e > 0 telle que pour tout opérateur borné S : X — Y
avec ||S|| <e, on a T+ S € F_(X, Y). De plus (T + S) < B(T).

Preuve. On suppose que T' € F, (X, Y) donc dim(MM(T)) < oo, alors N(T') admet un
supplémentaire, on écrit X = N(T)+ M. T /M est borné inférieurement alors il existe cont > 0

tel que
|Tx|| > cont||z||, Vo € M.

Prenons e = cont/2. Soit S € L(X, Y) : ||S|[{cont/2 et soit x € M. On a ||Sz|[{cont/2|z||
alors
IS + Tzl = ([ Tx| — Szl = contl|z|| — cont/2]lx|| = cont/2]|x|

et donc T'+ S/M est borné inférieurement d'on 7'+ S € F (X, Y).
OnaMT+S)NM = {0} (car T + S/M est injective) et dim(MN(T + S)) < oo alors
dim(M(T + 5)) < codim(M ) = dimN(T")

ie a(T+S) <aT).
i) Soit T € F_(X, Y) alors T* € §.(Y*, X*) donc d’aprés i)

de>0:[|S"|<e=T"+5" e€F (Y, X"

Soit S € L(X, Y) : ||S]| < e alors ||S*|[(e(car ||S*|| = ||S]|) d’ou T* + S* € F(Y*, X*) i.e
T+Sed_(X,Y)etaT*+5) <a(T*)ie (T +S) < B(T). u

Corollaire 3.2.1. les ensembles F(X, Y),5-(X, Y) et F+(X, Y) sont des ouverts de
L(X, Y) et lindice est continue sur F(X, Y).

Remarque 3.2.3. SiT € §.(X, Y) alors R(T) n’admet pas toujours un supplémentaire. Le
théoréme suivant a résolu le probléeme (ie quand R(T)(ou N(T)) admet un supplémentaire si

TeF (X, Y)(ouTeF_(X, Y))).

Théoréme 3.2.6. Soit T : X — Y un opérateur borné. Alors les assertions suivantes sont
équiualentes :

)T € F.(X, Y) et R(T) admet un supplémentaire dans 'Y .

ii) il existe S € L(Y, X) tel que Idx — ST soit de rang fini.

iii) il existe S € L(Y, X) tel que Idx — ST soit compact.

Preuve. (i = i) Soit @ € L(Y') une projection de Y sur 7'(X).

T e, (X, Y) alors M(T) admet un supplémentaire M dans X, on écrit X = N(T) + M.
La restriction 7/M : M— — T(X) est bijective, soit Sy : T(X)— — M son inverse.
Définissons alors 'opérateur borné S = 5yQ).

(Idx — ST)(X) = (Idx — ST)(W(T)) + (Idx — ST)(M) = N(T) + (Idy — ST)(M)

or (Idx — ST)/M =0 alors (Idx — ST)(X) = 9N(T) de dimension finie.
(11 = iii)Idx — ST est un opérateur borné de rang fini alors Idx — ST est compact. m
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Théoréme 3.2.7. Soit T : X — Y un opérateur borné. Alors les assertions suivantes sont
équiualentes :

)T € F-(X, Y) et WT') admet un supplémentaire dans Y .

ii) il existe S € L(Y, X) tel que Idx — ST soit de rang fini.

iii) il existe S € L(Y, X) tel que Idx — ST soit compact.

Preuve. La démonstration est analogue ala démonstration du théoréme précédent. [

Corollaire 3.2.2. Soit T : X — Y un opérateur borné. Alors :

)T € (X, Y) et R(T) admet un supplémentaire si, seulement, si w(T) = T+, x(X) est
inversible a gauche dans l’algébre de Calkin.

i) T € F_(X, Y) et R(T) admet un supplémentaire si, et seulement, si w(T) =T +K(X)
est inversible a droite dans l'algebre de Calkin.

3.3 Homotopie des Opérateurs semzi-Fredholm

Nous allons définir I'espace métrique § de tous les opérateurs semi-Fredholm avec dis-
tance d(A, B), ou de fagon équivalente g(A, B), ou p(A, B)

Définition 3.3.1. A, B € § seront appelés homotopes s’il existe application continue f,
0 <t <1 delintervalle unité I : 0 <t < 1 dans § tel que fo = A, f1 = B. Nous allons
utiliser le symbole A ~ B FExpess homotopie de A et B. Clairement A ~ B si et seulement si
ils ont le méme chemin-composante de §.

Il est naturel de se demander pour un systeme complet dinvariants d’homotopie, ou pour
une caractérisation de chemin-composante de §. Cette question est tout a fait répondu par le
théoréme suivant. L’invariance de ind(A) postulé dans ce théoréme, est clairement liée a un
résultat de Athinson [4][1], qui a été généralisé de diverses maniéres par Nagy [2], Krein et
Gokberg [6], Dieudonné [9], Kato [18], et d’autres.

Théoréme 3.3.1. L’indice ind(A), comme introduit dans la définition 3.1, constitue un sys-
teme complet d’invariants d’homotopie. En d’autres termes, en a

A ~ B si et seulement si ind(A) = ind(B).

Pour chaque |ind| < dimH il existe des opérateurs A € § avec ind(A) = ind.
La démonstration du théoreme 3.3.1. Sera approché en prouvant une série des lemmes.

Définition 3.3.2. Soit A semi-Fredholm, on définit la constante c(A) par

c(A) = inf | Aull.

 ull=1,ueD(A)NR(A) L
Lemme 3.3.1. Nous avons c¢(A*) = c¢(A) pour chaque opérateur semi-Fredholm A

Lemme 3.3.2. Soit A, B € § , et soit

VI

§(B,A) < [2+c2(A)] 7,
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alors, en a
dimMN(B) < dimN(A)

en outre, Si

D=

9(A,B) <[2+c*(A)] 2,
alors, nous avons
dimMN(B) < dimN(A)et dimMN(B*) < dim JN(A*)

Athinson [1] a un résultat semblable pour les opérateurs bornés, qu’il appelle le " premier
théoreme de la stabilité ".

Preuve. La deuxiéme partie du lemme est la conséquence immédiate de la premiére par-
tie, car en a l'inégalité

9(A, B) > max|6(B, A),6(B", A").
Pour prouver la premiére partie, il suffit de établir le lemme suivant. [

Lemme 3.3.3. Nous avons
3(N(B), M(A)) < [2+ ¢ (A)]26(A, B). (3.2)
Preuve. Nous avons d’abord remarquer que le lemme suivant est vrai. [

Lemme 3.3.4. Si A est semi-Fredholm, alors
&(A) = &(A) & M(A),

o A désigne la restriction de A dans D(A) NN(A)L = D(A), et M(A) dénote I’ensemble de
tous u = {u,0} € B(A) c.a.d. de tous u = {u,0} avec u € N(A).

Preuve. Si 0 = {v, Av} € &(A), alors v = u +w, u € N(A), w € N(A)*,
et Aw = Aw = Av. En conséquence v = {u,0} + {w, Aw} avec @ = {u,0} € M(A),
W = {w, Aw} € B(A). 1l est évident aussi que pour tous les (i) = (u,w) = 0, pour tous
i € M(A), 0 € B(A) parce que @ = {u,0} € M(A) si et seulement si u € N(A), tel que
wlN(A). "
Preuve. du Lemme 3.3.3 : En a

S(M(B),N(A)) = HSInglH(l—Pm( 4)) Popyul|
= sup  [[(1 — Pyay)ul|
[|ul|=1,ueN(B)

= sup [|(1 = Panay) ]|
lal|=1,aem(B)

Maintenant, pour @ € 9(B) nous obtenons

11 = Powcay)ll = [1(1 = Posay) (1 = Panay )t + || Pocay (1 — Ponay ).
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Le premier terme est estimée facilement comme suit.

(1 = Poay) (1 = Poay)ael|* = [[(1 = Papcay) (1 — Peay)tl|®
< [I(1 = Peay)ull* = |(1 — Peay) Pssyill?
< [6(B, A)P||all” = [6(B, A)]*.

Ici nous avons utilisé le fait que 9M(B) C &(B) M(A) C &(A) d’apres le lemme 3.3.4, qui
Implique que Pyt = u pour tous u € M(B) et que Ppay et Popay comute. concernant le
second terme nous remarquons d’abord que

1Poa) (1 = Panay il = || P ay il
D’aprés le lemme 3.3.4. Soit
Py ayit = {v, Av} =6, v eNA) ND(A),

alors X R
[Py ayil® = 101 = [lo]1? + [[Av]|* < (1 4 ¢7*(A)) || Av|]*.

en revanche soit (1 — Poy(a))t = ,alors nous avons
= {(1 = Pry)u, 0} = {w, 0},
et donc

b =0 = {w—v,Av}, Al < Jlw — ol + || Av|* = [ — 0|
= (1 = Ponay)io — P ayull®
= [[(1 = Pongay) (1 = Peo(ay)all* < [0(B, A)J*.

Comme résumé nous obtenons
| Poay (1 — Poncay)ttl|* < (1+¢2(A))[6(B, A)J?

Comme une estimation pour le second terme ci-dessus, et nous avons donc I'estimation sou-
haitée 3.2, et le lemme est prouvé.
Il est clair du lemme 3.3.4. Que nous devons avoir

r(A) =r(B), r(A") =r(B7)

chaque fois que

g(A, B) < min{[2 + ¢ 2(A)]"2,[2 + ¢ %(B)] "2}

cela veut dire que pour une famille continue A; , 0 <t < 1 des opérateurs semi-Fredholm,
nous devons avoir ind(A;) constante, indépendante de ¢, chaque fois que seulement ¢(A4;), 0 <
t <1, est minorée par une constante positive. Dans ce cas, nous avons méme r(A;) = const ,
r*(A;) = const. Individuellement. n
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3.4 Invariance de ind(A) Réduction au cas des Opérateurs
Bornés

Notre inttention dans ce paragraphe est de prouver le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.1. Si A € §, et B fermé, et
p(A, B) < (A)(1+(A)~

alors, nous avons B € § et ind(A) = ind(B). En d’autres termes pour chaque A € § il existe
un voisinage ouvert dans l’espace de tous les opérateurs fermés de métrique p(A, B) tel que
tous les opérateurs dans ce voisinage ont le méme indice que A. Cela implique notamment que
§ est une partie ouverte de l’espace R de tous les opérateurs fermé ou-dessous de la métrique.
Nous préparons la preuve du théoréeme 3.4.1. Par une série des lemmes. Si A est fermé, alors
Uauto-adjoint positive défini un opérateur Ry = (1+A*A)~La une unique racine carrés définie
positive auto-adjoint, que nous dénotez par Sy.

Lemme 3.4.1. S4, AS4 sont bornés, et ||Sa|| <1, ||ASall < 1.

Preuve. L’affirmation pour S, est triviale. Mais
|ARAul* < (Rau, u) = ||Saull*

Pour tous v € H. En conséquence nous obtenons R(S4) C D(AS4), et [|ASav|| < ||v|| pour
tous v € R(S4). Mais R(S4) est clairement dense. Par conséquent, l'affirmation reste suit en
prenant la fermeture, et le lemme est prouvé. [

Lemme 3.4.2. 5i A est semi-Fredholm, alors AS, aussi est semi-Fredholm,
et M(A) = N(AS4), N(A*) = N((ASA)Y).

Preuve. Nous observons que (A) est l'espace de tous u € H satisfaire Ryu = u. En
effet Riu = u est équivalent a

u€eDA*A), u=u+ A"Au, or A"Au=0 or Au=0.

Maintenant R4 est borné auto-adjoint, et soit son espace propre D(A) ainsi que le complé-
ment orthogonal 91(A)* invariant. Et donc fait la racine carrée S4, comme est bien connu.
Conséquence M(A) = JM(AS4). 1l est aussi clair que u € MN((AS4)*) Si et seulement si
(u, ASav) = 0 pour tous v € H c.a.d pour tous (u, ARqw) = 0 pour tous w € H , c.a.d. si
u € N(A*Ry+) = N(A*). Donc M((AS4)*) = 9(A*). Finalement

(AS4)*ASqu = SyA*AS u = A*ARau pour tous u € R(Sy)
Et donc pour tous u € 'H. D’ou
| ASqul]® = (u, A* AR u) = (u,u) — (u, Rau),
Et nous obtenons

(u, (A* A+ 1)u) = (1 + A(A))(u,u) pour tous u € D(A) NN(A)*,



3.4 Invariance de ind(A) Réduction au cas des Opérateurs Bornés 42

et donc
(u, Rau) < (14 2(A)) N (u,u),

en outre, parce que R4 et S, laisser 91(A)
nous obtenons

invariant. En combinant les estimations ci-dessus

[ASAul® > *(A)(1 + ¢*(A) " lull*.

c.a.d. AS4 est semi-Fredholm. N
Nnous remarquons que nous avons aussi prouvé le suivre

Corollaire 3.4.1. Nous avons

c(AS4) > c(A)(1 + 2(A)) 2.
Définition 3.4.1. Si A, B sont fermés, alors nous définissons ['opérateur

Vap =545+ (AS4)" BSi.
Lemme 3.4.3. L’opérateur V4 p satisfail auz relations suivantes

Vaa=1, Vpa=Vig.
Et
[ Vapull? = [lull® < p(A, B)|Jul*,  ueH. (3-3)
Preuve. Nous avons
Vaau = Rau+ SqaA*AS u = SaS2Sau=1u, u € R(Sa),
et donc V4 4u = u pour tous u € H , en prenant fermeture. Egalement
Vip=2958Sa+ (BSp)"ASs = Vpa.

En outre soit u € H, x = Sgu, y = BSgu, alors

Vasull> = [ull®| = | [[Vasul® = [|Vezul® |
= | |Saz + (ASA)y|* — ISz + (BSE) 'y |
| (z,(Ra — Rp)z) + (y, (Rp- — Ra+)y) + 2Re(x, (A"Ra- — B*Rp-)y) |

< |zl*|Rs — Rall + |yl Rp- — Ra-|l + 2l|z[l[ly ||| B* R+ — A" Ra-
1
< (l2ll* + llyll* + 2l *lyl*)2p(A, B) = (l=]* + [lylI*)p(A, B).
nous vous Aussi ||z|* + ||y||> = (u, Veau) = ||ul|?, qui proves 3.3. Donc le lemme est prouvé.

m En particulier, nous observons le suivre.

Corollaire 3.4.2. Si p(A, B) < 1, alors V4 g posséde un inverse borné défini dans tous H.
En effet, on obtient alors
IVapull® = (1= p(A, B))|lull?,

Vi sull® = [IVeaull* = (1 = p(A, B))ul?,

N(Vap) = N(Vip) = R(Vap)™ = {0},
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Lemme 3.4.4. Nous avons
|BSgVE.a — ASall < p(A, B).
Preuve. Soit u € H alors

BSBVBAU — ASAU = BSBVB,AU — ASAVA,AU
= BSB(SBSA + (BSB)*(ASA))U — ASA(SASA + (ASA)*(ASA))U
= (BRA—ARA)SAU—F(RA* —RB*)ASAU.

En conséquence

||BSBVB7AU — ASAUH ||BRB — ARAHHSAUH + ||RA* — RB* |ASAU||

<
< p(A, B)[||Sau|? + | ASaul|?)z = p(A, B)[(u, Vaau)z = p(A, B)|ul,

ce qui prouve le lemme. (Il suffit d’utiliser

2]%

7(A,B) = [||ARs — BRg|* + || Ra- — Rp-

Au lieu de p(A, B). Nous avons alors
(A, B) = w(A, B) + w(A" B).)

n
Lemme 3.4.5. Si A, B sont fermés, puis
1Va,s(ASp)"(AS4) — (ASa)*(ASA)| < p(A, B).
Preuve éuvidente.
Lemme 3.4.6. Si A est semi-Fredholm et B est fermé, et si
p(A, B) < A(A)(1+c*(A) 7"

alors

K =V, 5(BSp)"(AS4)

A image fermé et M(K) = N(A). Aussi
dimN(K) = dimM(K™) (3.4)

Preuve. Définir 'opérateur H = (AS4)*(AS4). Cleary H, K deux sont limitées. En outre
h est auto-adjoint, et nous avons M(K) D N(H) = MN(A) En outre, il est clair que

c(H) = c*(A)(1+c*(A)) 7,
comme peut étre dérivé facilement. Aussi nous obtenons

I1H = K| < p(4A, B),
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D’aprés le lemme 3.4.5.

Ecrivons K = H — Z avec || Z|| < p(A, B) Maintenant
(45) | Kull = II(H — Z)u]l = (c(H) — p(A, B)|Jull = collull, w € REH), >0

Cela montre que nous devons avoir M(K) = JN(H) et que I'image de K doit étre fermé.
Mais K* = H — Z* permet également |’estimation

1 ull 2 collull,  w e N(H)™, (3.5)

Pour des raisons analogues. Nous remarquons que K* transforme D9(H)! en elle-méme,
et en outre que la restriction L de K* a M(H)* a une inverse bornée, définie dans I’ensemble
de M(H)*. En effet, nous obtenons R(L) C R(K*) € N(H)L, bien sur, et Lu = 0 Si et
seulement si u = 0, par 3.5. Aussi R(L) doit étre fermé, en raison de 3.5. Supposer p € M(H)*
est orthogonale & R(L). Puis (Kp,u) = (¢, Lu) = 0 pour tous les u € M(H)*, c’est a dire,
Kp=Hp—Zp € N(H) mais Hpl MN(H), ainsi Hy = w ot w est la composante de Zp en
M(H)*L. Maintenant

c(H)llell = [ Hell = llwll = [ Zell = p(A, B,

Et donc ¢ = 0, en raison de c¢(H) > p(A, B). Ainsi R(L) = M(H)*. Maintenant K*z = 0
peut étre écrit comme K*y = Z*z, oul z,y sont les composantes du z au N(H) et N(H)*
respectivement. Egalement Z*r = —K*x L 0M(H). Conséquence nous obtenons

Kz=0 sietseulement si z=x+ L 'Z*z pour une z € N(H)

Elle établit une correspondance biunivoque entre les éléments de M(H) Et de 91(K™*) qui est

linéaire et donc des garanties que 3.4 est vrai, [
Preuve.du théoreme 3.4.1

(a) Soit |ind(A)| < oo, alors les deux opérateurs

VA,B(BSB)*(ASA>, VA*,B*(B*SB*)*(A*SA*)

Les deux sont des semi-Fredholm, et ont l'indice zéro, d’aprés le lemme 3.4.6. Ainsi, les
adjoints
(ASA)"(BSE)VE.a, (A"Sa+)"(B*Sp«)Vp+ ax

. Doivent avoir leur noyau de dimension finie, ce qui implique que les noyau M(BSg), N(B*Sp«),
c.a.d. les noyau M(B), N(B*) (d’apres le lemme 3.4.2), sont aussi de dimension finie. En consé-
quence nous pouvons appliquer le théoréme & des opérateurs ci-dessus pour obtenir des

ind(K) =ind(Va ) +ind((BSg)*) + ind(AS,) = ind(A) —ind(B) =0

en particulier parceque le lemme 3.4.3et son corollaire implique que V4 p est semi-Fredholm
d’indice zéro. Ainsi, le théoreme3.4.1

(b) Soit maintenant ind(A) = —w, w > 0, infinie. Alors nous concluons comme avant que
dim9M(B) < oo. En revanche I'opérateur (A*Sy-)*B*Sz. = K maintenant doit satisfaire la
relation M(K) = w. Depuis K = AS,B*Sp- et parce que dim 9(AS,) = dim N(A) < oo , il
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s’ensuit que

dimN(B*Sp+) = dimN(B*) = w,

c.a.d. que ind(B) = —w,

3.5 Complétude de L’indice de ind(A)

Dans cette section nous allons montrer que deux opérateurs A, B € § ayant le méme indice
ind peut toujours étre reliés par une courbe continue dans §, c.a.d. que les parties ouvertes
de § formé par tous les opérateurs avec un indice donné ind sont trajectoriel connecté.

Il suffit pour accomplir ceci pour le cas ind < 0, parce que si ind > 0

alors ind(A*) = —ind(A) < 0, et tout raccordement ensuite A*, B* également définir une
connexion entre A et B, si nous prenons la famille des opérateurs adjoints.

si ind(A) < 0, alors dim9(A) < oo et dimMN(A) < dimN(A*) , soit !, ©? ..., " est une
base orthonormée de M(A) et soit %, ...,9" un systéme orthonormé de r éléments dans
M(A*). Alors nous définissons

Ay = Au+ th)k(gpk,u), ue®(A4), 0<t<L1

k=1
Lemme 3.5.1. A; est continue dans o<t <1 ,et A, €F, 0<t <1, Ay = A.

Preuve. Soit u € D(A), u=v+w, v € R(A"), w e N(A) alors
1Al = JAul® + Y | (" ) I
k=1

= AP+ | (¢F,w) I
k=1
> A(A)ol* + #[lwl* > min{c*(A), £*}ul*.

Cela signifie que A; satisfait a la condition (ii”). Nous avons
M(A;) = {0}, t > 0, Et donc A; sera semi-Fredholm, si elle est fermée. Supposer

u" € D(A) =D(A), u—u, v"=Au"—wv
Pour toute t > 0 fixe. Décomposer
u=a"+y" u=x+y;, xz,2"€eNA); y,y"LNA);
V=" X" v=wt oy Wwhw e N(AY); X" xLM(AY).
Alors nous obtenons

=z, y'—y, omegd" —w, X" — .
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Mais v = A;u™ rendements
W=t (e, X" = Ayt
j=1
En passant a la limite on en conclure que
yEDA)NNA, Ay=x; ze€NA), w=tY (Y, ),
j=1

Et c’est ainsi que

u=zr+y€eDA); v=w+yx= Ay—i—tzwj(goj,x) = Au+t2¢j(<pj,u) = Au.

j=1 j=1

En conséquence A; est fermé et donc dans §. Nous obtenons

Aju = A*u+t2@j(wj,u), u € D(A);

j=1

A A= A" Au+ ) @ (W u), ueD(AA),
j=1

En particulier parce que
(Y, Au) =0, uweDA), AW =0, j=1,..r

Nous savons aussi que M(A*A) = MN(A). En conséquence Ra,u = Rau si u € M(A)*;
Rau=(1+1t*)" u, si u € 9M(A)et donc

[Ra, = Ra, I <[ =2 [ [(1+ ) (1 + %)
Egalement
ARgu=ARqu si u€ WA AR u=t(1+t)"" si ueNA),

Ce qui signifie que
|AiRA, — Ay Ra, || < t'[(1+ ) (142"
Enfin

Raou= ARu+ 23 ()

=1

Ce qui donne & nouveau
1Ra. — Ra,. |l = =2 [ [(1+¢2)(1+¢2)] 7"

Cela signifie que A;, 0 <t <1 est continue et donc le lemme 3.5.1. Est prouvé. n
Le résultat essentiel du lemme 3.5.1 peut étre exprimée comme suit
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Lemme 3.5.2. Tout opérateur A € § tel que ind(A) < 0 peuvent étre connecté a un opérateur
Ay aussi d’indice <0 et a la propriété supplémentaire que M(A;) = {0}.

Lemme 3.5.3. (Cf.j.v.Neumann [10]). Si A € §F, N(A) = {0} alors A = TaHy ot Ha

désigne la racine carrée positive de A*A et Ty = AH ' est une isométrie de H sur R(A).

Preuve. De la définition de Hy, on obtient : ©(H,) = ©(A) Et [|Au|| = ||Hau|| pour
tous u € D(A).
Il est essentiel dans la preuve de ces deux faits que la fermeture de la restriction de A 4 D(A*A)
coincide avec A. D’ott il suit que M(H4) = N(A) = {0} . Puis que H4 est auto-adjoint, H "
existe et est un opérateur borné défini partout dans H. Par conséquent Ty = AH;1 est aussi
défini partout dans H et qui satisfait aux équation || Tau|| = ||u|| pour tous u € H. En plus
R(T4) = R(A) et le lemme est prouvé. n

Lemme 3.5.4. Soit H € § est un auto-adjoint, ['opérateur défini positif sur H. Alors H ~ I

Preuve. Sans perte de généralité supposer que H > I. Alors soit
o 1
Ht = / min()\, ;)dEJ)\7 0 S t S 1
0

Lorsque E) désigne une famille spectrale de H. Il est clair que H; est semi-Fredholm Pour
0<t<1,et

le/ dEy=1, Hy=H
1
Afin de prouver la continuité de H, soit p;(\) = Min(\, 1/t); alors :
Ry, = Rup,.
= [ s soass
1
= / Max(t*(1+ )71 (1 + A?)"1dE,
1
— [ AL+ gn) 1B
1

= / Maz(t(1+ )™ A1 + A2)"H)dE,
1

Un calcul simple montre que chaque fois ind(H;, Hy) < € toutes les fois que [t —t'| < d(e)
c.a.d H; Est continue dans ¢ et le lemme est démontré. n

Lemme 3.5.5. Si A € §,N(A) = {0} alors A~ Tjy.

Preuve. soit H; connecter Hy a I (cf. Lemme précédent) et soit A; = TaHA,0 St <1
puis Ay = A et Ay = T4 et clairement A; € § pour tous les ¢ dans [0, 1]. Il reste & montrer est
que A; continue. Mais AfA, = H,T3TsH, = H? et Ao Ry, = Ry, et AyRa, = TaH;Ry, de
sorte que la continuité de R4, et de A, R4, est une conséquence de la continuité de H;. Enfin,
puis que TyTy« = I — Py(a+) nous avons

AA; + 1 =Ta(H + 1)T + Pyan
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Et donc Ryy = TaRy, T} + Pya+) ce qui donne

|Ra; — Ra,

< HRHt - RH,g/H

et encore la continuité de Ra:, découle de celle de H;. Mettre ces résultats ensemble, nous
voyons que la continuité de A; découle de la continuité de H; et le lemme est prouvé. [

Lemme 3.5.6. Chaque transformation unitaire U de 'H sur 'H peut étre liée a l’identité.

Preuve. Le théoréme spectral pour les rendements des transformations unitaires
U= fOQW edEy. Ou E) est une famille spectrale, Ey = 0 et Fs, = 1. Alors ensemble

U, = f027r =D E, . Tl est clair que Uy = U et U, est unitaire pour tous ¢ dans [0, 1] ce qui
implique que U; est semi-Fredholm dans cet intervalle. Aussi U; = OQW dE\ =1 et

1+ U:Ut - 1 + UtUt* - 2
Et donc Ry, = Ryy = % et U Ry, = %Ut. Par Conséquent
1
p(U;, Uy) = §¢§||Ut —Uy|| < V2|t —t|

Ce qui implique que U, est continue dans ¢ pour ¢ dans [0, 1].

[
Preuve. du Corollaire de Lemme 3.5.6 Deux opérateurs unitaires peuvent toujours étre
reliés par une famille d’opérateurs unitaires, continue par rapport a la norme || ||. [

Lemme 3.5.7. St A € § et U, est une famille continue d’opérateurs unitaires pour t dans
[0,1], alors UyA, U1 A € F et UyA est un lien entre eux.

Preuve. Posons A; = U;A, alors AfA, = A*A, A /A7 = uw, AA*U;. D'ou
Ra, = Ra, AyRa, = UARA, Ra: = U RA-UY.

Cela montre clairement que A; est continue dans t. Le fait que A; € § suit a la fois du lemme
3.5.1. .

Lemme 3.5.8. Soient Ty et Ty sont deuz isométries telles que codimR(Ty) = codimMR(T3)
alors T1 ~ T2.

Preuve. Soit U est la transformation unitaire défini comme suit

U — { Tt pour u € R(Ty),
Wu  pour ulR(T3),

Lorsque W est une transformation unitaire de R(T3)* sur R(T1)*t. (Lexistence de W
résulte de codimMR(Ty) = codimR(T).)Clairement U est unitaire, et d’ott peut étre associé a
I comme a été montré dans lemme 3.5.6. En outre, d’aprés le lemme 3.5.7. T} = UTy, ~ T
Qui démontre le lemme. [

Théoréme 3.5.1. Si A, B € § et ind(A) = ind(B) alors A ~ B.
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Preuve. Du lemmes précédents

BNBlNTBlNTAlNAlNA

Lorsque B;, A; sont définies comme dans le Lemme 3.5.2. Et T, T4, comme dans le lemme
3.5.3. -

Lemme 3.5.9. Pour chaque ind telle que | ind |< w = dimH il existe un opérateur A € §
telle que ind(A) = ind.

Preuve. Sans perte de généralité on peut supposer que ind < 0. Soit {¢*},cy est toute
base orthogonale de H et soit J' est un sous-ensemble de J avec puissance w = —ind. Si
w < dimH il est clair que le complément de J' dans J en doit avoir la méme puissance que
J;siw=dimH, T peuvent étre choisis de telle sorte que son complément dans J encore a
la méme puissance comme J. D’otu, dans les deux cas, il existe une application aJ — J — J’
qui est surjective et injective. Alors, nous pouvons définir une isométrie de H dans elle-méme,
dites T', en posons

TQOA _ g00¢(>\)'

Il est donc clair que, 9(T') = {0} et R(T)* est I'espace engendré par {p*}rey. Donc ind(T) =

nd. [
soit-nous examiner briévement la possibilité d’une généralisation des résultats obtenus ci-

dessus.

Définir §*° comme la classe des opérateurs fermés A avec image fermé, qui satisfont la pro-

priété suivante

Soit A € §F ou, si A ¢ § alors dim9(A) # codimMR(A). Lorsque A € F° et A ¢ F nous

définissons son indice ind de la maniére suivante

. dim9N(A) st dimN(A) > codimR(A).

ind(A) = { —codimR(A) si dimN(A) < codimR(A).

Nous affirmons sans preuve le théoréme suivant.

Théoréme 3.5.2. F° est un espace métrique au-dessous des normes équivalentes d, g, p du
paragraphe 3; deuxr opérateurs contenu dans § se trouvent dans le méme composant si et
seulement si ils ont le méme indice. Toutes les preuves présentées dans cet article peut étre
facilement étendu pour couvrir ce cas plus général.

3.6 Topologie induite par d(A, B)

Nous avons constaté que sur le sous-ensemble de tous les opérateurs fermé borné, la
topologie induite par la métrique d(A, B) coincidé avec la topologie induite par la métrique
s(A,B) = ||]A — BJ|. Ce qui suit est une preuve de ce fait, et doit étre considérée comme la
derniére partie de § 3 de notre document.

Lemme 3.6.1. :si A et B sont des opérateures bornées nous avons :

p(A,B) < 4||A - B|.
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Preuve. Considérons l'identité :
I(AR4—BRg)u||*+|(Ra—Rp)u|* = (ARs—BRg)u, (A—B)Rpu)—(BRpu, (A—B)(Rs—Rp)u).
alors :
|ARs — BRg||> < {||[ARs — BRg|| +||[Ra — Rz||}||A — B|

et de la méme fagon :
IRa — Rp|* < {|ARs — BRg| + ||[Ra — Rl|}||A - B

IR — Rpll* < {l|A"R — B*Ry| + | Ry — Ry} A - BJl.
D’ou
PX(A, B) < 2/|A - B|j2p(A, B)
Et par conséquent,
p(A, B) < 4||A—BJ.

Il reste seulement prouver l'identité. En a :

I(ARA — BRp)ul]* + ||(Ra — Rp)ul* = (ARau, ARsu)+ (BRpu, BRpu) — (AR u, BRgu)

—(BRpu, ARsu) + (Rau, Rau) + (Rpu, Rpu)
—(Rau, Rpu) — (Rpu, Rau)

= (u,Rau) + (u, Rpu) — (ARsu, BRpu) — (BRpu, AR su)
—(u, Rpu) + (A*ARsu, Rpu) — (u, Rau) + (B*BRpu, Rau)

= (ARju,(A — B)Rpu) — (BRpu, (A — B)Rau)

= ((ARs — BRgp)u,(A — B)Rpu)
—(BRgpu,(A — B)(Ra — Rp)u)

Ce qui prouve l'identité. n

Lemme 3.6.2. 57 A est un opérateur borné, et si B est un opérateur fermé, tel que

1

AB) < ——
P B) < TR

alors :
(i) B est borné (en fait || B <2|| Al + (1 + 2||A||2)%),
(ii) [|A— B|| < 32+ |A|> + | B||*)2p(A, B).

Preuve. Soit u € D(B); alors :
[Bull < [[Aul| +[|(B = A)u].

En outre :

1

Tl (B Al < IR (B~ A (3.6)

IN

|Ra- = Rpe [ Bull + (R B — Ra- Ayl (3.7)
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Et donc :

(B — A)ul (1 + 1A {1 Ra- — Ry || Bull + |[ARs — BRp||||u]l} (3.8)

(1 + AI")p(A, B){||Bull + [|u]}.

<
<

puisque p(A, B) < 1/[1 + ||A]|?] implique qu’il existe un € positif tel que
p(A, B)(1+ [|A]]?) < 1 — ¢, 1l s’ensuit que

[Bull < [[A[l[lu]l + (1 = e)l| Bul| + [[ull

Et donc que B est borné puisque ||Bu|| < (1/€)(1 + ||A|])||u||. Mais puisque B est borné, est
si B* et |B* — A*|| = || B — A|| nous avions :

1B = All < (1 + [[AI*){[|Ra- — Rp-

|B|| + |AR4 — BRg||}
Et donc aussi :

1B* — A%l < (1 + [ AI*){[1Ra — Rp|ll| Bl + |A*Ra — B Rp-

}.
Ajouter les deux inégalités. Et en utilisant I'inégalité de Schwarz

2|A = Bl < (1+ [ AI)2Y2(1 + |BI*)p(A, B) < 2V2(1+ || B|*)/?

c.a.d .
IBI < lIAl + 55 (1 + 1B]*)
Ou
IBII* < [IA]* + LB, 22| Al.(1 + || BI*)Y?
Enfin

((1 +[1B]1*)"2
2
Qui établit (i). Nous avons vu juste cela

2 2 2
—14?)” < 1+2)4]
1
4= BIl < (1 + 1A + |1BI?)2 75p(A, B).

Par symétrie
1
A= BIl < 1L+ [BI)Q+ A1) 57 5p(A, B).

Ajoutant les deux inégalités

A =Bl < (1 [JAIP) Y2+ IBIP)Y2.(( + AP + (1 + [1BI*)2)p(A, B)

2(2)172

Qui peut aussi étre écrit (en utilisant deux inégalités bien connu)

1
14— BIl < 7+ [AI* + 1 BI*)**p(A, B).
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Théoréme 3.6.1. L’ensemble des opérateurs bornés est ouvert a [’ensemble des opérateurs

fermés de la topologie induite par p(A, B) sur ce sous-ensemble des opérateurs bornés est
équivalente a celle donnée par la norme

s(4,B) = [|A - B]|.

Preuve. le théoréme suivant a la fois des deux lemmes précédents.
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