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Introduction

La dérivation et intégration d’ordre non entier, le calcul fractionnaire qui est un
vieux concept datant de I’époque de Cauchy. c’est une généralisation de la notion
de dérivée d’ordre entier o d’une fonction f(x) par rapport a la variable x a des
valeurs non entiéres de . Si o est négatif, il s’agit d’une intégration non entiére et
si « est positif, on parle d’une dérivation non entiére.

L’idée pour la généralisation de la dérivée vers un ordre arbitraire est découverte
dans le courier échangé entre L’Hopital et Leibnitz. Le 30 septembre 1695. L’hopital
récrit & Leibniz afin de l'interroger au sujet d’une notation particuliére qu’il avait
employée dans ses publications pour la niéme-dérivée d'une fonction f(z). L’hopital
pose alors la question a Leibniz, sur le résultat de cette dérivée pour 'ordre % 7. De-
puis cet échange de courrier, d’autres chercheurs de renommeée se sont penchés sur
ce sujet comme Leibnitz et L'Hospital(1965), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville
(1832), Riemann (1847), et le Ross (1975).

Plusieurs activités scientifiques comme 'organisation colloques internationaux, la
parution de plusieurs ouvrages et d’une revue "Journal of fractional calculs" entié-
rement, consacrée au sujet, témoignent de la vitalité actuelle de la recherche sur la
dérivation d’ordre non entier.

Différentes définitions de la dérivation non entiére ont été établies. Ces définitions,
meme ne menant pas toujours a des résultats identiques sont équivalentes pour un
large panel des fonctions. Toutefois, la définition de la dérivation non entiére peut
s’établir selon les trois approches. La premiére est I'approche par limite qui est
I’approche classique de Grunwald-Letnikov et qui consiste a généraliser la notion
entiére. La deuxiéme est ’approche de Riemann-Liouville et caputo qui, & partir
des primitives, associée a la dérivation non entiére a I'intégration fractionnaire . La
troisiéme approche est spéctrale utilisant la transformée de Laplace.

Ces derniéres années, il ya eu un développement considérable concernant 1’étude
des équations différentielles d’ordre fractionnaires.

Le travail présenté dans ce memoire s’inscrit dans le cadre d’étude de quelques opé-
rateurs de dérivations fractionnaires.

Ce mémoire se décompose de quatre chapitres partagér de la maniére suivante :
Premier chéapitre : Dans ce chapitre, nous rappelons la transformée de Laplace
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Deuxiéme chapitre : Ce chapitre est consacré aux notions et définitions des fonctions
spécifiques utiles tout au long de ce mémoire ainsi que les intégrations fractionnaires
et leurs propriétés.

Troisieme chépitre :Dans ce chéapitre, nous examinerons sur le dérivation fraction-
naires et quelques approches de dérivations fractionnaires, avec des propriétés.
Dans le dernier chapitre, on utilise la transformation de Laplace associé & la dériva-
tion fractionnaire et 'intégrale fractionnaire pour résoudre des équations différen-
tielles d’ordre fractionnaire.

une bibliographie est apportée a la fin de ce mémoire.



Chapitre 1

La trasformé de Laplace

1.1 Introduction

Une des méthodes les plus efficaces pour résoudre certaines équations differen-
tielles est d’utilisé & la transformation de Laplace.
Une analogie est donnée par les logarithmes, qui transforment les produits en
sommes, et donc simplifient les calculs.
La transformation de Laplace transforme des fonctions f(t) en d’autres fonctions
F(s), on écrit

F=£{f}

ou

F(s) = £{f}(s)

La transformée de Laplace permet donc de transformer le probléme du domaine
du temps en domaine de fréquence. Le probléme ainsi obtenu sera plus simple a
résoudre et la récupération de la solution du probléme de départ se fera a I'aide de
la transformée de Laplac inverse

La transformation de Laplace inverse transforme F'(s) en f(t), on écrit

f=cF)

ou
f(s) = £H{F}(s)

On verra plus loin sur quelles fonctions ces transformations sont définies.

La propriété essentielle est que, sous certaines conditions

{1} (s) = 5.F(s)

Ainsi, les équations différentielles deviennent des équations algébriques.
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1.2 la transformé de Laplace

Définition 1.2.1. La transformée de Laplace d’une fonction f réelle et continue est
donnée par ’expression suivante :
+oo

Wy = [ e at

0

ou le symbole £{f(t)} veut dire la transformée de Laplace de f(t) On utilise aussi
Pexpression F(s) pour décrire la transformée de Laplace :

F(s) = £{f()}

La transformée de Laplace peut étre étudiée sous deux angles différents :

1. : Il s’agit de la transformée de Laplace d'une
fonction spécifique, comme sin(wt), t, e~ *etc.
2. : Ici, on s’intéresse a la transformée de

Laplace de la dérivée, de la primitive... de f(t).

1.2.1 L’existence de la transformée de Laplace

Définition 1.2.2. On dit que f : R — R (ou C), est continue par morceaux sur
10, +00] si pour tout 0 < aw < B, Uintervalle o, ] peut etre decoupe en un nombre
fini d’intervalles (fermes) sur lesquels f est continue.

Définition 1.2.3. On dit que la fonction f est d’ordre exponentielle, s’il existe
M >0 et a € R tels que :
|f(t)] < Meot
Théoréme 1.2.1. Soit f: RT — C une fonction continue
1. 11 existe un unique a € R tel que :
a - Re(s) >a= [ f(t)e "dt converge simplement .
b - Re(s) <a= [~ f(t)e "dt diverge.
a est appelé abscisse de la convergence simple.
2. 1 existe un unique b € R tel que :
a - Re(s) > b= [ f(t)e "*dt converge absolument .
b - Re(s) <b= [;° f(t)e "*dt ne converge pas absolument .

a est appelé abscisse de la convergence absolue.
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Sous ces conditions, il est simple (par une majoration) de vérifier que fooo f(t)e tdt
converge pour tout s vérifiant Re(s) > « ce qui prouve 'existence de la transfor-
mée de Laplace de f. S’agissant d’une majoration, il est important de déterminer
(le meilleur) s € C pour que la transformée de Laplace soit convergente. On admet
les théorémes suivants :

Théoréme 1.2.2. soit f : R — R (ou C)avec f(t) = 0 pour t < 0. Si les
conditions sutvantes sont réunies :

o f est continue par morceaux sur |0, 400

o [ est exponentielle d’ordre

e pour tout tg > 0, ftto |f(t)|dt existe (soit ftto |f(t)|dt < +00) alors :

F(p) = LIf(®)](p)  existe pour p >
Le domaine de définition de F(p) contient donc 'intervalle |y, +o0l.

preuve :
On doit vérifier que

lim e P f(t)dt existe

t—+o0 0

Une condition suffisante est que :

lim e P f(t)|dt < o0

t—+00 0

Mais on a :

/ Ml = / et + / et

0 to

to x
< / |f(t)|dt—|—/ aee Ptdt
0 to

ce qui permet d’établir la preuve car on a supposé que fot “1f(t)|dt existe et on a :

T B a B .
/ aeVte Pt = —[e("* p)t]to
to Y—Pp

et bien sir lim e0P* = ()
r—-+00

1.3 Exemples sur la transformeé de Laplace

1.3.1 La transformée de Laplace de I’'impulsion de Dirac

Le dirac, s’il n’est pas physiquement réalisable (valeur infinie pendant un temps
infiniment court ) est utilisé pour décrire la réponse des systémes dynamiques a
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des sollicitations trés bréves. On peut approcher la fonction dirac par une fonction
porte d’amplitude 7" = 1 sur un intervalle T'. On considére donc la fonction :

i) =1 " o

La transformée de Laplace de dy(t) est donnée par :

_ 1T
e Pt {e”t} e Pt —1

S{do(t)}:/Ooodo(t)e_Stdt:/OTTdt: -

0 —pT
Ecrivons le développement en série de ce résultat :

(T)  p*T°
S Tl AT
k! 2 + 6

e Pt 1 1+ Ek (=pT)* (—pT)k_l
de(f)) — _ S0 R _
Sl = = >

k>1

La limite de cette somme lorsque 7' — 0 donne la transformée de Laplace de
I'impulsion de Dirac :

S50} = tim S Dy

T—0 /{J!
k>1

1.3.2 La transformée de Laplace de I’échelon unitaire

La fonction échelon unitaire, aussi connue sous le nom de fonction de Heaviside
et notée I'(t) est définie par :

0 sit<0
I'(t) = { 1 sit>0

La transformée de Laplace de 1’échelon unitaire est donc donnée par :

£(F(t)):/ooor(t)eptdt:/0m e Pt = [iptr

_p 0

La partie réelle de p étant positive, la limite en ¢ — oo de e™?! est nulle. On a
donc finalement :

1.4 Les propriétés de la transformée de Laplace

1. Les transformées fonctionnelles : Une transformée fonctionnelle est tout
simplement la transformée de Laplace d’une fonction spécifique de t. Dans ce
qui suit, on considére que les fonctions sont nulles pour ¢ < 0.
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(a)

La transformée de Laplace de la fonction sinus :
La fonction sinus peut s’écrire sous la forme d’une somme d’exponen-
tielles complexes :

eiwt _ e—iwt
21

Donc la transformée de Laplace du sinus se calcule comme suit :

‘ 1 oo . - 1 eiwt—pt e—iwt—pt ©
L(sin(wt)) = 2—/ et — TPt = 5 |7 + -
v Jo 1w —p w=+p |,

sin(wt) =

La partie réelle de p étant positive, la limite en ¢ — oo de e 7! est nulle.
Il vient donc :

1( 1 N 1w
2w —p  dw+p w4 p?

L(sin(wt)) =

La transformée de Laplace de la fonction cosinus :

La fonction cosinus peut s’écrire sous la forme d’'une somme d’exponen-
tielles complexes
eiwt + efiwt
21
Donc la transformée de Laplace du sinus se calcule comme suit :

cos(wt) =

1 eiwtfpt efiwtfpt 00

1 oo )
©(si ) == 1wt—pt —zwt—ptdt _ _
(sin(wt)) 2/0 ‘ T 2 liw—p ww+p |,

La partie réelle de p étant positive, la limite en t — oo de e P! est nulle.
Il vient donc :
1 1 1
—5(= + - =
2w —p w+p w +p

L(cos(wt)) =

On peut également obtenir ce résultat en remarquant que la dérivation
de la fonction sinus donne :

d sin(wt)
dt

= w cos(wt)

En utilisant la linéarité et la propriété de la transformée de Laplace d’une
fonction dérivée, il vient :

1 . : p_w b
Iy t)) —sin(0)) = — -
(pL(sin(wt)) — sin(0)) wp?+w? P2+ w?

w

L(cos(wt)) =

On retrouve donc bien le résultat établi plus haut.
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(c) La transformée de Laplace de ’exponentielle :
La transformée de Laplace de la fonction f(t) = e~ se calcule directe-

ment par :
oo e—(a+p)t
Le™) = / e L = {— }
0

o0

1
O_p+a

a—+p

2. La transformées Opérationnelles :
(a) Linéarité :
La transformation de Laplace est linéaire :

L(f+g)=L(f)+L(g)

et
L(kf)=EkL(f) keR

Preuve. La linéarité de la transformation de Laplace est une consé-
quence directe des propriétés de 'integrale.

Exemple 1.4.1. Calculons la transformée de Laplace de la fonction f
définie par :

F(p) = 3L[tu(t)] + 4L[u(t)] = ]% L ;ﬁ)

(b) Addition (Soustraction) :
L’addition (soustraction) dans le domaine du temps correspond aune
addition(soustraction) dans le domaine de Laplace. Donc, si

E{fl(t)} = Fl(S)

L{f2(8)} = Fa(s)
L{f3(t)} = F5(s)

alors :

L{A®) + () = fs(D)} = Fi(s) + Fa(s) — Fi(s)

(c) La transformée de Laplace de la translation :
Soit f : RT — C une fonction vérifiant f(t) = 0 si t < 0 et admettant
une transformée de Laplace £(f)(s). On considére la fonction f, définie
par f,(t) = f(t — a), (a > 0).
Proposition 1.4.1.

L(fa)(s) = e L(f)(s)
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(d) La transformé de Laplace de ’homothétie
Soit K > 0 et f : R" — C une fonction vérifiant f(t) = 0si t < 0
et admettant une transformée de Laplace £(f)(s). Soit fi la fonction
définie par : fi.(t) = f(kt)

Proposition 1.4.2.

£(fe)(s) = T L(N(E)

Preuve.

L(fr)(s) = /000 fu(t)e ™ dt = /OOO f(kt)e "dt

On fait le changement de variable : y = kt, donc dt = d—ky.

L) =1 / "t Dy = 200 ()

(e) L’effet de la multiplication par e~ :

Théoréme 1.4.1. La transformation de Laplace de la fonction définie
par f(t)e”"u(t) est :

LIf(t)e™ " u(t)] = F(s +a)
Preuve.
Lf(t)e " u(t)] = /000 f)e Mu(t)e ' dt = /OOO f(t)e CHty(t)dt = F(s+a)

Exemple 1.4.2.
f(t) = sint e "u(t)

On pose :
g(t) = sint u(t)

de sorte que :

comme

alors
1 1

Fls) =Gls+1) = (s+1)2+1 T 242542
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(f) La transformée de Laplace de la dérivée :

On s’intéresse a la transformeé de Laplace de la dériveé et & la dérivée
de la transformée d’une fonction.

Théoréme 1.4.2. Soit f : [0,00) — R une fonction de type exponen-
tielle a linfini dont la dérivée est continue. Alors L(f") existe et elle est
donnée par :

L(f'(t)(s) = sL(f(1)(s) = f(0)

Preuve.
{0} =) - )

On obtient cette relation en utilisant la définition de la transformée de

Laplace :
() 5]

Une intégration par partie est utilisée. Soit u = e™% et dv = [Wd—g)] dt
on obtient :
df (t oo
c {%} — et — [ () (—set)dt
-

Le premier terme donne f(07), puisque e*! donne 1 pour I’évaluation a
0~ et 0 & l'infini.
Le coté droit de la derniére équation devient donc :

—+00

—f(07) +s f#)(e™™)dt = sF(s) — f(07)

o
Le résultat vas étre généraliser au cas on’a des points de discontinuité

Corollaire 1.4.1. Si f est de type exponentielle et admet des dérivées
d’ordre k (k <n) avec f™ continue. Alors :

(M (0)(s) = S"LF(D)(5) — " F(0) = 2/(0) — .~ [ (0)

Preuve. On utilise une récurence sur n.
Cette formule vas nous étre utile pour transformer les équations différen-
tielles en équations algébriques simple a résoudre.

theoréme de le valeur initiale et valeur finale :

Théoréme 1.4.3. Soit :F(s) = L{f(t)}(s)
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i. Si lim f(t) =1 Alors lim sF(s) =1
t—0+ s—>+00
ii. Si tl}inoof(t) =1 Alors SIE&SF(S) [

Preuve. D’aprés le théoréme de dérivée on’a :
LLf'(t)}(s) = sF(s) — f(0T)
(a)-

on’a
| L{FY(s) =] fo e f(d(t) [< [ e | f(¢) | dt
or il ex1ste un M telque :| f/(t) |< Mt
donc :
1
| L{f (D)} (s) |< et = ——— PRl
d’ou
: _ f0t
lim sF(s) = f(07)
(b)-
o) T
. —st g/ I . —sT p/
sl—l)r(rll+ 0 © f (t)dt N sl—lgl‘*' TETOO 0 € f <t)dt
ou
T T T
/ T F ()t = T f(1) / dt + s / e (1)t
0 0 0
f (1) = f(07)
s—0+t
d’ou

lim sF(s)= lim f(T)

s—0t T—+o00

La dérivée d’une transformation de Laplace :

Théoréme 1.4.4. Si f est continue par morceaux par [0,00) et de type
exponentielle d’ordre C'. Alors :

L(=tf(1)(s) = F'(s)

Preuve. On’a: pour tout s > ¢

d d > —st
d > d —st
= ) @ f(t)dt
_ 4 —te ' f(t)dt
C ds ¢

0

= L(=tf(t))(s)
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On peut obtenir par induction le resultat :

Théoréme 1.4.5. Sous les mémes conditions du théoreme précedent ,
on a :

S f1))(s) = (~1)"FW(s) s>
Exemple 1.4.3. Soit a calculer £(t coswt)(s)

L£(t coswt)(s) = —disﬁ(coswt)(s)

B _d s
N ds \ s2 + w?

s —w?
(52 + w?)?

La transformé d’une intégrale :

Théoréme 1.4.6. Si F(s) = L[f()U(t)] et si ®(t) = [, f(u)U(u)du

alors :
GO = 1F(s)  (s#0)

Preuve. Si ¥ est une primitive de f alors :

donc :

On en deduit :

Donc :

g[a(r) = L F(s)

Exemple 1.4.4. Retrouver la transformée de Laplace t*> U(t) & partir de
la transformée de Laplace de la fonction f(t) =t U(t)

B(t) /Otf(u)U(u)du _ /Ot el = [“;]t _t

et
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()

L’integration de la transformée de Laplace :

Théoréme 1.4.7. Si f est continue par morceaux sur [0,00) et de type

exponentielle d’ordre C'. Si hm tt) existe Alors :

/OO F(u)du = £(—=)(s) s>c

Preuve. Soit F(z) = [~ —e " f(t)
f;” Fluydu = [ ([ e f(t)) dtdu
= Jo ([T e f (1)) dudt
= [ el gy

ce qui donne [ F(u)du = £ (@) (s) pour tout s> c¢
Exemple 1.4.5.

sint > du
S(T)(S) - / 211
= g—arctg(s)

1
= arctg(g), s>0

La transformée du produit de convolution :

Définition 1.4.1. Soient les fonctions f,qg : Rt — C s’annulant sur le
demi plan négatif. On définit le produit de convolution est par :

(f ) /f (x— t)d

Proposition 1.4.3. Le produit de convolution est commutatif
frg=gx]

Preuve.
En effet :
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On utilise le changement de variables : y = ¢ — z, on obtien
Fro) = [ s@ati—ad

- /f(t—y)g(y)(—dy)
_ /ﬁft—

- / 9(y).f(t — y)dy
= g*f(t)

Proposition 1.4.4. f,g : R™ — C s’annulant sur le demi plan négatif
ayant des tranformées de Laplace £(f)(s) , £(g)(s) respectivement.
Alors :

L(f*g)(s) = L(f)(s)L(g)(s)
Preuve.

Rappelons que (f +9)(s) = [* £(t — u)g(u)du
Tenant compte du fait que f(y) =g(y) =0siy <0,
les calculs donnent :

siraa) = [T | [ s wgtan e
= /OOO /ft—u }tsdt
- AM_L f@—uﬁ*wdgmmu

Dans l'integrale [[f(¢t — w)e *dt]g(u)du , on fait le changement de
variable v =t — u

[t = we gt = [ pwe s = e

c’est la transformée de la translation .
Finalement :
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S(frg)s) = / " () (s)g(u)du

Fonction f(t) L (f(t))
impulsion i(t) 1
échelon u(t) %

rampe tu(t) 5
polynme (général) t"u(t) 25
exponentiel e "u(t) —
sinus sin(wt)u(t) FERm
cosinus cos(wt)u(t) T
sinus amorti e~ sin(wt)u(t) (LT
cosinus amorti e~ cos(wt)u(t) (Sﬂﬁﬁ

FIGURE 1.1 — Tab de transformées de Laplace

1.5 Les applications de la transformée de Laplace

1.5.1 La résolution des équations différentielles

Commencons par une équation différentielle linéaire d’ordre n a coéfficients

constants

aoy(n) _'_ a/ly(nil) _'_ a/zy(n72) —'— .........

+ anflyl +ayy = f(t)

On cherche la solution de cette équation pour ¢ > 0 et vérifiant les conditions

initiales :

y(0) = yo,y7(0) = ylo, cvvvv.. Yyl —1) =yl
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On calcule la transformée de Laplace des deux membres de 1’équation :

Llagy™ +ary™ "t +agy™ 2+ .o + an1y +any) = L(f(1))
ce qui donne, par linéarité de la transformée de Laplace
aoL(y")(s) + a1 L(y" ) (s) + .. + a1 L(y!)(s) + anL(y)(s) = L(f(1))(s)
Sachant que : L(f5(t))(s) = s"F(s) — 25 s F=D(0F)

Exemple 1.5.1. Résoudre x"(t) — 32'(t) + 2z(t) = 4e* |
avec z(0) =4,2'(0) = 9.
on’a
L(z)=X
L(z") = sX —z(0)
L(z") = s*X — sx(0) — 2/(0)

L’équation devient :

4
(s =3s+2)X = g +4s—3

S_
D’ou
1 1 2
X =
s—1+s—2+s—3

X = L(e"+ e + 2¢*)(s)

1.5.2 Le systéme différentiel

Exemple 1.5.2. Soit le systéme différentiel a résoudre :
-yt —y=2+ 3%
()R o' +2y — 3w =—3+2e*
x(0)=4; y(0)=1
{ sX —4—sX+1+X-Y =242
L

s—2

. X = §+ + % (t)—1+e—|—2e2t
Do : {Y % et donc y(t) = —1+ ¢t +

sX —44+25Y —2-3X = =3 +i
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1.6 Les transformées inverses

La résolution des équations différentielles conduit souvent a la résolution des
équations algébriques de type fractionaire. L’expression ainsi obtenue, notée V (s)
est une fraction rationnelle en s. En général, il faut trouver la transformée inverse
d’une fonction qui a la forme

De facon générale, La technique utilisée pour résoudre ce genre d’équation est la
décomposition en fraction simple. Il y a trois différentes facon de faire, selon la
valeur des racines :

1. Racines réelles et distinctes.

Exemple 1.6.1.

2

e

On peut écrire :

2 Ky ko
PO =6+ " 62 512

Pour isoler Ky, on multiplie chaque c6té par (s + 1). On obtient :

2 o (8 —|— 1)1{72
(s+2) ' (s+2)
St on prend s = —1,
2
ki = =1 =2
YT s 2| !
Pour trouver K, on fait le méme processus, sauf qu’on multiplie par (s + 2)
cette fois.
2
= s= = —2
T s+ 1| 2
Donc
2 2

qui donne la transformée inverse suivante :

f(t) = (2e™" — 2 u(t)

Note : La fonction u(t) doit étre appliquée a toute transformée inverse.
Cependant, pour alléger le texte, on n’écrira plus le u(t).
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2. Les racines réelles et répétées
Exemple 1.6.2. Soit

2

Fo) = ez

On peut trouver les termes selon

2 K K. K
F(s) = _ M 2 s
(s+1)(s+2)2 s+1 (s+2)?2 s+2
La constante K peut étre trouvée en utilisant la premiére méthode montrée
plus haut (ce qui donne Ky = 2). Pour trouver Ky, on multiplie par (s +2)? :

2 K
S+1:S+11(s+2)2+K2+K3(s+2) (%)
On évalue a s = =2,
2
— g = =2
2 S+1| 2

Pour K3, on dérive l'équation (%) par rapport a s,

-2 (s+2)s
= K+ K
(s+1)2  (s+1)2 1+ Hs
De méme si s = —2
-2
Ky=— | o =2
’ (3+1)2| ?

3. Les racines complexes

Ici encore, on démontre a ’'aide d’un exemple
Exemple 1.6.3. Soit

On peut écrire

. Kl KQS + Kg
s s2425+5
Le coefficient K est obtenu de la fagon habituelle ;K1 = 0.6. Pour Ky et K3,

on multiplie les deux cotés par le dénominateur, s(s? 4+ 2s+5). On obtient :
3=Ki(s*+2s+5)+ (Kas + K3)s

F(s)
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= (K1 + K2)82 + (2K1 + Kg)S + 5K1
On a donc trois équations,

K1+K2:0
2K1+K3:0
5K1:3

d’ot on trouve que Ky = —0.6 etK3 = —1.2. La fonction de transfert devient

1 s+2
F =06-—-06————
() s s24+2s+5

La transformée inverse est
f(t) = 0.6 — 0.6e " (cos 2t + 0.5 sin 2t)

= 0.6 — 0.67e~" cos(2t — 26.57°)

Pour transformer la solution précédente avec un sinus et cosinus @ une solution
ot il N’y a qu’un cosinus, on se sert de relations trigonométriques. Soit :

g(x) =acosz + bsinx

On peut factoriser I’équation précédente de la fagon suivante :

sin )

a b
— COST——————
<\/(a2+b2) V/ (a% +b?)
Les termes devant les cosinus et sinus forment les équations d’un triangle de
coté a et b et d’hypoténuse /(a® + b?). On définit :

a
COS) = ——
¢ (a® + 1?)
et b
Sinp = ——
(a? + b?)

On peut donc réduire I’équation précedente a :

g(x) =/ (a® 4+ b?)(cos ¢ cos x + sin ¢ sin x)

Et a laide d’identités trigonométriques,

g(x) = V/(a® + b*)(cos(z — ¢))
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ol b
= arctan(—
¢ = arc an(a)

On peut ausst faire ce type de probleme avec des nombres complexes :

F(s) = 3 B 3
Cs(s24+25+5)  s(s+14+752)(s+1— 42

K Ky K3
=—+ S + 5
S s+14y s+1—7
On utilise la premiére technique pour résoudre, K1 = 0.6. Les autres coéffi-
cients sont

3
Ky=—°2 | =—015(2+
? s(s—l—l—j?‘ ! (2+7)

Et K3 est le conjugué de Ko, K3 = —0.15(2 — j). La fonction devient
1 —0.15(2+j)  —0.25(2 —j)

F(s) =0.6—
(s) s s+ 1+ 52 s+1— 42

Dans le domaine du temps, la fonction est
F() = 0.6 — 0.15[(2 4 5)eV Dt 4 (2 — j)e~ 197
= 0.6 — 0.15eD[(2 4 7)e 7t + (2 — j)el™
Awec la relation d’Euler,
F(t) = 0.6 — 0.15e9[(2 4 ) (cos(—2t) + jsin(—2t)) + (2 — 5)e =7

= 0.6—0.15¢7"[(2+7)(cos(2t) — j(sin(2t)) + (2 — j) (cos(2t) + j sin(2t))]
= 0.6 — 0.15¢ (4 cos(2t) + 2sin(2t))
= 0.6 — 0.6 "(cos 2t + 0.5 sin 2t)
= 0.6 — 0.671e " cos(2t — 26.57°)

C’est la méme solution que celle qui est obtenue plus haut.



Chapitre 2

Le calcule Fractionnaire

Dans ce chapitre nous nous intéressons au calcul intégrale et la dérivée d’ordre
fractionnaire. On vas définir [intégrale d’ordre fractionnaire au sens de Riemmann-
Liouville. Nous définissons certaines fonctions nouvelles telles que la fonc-
tion Gamma, la fonction Béta, la onction de Mittag-Leffler et la fonction de
Mellin-Ross. Ces fonction jouent un role trés important dans la théorie du cal-

cul différentiel d’ordre fractionnaire. De telles fonctions sont dites Fonction
spéciales.

2.1 La fonction spéciale

Dans cette section, nous présentons certaines fonctions dites fonctions spé-
ciales. Ces fonction jouent un role trés important dans la théorie du calcul
différentiel d’ordre fractionnaire.

2.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction complexe, considérée également comme
une fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a l’ensemble des
nombres complexe (exepté en certains points)

Définition 2.1.1. La fonction Gamma d’Fuler est définie par ['intégrale sui-
vante :

[(x) = /000 exp(—t) x t*~'dt reRT (2.1)



2.1 La fonction spéciale 27

Quelques propriétés de la fonction Gamma

(a) La propriété importante de la fonction Gamma I'(x) est la relation de
récurence suivante :

I(x+1) =al'(2) z>0

Qu’on peut démontre par une intégration par parties :

Iz+1) = / exp(—t) x t*dt
0

= [—exp(—t) x t]7> + I/OO exp(—t) x t"7\dt
= zl(x)
(b)
['(z) = (z—1)! VreN

Comme conséquence de cette propriété, on a :
Iz +1) =a! Vr e N

Ce qui permet de dire que la fonction Gamma généralise la notion de
factoriel.

(c)
M(1)=1  I(0y) =+

Et aussi 1
F(§> =V
(d) T'(x) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 <
r<1

(e) Sin e NN alors :

1
2

1 +00 L
(=)= e ‘t"2dt
27 Jo

Exemple 2.1.1. Pour x = on a par définition :

posons

t=u?
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donc
dt = 2udu

il s’ensuit :

T,
I'z) = / —e " 2udu
0

u

+oo 9
= 2/ e “du
0

L’intégrale de Gauss est donnée par :

O 1
/ e du = —\/T
0 2

d’ou

2.1.2 La fonction Béta :

Comme la fonction gamma, la fonction béta est elle aussi définie par une
intégrale.

Définition 2.1.2. La fonction Béta est définie par :

1
Bleg) = [ #0 -0 a0

0

Le changement de variable
u=1-—t

permet de montrer que la fonction Béta est symétrique c’est-a-dire que :

B(z,y) = B(y,z)
Elle peut prendre aussi les formes intégrales suivantes :

1 a
B(z,y) = amﬂ’_l/o t"a—t)vtdt

“+o00 txfl
B = ——dt
(«T7y) A (1 + t)$+y

us

B(z,y) = /QSin%_l(Q) cos?~1(0)d6
0
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Proposition 2.1.1. La fonction Béta est reliée a la fonction Gamma par la
relation suivante :
Ve,y >0,on a:

['(2)T'(y)
B(x,y) = ——= 2.2
(@)= For s (2.2
Preuve.
“+oo “+oo
M(a)T(y) — / / Lot et gy dt,
0 0
+oo +00
= / ! (/ tg_le_|t1+t2dt2) dty
0 0
En effectuant le changement de la variable
t/2 - tl + t2
On trouve
+0o0o +oo ,
r@re) = [ g [t -yt
0 0
+oo , 31
- / e_t2dt’2/ (thy — t1)v " dty
0 0
Si on pose | = %, on arrive @ :
+00 , 1
= [Tt ([ wnr - tnrhar)
0 0
+00 ,
= [ et () By)
0
+oo ,
= [ ety By
0
= I(z +y)B(z,y)
ce qui donne le résultat désiré. [

2.1.3 La fonction Erreur

La fonction Erreur est définie par ['intégrale suivante :

Erf(x) = % /Ow e¥dt, zeR (2.3)
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La fonction Erreur Complémentaire notée Erfc est définie par :

Erf(z)=1— Erf(x) (2.4)
Comme conséquences on a :
Erf(0) =0
et
Erf(oo) =1

2.1.4 La fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffker est nommée d’aprés le mathématicien suédois qui
la défini en 1903 cette fonction est une généralisation directe de la fonction
exponentielle, e, et il joue un role majeur dans le calcul fractionnaire. Les
représentations de la fonction Mittag-Leffler a un et a deux paramétres peuvent
étre définies en terme d’une dérie de puissance :

E.(z) = ; FabtD 7 0 (2.5)
Eaplz) = Y m a>0,8>0 (2.6)

=
Il

0

De la définition (2.6), il en résulte que :
Bup(®) = —— + 2B asa(2)
0 () = = + 2Eq0ip(x
B F(B) +8

En effet, par définition on a,

Eop(z) = Zm

=
=

B

Il

=)
=
Q
Bl
+
B
+
=

= —+ IEO(@_;,_L«)(J}) (27)
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La fonction Mittag-Leffler se réduit a des fonctions simple. Par exemple,

=z Ny .

Bu@ = X mp =2 =¢
—~ L(k+1) — k!
- zk 1 okt e’ —1

E = _— = — =

12() Zf(k+2) .2 k+Dl 2

k=0 k=0
o 2k oo 2k

Eyi(2?) = Tk s D " Z 2 = cosh(x)
k=0 k=0 '

2.1.5 La fonction Mellin-ross

La fonction Mellin-Ross, Ei(v,a) est étroitement liée a la fois avec la fonc-
tion incompléte gamma et la fonction Mittag-Leffler. Elle se pose lors de la
recherche de l'intégrale fractionnaire d’une fonction exponentielle e®.

Définition 2.1.3. La fonction Mellin-ross est définie par :

= (an)t

E(v,a) =t Z Thtotl) t"Ey 11 (at)
k=0

2.2 La formule de Dirichlet

Soient h(x;y) une fonction continue eto, f deux réels positifs. L’expression
sutvante est dite formule de Dirichlet.

t T t t
[ttt [y ey = [y [0 o) e
0 0 0 Yy
(2.8)
Certains cas particuliers de la formule de Dirichlet sont d’un intérét particu-

lier.
Par exemple, si on prend

et

Alors :
/ (= o) de [ = Blass) | (= ) )y (2.9

ot B est la fonction béta.
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2.3 L’integrale fractionnaire

Dans cette section, on va définir lintégrale d’ordre fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville.
2.3.1 L’integrale fractionnaire sur un intervalle [a, 0]

Soit f une fonction continue sur lintervalle [a;b] . On considére U'intégrale :
5@ = [ s
I?Df(z) = / IO f(w)du

a

_ /:(/auf(wdt)du
_ /:(/txdu>f(t)dt

-/ " — ()t

Plus généralement la n-ieme itération de ['opérateur I peut s’écrire :

](n)f(x) = /QE1 dxq /I2 dzs... /xnl f(zy)dz, = ﬁ /z(x—t)(n_l)f(t)dt

pour tout entier n :

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la généralisation du
factoriel par la fonction Gamma : T'(n) = (n—1)!; Riemann rendu compte que
le second membre paurrant avoir un sens méme quand n prenant une valeur
non-entiére, il a définit 'intégrale fractionnaire de la maniére suivante :

2.3.2 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o € C, (R(«r) > 0), selon l'approche
de Riemann-Liouville, généralise la célébre formule (attribuée a Cauchy) d’in-
tégrale répété n-fois :

(I f)(z) = / "t / dty... / " bt (2.10)
;/x(z—t)"_lf(t)dt nelN* (2.11)

(n_l)' a

On adopte alors, la définition suivante :
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Définition 2.3.1. Soient a un réel positif et f : [a,b) — R une fontion
continue. On appelle intégrale de Riemann-Liouville d’ordre o de f l'intégrale
sutvante :

I240) = ey | @0 Vs

Proposition 2.3.1. Pour toute fonction continue f, on a :

(a)
(I f(x) = I f(z)  a,8>0 (2.12)
(b) ;
T (@) az1 (2.13)
Preuve. On montre la premiére égalité.
U@ = o [ =9 s
= — mx—sa_lL Ss— A-1 s
- | =9 g -0 ana

~ s | e =0t

D’aprés la formule de Dirichlet (2.8), on’a :

)1

L) = oo [ o= 0 o
_ 1 * T — 1) B-1
o | @
= 1Df()

D’ou la premiére égalité.
On montre maintenant la deuziéme égalité.

) = (e [ - ooa)
- o)

Puisque f(t) et (x —t)*~! sont continues donc 'application :

t— (z—1)* " f(t)
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est continue, et on a Alors :
d, . B 1 “d o
SUE@) = o [ le— oo
1 x
- i [ @ D=0
a—1 * o
- e [ a0
1 v o
- o [ -
= ;7' f(x)
d’ou le résultat. [

De maniére générale on a :

DI f(x)] # 1°[Df(x)]

En effet, on a le resultat suivant :

Théoréme 2.3.1. Soient a > 0 et f une fonction continue sur J = [0,b). Si

Df est continue alors pour tout x >0 on a :
DI f(z)] = I*[Df(2)] + 5@

Preuve. Par définition, on a :

1 x
I°f(x :—/ z— )V f()dt
(@) =57 |, @01
En faisant le changement de variable :
t=x—s"
avec ]
A= —
«
ce qui implique :
dt = —\s*"ds

alors on obtient :

1) = o [ @ = A s

(2.14)
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qui se réduit a :

I°f(z) = —F(l f(:v—s)
1
- aF(a/ fo =)

= —F(a 1) /0 flz — s)ds

En utilisant la régle de Leibnitz qui stipule :

b(t) b(t)
% (/O (t,x)dx) = f(t,b(t))b’(t)+/0 %f(t,x)dw

On a alors :
DU ) = s [100a [ g s
" T(a+1) o dx
Maintenant, si on inverse le changement de variable, i.e
t=x—s
donc : ]
ds = —Xslf)‘dt
On obtient
f(0) . 1 /0 d 1,
D(I* = @ —f()(—= dt
(1°5(@) = Zpomos™ '+ s | G fO57)
Enfin, puisque
1
\ = —
«
et X
s=(x—1t)>

I’équation précécente se réduit a :

D(I“f(x)) = %xa—l + ﬁ /Ox(:z: — t)a*%f(t)dt

Ce qui implique que :

D(I%f(x)) = I*(Df(2)) + 5@
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2.4 Exemples d’intégrales d’ordre fractionnaire

Exemple 2.4.1. Fonction puissance Considérons le monome :

fla) =47

En remplacant dans la définition de lintégrale de Riemann-Luoiville, on ob-

tient :
1

1%z = o) /Ox(x — 1) Dby

En faisant le changement de variable :

t
U= —
x
On obtient :
5 L[ (a=1).(a=1) ... 8
%27 = —/(1—u TV euP rdu
o) J, Y
1 +B/1 8 (a—1)
= —z° u’ (1 —uw)'“ du
R AR
1
= ——B 1
MNa+B8+1)
D’ou :

]a.T'B — F(B + 1) a+f
Fla+B+1)
La formule précédente est une généralisation du cas o = 1.
En effet, pour a =1 on obtient :

I'(B+ 1)xﬂ“
['B+2)
L(B+1) B+1

B+OrB+1)"

1
_ xﬁﬂ

- (B+1)

I'z? =

En particulier, pour a = % et pour $=0,1,2 on a :

~
ol
S
I
8
o=
I
[\]

3
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1 I'2) s 4 /a3
T2zt = = /=
B T A
1 F(S) 5 16 .175
I22° = = /=
T TIT T nVh

2
De ce qui précede, on déduit que ['intégrale fractionnaire d’ordre o d’une
constante k est donnée par :

k
%k = ——g° 2.1
" et (2.15)

Exemple 2.4.2. considérons la fonction

ou a est une constante. Alors, par définition, on a :

1 x
[%e" = —/ (x —t)*edt o >0
I'(a) Jo

En faisant le changement de variable

y=x—t
On obtient : .
e
]aeaz — / yaflefaydy
I'(a) Jo
D’ou
I%e" = B (a,a) = 2YE) o441 (ax) (2.16)
En particulier, pour a = %, on a :
1 ]_ 1 1
I2¢% = Em(é, a) =a 2e"Erf(ax)? (2.17)

Exemple 2.4.3. Pour a > 0, les primitives d’ordre o des fonctions élémen-
taires sin et cos, sont données par :

1 X
1%cos(ax) = —/ y*“teos(a(x —y))dy = Cy(a, a 2.18
(azx) o) J, (a(z —y)) (a,a) (2.18)

1 x
I[*sin(ax) = —/ y*sin(a(r — y))dy = Sy(a, a 2.19
@)= 75 | (o~ y)dy = Sulova)  (219)

En particulier, pour a = %, on a :
1

[%cos(aa:) = C’x(ﬁ, a) = \/%(C(t)cos(a:v) — S(t)sin(ax))
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1 1 2
I3 — S (=a)=+/2
cos(ax) Sx(z,) -
avec :
e
Vo
t
C’(t):/ cos(x?)dx
0
¢
S(t):/ sin(z*)dx
0

(C(t)sin(ax) — S(t)cos(ax))



Chapitre 3

La dérivation fractionnaires

il existe plusieures définitions de dérivées fractionnaires, malheureusement
elles ne sont pas toutes équivalentes. Nous présentons dans cette partie les
définitions de Riemmann-Liouville, caputo ainsi que Grunwald-Letnikov qui
sont plus utilisées.

3.1 L’pproche de Riemann-Liouville

L’idée est de définir la dérivée fractionnaire en utilisant la définition de l’in-
tégrale fractionnaire.

Définition 3.1.1. Soitn — 1 < a < n avec n € N*. La dérivée d’ordre o au
sens de Riemenn-Liouville d’une fonction [ est définie par :

D f(z) = D"(1"" f(x)) (3.1)
St on suppose que :

b=n—a avec 0<f<1

On a alors :

D*f(x) = D"(I"f(x))

Théoréme 3.1.1. Sotent f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires
de Riemann-Liouville d’ordre « existent. Alors pour A\, € R,D¥(\f + ug)
existe et on a :

Dg(Mf + pg)(x) = MDg f)(x) + (DG g)(x).

Propriétés 3.1.1. Soient a, >0 tels quen—1<a<n,m—-1<<m.



3.1 L’pproche de Riemann-Liouville

(a) Pour f € L'([a,b]), légalité :

DI f(8) = f(t)

est vrai pour presque tout x € [a,b]
(b) Sia> B3>0, alors pour f € L*([a,b]), la relation :

D;(Dg f)(x) = (I*77f)()

est vrai presque partout sur |a, b

(c) Si B> a >0 etla dérivée fractionnaire D3~ f existe, alors on a :

Dy (I*f)(z) = (D7~ f)(@)

(d) Si f € L'([a,b]) et I"*)f € AC"([a,b]) avec n = [R(a) + 1], alors :

n—1 _] n+a

« & : d Jrn—a
el ]ZF]—n+a+1)xll>I£l+[(%) Lo f)(@)

Exemple 3.1.1. Fonction puissance
Soitn <n—1< a<n. Considérons la fonction monome

f@)=zp p>0
La dérivée d’ordre o de f est donnée par :
D f(z) = DI gH]
Pourn =1, on a :

DYf(x) = D' 10 gH]
D' [I%z"] p=1-«

Par suite :

a . F(M + 1) B
S RS TR
_ (p+1) B+u—1
= OGS
F(M+1)xﬁ+u—1
(B + p)
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comme =1 — a, on obtient alors :

I(p+1)

Dogh = — W)
(g —a+1)

ohe

Sia=1
Dl — ['(p+ l)x“_l
I'(w)
MF(qu—l
I'(w)
= #x“_l
d

- D

dx

On retrouve alors le dérivation classique.
Sipu=0

D% = D°%1
(1
T

I'l—a)

— 1 -«
T - a)$

£ 0

1l est alors important de noter que la dérivée au sens de Riemann-Liouville

d’une constante n’est pas forcément nulle.

Sia=1etp=-1,

—

on a !

4 (% / oo t>—st—zdt>

d 1 z 1 t 1 1
= — (= 2(1— =) 2t 2dt
i (g | o= 2ie)

on fait un changement de variable

D=

1
D2ax™

SHES
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on obtient
1 1 d 1 1 1 1
D2y 2 = — /372 1—y 27 2y2dy>
d (1 ! ;
frg _— 1— 2 _§d
iz (g [ 0o i)

_d (1 F(%)N%))
- de \I'(3) T(1)
d_. 1
= %F(?
=0

On remarque que la dérivée au sens de Riemann-Liouville fonction non iden-
tiquement nulle, peut étre nulle.

3.2 L’approche de Caputo

La définition de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
a jouée un role important dans le développement de la théorie des dérivées
et intégrales fractionnaires a cause de leurs applications dans les mathéma-
tiques pures et appliquées. Cependant, étant donnée que la dérivée au sens
de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle et que les conditions
initiales du probléme de cauchy sont exprimées par des dérivée d’ordre frac-
tionnaire , Caputo propose une autre approche ou la dérivée de la constante est
nulle et que les conditions initiales sont exprimées comme dans le cas classique
par des dérivées d’ordre entier.

Définition 3.2.1. Soient 0 < n —1 < a < n et f une fonction de classe
C"([a,b]). La dérivée de Caputo d’ordre o de la fonction f est définie par :

D f(x) = I""*(D" f(x))

La définition de caputo peut etre écrite comme :

EF) () da
eDif(t) = ! )/(f (z)d (n—1<a<n) (3.2)

MNa—n t —x)otl-n

Exemple 3.2.1. La dérivée de f(t) = (t —a)®
Soit p non entier et 0 <n —1<p<n aveca >n—1 alors, on a :

f(”)(T) — F(E(i‘:;i)l) (t . T)a—n
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d’ou

['(a+1)
Fin—pl'(a—n+

DY (t— ) = 0 / (t —7)" P (1 —a)* "dr

En effectuant le changement de variables T = a + s(t — a) on aura :

I'a+1)
Fn—pTl(a—n+

cDP(t—a)" = )<
(1)
)
)

3 / (= 7y e — a)rdr

- gr(a—n+ )(t—a)o‘_p/o (1= s)" P ()* "dr
MNa+1)pBn—p,a—n+1 op
= T Thopha—nyn 9
_ Fa+ 1)I'(n— )(a—n—i—l) (t — a)>
I'(n— N p) )(04 + DI (a—p+1)
a+1 p
B F(a—p+1)(t_a)

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :

cDPC =0

3.3 La relation entre 'approche de Riemann-
Liouville et celle de Caputo

Le théoréme suivants établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de
caputo et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 3.3.1. Soient a > 0,n = [a] + 1. Si f posséde (n — 1) dérivée en
a et su DS f existe, alors :

(“Dg f)(x) = Dg | f(z) =

presque partout sur [a, b].
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3.4

La comparaison entre la dérivée fraction-

naire au sens de Caputo et celle de Riemann-

Liouville

(a)

(b)

(¢)

L’avantage principal de ’approche Caputo et que les conditions initiales
des équations différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo ac-
ceptent la méme forme comme pour les équations différentielles d’ordre
entier des fonctions inconnues en borne inférieur r = a.

Une autre différence entre la définition la de Riemann et celle de Caputo
et que la dérivée d’une constante est nulle par Caputo, par contre par
Riemann-Liouville elle est ﬁ(x —a)®

Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo est également linverse quand on suit
Uautre sens (Riemann-Liouville) , c’est a dire pour trouver la dérivée
fractionnaire d’ordre o ot (m—1) < o < m par Uapproche de Riemann-
Liouwville, on commence d’abord par l'intégration fractionnaire d’ordre
(m — «) pour la fonction f(x) et puis on dérive le résultat obtenu a
l’ordere entier m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre «
oum—1 < a < m par Uapproche de Caputo on commence par la
dérivée d’ordre entier m de la fonction f(x) et puis on intégre d’ordre
fractionnaire (m — «).

3.4.1 L’approche de Grunwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dériva-
tion entiere d’une fonction a des ordres de dérivée arbitraires.
On sait que la dérivée d’une fonction f est définie comme :

On peut exprimer la dérivée d’ordre n d’une fonction f par la formule sui-
vante :

D" () = }Ligg]h_”g(—l)m (1) 1+ o=t

On peut ausst écrire cette formule comme suit :

D" () = }Lig(l)h‘";(—l)m ()76 = miy
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avec

(Z) n(n— 1)..;53 —m+1)

On peut généraliser cette formule pour a non entier : 0 <n —1< a < n.

Comme
(—1)m (:1) _ —n(m — n)mfm —n—1)
B I'(m—n)
— T'(m+1)I(-n)
on obtient :
D% f(w) = fmh™ 2 F(nl; Tﬁr?)_@f (z —mh)
et

n

1°f(x) = lghag%ﬂx ~ mh)

Si f est de classe C™, alors en utilisant une intégration par parties on obtient :

m-4o 1

o f(m IL'—G)
" Z Fm+a+1) I'(n+ «

’ T — )" a—1 g(n)
) / (= )t FO) (1)t
et

D f(x Z [0 —am 1 ) / “— e O (Pt (3.3)

~ F —a+1) I'(n —a

3

Pour a =0, on obtient :

n—1 (m) m—a z
D*f(x) = mzo‘;( (_)(&)H) +F(n1—a)/0 (x—t)" M ()dt  (3.4)

Exemple 3.4.1. Fonction puissance :
Considérons la fonction

flz) = a”
De la définition (3.3), on a :

n—1

f(m)(())xm—a 1 /‘I o
DgP = — )" Dt
¢ n;)l“(m—oszl)F(n—a) 0(95 )
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On a :
f™0)=0m=0,1,...,n—1
; L5+ 1)
+
f) HB—-—n+1)
o P(5 +1)
+ xX
DY B _— —t n—a—ltﬁ—ndt
= ar
En faisant le changement de variables
t=sx
on obtient :
LB+1) o a1 e
D B — B—a 1 —g)v @ 1.6 nd
ST Th-alB-nt1) /0< ST
B '+ 1)Bn—a,8—n+ 1x5_°‘
B I'n—a)I'(f—n+1)
T+ DI(n—a)l(B—n+1) a
F'n—a)l'(f—n+1)I'(B—-a+1)
— F(ﬁ + 1) SL’B_Q
I'g—a+1)
Ainsi : 6+ 1)
+
D2 4 ———— g :
T +F(B—a+1)x (3.5)
En particulier, pour 5 =0 on a :
1
D = D1 = - :
T Tt (3.6)

c’est-a-dire que la dérivée au sens de Grunwald-Letnikov d’une constante n’est
pas forcément nulle.

3.5 les propriétés générales des dérivées frac-
tionnaires

3.5.1 Linéarité :

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

D(Af(t) + pg(t)) = AD*f(t) + pD*g(t)
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3.5.2 La régle de Leibniz :

Pour n entier on a

d—n — - ny\ £(k) (n—k)

La généralisation de cette formule nous donne

n

D(f(t)g(t)) = Y () f M) D Pg(t) + Ry (t),

k=0

oun>a+1 et

R) = ey [ (6= et [ = o

avec lim R%(t) = 0.

n—oo
Si f et g sont continues dans [a;t] ainsi que toutes leurs dérivées, la formule

devient :
n

D (f(D)g(t) =D (&) fP &) D Pg(t)

k=0



Chapitre 4

La transformé de Laplace des
dérivés fractionnaires

4.1 Introduction

Comme dans le cas entier, la transormée de Laplace est utilisé pour la réso-
lution des équations différentielles d’ordre entier.

Dans ce chapitre nous donnons quelques outils de base, et des formules fon-
damentales de la transformée de Laplace pour les dérivées fractionnaires de
Riemann-Liouville, Caputo et Grunwald-Letnikouv.

Nous rappelons qu’une fonction y(t) défini sur certains domaines J' est dit
d’ordre exponentiel « s’il existe une constante M, T > 0 tel que e~ |y(t)| < M
pour tout t > T.

Siy(t) est d’ordre exponentiel o, puis fooo y(t)e stdt existe pour tout Res > .
La transformée de Laplace de y(t) est alors défini comme dans chapitre (1)

o0

y(s) = L{y(t)} = / y(t)e*tdt (4.1)

Nous disons que y(t) = L7 {y(s)} est l'unique transformée inverse de Laplace

de y(s).
Nous rappelons également que la transformé de Laplace est un opérateur li-
néaire. En particulier st L{f(t)} et L{g(t)} existe alors

LU + 9} = LU (O) + L{g(0)} et L{cfM)} =cL{f@))  (42)

Un calcul élémentaire montre que pour tout I' > —1, et a € R,

Ly = % (4.3)
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et
1

S—a
une des propriétés les plus utiles de la transformation de laplace est le théoréme
de la convolution.

Ce théoreme indique que la transformée de Laplace la convolution de deux

fonction est le produit de leurs transformées de Laplace. Alors si F(s) et G(s)
sont les transformées de Laplace de f(t) et g(t) respectivement alors

fxg=F(s)G(s)

L{e"} = (4.4)

alors

f*gzz{AUa—@mam} (45)

4.2 La transformée de Laplace de 'intégrale frac-
tionnaire de Riemann-Liouville

Nous commencerons par la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire
d’ordre o > 0 de Riemann-Liouville définie par :

D™ y(t) = —— /Ot(t — 5)* 1y(s)ds a>0 (4.6)

qui peut s’écrire comme une convolution de deux fonctions g(t) = t*~* et f(t)
comme Suit :

ﬁwwwzﬁywmehww@@w (4.7)

telle que la transformée de Laplace de la fonction t*~' est donnée par :
G(s) = L{t* s} =T(a)s™™ (4.8)

L’équation (4.7) est la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire.
Comme exemples nous voyons pour o > 0,u > —1 tell que :

‘C{Dfatﬂ} — M et E{Dfaeat} _ = 1

ghta+l (s —a)

(4.9)



4.3 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville 50

4.3 La transformée de Laplace de la dérivée frac-
tionnaire de Riemann-Liouville

Nous rappelons que la transformée de Laplace de y" est donnée par :

L{y™} =s"Y — s"71Y(0) — s" 2/ (0) — ... — Y""1(0)

L{y™ Zs“ F=1y k(O (4.10)

Nous savons aussi a partir du chapitre (3) que le dérivé fractionnaire de y(t)
de l’ordre o est

D%y(t) = D" [D™"y(t)] (4.11)

Ou n est le plus petit nombre entier supérieur a o > 0, et u=n — a Remar-
quons que nous pouvons écrire ’équation (4.11) comme

Dy(t) = D"[D~ "y (t)] (4.12)

Maintenant, si nous supposons que la transformée Laplace de y(t) existe, puis
par utilisation de (4.10) nous avons :

L{Dy(t)} = L{D"[D~"y(t)]}

_ SnE{D—(n «) } Z n—k— le —(n—a) ()]t:[)

n—1
_ Sn[s—(n—a)y(s)] . Z Sn—k—le—(n—a)y(())
k=0
n—1
=) s Dk ely o) (4.13)
k=0
En particulier, sin =1 et n = 2, nous avons respectivement
L{Dy(1)} = s°Y (s) — D~y 0), (4.14)
et
L{Dy(t)} = s°Y (5) — sD~=y(0) — D~1=2(0), l<a<2 (4.15)

Le tableauz (4.1) donnent un bref résumé de certaines transformées de Laplace
utiles. Notez que la fonction de Mittag- Leffler est tres importante, Comme
cela sera plus évident plus tard, cette fonction joue un réle important lors de
la résolution des équations différentielles fractionnaires
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40 TOEEHO)
= 1 1{‘”(?% —at

(sFa)” (] ©

n t* 1B, o(at®)
ﬁ Ea(—&ta)
m 1-— Ea(—ato‘)
ﬁ t*F

cosinus cos(wt)u(t)
sinus amorti e~ sin(wt)u(t)
cosinus amorti e~ cos(wt)u(t)

FIGURE 4.1 — Tab de transformées de Laplace

4.4 Exemples d’équations fractionnaires

Nous allons examiner trois exemples d’équations fractionnaires

Exemple 4.4.1. Résolons

i
Dsy(t) = ay(t)
avec a une constante, On’a o = % <1, nous utiliserons (4.14). En prenant la
transformée laplace des deux cotés de l’équation que nous avons

L{Dsy(1)} = alfy(t)}
Ce qui implique que
S%Y(S) - D_(l_%)y(O) =aY(s) (4.16)

la constante D~1=3)y(0) = D~3y(0) est la valeur de D~ 3y(t) en t = 0.
Si nous supposons que cette valeur existe, et noter c1, alors (4.16) devient

ng(s) —c; =aY(s)
Résolvant pour y(s) nous obtenons

1

Y(s) =

s3—a
En utilisant finalement le tableauz (4.1), nous concluons que

C1

y(t)zﬁ_l{ 2 }zcltéE;g(ati)

S§3 —a
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Dans Uexemple (1)et autre situation similaire, on peut se demander si l’exis-
tence de C est supposer.

Nous montrerons que c’est le cas

A nowveau, en utilisant la transformée de Laplace (4.7), nous notons

L{D 5y(t)} =57 Y (s)

Comme c
1
Y(S): 2
53 —a
Alors )
_1 Cc18 3
L{D 5y(t)} =
$3 —a
Or )
Dy (t) :ﬁ—l{ & } — G2, (at?)
53 —a
Ent=0

D 3y(0) = 1 B2 ,(0) = ¢

37
Exemple 4.4.2. Résolvons
Diy(t) =0

On'al < a = % < 2, nous utiliserons (4.15). En prenant la transformée la-
place des deux cotés de l’équation que nous avons

LD3y(t) =0
Ce qui implique que
s1Y(s) — sD~3)y(0) — D~0-3)y(0) = 0 (4.17)

En imitant l’exemple (1), nous supposerons que les constantes D_(Q_%)y(()) et
D~@=3)y(0) eziste et noter ¢, et ¢y, respectivement. Alors (4.17) devient

S%Y(s) —cs—c=0 (4.18)
Résolvant pour y(s) nous obtenons
as c
Y(s)=—+—= (4.19)
e S3

Finalement en utilisant le tableaux (4.1), nous trouvons la transformée de
Laplace inverse de y(s) et concluons que

v = e {G)
S3 S3

= Sty Oy
r G
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Exemple 4.4.3. Dans cet exemple, nous allons généraliser ['exemple (4.4.1).
Résolvent I’équeation

Dy(t) = ay(t) yo=C (4.20)

Avec 0 < ae <1 et a est une constante
Utilisant (4.15), Et en prenant la transformée de laplace des deuz cotés de
[’équation que nous avons

L{Day(t)} = aL{y(t)} (4.21)

Ce qui implique
saY (s) — D™y (0) = aY (s)

Comme nous l’avons fait dans les exemples précédents, Nous supposerons que
la constante D~(1=%)y(0) Ewiste et l’appelle c,. Alors (4.21) deviens

s?Y (s) — ¢ = aY(s) (4.22)

Résolvant pour Y (s) nous obtenons

Y(s) = (4.23)

s* —a

Puis utilisant le tableau (4.1) Nous trouvons la transformée inverse de Y (s)
et concluons que

C

y(t) =L} { } = c1t* B, o(at®) (4.24)

S — @

Nous souhaitons maintenant trowver la valeur de ¢y, On nous donne yy = c.
1l est intéressant de constater que

lim t* ' E, o (rt*) = 1

t—0t

Donc depuis

y(t) = c1t* 1By o (at®) (4.25)
Alors
limy(t) = ¢ (4.26)
t—0t

Dans ce cas alors, on peut penser a la valeur initiale yy comme ¢y, ce qui
implique que
yo = D17y (0) (4.27)
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4.5 La transformée de Laplace de la dérivée de
Caputo

Afin d’établir la fomule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
de Caputo, réecrivons la dérivée de Caputo (3.2) sous la forme

§DEf(t) =0 D" Pg(t)  g(t) = f(1) (4.28)
(n—1<p<n) (4.29)

En utilisant la formule (4.7) de la transformée de Laplace de l'intégrale frac-
tionnaire de Riemann-Liouville , on aura

LLGDLf(t); s} = s~ PG(s) (4.30)

ou, grace a (4.10)

—_

G(s) =s"F(s) — s”_k’_lf(k)(()) =s"F(s) — skf("_k_l)(()) (4.31)

—
3

3

=
Il
B
Il

En introduisant (4.30) dans (4.31), on arrive a la formule de transformée de
Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo :

LG DY f(t); s} = s"F (s Zsp S AR(l (4.32)

(n—1<p<n)

Comme cette formule de la transformée de Laplace de la dérivée de Caputo
induit les valeurs de la fonction f(t) et ses dérivées en la borne inférieure
t = 0, pour laquelle une certaine interprétation physique existe(par exemple,
f(0) est la position initial, f'(0) est la vitesse initial. f"(0) est laccéléra-
tion initiale), on peut espérer qu’il pourait etre utile pour la résolution des
problémes appliqués conduisant aux équations différentielles fractionnaires a
coefficients constants accompagnées de conditions initiales dans leurs formes
traditionnelles.

On aura besoin de lemme suivant pour l’exemple (4.5.1).

Lemme 4.5.1. a > 3 ,a>~v,a € R, s*? > |a], |s* + as’| > |b]

0o 00 n(__ \k (n+k
E_l{ 57 ZZF ( CL) (k ) tk(a—ﬁ)—i—na

(s —a3f3+b i B)+ (n+ 1a—-7)
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Preuve.

{ 57 }_ 57 B 57 1
T ) )

s"‘+a55

5= Y=

57 ad n o s7
— _— = —b n____ -
{ (s + as® +b) } (s> + asﬁ Z (sa + a35> ;( ) (s + asP)ntl

n=

avec | 2= |< 1 et en utilisant
s*+ash

1

En appliquant la transformée inverse de Laplace avec, L™{s7} = =)

s7  — (_b)n(_a)k <Z+k) a—B)+na
(s —asﬁ+b ZZF(k(a—B)+(n+1)a—7)tk( o

n=0 k=0

LYy

Exemple 4.5.1. Soit ’équation de Bagley- Torvik :

y(t) + 2D2y(t) + 2y(t) = 8t;
B it

En apliquant la tansformée de Laplace sur les deux cotés de l’équation ci-
dessus , nous avons;

L{Dy(t) + 2D%y(t) + 2y(t)} = L{8t°}

2y (s) — 0) —y/(0 5!
Y (s) — sy(0) — yr(0) + 2 [ 22 = 9O =9 O] o) 8=
S2 S
Par conditions initiales ;
2y 5!
s*Y (s) + p 1(S> +2Y(s) =8~
S2 S
51
Y (s)[s? + 22 +2] = 8—
8 x 5!

B $(s2 + 252 + 2)
En applique la transformation inverse de Lapace en les deux cotés de l’équation
ci-dessus ;

LY ()} = £ 8 x 5! _ 8 X 5ls°
$(s% + 252 4 2) (s2 4 252 +2)
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En applique le lemme (4.5.1);

En prend : a = 2 ﬁ:% v=—6

n—i—k (nJrk)

y(t) =L 8 x Bls” = 8 x 51t Z Z i thaton
(2 3 k+2n+1)+6)

+ 252 +2) nOkO

4.6 La transformée de Laplace de la dérivée frac-
tionnaire de Grunwald-Letnikov
Tout d’abord, considérons le cas 0 < p < 1, quand la dérivée fractionnaire de

Grunwald-Letnikov (3.3) avec la borne inféieure a = 0 de la fonction f(t), qui
est bornée ent = 0, peut s’écrire sous la forme suivante :

JDPF(1) = If (<10)_t;) R 11_p) /0 (=) f(D)dr  (4.33)

En utilisant la transformée de Laplace de fonction polynome

(P): L") =T(p)s™”

de la transformée de Laplace de la convolution (4.5) et de la transformée de
Laplace de la dérivée d’ordre entier (4.10) on obtient :
b, J40) 1 _w
LLDif(t); s} = 5o, + 5, (8F(s) = f(0) = s"F(s) (4.34)

-p

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Grunwald-Letnikov
d’ordre p > 1 n’existe pas dans le sens classique, car dans un tel cas on a des
fonctions non- intégrables dans la somme de la formule (3.3). Les transfor-
mées de Laplace de telles foctions sont données par des intégrales divergentes.
Cependant, la transformée de Laplace de la fonction polynome(P)

Ezxige une continuation analytique par rapport au paramétre p. Cette approche
est équivalente a l'approche de fonction généralisées(distributions).

Les intégrales divergentes dans un certain sens sont appelées des "intégrales
a partie-finies”. Dans ce sens, en supposant que m < p < m + 1, et en uti-
lisant la transformée de Laplace de la fonction polynome (P). la formule de
la transformée de Laplace de la convolution (4.5) et celle de la dérivée entiére
(4.10). nous obtenons :

p . — S tierk e m+1 <
D} = 2 IO gy o A @99
- Zf 0)sPk=L 4 gpmml(gmH P () — Zf(k)(o)sm—k (4.36)

i
o
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= s"F(s) (4.37)

On est arrivé a la méme formule que (4.34) Dans les applications, il est néces-
saire de garder en téte que la formule (4.37) a lieu au sens classique seulement
pour 0 < p < 1; pour p > 1 elle a lieu au sens de fonctions généralisées (dis-
tributions) et donc, la formulation d’un probléme appliqué doit étre faite aussi
en langage fonctions généralisées, aussi bien que les interprétations des résul-
tats obtenus dans ce sens.

Un exemple d’application de la formule (4.34) est donné dans [10].

4.7 Quelques applications sur la résolutions des
équations intégrales fractionnaires

4.7.1 L’equation intégrale d’Abel

L’équation intégrale d’Abel est bien étudiée, et il existe de nombreuse sources
consacrées a ses applications dans différents domaines. Il existe aussi d’autre
types d’équations intégrales, qui apparaissent dans les applications et qui peuvent
etre réduites a l'équation intégrale d’Abel. L’équation intégrale,

1 t o(T)dr _ s
| / : —f@)  (t>0) (4.38)

IN(e t— 7))«

ou 0 < a < 1, est appelée équation intégrale d’Abel. La solution de I’équation
d’Abel est donnée par la formule :

olt) = ﬁ% /0 % (t > 0) (4.39)

que nous préférons a écrire sous la forme inversée,

ﬁ% /O % —ot)  (t>0) (4.40)

En terme des dérivées d’ordre factionnaire, les équation (3.38) et (3.40) prennent
respectivement les formes :

o Dy “o(t) = f(t) (t>0) (4.41)

et
o D7 f(t) = ¢(t) (t>0) (4.42)
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4.7.2 Quelques équations réductibles a I’équation d’Abel

La solution de nombreuses problémes appliqués conduisent a des équations in-
tégrales, qui a, a premiére vue n’ont rien en commun avec l’équation intégrale
d’Abel, et a cause de cette impression des efforts supplémentaires sont en-
trepris pour le développement de la procédure analytique ou numérique pour
résoudre ces équation.

Cependant, leurs transfomations a la forme de l’équation intégrale d’Abel
peuvent souvent etre pratique pour obtenir rapidement la solution, ce qui est
la raison pour donner quelques exemples typiques d’équations qui peuvent étre
réduites a [’equation d’Abel.

Exemple 4.7.1. On considére l’équation

(s 4yt fy)
; —52 +_y2 ds = % (44?))

Posons

A _ py

Nous pouvons donc écrire l’équation (4.43) sous la forme :
“+oo
/ F(s* +y*)ds (4.44)
0

En effectuant le changement de variables x = y?,& = s2. Alors :

£E=5> = d¢=2sds
= d¢=2¢3ds

1
= ds = ;¢ #ds

Par substitution dans (4.44) on arrive a :

L f(Wr)
E2F(x+€&)dE = 4.45)
/0 AN |
Effectuant encore une autre fois le changement de variable T = #g} on aura
d’une part,
! = T+
= €T = —
T +¢ T
1
= df = ——dr
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et d’autre part,

1 I
T= =——z
r+& T
1 ]_ 1
= T2 = (— — )
eh=( o
donc :
11 1
“3d¢ = ——(= — ) 3d
e = (o tar
I
T
3 1
= —7 2(1—7x) 2dr
1 3 1 1
= —gx 27 2(— — 2d
2T (:1: T) zdr

Cherchons maintenant les bornes de l’intégral pour la nouvelle variable 7. On’a

1

E=0 = 7=-
T

=400 = 70

Si nous substituons dans (4.45) nous obtenons

(NI
\]\
VY]
e
—~
1
IS
i)
I

/0 7%<1 4,3 1
—r 2(=—7
1 T T NS

aprés simplification, on trouve :

J

st on pose maintenant t = %,
d’Abel de type (4.38) avec a =

8=

NI=

1

/0 (t — ) bp(r)dr = f(—) (4.48)

Vit

(/) "

(-~ F()dr = f(V) (447)

t(r) = T’%F(%) on arrive 4 une équation

Par la relation (4.41), on déduit que la solution de l’équation (4.45) s’écrit

sous la forme
IR S| 1R 11

v(t) = s Dif(—7)=— fo(%) (4.49)

F(%)o t Vit

C’est-a-dire que :

1 1
)=—% Dj f(%) (4.50)
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Exemple 4.7.2. (équation intégrale de Poisson)
Soit I’équation intégrale de Poisson suivante :
%
/ Y(rcosw)sin® T wdw) f(r) (4.51)
0

Ce type d’équation peut se réduire a une équation intégrale d’Abel par le chan-

gement de variable : x = rcosw. En effet,

T =rcosw = dr = —rsinwdw

et ausst

r=rcosw = x°=r1r*(1-sin’w)
T
2 2

L r2 _ o2
= smmw =

d’un autre coté on a - w =0= 2 =71 etw:%:xzo
En substituant dans Uéquation (4.42) on arrive a l’équation

r 2
| 0= S = i) (452
0 r
st on pose maintenant y = r%, alors ’équation (4.49) devient
1
Vi 1 1
1 — yz)p(x)de = — f(— 4.53
[0 = ) (1.5)
ou plus simplement,
% 2\ _
[ 0= rus = gt (450
0

ou

oly) = = f(=

VAL

puisque (1 —yz?)* = y“(%} —x%), alors équation (4.51) peut se mettre encore

sous la forme
1

@ =

En effectuant le changement de variables T = L

x 7
ﬁydﬂ yrg(y) = t'g(3) et parsuite I'équation (4.52) s’écrit sous la forme

1

[e=mron 2

/0 (=) pla)ds =y 9(0) (4.55)

2t = S on obtient dx =

dr — 275”9(%) (4.56)
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st on pose (T) = ’Z’(\\ff), h(t) = 2ttg(1), on arrive & une équation intégrale
d’Abel

t
/ (t — 7)o(T)dT = h(t) (4.57)
0
avec a = p+ 1 dont la solution est donnée par :
1 R

o(t) = T+, Di'h(t)



Conclusion

Ce memoire a pour but [’étude de quelques théorémes et applications des déri-
vées et intégrales d’ordre fractionnaire pour quelques équations différentielles
d’ordre non entier comme [’équation d’abel et quelques équations réductibles a
I’équation d’Abel . On prend par exemple l'intégrale de poisson aussi on a vue
la résolution d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire avec la trans-
formée de Laplace .

dans les trois premiers chdpitre nous avons rassemblé quelques outils pour
notre travail la transformée de Laplace pour les équations différentielles or-
dinnaire(les fonctions Gamma, Béta, Mettag-Leffler...) et nous avons présenté
trois approches des dérivées intégrales fractionnaires(approche de Grunwald-
Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo.)
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