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Introduction

La théorie des distributions a été développée par le mathématicien francais Laurent Schwartz,
lauréat de la médaille Fields en 1950. Le mathématicien russe Sergei Sobolev a indépendamment
introduit, pour I’étude des équations aux dérivées partielles, les espaces de Sobolev qui portent
aujoujd’hui son nom. La théorie des distributions a permis de donner des bases rigoureuses a des
méthodes employées auparavant, souvent sans justification, par les physiciens et les ingénieurs.
Cette théorie est vite devenue une branche importante de I’Analyse mathématique. Les espaces
de distributions, et en particulier les espaces de Sobolev, sont actuellement indispensables pour
la résolution de nombreux problémes portant sur les équations aux dérivées partielles, notam-
ment celles rencontrées en mécanique et en physique. Dans ce mémoire, on présente les bases de
la théorie des distributions et surtout on développe les élémennts clés des espaces de Sobolev.
Ce mémoire rendra stirement de grands services aux étudiants, il sera également précieux aux
autres scientifiques qui souhaitent utiliser la théorie des distributions.

Considérons I’équation aux dérivés partielles suivantes, définie sur un ouvert 2 de R" :

—Au(z)+c@u(z)=f(x), xz€Q
u(x) =0, x € 00

ou c e C(Q), f e L*(Q) sont deux fonctions données, et u est une fonction inconue.

Résoudre 1'équation aux dérivées partielles, c’est trouver une fonction u € C? (ﬁ) solution.
Cela dit, si on prouve qu’une solution u existe, sour réserve que 'ouvert ) soit suffisamment
régulier, on peut par une intégration par parties (formule de green), prouver que u vérifie, pour

toute fonction ¢ € C'° ()

/Vu(x)-Vv(x)dx—i—/c(x)u(x)gzﬁ(x)dx:/f(x)¢(x). @)

Q Q Q



L’idée des espace de Sobolev est d’introduire les espaces de fonction u tels que u € L? (Q)
et vu € (L? (Q))d, qui est un espace de Hilbert, et de chercher non des solutions au probléme

initial, mais des fonctions u de cet espace qui vérifient, pour toute fonction ¢ € C (Q),

/Vu(m)-Vv(x)dx—l—/c(x)u(x)gb(x)dx:/f(x)gb(x). (3)
Q

Q Q

De telles fonctions sont appelées solutions faibles de 1’équation aux dérivées partielles.

L’intérét est que cette fois on dispose de toute la théorie des espaces de Hilbert (théorémes
de projection sur un espace de Hilbert, théoréme de Lax -Milgram...) pour prouver I'existence
de solutions faibles. On ne résout donc pas le probléme initial, mais une variante.

Ce memoire se divise en trois chapitres, le premier chapitre présente quelques notions pré-
liminaires des espaces fonctionnels connus (espace de Banach, espace de Hilbert, dualité, la
topologie faible, les grandes théorémes de convergences ect...).

Le deuxiéme chapitre se consacre a la théorie des distributions, les espaces de Schwartz.
Enfin on exposera la transformation de Fourier dans le cadre des distributions.

Dans le dernier chapitre, on présente ’espace de Sobolev proprement dit, les différents types

d’injection. On le terminera par un théoréme de la densité.



Chapitre 1

Espaces fonctionnels

1.1 Espaces de Banach, Espaces de Hilbert

Soit X un espace vectoriel complexe. Une fonction positive ||-|| définie sur X est appelée une

norme si elle vérifie

- [Nzl = AL -l
- Nl +yll < flzfl + llyll
et la relation ||u| = 0 implique que u = 0. Toute norme sur X définit une distance par la

formule ||u — || .

Définition 1.1.1 Un espace vectoriel X muni d’une norme ||-|| est appelé un espace de Banach

si il est complet par rapport a la distance définie par la norme.

Considérons quelques exemples : Considérons les espaces ¢ , C ([a, b]) et P définis par.......

Pour 1 < p < 0o, définissons les fonctions suivantes sur ces espaces :

1
0 P
laller = (pr) N2l = sup o], (1)
n=1 nz

Sl

b
1l poany = /\f(fc)!pdx s [l poo(apy = €ss sup | f ()] (1.2)
19/l e = suplg(2)],
ze€D



ouwzel, feC(a,b])etgeP

Proposition 1.1.1 Les fonctions |||, et ||| 145 sont des normes sur les espaces € et C ([a , b))

respectivement, mais ces espace ne sont pas complets.

Théoréme 1.1.1 ( Baire) Soit X un espace de Banach représenté comme la réunion de sous-

ensembles X,, ,n > 1. Alors il existe un entier ng tel que X, est dense dans une boule.

Soient X , Y deux espaces de Banach. On note L (X ,Y’) l'espace des opérateurs linéaires

continus de X dans Y.

Théoréme 1.1.2 (Banach—Steinhaus) Soient X , Y deux espace de Banach et A, : X —Y
, v €T, une famille d’opérateurs continus telle que

|Ayully < C, pour tout v € I'. Alors il existe une constante C' > 0 telle que

||A7||L(ny) < C pour tout v € I. (1.3)

Théoréme 1.1.3 (Hahn—Banach) Pour un espace de Banach X , on note X* le dual de X

, c’est-a-dire, l’espace des fonctionnelles linéaires continues f : X — R muni de la norme

[fllxe := sup |f (u)]. (1.4)

lJull ;<1

Le théoréme suivant implique, en particulier, que X* n’est pas vide et sépare les points de

X. Nous considérons ici le cas réel, mais le résultat reste vrai aussi pour le cas complexe.

1.1.1 Compacité et Equicontinuité

Une connexion topologique fondamentale entre les espaces vectoriels normés de dimension
N, est qu’il existe un isomorphisme bicontinu de £ sur k¥ muni de la norme ||| . Ce résultat
est déja connu, puisque c’est une conséquence du théoréme de Bolzano-Weierstrass.

En revanche, en dimension infinie, on a :

Théoréme 1.1.4 (F- Riesz) Dans un espace vectoriel normé de dimension infinie, la boule

unité fermée n’est jamais compacte.

Commencons par donner quelques éléments essentiels a la compacité en dimension infinie ;
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Définition 1.1.2 Soit (K ,d) un espace métrique et F' un espace vectoriel normé. On dit
qu’une partie A C C(K | F) est équicontinue si, pour toute ¢ > 0, il existe a(e) > 0 tel

que pour tout f € A,
I f () = f(W)|lp <€ pourtout x ;y € K tq. d(x,y) < a(e).

Voici un exemple de partie équicontinue d’un usage trés fréquent es Analyse : soient L > 0

et F' un espace vectoriel nrmé. Soit ¢ > 0; on pose

- {f cC (0,1, F)| sup If (@), < } (1.5)

0<z<L

Alors, pour tout f € A, , z,y € [0, L]

I @) = F W)l < cla—y| < e dés que o —y| < afe) == - (1.6)

De facon plus générale, le méme argument montre qu’étant donné k£ > 0, ’ensemble des

application k-lipschiziennes de [0, L] dans F est équicontinu.

Théoréme 1.1.5 (Arzéla- Ascoli ) Soient (K ,d) un espace métrique compact et F' un es-

pace de Banach.Soit A C C (K | F); pour tout x € K , on note

Ax) ={f (=) \f € A}. (1.7)

Supposons que
a)- pour tout v € K | A(z) est compact dans F ;
b)- A est équicontinue en tout point de K.

Alors A est compact dans C (K | F) pour la norme du sup.

1.1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.1.3 Soit H un espace vectoriel. Un produit sclaire noté (,) ou (u,v) est une forme
bilinéaire de H x H dans R, symétrique, définie positive [i.e. (u,v) > 0 Vu € H et (u,v) >0 si

u # 0]

Rappelons qu’” un produit sclaire vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

N[=

|(,v)] < (u,u)? (v,0)? Vu,v € H

7



[Remarquons que pour étabir I'inégalité de Cauchy-schwarz on n’utilise pas 1’hypothése
(u,v) >0siu0|

Rappelons aussi que |u| = (u,u)% est une norme.[ En effet |u + v|* = [ul® + [v|° + 2 (u,v) <
[ul® + of* + 21[u] |o] ]

Rappelons enfin I'identité du parallégoramme :

2 2

a—>b
2

a+b
2

(la)* + [B]%) Va,be H ((1))

1
2

Définition 1.1.4 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

(u,v) et qui est complet pour la norme issue du produit scalaire (, )1/ 2

Exemple 1.1.1 L?(Q) muni du produit scalaire

(u,v) = /u (x)v(x)dx (1.8)

Q
est un espace de Hilbert ; l’espace de sobolev H'(S)) que nous rencontrerons au dernier cha-

pitre est un espace de Hilbert faconné sur L>

Théoréme 1.1.6 (projection sur un convexe fermé ) Soit k C H un convere fermé non

vide. Alors pour tout f € H, il existe u € K unique tel que
|f —ul = min [f — o]

De plus u est caractérisé par la propriété :

u € K (1.9)

(f—u,v—u) < 0Vvek

On note u = pk f la projection de f sur K

Proposition 1.1.2 Sous les hypothéses du théoréme on a [1]

o fi —prfol S| fi—fo Vi, fae H

Corollaire 1.1.1 Soit M C H un sous-espace vectotiel fermé. soit f € H, Alors u = py f est

un opérateur linéaire .



Remarque 1.1.7 Il faut retenir que pour cacactériser des espaces de Hilbert
1/- I est intéressant de savoir reconnaitre si une norme ||| donnée sur un espace vectoriel

E est une norme Hilberttienne,i.e. s’il existe un produit scalaire (,) sur E tel que
1
(u,u) 3= |ul| Yu € E. (1.10)

Divers critéres sont connus :

a)- Théoréme (Fréchet-V on Neumann-Jordan) : On suppose que la norme ||| vérifie liden-
tité du parallélogramme (1), alors ||| est une norme Hilbertienne Yosida [1]

b)- Théoréme (Kakutani [1]) : Soit E un espace normé avec dim E > 3. On suppose que
tout sous-espace F' de dimension 2 admet un projecteur de norme 1 (i.e. il existe P : E — F
opérateur linéaire continu avec Pu = u pour tout uw € F et |P|| < 1) alors la norme |||| est
Hilbertienne.

c)- Théoréme (de Figueiredo-Karlovitz [1]) : Soit E un espace normé avec dim E > 3. On

pose

u o siflul] <1
Tu = (1.11)
u st fjul] > 1

On pose
| Tu —Tv|| < ||lu—2v| Yu, veFE (1.12)

1.1.3 Dualité- Topologies faibles et compacité

Soit H un espace vectoriel topologique (ou juste un Banach ou un Hilbert). Il est parfois
plus intéressant de se placer dans le dual d’un espace vectoriel noté H* ou H'et essayer de voir
les connexions possibles entre espace et son dual.

Soit E un espace de Banach, soit £’ son dual muni de la norme duale | || f|| = Sup [(f, z)|

zeE

flzll<1

et soit E” son bidual, i.e. le dual de £, muni de la norme

1Kl = Sup [, F)I. (1.13)
fer’

i<t
On a une injection canonique J : F — E” défine comme suit : x € F fixé, Papplication f

— (f, x) de E’ dans R constitue une forme linéaire continue sur £’ i.e. un élément de E” noté



Jzx. On donc,

(Jo, g p = f,0)pp Ve € E, Vf € E'. (1.14)

11 est clair que J est une isométrie i.e. ||Jz|

» = |||l pour tout x € E ;en effet

[ S|l = Sup [(J, /) = Sup [(f, )| = [l«] (1.15)
! !

De J on peut toujours identifier £ & un sous-espace de E”.

Donnons le célébre théoréme de Riesz Frechet :

Théoréme 1.1.8 Soit H un espace de Banach. Etant donné ¢ € H' il existe f € H unique tel

que

(p,v) = (f,v) Yo € H. (1.16)

De plus on a

e = llell g (1.17)

Définition 1.1.5 Soit E un espace de Banach et soit J ['injection canonique de E”. On dit
que E est réflexif si J(FE) = E”. Lorsque E est réflexif on identife implicitement E et E”

(a Uaide de lisomorphisme J) .

Il est essentiel d’utiliser J dans la définition précédente. On peut trouver un exemple d’espace

non réflexif F pour lequel il existe une isométrie surjective de £ sur E”.

Remarque 1.1.9 Considérons le triplet V, H, V' .

Le théoréme de Riesz montre que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter
a laide du produit scalaire. L’application o — f est un isomorphisme isométrique qui premet
d’identifier H et H'. On fera trés souvent cette identification mais pas toujours. Décrivons une
situation typique ot il n’y a pas lieu de faire cette identification :

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (,) et de la norme associée ||. Soit V
un sous-espace vectoriel, dense dans H. On suppose que V' est muni d’une norme ||| qui est en

fait un espace de Banach. On suppose que l’injection canonique de V' dans H est continue , i.e.

10



lv| < C ||| YveV. (1.18)

On identifie H' et H. On peut alors plonger H dans V' grace au procédé suivant : étant
donné f € H. L’application v € V +— (f,v) est une forme linéaire continue sur H et a fortiori

sur V. on la note Tf € V' de sorte que
(Tf,v),=(f,v) VfeH YveV.

On vérifie que T : H — V' posséde les propriétés suivantes : :
(17) T est injective,
(13i7) T (H) est dense dans V.

A Uaide de T on plonge H dans V' et on a le schéma

VCH=HCV (1.19)

ot les injections canoniques sont continues et denses.

On notera qu’ avec cette indentification (p,v),,, coincide avec (p,v) des que € H et

v € V. On dit que H est [’espace pivot.

Supposons maintenant que V est un espace de Hilbert, avec son propre produit sca-
laire (,) associé a la norme ||||. On pourrait alors identifier V' et V' wvia le produit
scalaire (,). Toutefois (1.19) devient absurde. Ceci montre qu’on ne peut pas faire

stmul tan ément les deux identifications.

Remarque 1.1.10 Si l'on fait Uidentification H' = H, alors lorthogonal M+ d’un sous—espace

H C M est considéré comme un sous-espace fermé de H et

M*={uec H; (u,v)=0% € M }. (1.20)

Dans un espace de Hilbert tout sous—espace fermé admet un supplémentaire topologique.

11



Théorémes de Stampacchia et Lax-Milgram

Définition 1.1.6 On dit qu’une forme bilinéaire a (u,v) : H x H — R est

1/- continue s’il existe une constante C' telle que
la (u,v)| < C'lul|v|Yu,v € H, (1.21)
2/- corecive sil existe une constante o > 0 telle que
a(v,v) > alv]® Yue H. (1.22)

Théoréme 1.1.11 (Stampacchia) Soit a (u,v) une forme bilinéaire continue et coercive. Soit

M C H, étant donné @ € H' il existe u € M unique tel que

a(u,v—u) > {p,v—u)Vv € M. (1.23)

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

w e M (1.24)
50000~ (o) = Mip{Fate0) - (e (1.25)

pour démontrer le théoréme on utilisera le résultat classique suivant :

Remarque 1.1.12 On vérife aisément qui si a (u,v) est une forme bilinéaire telle que

a(v,v) >0Vve H (1.26)
alors la fonction v — a (v,v) est conveze.

Corollaire 1.1.2 (Lax-Milgram ) Soit a (u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive.

Alors pour tout ¢ € H' il existe u € H unique tel que

a(u,v) = (p,v) Yv e H. (1.27)

De plus, si a est symétrique, alors u est caratérisé par la propriété

12



ue H et %a(u,u) —(p,u) = ]ye%z {%a (v,v) — (go,v)} : (1.28)

1.1.4 Topologie faible et compacité
[1] Sur 'espace E’ sont déja définies deux topologies :

a) La topologie forte (associée a la norme de E’),
b) La topologie faible o (E',E”).

On pourra définir maintenant une troisiéme topologie faible * que 1’on note o (E’,E). Pour
chaque x € F, on considére application ¢, : E' — R définie par f +— ¢, (f) = (f,z) . Lorsque

x parcourt E on obtient une famille d’applications (¢,) de E’ dans R.

zelE

Définition 1.1.7 (la topologie faible x) la topologie faible * : désignée aussi par o (E',E)
est la moins fine que la topologie la moins fine sur E' rendant continues toutes les applications
(Pa)zer -

Comme E C E” , il est clair que la topologie o (E',E) est moins fine que la topologie
o (E', E”). Autrement dit la topologie o (E',E) posséde moins d’ouverts (resp. fermés) que la to-

pologie o (E',E”) [ qui & son tour posséde moins d’ouverts (resp. fermés) que la topologie forte | .
Remarque 1.1.13 La topologie faible * o (E',E) est séparée .

Notation 1.1.14 Etant donnée une suite (f,) de E' on désigne par f, — f la convergence
de f, vers f pour la topologie faible o (E',E) . Afin d’éviter les confusions on précisera souvent

fu = f pour o (E',E), f, — f pour o (E',E") et f, — f fortement .

Proposition 1.1.3 Soit (f,) une suite de E'. On a
(i) [ £ 5 1 pour o (E/.B)| & [(fur) = (£ ) Vo € E]
(13) St f, — f fortement, alors f, — f pour o (E',E”).
Si f,, — f pour o (E',E") ,alors f, = f pour o (E',E).
(iii) Si fn — f pour o (E',E) alors || f,| est bornée et || f|| < lim inf ||f,]| .
(iv) Si f, = f pour o (E',E) et si x, — x fortement dans E, alors (f n,x,) — (f ,x).

Proposition 1.1.4 Soit ¢ : E' — R une application linéaire et continue pour la topologie

o (E',E). Alors il existe v € E tel que

13



p(f)=(f ) Vfe kL (1.29)

Remarque 1.1.15 Lorsque J n’est pas surjective de E sur E” ( i.e.El # E”) alors la topologie
o (E',E) est strictement moins fine que la topologie o (E',E”). Il existe méme des convexes
fermés pour o (E',E”) qui ne sont pas fermés pour o (E',E). Par exemple si ( € E” et ( ¢
J(E), alors

H={feFE; (. fl=a} (1.30)

est un hyperplan fermé pour o (E',E”) ;mais il n’est pas fermé pour o (E',E) . Retenons qu’il
existe deux types de convexes fermés dans E' :

a)- Les convexes fortement fermés [ou fermés pour o (E',E") — ce qui revient au méme.
d’aprés le théoréme |

b)- Les convezes fermés pour o (E',E) .

Théoréme 1.1.16 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) L’ensemble Bpy = {f € E'; ||f|| < 1} est
compacte pour la topologie faible x o (E',F) .

Remarque 1.1.17 On verra dans la suite (théoréme 1.2.11) que la boule unité fermée d’un
espace normé de dimension infinie n’est jamais compacte pour la topologie forte. On comprend

alors limportance fondamentale de la topologie o (E',FE) et du théoréme .

1.1.5 Espaces uniformément convexes

Définition 1.1.8 On dit qu’un espace de Banach E est uniformément convexe si Ve > 0

30 > 0 tel que [1]

(v, ye E, |y <1let|z—yl>e) = (HmQﬂH <1- 5) , (1.31)

On notera que cette définition fait intervenir une propriété géométrique de la boule unité

(qui doit étre bien ronde) et qu’elle n’est pas stable par passage & une norme équivalente.

1
Exemple 1.1.2 On prend E = R?. La norme ||z, = (|x1|2 + |x2\2) * est uniformément convexe

tandis que la norme ||x||; = |z1]| + |x2| n'est pas uniformément conveze.

14



Exemple 1.1.3 Les espaces de Hilbert sont uniformément convexes, de méme que les espaces
LP (Q) pour 1 < p < oo. Par contre L* (), L= (Q) et C (K) (K compact ) ne sont pas unifor-

mément convexes.
En effet ;

Théoréme 1.1.18 (Milman-Pettis) Tout espace de Banach uniformément convexe est ré-
flexif.
Exemple 1.1.4 .

1. Tout espace de Hilbert est réflexif, de méme que les espaces LP pour 1 < p < oco. De
maniére générale : tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif d’aprés le

théoréeme de Milman-Pettis.
2. Les espaces de Montel sont aussi réflexifs.

3. Les espace de suites [* et [* ne sont pas réflexifs. L’espace C([0,1]) non plus.

Remarque 1.1.19 [l est suprenant qu’une propriété de nature géométrique (uniforme converité)
entraine une propriété de nature topologie (réflexivité) . L uniforme convezité est souvent un ou-
til commode pour prouver qu’un espace est réflexif , Il convient de noter que cette propriété peut
ne pas étre conservée si on passe & une norme équivalente.Ainsi dans le cas du plan R?, la

norme |||, est uniformément convexe, alors que les normes |||, ou |||, ne le sont pas.

1.2 Espace [V, 1 <p <o

Dans toute la suite € désigne un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue dz. On suppose
que les notions de fonctions intégrables, de fonctions mesurables et d’ensemble négligeables [voir
par exemple Marle [1]] soit connus. On désigne par L' (2) I'espace des fonctions intégrables sur

2 & valeurs dans R. On pose [1]

1l = / f (@) d. (1.32)
Q

Quand il n’y aura pas d’ambiguité on écrira souvent L' au lieu de L' (Q) et [ f au lieu de
[ f (x) dz. Comme d’habitude on identifie deux fonctions de L' qui coincident p.p. =presque
Q

partout.
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1.2.1 Grands théorémes de convergences

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de convergence monotone Beppo Levi) Soit (f,) une suite
croissante de fonctions de L' telle que sup [ f, < oc.

Alors f, (z) converge p.p. sur Q wvers une limite finie notée f(x); de plus f € L' et

[foo = Fllr = 0.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,,) une suite
de fonction de L'. On suppose que

a)- fu(X) = f(z) pp. sur,

b)- il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |f, (X)| < g (x) p.p. sur Q.

Alors f € LY (Q) et || fo — fll;2 — 0.

Lemme 1.2.1 (Lemme de Fatou) Soit (f,) une suite de fonctions de L' telle que
(1) pour chaque n, f, (X) >0 p.p. sur Q
(2) Sup [ fn < o0.
Pournchaque x € Q on pose f () = JLIIC)lO inf f, (X).
Alors f € LY (Q) et
£ < lim inf f,. (1.33)

n—oo

Notation 1.2.3 On désigne par C. () Uespace des fonctions continues sur 2 a support com-

pact, c’est-a-dire C. () = {f € C(Q); f(x) =0 Ve € O\k ou k C Q est un compact } .

Théoréme 1.2.4 (théoréme de densité) théoréme de densité L’espace C.. (Q2) est dense dans
LY (Q); c”est-a-dire Vf € L' () et Ve > 0, 3f1 € C.(Q) tel que || f — fill;: <e.

Soient Oy C RN, Qy C RN des ouverts et soit F : Q; x Qs — R une fonction mesurable.

Théoréme 1.2.5 (Tonelli) On suppose que

/|F (x,y)| dy < oo pour presque tout x € § (1.34)
Q

et que

/d:c/ IF (2,1)| dy < oo, (1.35)

951 Qo

Alors F € L' () x Q3).
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Théoréme 1.2.6 (Fubini) On suppose qur F € L' (Q1 x Q).

Alors, pour presque tout x € ),

F (z,y) € L; (Qs) et /|F(:E,y)| dy € L} ().

De méme, pour presque tout y € §2o,

F(z,y) € L:(Q) et /F (z,y) dz € L, ().
951

De plus on a

/d:c/F(x,y)dy:/dy/F(x,y)dx:/ / F (2, y) dzdy.

Ql QQ Ql ><Qg

1.2.2 Définition et propriétés élémentaires des espace L?

Définition 1.2.1 Soit 1 < p < 0o ; on pose
LP(Q) = {f:Q — R; f mesurable et |f|" € L' (Q)}

On note

110 = | [ 17 @ da
Q

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

Définition 1.2.2 On pose L™ (2) = {f : @ — R; mesurable et 3 une constante C telle que

|f ()] < C p.p. sur Q} et on note .

[l e = Inf {C; [f (2)] < C pp. sur .}

Proposition 1.2.1 Pour 1 <p < oo, ||||;, est une norme .[1]

Remarque 1.2.7 Si f € L™ on a

\f(x)] < || fll e p-p. sur S

17
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En effet il existe une suite C,, telle que C,, — ||f|| .~ €t pour chaque n,|f ()| < C, p.p. sur

Donc |f (z)| < C,, pour tout x € O\ E,, avec E,, négligeable. On pose E = UE,, de sorte que
E est négligeable et Uon a | f (z)| < C, pour tout x € Q\ E,,.Par conséquent |f (x)| < || fl| ;0 pour
tout v € O\ FE.

Notation 1.2.8 Soit 1 < p < oo ; on désigne par p’ l'exposant conjugué de p.z’.e.% + z% =1.

Théoréme 1.2.9 (Inégalité de Holder) Soit f € LP et g € L avec 1 < p < 0.
Alors f-ge L' et
[ 1581 <1715 Il (1.43)

Remarque 1.2.10 [l convient de retenir une conséquence trés utile de [linégalité de Holder :

sotent f1, fa,...fr des fonctions telles que

1 1 1 1
fielPi() 1<i<kavec-—=—+—+..+— <1 (1.44)
p DP1 P2 Pk
Alors le produit [ = f1fa...fr appartient a LP (Q) et
11l e < WAl o 1Ll o - (1.45)

En particulier si f € LP () N L1(Q) avec 1 < p < q < o0, alors f € L™ (Q) pour tout

p <r <q etlon alinégalité dinterpolation

a 11—«

(03 a— \ 1
1l < WAIZ I ou T 0<a<1); (1.46)

Théoréme 1.2.11 (Fisher-Riesz ) L? est un espace de Banach pour tout 1 < p < 0.

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Théoréme 1.2.12 Soient (uy,...,u,) et (vq,...,v,) des réels (ou des complexes). Alors :

n n 1/2 n 1/2
D | < (Z |uk|2> <Z |vk|2> . (1.47)
k=1 k=1 k=1

18



Théoréme 1.2.13 Soient f,g € C ([0,1],R). Alors :

[a=([ m?)m ([ \9\2)1/2. s

Inégalité de Minkowski

Théoréme 1.2.14 On fait les mémes hypothéses que pour l'inégalité de Hmlder. Alors :

IN

(St )" < (Shul) " + (X puel) " (1.49)

(f15+a) " (/i) " (f1ar) " (1.50)

Théoréme 1.2.15 Soient (f,) une suite de LP et f € LP, tels que || f,, — f|l;» — 0.

Alors il existe une sous-espace extraite (fp,) telle que

(a) fu, (x) — f () p.p.sur Q
() | fn, ()| < h(x) Yk et p.p. surQ, avec h € LP.

1.2.3 Reéflexivité. Séparabilité. Dual de L?

Nous allons distinguer I’étude des trois cas [1] :

1 < p<x
p =1 (1.51)
p = (1.52)

ETUDE DE L” POUR 1< P < c©

Il s’agit du cas le plus favorable : L est réflexif séparable et le dual de L” s’identifie a L?'.

En effet ;
Théoréme 1.2.16 LT est réflexif pour 1 < P < co.

La démonstration est composée en plusieurs étapes. On montre d’abord la reflexivité de LP

pour 2 < p < oo en utilisant la premiére inégalité de Clarkson :
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Soit 2 < p < oo;ona

b 1

< S + lgll) V. g € 17, (1.53)
Lr

P Hf—g

Lr

On montre ensuite que LP est uniformément convexe pour 2 < p < oco.En effet, soit ¢ > 0

fixé. On suppose que

1l <1 Mgl < Let [If =gl > e (1.54)
On déduit de que

p

ENP
<1- (5) et donc <1 -6 (1.55)

f+yg
2

Lp Lr

avec

§=1- (1— (g)p>l >0 (1.56)

Par conséquent LP est uniformément convexe et donc réflexif.
Pour montrer que LP est réflexif pour 1 < p < 2. On utilise & cet effet la 2° inégalité de

Clarkson valable pour 1 < p < 2 :

P’ f . P’ 1 1 (pll)
g p p
=90 |2 - 1.
R e PR L (1.57)

=11

Lpr L

Cette inégalité est sensiblement plus difficile a établir que la 1"¢ inégalité de Clarkson ; voir

par exemple [1]

Théoréme 1.2.17 (Théoréme de représentation de Riesz ) Soit 1 < P < oo et soit p €
(LP).

Alors il existe uw € LP unique tel que

(o, f) = /Uf vfeLr (1.58)

De plus on a

[l o = 1l oy - (1.59)
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Remarque 1.2.18 Le théoréme est important. Il exprime que toute forme linéaire continue sur
LP avec 1 < P < oo se représente & Uaide d’une fonction de LY . L’application o — u est un
opérateur linéaire isométrique et surjectif qui premet d’identifier le dual de LP avec L¥ . Dans

la suite on fera systématiquement l’identification

(LP) = L¥. (1.60)
Théoréme 1.2.19 (Densité ) L’espace C. () est dense dans LP () pour 1 < P < 0.
Commencons par une définition et un lemme.

Définition 1.2.3 Soit 1 < p < oo ; on dit qu’ une fonction f : Q — R appartient o LV () si

loc

flgx € LP () pour tout compact K C §.

Lemme 1.2.2 Soit f € L} (Q) tel que

loc
/fu —0Vue (). (1.61)

Alors f =0 p.p. sur €.

Théoréme 1.2.20 L () est séparable pour 1 < P < co.

B/- ETUDE DE L'

Théoréme 1.2.21 Soit p € (L'). Alors il existe u € L® unique tel que

(o, f) = /Uf Vel (1.62)

On a de plus

[l oo = llepll gy - (1.63)

Remarque 1.2.22 Le théoréme affirme que toute forme linéaire continue sur L' se représente
a laide d’une fonction de L. L’application p — u est une isométrie surjective qui premet

d’identifier (L") et L™ on fera systématiquement lidentification

(LY = L. (1.64)
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Proposition 1.2.2 L’espace L' n’est pas réflexif.

En effet supposons (pour fixer les idées) que 0 € 2. Considérons la suite f, = «,1 B(0.2)
avec n assez grand pour que B (0,1) C Qet oy, = |B (0, 2) ‘_1 de sorte que || f, ][ = 1. Si L*
était réflexif il existerait une sous-suite extraite (f,, ) et fonction f € L' tels que f,, — f pour

la topologie faible o (L' ,L>°). Donc

/fnkso — /fw Vo e L™ (1.65)

Lorsque ¢ € C. (2\ {0}) on voit que [ f,,¢ =0 pour k assez grand. Il résulte de que

[ re=0v0— cia\fop. (1.66)

On appliquant dans 'ouvert O\ {0} a la fonction f (restreinte a 2\ {0}) on obtient que f =0
p.p. sur O\ {0}. Donc en fait f = 0 p.p. sur Q. Par ailleurs si 'on prend ¢ = 1 dans il vient
[ f =1 - ce qui absurde.

B/- ETUDE DE L* On a vu (Théoréme 1.2.21) que L*® = (L')". De ce fait, ’espace
L posséde quelques propriétés agréables . Entre autres, on a :
e (i) La boule unité fermée Br~ est compacte pour la topologie faible * o (L*° | L') Théoréme
e (i7) Si (f,) est une suite bornée dans L on peut en extraire une sous-suite qui converge
dans L* pour la topologie faible * o (L>° | L').
Toutefois L n’est pas réflexif ( sinon L' le serait d’aprés le corollaire et on sait que L' n’est pas réflex
Le dual de L™ contient L' ( puisque (L!) = L*) et il est strictement plus grand que L :

il existe des formes ¢ linéaires et continues sur L* qui ne sont pas du type

(p, f) = /uf Vfe L™ avec u € L. (1.67)

Remarque 1.2.23 Si le dual de L™ ne coincide pas avec L' on peut néanmoins se demander
a quoi ressemble (L) . En fait (L=)" s’identifie a I’ensemble des mesures de Radon surk a

valeurs dans C

Proposition 1.2.3 L’espace L™ n’est pas séparable.
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1.2.4 Convolution et régularisation

Dans tout ce paragraphe, sauf a la proposition et au corollaire on prend Q = RV,

Théoréme 1.2.24 Soient f € L' (RY) et g € LP (RY) avec 1 < p < 0.
Alors, pour presque tout x € RY la fonction y — f(x —y) g (y) est intégrable sur RY.
On pose

(fxg)(x)= /f (x —y)g(y)dy. (1.68)

Alors fxge LP (RN) et
1 * gl < Nfllp llgllzs - (1.69)

Notation 1.2.25 Etant donnée une fonction f on pose f () = f(—x).

Proposition 1.2.4 Soient f € L* (RY),g € L? (RY) et h € L* (RY).

Alors on a

/(f*g)hz/g(f*h>. (1.70)

Supports dans la convolution

La notion de support d’une fonction continue est bien connue : c¢’est le complémentaire du
plus grand ouvert sur lequel f est nulle ou, ce qui revient au méme, I’adhérence de 1’ensemple
{z; f(x)# 0}. Quand on travaille avec des fonctions mesurables il faut étre plus prudent —
puisque ces fonctions sont seulement définies presque partout — et la définition précédente ne
convient plus [ on pourra s’en convaincre en considérant 1, |. La définition appropriée est la

suivant :

Proposition 1.2.5 Soit Q € RY un ouvert et soit f une fonction définie sur Q & valeurs dans
R. On considére la famille de tous les ouverts (w;),c; , w; C §2 tels que pour chaque i € I, f =0
p.p. SUr w;. ON pose w = iLGJ[ Wij.

Alors f =0 p.p. sur w.

Par définition, Supp f = N\w.

Remarque 1.2.26 a)- Si f1 et fo sont deux fonctions telles que fi = fo p.p. sur Q, alors
sup fi = Supp fs.
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On peut donc parler du support d’une fonction f € LP (sans préciser quel représentant on choisit dans [
b)- Si f est continue sur Q on vérifie aisément que cette définition coincide avec la définition

usuelle.

Proposition 1.2.6 Soient f € L' (RY) et g € L (RY) . Alors

Supp (f *g) C Supp f+ Supp g (1.71)

Proposition 1.2.7 Soient f € C. (RY) et g € L}, (RY) . Alors

loc
frgeC(RY). (1.72)

Notation 1.2.27 C* (Q) désigne l’espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur

Q

C>®(Q) = QCk(Q) (1.73)
CH Q) = C*Q)NC.(Q) (1.74)
C®(Q) = C®(Q)NC,(Q) (1.75)

(certains auteurs utilisent la notation D (2) ou bien C§° () au lieu de C° (92))

Proposition 1.2.8 Soient f € C* (RY) et g € L}, (RY) ( k entier ). Alors

loc
fxgeC*(RY) et D*(fxg) = (D"f)*g. (1.76)

En particulier si f € C® (RN) et g€ L} (RN) , alors fxge C® (]RN) )

loc

1.2.5 Suites régularisantes

Définition 1.2.4 On appelle suite régularisantes (mollifiers en anglais) toute suite (pn),>, de

fonctions telle que

1
pn € CF (RN), Supp p, C B (0,—) , /pn: 1, p, >0 sur RY. (1.77)
n
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Dorénavant ou utilisera systématiquement la notation (p,) pour désigner une suite régula-
risante.
Remarqons qu’il existe des suites régularisantes. En effet, il suffit de fixer une fonction

p € C® (RY) avec Supp p C B(0,1),p > 0 sur RV et [ p > 0; prendre par exemple la fonction

1 :
Py S lz] <1
plr)y=¢ € (1.78)
0 si |z >1

On considére ensuite p, (z) = C,~p (nz) avec C = ([ p)f1 :
Proposition 1.2.9 Soit f € C (RN) - alors p, * f — f uniformément sur tout compact le RN .
Théoréme 1.2.28 Soit f € L” (RY) et soit 1 < p < co. Alors p, * f — f dans L” (RY).

Corollaire 1.2.1 Soit Q C R un ouvert quelconque. Alors C=° (Q) est dense L () pour 1 <

p<oo.l<p<oo.

Signalons enfin la question délicate suivante : Quels sont les ensembles de L' () qui sont
relativement compacts pour la topologie o (L', L*)?

La réponse est fournie par :

Théoréme 1.2.29 (Dunford-Pettis) Soit Q@ C RY un ouvert borné (pour simplifier) .Soit
F C L' (Q) un sous-ensemble borné.

Alors F est relativement compact pour la topologie o (L', L>) si et seulement si l'on a

Ve > 036 >0 tel que (1.79)
/|f| < eVfeF et VA CQ avec |A| < 0. (1.80)
A

Fonctions A valeurs vectorielles Soit Q2 un ouvert de RY et soit F un espace de Banach.
On définie LT (2 ;F) comme étant I’espace des fonctions définies sur €2, & valeurs dans E, mesu-
rables en un sens a préciser, telles que [ ||f (2)]|” dz < oo (modification usuelle pour p = 00) .
La plupart des propriétés rencontrées au?i sont encore valables moyennant des hypothéses conve-
nables sur F (E séparable, ou bien F réflexif) . Par exemple si E est réflexif et 1 < p < oo, alors

LP (Q; E') (voir par exemple Edwards [1], L.Schwartz[5] et Marale [1] si E est un Hilbert).Ces

espace jouent un role important dans la théorie des équations d’évlution (2 est alors un intervalle de R) .
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Théorie de ’'interpolation Citons un résultat impportant qui est le point de départ de

cette théorie.

Inégalité de Young

Théoréme 1.2.30 (Young ) Soient f € L (RY) et g € L7 (RY) avec

1 1 1
1<p<o0, 1<g<0et—=—-—+-—-12>0. (1.81)
r P 4qg
Alors
fege L (®RY) et If +gl < Il 1£1l,. (1582)

Pour la démonstration voir par exemple [1]
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Chapitre 2

Distributions et espace de Schwartz

introcution Il y a plusieurs raisons pour introduire la notion de distribution. Cer-
taines sont d’ordre purement physique (expérimental méme) alors que d’autres sont des raisons
plus mathématiques.

La définition naturelle de la transformée de Fourier d’'une distribution 7', devrait étre

Vo e D, (F(T),¢) = (T, F(p)) (2.1)

Mais il y a un probléme car on peut démontrer qu’'une fonction & support borné a une
transformée de Fourier dont le support n’est pas borné, donc si on ¢ € D est sir que F(yp)
n’est pas dans D sauf si ¢ est identiquement nulle. D’oul la nécessité de réduire les contraintes

que l'on a imposées a ’ensemble des fonctions test.

2.1 Distributions

Nous définissons les distributions de la fagon.

Définition 2.1.1 Une distribution est une application T qui & chaque fonction de fait corres-

pondre un nombre complexe T (¢) fini qui vérifie la propriété suivante
T (ap + b)) = aT (@) + T (V). (2.2)

pour tous nombres complexes a et b et toutes fonctions tests ¢ et v dans D.x
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Remarque 2.1.1 En termes algébriques, on voit donc qu’une distibution T est une forme
linéaire sur l’espace vectoriel D. D’otw la notation D' qui indique que [’espace des distrbutions

est en fait un espace dual de l’espace vectoriel des fonctions.

En théorie des distibutions on note en général T (¢) sous la forme (T, ¢) et on dit que la
distribution 7" est appliquée & ¢. L’espace des distributions D’ est aussi un espace vectoriel sur
C, il suffit pour cela de définir la somme T + T de deux distributions ainsi que le produit a7’

d’un nombre complexe a et d’'une distribution 7. On définit

(T + Ty, p) = (T1,¢) 4+ (T, ) Pour tout ¢ dans D (2.3)

a(T,o) = a(T,p) Pour tout ¢ dans D, pour tout a dans C (2.4)

La distribution nulle, quant & elle, est définie par

T=0< (T,p) =0 Pour tout ¢ dans D, (2.5)

Remarque 2.1.2 Remarquons qu’une telle définition est parfaitement raisonnable du point de
vue expérimental puisqu’elle veut dire qu’une quantité physique est nulle si et seulement si
n’importe quelle mesure représentée par ¢ donne un résultat nul.

Cependant, 1l n’est pas questtion de définir le produit de deux distributions quelconques entre

elles

2.1.1 Distributions réguliéres

Définition 2.1.2 Une fonction f est dite localement intégrable si elle est intégrable sur tout

intervalle borné (fini) . On note f € Li,. cette propriété.

loc

Exemple 2.1.1 A toute fonction localement intégrable on peut associer une distribution définie

par

Ty, 0) = / f (2) o (@) de, (2.6)

pour toute fonction test p dans D.
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Exemple 2.1.2 Etant données deux fonctions localement intégrables f et g sont égales presque

partout, les distributions associées sont égales,
Ty =Y, (2.7)
Théoréme 2.1.3
Ty =0« f(x) =0 pour presque tout x. (2.8)

Définition 2.1.3 Une distribution T est réguliére si elle est associée a une fonction localement

intégrable f.

Notation 2.1.4 Lorsque le contexte ne préte a aucune confusion, il est trés souvent plus simple

de noter T} tout simplement f.

Exemple 2.1.3 La fonction de Heaviside

1, stz >0;
H(z) = (2.9)

0, sinon.

définit la distribution de Heaviside H par
(H.0) = [H@)o@ o= [o(@)ds (2.10)
R R+
et la fonction 2H (x) — 1 = sgn (z) définit la distribution €, qui est aussi notée sgn(x).

2.1.2 Distributions non réguliéres

En fait, toute distribution qui n’est pas associée a une fonction localement intégrable est

dite non réguliére.

Exemple 2.1.4 La distribution de Dirac 0 a l'origine est définie par

(0,0) = @ (0) pour toute fonction test ¢ (2.11)

n’est pas réquliere.
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Exemple 2.1.5 La forme linéaire vp% définie par

e—0t xT T

1
<vp—, ¢> = lim / ¢(x)dx + /¢($)dx pour toute fonction test ¢ (2.12)
x
r<—¢ Tr>€
est une distribution non réguliére.

2.1.3 Dérivée d’une distributions

C’est une opération qui est toujours réalisable et cela autant de fois que I'on veut sur les

distributions!

Définition 2.1.4 Considérons une fonction x +— f (x) qui est dérivable a dérivée continue pour
tout x, on dit que c’est une fonction C1, et on note x — f' (x) sa dérivée. Les deux fonctions f
et ' définissent chacune une distribution que nous noterons aussi respectivement f et f' et on

a

(f',0)=—(f.¢) pour tout ¢ (2.13)

On vérifie que pour une distribution réguliére T associée a une fonction f qui est C', on

retrouve la formule précédente.

Exemple 2.1.6 a/- Pour une constante K on a K' = 0.

b/- H =

c/- (sign,) = 26

d :/ La dérivée p-ieme 6® de § est définie par <5(p), ¢> = (=1)P P (0), pour toute
fonction test ¢

e/ Les deuz distributions 0 et &' sont linéairement indépendantes, c’est-a-dire que si aet b

sont deux nombres complexes arbitraires ....finir

Théoréme 2.1.5 Formule des sauts. Soit une fonction F de classe C* par morceauz, on sup-
pose pour simplifier la présentation, qu’elle n’a de discontinuité qu’en un seul point a de l’aze
réel, on a

(Tf) = Tipry + 0uba (2.14)
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ot o, désigne le saut ( fin) de la fonction au point a, défini par : o, = lirrif(a +e) —
e—0
lim f(a —¢), Ty est la distribution réguliére associée a la fonction définie presque partout

e—0t

x— f(x).
La généralisation est immédiate au cas ou la fonction f possede N sauts aux points {ai}iv
N

(Ty)" = Typn + Z 0a;0q (2.15)

2.2 Distributions tempérées

Quel soit d-uple d’entiers naturels o = (v, ..., o) , quel que soit z = (z1,...,24) € R? ou

C?, on note

= x’fl...xgd, (2.16)

si 0% désigne la dérivée partielle d’ordre |a| = ay + ... + a4 définie par

0% =05} ..05% 0 (2.17)

[0

est une fonction |« fois différentiable (on utilisera aussi la notation 0“ pour les distributions).

Qu’est-ce qu’une distribution tempérée ?
On peut voir 'espace de Schwartz comme un ensemble de fonctions test premettant de définir
des < fonctions généralisées > que ’on appellera plus précisément des distributions tempérées.
Celles-ci n’auront pas nécessairement des valeurs ponctuelles mais seront définies au travers de
leurs valeurs contre les fonctions test .
Les distributions tempérées sur R comprennent tout d’abord toutes les fonctions ordinaires f

telles que fo € L' (RY) quel que soit ¢ € £ (R?) et

o / f(2) o (@) do (2.18)
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soit une forme linéaire continue sur £ (Rd) . ( Notons que puisque £ (Rd) est métrisable, la
continuité d’une forme linéaire équivaut a sa séquentielle. )
C’est le cas par exemple si f € LP (Rd) avec p € [1, +oo[. En effet, d’aprés I'inégalité de

Holder on a

£ @ 0@ ds| <18l 19l g (219)

L (R?) s’injectait continiment dans L” (R?) .
C’est le cas aussi pour une fonction f localement intégrable et a croissance au plus polyno-

maile, c’est-a-dire pour laquelle il existe k € N et C' > 0 tels que

I (2)] < C 1+ |z|)F, Vo e RY (2.20)

Car alors

/ f (1) o (2) dz| < / 1+ 2]t ¢ (@) d < Caogopm () / A+ ey ™de  (221)

R4 R4

pour m > d.
Définition 2.2.1 Une distibution tempérée sur R? est une forme linéaire continue sur L (]Rd) .

Etant donnée une distibution tempérée T on note généralement (T, ) 'image d’une fonction
test o € L (Rd) par T. En particulier, dans les deux exemples cités ci-dessus, on identifie la

fonction f avec la distibution tempérée Ty définie par

(Ty,0) = / f (@) ¢ (z) da. (2.22)

Remarque 2.2.1 Bien entendu, l’ensemble des distributions tempérées comprend aussi des
objets qui ne sont pas des fonctions. Le plus célébre d’entre eux, dont l'introduction est antérieure
au développement de la théorie des distributions par L. Schwartz, est la masse de Dirac §, définie
par

(0,0) = ¢ (0). (2.23)
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C’est clairement une distribution tempérée puisque

(0,9) < poo(p). (2.24)

On définie de méme 6, quel que soit y € R? par (d,,0) = ¢ (y).
La masse de Dirac est en fait une mesure de Radon, c’est-a-dire forme linéaire continue sur

I’espace des fonctions continues bornées.

Voici un autre exemple de distribution tempérée sur R. Il est basé sur la fonction f :
x # 0 +— 1/x, qui n’est pas localement intégrable. De ce fait, on ne peut pas la voir comme
une distribution tempérée. Cependant, on lui associe une distribution tempérée appelée valeur

principale de 1/x, en observant que pour tout ¢ € L (R),

Définition 2.2.2
im [ £ g, (2.25)
e\.0 T
|z|>e

existe et définit une forme linéaire continue sur L (R).

Remarque 2.2.2 L’expression vague de < fonction généralisée>> peut étre trompeuse (en laissant entendr
existe en effet des fonctions d’apparence anodine qui ne sont pas des distributions tempérées.
C’est le cas par exemple de la fonction analytique x — e” : son défaut est de tendre beaucoup

trop vite vers l'infini en +00; en particulier pour ¢ (x) = e ona fez2g0 () = 4o0.

L’espace L’ (Rd) L’ensemble des distributions tempérées forme évidemment un espace
vectoriel. Il est naturellement muni de la topologie duale faible, défnie par la convergence faible
* des suites : une suite de distributions tempérées (7},),.y converge vers T € L’ (Rd) si et
seulement si, quel que soit p € L (Rd) , la suite numérique ({1}, p)),,cy converge vers (T, p) .

Un exemple fondamental de convergence au sens des distributions est celui des approxima-
tions de 'unité, qui donnent une représentation de la masse de Dirac comm limite de suites de

fonctions C'*° & support compact.

Définition 2.2.3 On appelle approzimation de l'unité une famille de fonctions p.pour € > 0

telle que
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p.(x) =" (x/e), Vo € RY, (2.26)

avec p € D (]Rd) d’intégrale . (On suppose de plus p > 0.)

Notons que si (p,).-, est une approvimation d’unité alors par changement d’échelle on a

/ b (@) dz = 1, Ve > 0. (2.27)
Rd
C’est cette propriété fondamentale qui permet de montrer que p, tend vers § dans L' (Rd)

lorsque ¢ tend vers zéro. En effet, quelle que soit ¢ € £ (Rd) on a alors

/ pe () 0 (2) dz —  (0) = / 0. (2) (¢ () — 0 (0)) dx = / p() (o (ey) — o (0) dy.  (2.28)

Rd Rd Rd
Remarque 2.2.3 Cette derniére intégrale est fait prise sur un compact fixe (le support de p),

et comme @ est continue, elle converge vers zéro lorsque € tend vers zéro d’aprés le théoréme

de Lebesgue.

Un autre exemple tout aussi important de convergence au sens des distributions est fourni par
le lemme de Riemann-Lebesgue des distributions, il signifie en effet que la famille de fonctions

x — €“® tend vers zéro au sens des distributions lorsque ¢ tend vers +oo.

Définition 2.2.4 Ainsi on a deux exemples vraiment différents de convergence au sens des
distributions. Dans le premier on a un phénoméne de concentration autour de 0, vu pas les
distributions mais pas par les fonctions (notre que pour x € R*, p_(z) tend vers zéro), et dans
le second il s’agit d’oscillations & haute fréquence, vues par les fonctions mais pas par les dis-
tributions (la limite au sens des distributions se réduisant & la valeur moyenne des fonctions,

c’est-a-dire ici 0).

Probléme 2.2.4 Quid des distributions non tempérées ?

D’apres les injections continues et denses D (]Rd) — [ (]Rd) — J (]Rd) , on a
J' (RY) cl'(RY) c D'(RY), (2.29)
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ou D’ (Rd) est lespace des distributions (tout court) , c’est-a-dire des formes linéaires conti-
nues sur D (Rd), et ! (Rd) est l’espace des distributions a support compact, qui s’avérent étre

les formes linéaires continues sur | (Rd) :

Définition 2.2.5 Le support d’une distribution (tempérée) T est le complémentaire de l'union

de tous les ouverts wtels que
(T, ) =0, Vo € D(RY); supp ¢ Cw (2.30)

( sachant que le support d’une fonction ¢ continue est ’adhérence de l’ensemble des points
ot ¢ ne s’annule pas ).

Cette définition d’apparence alambiquée est cohérente avec la notion de support pour les
fonctions : si f est une fonction continue a support compact K, cela signife que le complémen-
taire de K,€) est l'intérieur de ’ensemble des points ot f s’annule; autrement dit, si x € § il
existe un owvert w C ) tel que f | w = 0, de sorte que [ fo = 0 quelle que soit ¢ € D (w);
réciproquement, si x € w tel que [ fo = 0 quelle que soit ¢ € D (w) alors f | w =0 et donc
x € Q. Par exemple, le support de la masse de Dirac § est réduit au singleton {0} ( et plus
généralement le support de §, est {y} ).

Tout fonction localement intégrable s’identifie a une distribution : si f € L} (]Rd) alors on

loc

peut lui associer Ty € D' (Rd) définie par
(Ty, @) = /f (x) ¢ (x)dz, Yo € D (Rd) ) (2.31)
R4

1

be (RY) — T} est injective. Par exemple, la

On remarque en notre que l’application f € L
fonction citée plus haut, x — v peut étre vue comme une distribution (' mais rappelons le, pas

comme une distribution tempérée).

2.2.1 Multiplication d’une distribution par une fonction

Pour généraliser le produit de fonctions, on peut définir le produit d’une distribution 7" par

une fonction 1 en posant

WT, ) = (T, ¢yp), (2.32)
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a condition que ’ensemble des fonctions test ¢ soit stable par multiplication par ¢. C’est le
cas pour toute fonction 1 de classe C'*° lorsque les fonctions test sont C'* & support compact :
autrement dit, quelles que soient 7' € D' (R?) et ¢ € | (RY), T € D’ (R?). Si de plus T est
une distribution tempérée, rien ne dit que T" soit encore une distribution tempérée. D’aprés les
résultats de stabilité de [ (Rd) vus plus haut, ce sera le cas si ¢ est elle méme une fonction C'*°
a décroissance rapide, ou si c’est une fonction polynomiale. Si T" est a support compact, alors
quelle que soit 1 € [ (Rd) , T est a support compact. A titre d’exemple, notons que zd n’est
rien d’autre que la distribution nulle, tandis que xv.p (1/z) s’identifie avec la fonction constante

égale a 1.

Remarque 2.2.5 En revanche, il est impossible de définir un produit < raisonnable > entre
distributions : il n’y a en tous cas aucune chance pour qu’il prolonge le produit des distributions

par les fonctions tout en étant associatif, car sinon on aurait
0=wvp. (1/x)(xd) = (v.p.(1/x)x) 0 = 6. (2.33)

Remarque 2.2.6 Rien n'autorise o multiplier une distribution par x — 1/x. D’ailleurs, on
montre qu’une distribution T vérifie T = 0 si et seulement si T = cd, ou ¢ est une constante
arbitraire. On en déduite par exemple que xT =1 si et seulement si T = v.p. (1/z) + ¢, ot ¢

est une constante arbitaire.

2.2.2 Dérivation au sens des distributions

La puissance de la théorie des distributions réside sans doute dans le fait que 'on puisse
dériver n’importe quelle distribution a n’importe quel ordre. La dédinition de la dérivée d’une

distribution est simplement obtenue par généralisation de l'intégration par parties.

Définition 2.2.6 Soient T une distribution (tempérée ou non) et o € N Alors la formule
(0°T, ) = (=1) (T 0°%) (2.34)

définit une unique distribution 0T (tempérée si T [’est).
1l faut prendre grade a ce qu’en général, la dérivée d’une fonction au sens des distributions

ne coincide pas avec sa dérivée au sens classique. C’est le cas notamment pour les fonctions
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dérivables par morceaux. L’exemple de base est celui de la fonction de Heaviside

H : R—R (2.35)
1, stx >0,
r — Hx)= (2.36)
0, stz <O.
En effet, par définition
+oo
Ty ) =~ Tn ) = [ @ e = (0) = (5.5). (237

0

c’est-a-dire Ty, = 0 ( tandis qu’au sens des fonctions, H' est définie et vaut 0 partout sauf
en 0, c’est-a-dire que H' se confond avec la fonction nulle ). Plus généralement, on a le résultat

sutvant.

Proposition 2.2.1 (Formule des sauts) Soit f : R — R de classe C' sur R™ et sur R,

évenuellement discontinue en 0 mais ayant des limites finies a gauche et a droite de 0. On note

1fl= 1iH;<ﬂ($) — lim/ (). (2.38)

Alors sa dérivée au sens des distributions est donée par
Ty =Ty +|fl0. (2.39)

La démonstration est une simple application de la formule d’intégration par parties. On
vérifie facilement que la formule de Leibniz s’étend au produit d’une distribution par une fonction

de class C°.

La dérivation fournit de nouveaux exemples de distributions, avec motamment les dérivées

de la masse de Dirac. En particulier, la dérivée premiére de 6 € I' (R) est définie par
(0", 0) = —¢'(0). (2.40)
Remarque 2.2.7 D’aprés la formule de Leibniz généralisée, on a pour tout 1p € J (R),

(18) = ¢'6 + 4. (2.41)
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11 faut toutefois prendre grade au fait que 18 ne se réduit pas simplement a1 (0) &' : le calcul
montre que
48 =1 (0)8 = (0)4, (2.42)
de sorte que la formule de dérivation du produit ci-dessus s’écrit aussi
(66) = (1 ' (0)) 6+ (0) 8’ = 1 (0) 9. (2.43)

Le résultat général sutvant montre que les dérivées de la masse de Dirac jouent un role trés

important.

Théoréme 2.2.8 Toute distribution dont le support est réduit au singleton {0} est une combi-

naison linéaire finie de dérivées (au sens des distributions) de la masse de Dirac en 0.

Indication Pour la premiére, se ramener par des changement de variable apporpriés au cas

m =0, d =1, puis en résolvant par exemple une équation différentielle, au calcul de / e‘x2d:z:;

R
pour la seconde, appliquer le théoreme de Cauchy a la fonction

z; Rez <0+ <ezH5”’”2, gp> (2.44)
ou €l (Rd) est fixée, utiliser le premier résultat de faire un passage a la limite.

Convolution On généralise facilement la convolution des fonctions a la convolution d’une
distribution tempérée avec une fonction C'*° a décroissance rapide. En effet, si ¢ € [ (]Rd) alors
quel que soit z € R? la fonction y — 1 (z — y) appartient aussi & la classe de Schwartz. Par

conséquent, quel que soit T € I’ (Rd) , on peut définir une fonction 7" * 1) = ¢ * T par

(T y) (z) = (T, ¥ (x—")). (2.45)
L’exemple fondamental est la convolution par la masse de Dirac :
(0% ¢) (x) = ¢ (z). (2.46)
De facon générale, T" x 1) définie comme ci-dessus est une fonction C'*°, de dérivées
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O (T ) () = (T, 9 (a —-)). (2.47)

Toutefois son comportement & l'infini n’est pas évident. Du coup on peut se demander si
c’est méme seulement une distribution tempérée. La réponse est heureusement affirmative. En

effet, pour tout ¢ € I (R?),

/ (T ) (@) (z)dz = / (T, oz~ ) o (z)de (2.48)

Rd Rd
<T, /90 (x =) p(z) dx> (2.49)
R4
par linéarité de T et de l'intégrale ( ceci demanderait quelque justification ), c’est-a-dire
encore

[ @0 @@= (T v, (2.50

R4
ou ¥ (z) := ¢ (—x). Ceci est en fait un moyen de définir 7" * ¢ directement comme une

distribution tempérée, en posant

<T * w, 90> = <Tv w * 30> ’ VSO €l (Rd) : (2'51)

On voit ainsi facilement que le lien entre produit de convolution et produit ordinaire via la

transformation de Fourier, exprimé dans la formule

Flox) =F(p) F (), (2.52)

se généralise au produit de convolution entre [ (]Rd) et ' (]Rd) :

F(Tx)=F((T)F@). (2.53)
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En effet,

(F(T*v), @) = (Txt, @)= (T, wxg) = (T, 7' (¥+7)). (2:54)

Or, d’apres (2.51) et la formule d’inversion de Fourier

1
F 1) (z) = F(®)(—x), 2.55
(@) () = 15 a7 (@) (-a) (2:55)
FL0x) = n)' Frw)e=(F(9)) o= v (2:56)
On en déduit la relation attendue :
(Floxv), o) =(F@W)F ), ¢). (2.57)

2.3 Espace de schwartz

Définition 2.3.1 Une fonction f : R? — R est dite a décroissance rapide si elle est indéfini-
ment différentiable et si pour tout o, 3 € N | P, 5 (f) = sup ‘x“@ﬁf (x)| < oo . L’ensemble

z€R4
des fonctions a décroissance rapide est l’espace de Schwartz, noté S (Rd) .

Remarque 2.3.1 Il est facile de voir qu’ une fonction est a décroissance rapide si et seulement

st le produit de toutes ses dérivées par n'importe quel polynome tend vers 0 en l’infin.

Définition 2.3.2 Une fonction f : R? — R est dit a croissance Lente si elle est indéfinie-
ment différentaible et si pour tout o € N¢ | il existe C, € R et q, € N tels que |0°f (x)| <
Co (1+||z]). Cet espace noté Oy (RY).

Remarque 2.3.2 Les fonctions & croissance o lente sont donc, elle et lerus dérivées, o crois-

sance au plus polynéme a linfini.

Proposition 2.3.1 S (]Rd) muni de la famille dénombrable de semi-normrs (payﬁ)(a B)eNdx N
est un espace de Fréchet qui s’injecte continmient dans ¢, (Rd) et LY (Rd) , pour tout p €

1, 00] .
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Remarque 2.3.3 Il est parfois plus commode de remplacer les semi-normes pa. g (f) = sup |x°‘35f (x)’
par la famille ¢m, 5 (f) = sup (1 + HmHz)m ‘Oﬁf (:1:)‘ avec (m, 3) € N x N, on obtient bien sir
la méme topologie.

Les fonctions teste sont un cas particulier de fonctions o décroissance rapide :
Proposition 2.3.2 D (Rd) — S (]Rd) avec injection continue et a image dense.
S (]Rd) est un espace de Montel :
Proposition 2.3.3 Les compacts S (Rd) sont les fermés bornés.

Théoréme 2.3.4 Tous les opérateurs suivants sont des applications linéaires continues de

S (Rd) dans lui-méme :

(i) Les translations 7, pour a € R : 7, f (x) := f (z — a),

(i1) Les dilatations dy pour A € R* = d\f (z) == f (z/)\),

(i11) Les dérivations 0* pour a € N9, 9°f (x) := 02r...0%4 f,

(1v) La convolution par un élément g € S (Rd) g* f(x f g(x— (y) dy,
(

v) La multiplication par un élément g € Oy (R?) : (gf) (z ) =g(z) f(x),

Remarque 2.3.5 La transformation de Fourier : F () = [ f(z)e ™dx. Cette der-
R4

niére est méme un isomorphisme d’algébre de (S (Rd) , ) sur ( ( ) dont l’inverse est

Fl:o—@2mn) % :

Théoréme 2.3.6 Le point (iv) peut-étre précisé légérement : en réalité si g est une fonction
dont le produit avec tout polynome est intégrable ( i.e. g € L} (]Rd) - voir le cours) , alors la
convolution par g définit également un opérateur linéaire continu de S (Rd) dans lui-méme

(sans aucune hypothése de régqularité sur g) .

Remarque 2.3.7 Les deux derniers points sont les principales différences avec D (Rd). La sta-
bilité par trans-formée de Fourier un nous permettre d’étendre cette-ci a une classe particuliére

de distributions.
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Distributions tempérées

Définition 2.3.3 La dual topologique de S (Rd) est noté S’ (Rd) , c’est l’espace des distrbutions
tempérées. On le munit dans toute la suite de la topologie faible-x.

L’injection o image dense D (Rd) — S (Rd) se renverse quand on passe au dual :

Proposition 2.3.4 Si S € & (]Rd) , la restriction T de S a S’ (]Rd) , est une distribution sur

R? wvérifiant pour une certaine constante C' , un certain entier ¢ € N et toute fonction test ¢ :

(T.o)| <0 sup  (1+2)")[0% ()] (2.58)
z€RY |a|<q
Inversement, une distribution T' vérifiant une inéqgalité de la forme précédente se prolonge

de fagon unique en une distibution tempérée.

Proposition 2.3.5 Une distribution a support compact est tempérée. Une distribution tempérée
est nécessairement d’ordre fini.
On sait que tout élément de L}, (R?) définit une distribution. Ce résultat tombe en défaut

dans le cas des distriutions tempérées : il faut imposer une condition de comportement a l'infini

aux fonctions pour s’assurer que celles-ci définissent bel et bien une distribution tempérée :

Proposition 2.3.6 Il existe des fonctions f € L}, (Rd) telles que Ty me se prolonge pas en
une distribution tempérée. Une condition suffisante pour assurer que Ty se prolonge en une
distribution tempérée est l'existence de m € N et de p € [1 , oo| tels que la fonction z —

(1+ ||x||2)_m f () appartiennent L? (R?).

2.3.1 Opérations sur les distributions tempérées :

Proposition 2.3.7 Soit T une distribution tempérée et o € N La distibution 0T est une

distribution tempérée. L’opérateur T — O0*T est continu de S’ (]Rd) dans lui-méme.

Proposition 2.3.8 -Définition : Soit T' une distribution tempérée et g une fonction a croissance
lente. L’application définie sur S (Rd) par ¢ — (T | gp) est une distribution tempérée appelée
produit de T' par g et notée g-T. L'opérateur T — g - T est continu de S’ (]Rd) dans lui-méme.

Comme S’ (Rd) est stable par convolution, on peut définir gratuitement le produit de convo-

lution d’une distribution tempérée et d’une fonction & décroissance rapide :
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Proposition 2.3.9 -Définition : Soit T € S’ (R?) et v € S’ (R?). Lapplication définie sur
S (Rd) par o — <T - g0> est une distribution tempérée appelée produit de convolution de T
par ¢ et notée Y xT. L’application T — 1p xT est continu de S’ (]Rd) dans lui-meéme.

Remarque 2.3.8 Dans le méme esprit qu’une remarque effectuée précédemment, cette défini-
tion peut-étre considérablement généralisée : la convolution peut-étre définie exactement de la

méme maniére avec un élément de LY (R?) .

2.3.2 Transformée de Fourier des distributions tempérées

Théoréme 2.3.9 -définition : Soit T € S’ (Rd). L’application définie sur S’ (]Rd) par o +—

(T, @) est une distribution tempérée appelée transformée de Fourier de T ou ¥ (T).[?, 2, 7]

Théoréme 2.3.10 Soit T € S’ (]Rd) . L’application définie sur S (]Rd) par o — <T B! ((p)>
est une distribution tempérée appelée transformée de Fourier inverse de T et notée F~* (T'). Les
applications linéaires F et ¥~ sont continues de S’ (Rd) dans lui-méme et inverses l'une de
Uautre.

Comme d’habitude toutes ces définitions prolongent le cadre fonctionnel connues se généra-

lisent :

Proposition 2.3.10 Soit T une distribution tempérée. Pour tout k € [1 , d| on a Ot = i T

et 8kT = —Ek\T

Remarque 2.3.11 Les produits sont biens définis car les distributions sont tempérées et les

fonctions polynémiales !
Proposition 2.3.11 Soient T € S’ (R?) et p € S (R?), alors oxT =0T

Théoréme 2.3.12 Si T est une distribution a support compact, sa transformée de Fourier est

une fonction a croissance lente, i.e. T € Oy (]Rd) et une expression de celle-ci est donnée par

T(C) = (T ,er) owec: s e <,

Remarque 2.3.13 On sait que l’ensemble des distributions & supports compacts coincide avec

lz dual de ™ (Rd) : le crochet a bien un sens.

Proposition 2.3.12 Soit T' une distribution a support compact. La convolution par T est un

opérateur linéaire continu de S (Rd) dans lui-méme et deS’ (Rd) dans lui-meéme
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2.4 Transformées de Fourier des distributions

2.4.1 Transformée de Fourier dans 5’

Pour toute fonction f de L' (R) ou de L? (R), la distribution [f] est une distribution &

croissance lente & l'infini ( car elle ne croit pas a I'infini ) donc dans S’. Et on a :

Vpe s +/OOF (f) W) e (y)dy = +/Oof (z) F () (z) dx (2.59)
En effet h N
+/OOF(f) W) y)dy = 70 70]” )exp (=2imyx) dz | ¢ (y) dy (2.60)
- 7700]6 ) exp (—2imyz) ¢ (y) dedy (2.61)
= 70 +/Ooso(wexp(—2myar)dy f (@) da (2.62)
~ Tf@:ww) (x) da (263)

donc on a ([F'(f)],¢) = ([f], F(¢)). On peut donc généraliser a toute distribution tem-

pérée la notion de transformée de Fourier.

Définition 2.4.1 Soit une distribution tempérée T (T € S’) on appelle transformée de Fourier

de T la distribution tempérée notée F (T) définie par :

Vo elS, (F(T), ¢) = (T, F(¥)) - (2.64)

La transformée de Fourier inversr F~1 (T est définie par :

Vo e S, (FTU(T), ¢) :< FTI’( ) > (2.65)
@
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Dans le cas ot f € L' (R)U L? (R), F (f) existe au sens des fonctions, [f] une distribution

tempérée et sa transformée de Fourier est la distribution tempérée associée & la fonction F (f) :

F([f1) = [F ()] (2.66)

On a bien une généralisation de la transformée de Fourier des fonctions.

Exemple 2.4.1 Transformée de Fourier d’un Dirac ¢,.

On a:
Vo € 5 (F(da),) = (0a; F(¢)) = F (¢) (a) (2.67)
= / exp (—2imva) ¢ (v) dv = ([exp (—2imva)|, ¢). (2.68)
d’ou
F (0,) = [exp (—2imva)| = exp (—2imva) . (2.69)

On omet souvent les crochets quand il est clair qu’il sagit de distibutions. On a en particulier :

F(5)=1. (2.70)

Exemple 2.4.2 Transformée de Fourier de la distribution tempérée associée a la fonction
constante égale a 1 (fonction qui n'est ni L' (R) ni L? (R) et dont la transformée de Fourier au

sens des fonction n’existe pas!).

(F(1),9) = (LF(p) = /F(sa) (v) dv = /exp (2imv0) F () (v)dv  (2.71)
= FTUF(9)(0) = 9 (0) = (5,¢) (2.72)

donc
F(1)=4. (2.73)



Voici quelques résultats utiles concernant la transformée de Fourier de distributions tempé-

rées usuelles.

F(8p) =1 et F (1) = d. (2.74)
F((t—a))=e ™" et F (™) =§(v—a). (2.75)
F (5<m>> = (2im0)™ et F (t™) = ﬁdw (2.76)

F (Zé(t—n)) =Y 5(w—n) etF(Zé(t—n@)) :%25(11—%). (2.77)

nel nez nez

Les deux derniéres formules, qui concernent le peigne de Dirac, ne sont pas simples & démon-
trer mais elle sont d’une importance capitale pour comprendre le lien entre un signal continu
et le signal échantillonné.

D’une maniére générale, la transformée de Fourier d’une distribution tempérée a des pro-
priétés similaires & celles vues pour les fonctions de L' (R) ou de L? (R).

Voici ces propriétés.

Théoréme 2.4.1 La transformée de Fourier est une application linéaire bijective de S’ dans
S et on a :

FHF(M)=F(F'(T)=T. (2.78)

FH(T)(v) = F(T)(~v). (2.79)
On retrouve aussi les propriétés du produit de convolution.
Théoréme 2.4.2 Si les quantités ci-dessous sont définies et dans S" alors on a :
F(S*xT)=F(S)F(T) ee F(S-T)=F(S)xF(T). (2.80)
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Le produit de convolution et les transformée de Fourier des distributions tempérées usuelles
permettent de démonter facilement que la transformée de Fourier des distributions tempérées

vérifie les mémes propriétés que la transformée de Fourier des fonctions.

Théoréme 2.4.3 Propriétés de la transformée deFourier des distibutions tempérée

F(T') = 2imvF (T) et F(T) = F (-2intT). (2.81)
F(T™) (v) = (2irv)" F(T)(v) et%:}?((—%mﬂmT) (v)  (2.82)
F(T'(t—a)) = e ™ F(T) et F(e*™T) =F(T)(v—a). (2.83)
F(T (at)) (v) = ﬁF(T(t)) (g) (2.84)

Preuve. En effet considérons par exemple la transformée de Fourier de la dérivée 17", on

sait que 7" = § = T, en utilisant (1.78) et (1.74) qui donne F (§") = 2imv, on obtient
F(TY=F(@*T)=F()F(T)=2invF (T). (2.85)
De méme, par exemple la transformée de Fourier de la translatée :

F(T(t—a))=F(0,*T)=F(8,) F(T)=e ™ F (T) (2.86)

Mais il y a aussi des propriétés propres aux distributions tempérées.

Théoréme 2.4.4 S50 T est une distribution tempérée a support borné alors la suite des trans-

formées de Fourier F' (T) est une distribution réguliére associée & une fonction de classe C*°.

Théoréme 2.4.5 Si la suite de distributions tempérées T,, tend vers T alors la suite des trans-
formées de Fourier F (T,) tend vers F (T).
Cette propriété n’est pas vérifiée dans le cas des fonctions comme on peut le voir sur des

exemples.
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Chapitre 3

Espaces de Sobolev

3.1 Motivations et théorie élémentaire

Considérons le probléme suivant. Etant donné f € C ([a, b]), Trouvez une fonction u

satisfaisante

—u" +u=f sur |a,bl,

3.1
u(a) =u(b) =0. 31

Une solution classique ou forte du probléme (3.1) est une fonction de classe C?. 1l est
bien connu que (3.1) peut étre résolue explicitement par un calcul trés simple. Ignorons cette
fonctionnalité afin d’illustrer la méthode sur cet exemple.

Multiplions (3.1) par ¢ € C! ([a, b]) et intégrons par patties, on obtient :

/%0 ¥ /so - /abfso Vo e O ((a.b). ¢(a) = (b) = 0. (3.2

Notons que (3.2) a un sens dés que u € C* ([a,b]) alors que (3.1) nécessite deux dérivées sur
u. En fait, il suffit de savoir que u,u’ € L' (a,b) Ou «’ a encore un sens a préciser. Disons (pour
le moment) qu’une fonction u de classe C'! qui satisfait (3.2) est une solution faible de (3.1)

Dans ce qui suit, on donne les éléments et les étapes principales de 'approche variationnelle
(souvent utile dans la théorie des équations différentielles partielles) :

Etape A : La notion de solution faible devra étre précisée. Cela implique I'intoduction des
espaces de Sobolev.

Etape B : L'existence et I'unicité d'une solution faible est établie par une méthode varia-
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tionnelles via le théoréme de Lax-Milgram.

Etape C : On exige que la solution faible soit de classe C?(par exemple) : il s’agit d’un
résultat de régularité.

Etape D : Une solution classique est récupérée en remarquant que toute solution faible qui
est C? est une solution classique.

Effectuer I’étape D est trés simple. Supposons que u € C? ([a,b]) ,u (a) = u (b) = 0,et que u

satisfait (3.2). Intégrons (3.2) par parties, nous obtenons;

b
/ (" +u— flo=0Yp e C (a,b), ¢la)=p(b) =0 (3.3)

et donc

b
/ (—u” +u—f)p=0VpeCl(a,b)). (3.4)

11 suit, selon un résultat de densité, que —u” +u = f p.p sur (a,b) et donc partout sur [a, b]

puisque u € C?([a, b]).

3.1.1 Premiéres propriétés

Définition 3.1.1 Soit Q un ouvert de RY. Pour m € N et 1 < p < 400, l’espace de Sobolev,
noté WP (Q) , est constitué des fonctions de LP () dont les dérivées partielles jusqu’a [’ordre

m, au sens des distributions, s’identifient o des fonctions de LP ().
N

Pour ces dérivées, on pose o = (auq,...,an), |a| = > «a; et on utilise la notation :
1

ololy,
D%y = . 3.5
Y 0%121...0Nx N (3:5)

L’espace de Sobolev d’ordre m s’écrit donc :
WP (Q) = {u e LP(Q) | Va e NV, |a| <m = D € L" (Q)}. (3.6)

Remarque 3.1.1 (sur la structure des dérivées dans un espace W'* (Q)) Pour se rendre
compte plus précisément de la signification de : u € WP (Q), on peut utiliser la notion de dé-
rivée, au sens usuel, des fonctions absolument continues.

Soit u € WP (Q). Alors, pour tout i, cette fonction u est absolument continue sur presque
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toutes les paralléles au vecteur e; de la base de RN et dérivée Oyu au sens usuel de u, qui
existe alors parsque partout dans €2, est une fonction de LP () qui est égale p.p. a la fonction
dérivée au sens des distributions. Réciproquement, si u € LP () est absolument continue sur
persque toutes les paralléles a e;, et ceci quel que soit i, avec des dérivées O;u € LP (), alors
ueWhr (Q).

Il résulte que siu est de classe C* dans Q, lappartenance u € W? (Q) se vérifie en montrant
que les fonctions u et O;u sont dans LP (). Cette propriété est utilisée dans les exemples qui

suivent.

Remarque 3.1.2 Pour p = 2, il est d’usage de remplacer la notation W™? (Q) par H™ (1) .

[5]

Remarque 3.1.3 Lorsque 0 = RY, on peut, en utilisant les transformées de Fourier ( —
U (¢) des fonctions u de L* (RY) , donner la définition équivalente :

m,/ 2

w2 (RY) = H™ (RY) = {ue L2 (RY) | ¢— (1+1¢)"™ " a(Q) € 12 (RY) }.

Exemple 3.1.1 Dans la boule Q = B (0, 1) de R?, cherchons sous quelle conditions la fonction
u définie, sauf a Uorigine, par u (z, y) = zy (2% + y2)_ﬂ, ot 3 > 0, est un élément de H' (2).

Plus précisément, montrons que u € H' (Q) si et seulement si 3 < 1. Lintégrale de |u|2
sur B existe si 5 — 45 > 1, laquelle se traduit par < 3,/2. En effet, en coordonnées polaires,

[intégrant s’écrit précisément :
|ul® rdrdf = =% (sin 6 cos 0)> drdf. (3.7)
Pour la dérivée, en x par exemple, au sens habituel,
Opu =y (2* + y2)_6 — 2027y (2% + y2)_’8_1 . (3.8)

FElle est continue sauf en (0,0). L’intégrale de son carré se compose de trois termes ot les
puissances de r sont d’exposants égauxr a 3 — 403, donc tous supérieurs strictement a — 1, si et
seulement si la condition 5 < 1 est réalisée. Puisque la fonction est symétrique en x et y, on
en déduit que u et ses dérivées sont alors dans L? (B), ce qui implique d’ailleurs, d’aprés la
remarque précédente que ce sont des dérivées au sens des distributions.

Ceci terminer la preuve de la condition nécessaire et suffisante énoncée ci-dessus.
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Exemple 3.1.2 Soit, dans l’espace RN la boule unité ouvert Q = B (0, 1). On pose : r? =
g:a:]? Soit u définie par u(z) = (1 —7)° (—In (1 —7))* o a est un réel quelconque et 3 > 0.
Oln cherche les conditions sur o et 3 pour que u soit dans WP (Q).

Supposons o < 0. La fonction u est continue dans B sauf au point x = 0. Le logarithme
étant équivalent a r®, la fonction |u|’ est sommable sur B sous la condition N — 1+ ap > 1,

c’est-a-dire o« > —N /p. La dérivée au sens ordinaire, en x1 par exemple, s’exprime par

X1

Ohu () = —=[1- P In (1 =) B (1 —7)| + af. (3.9)

Sa seule singularité se situe en x = 0 et, comme le logarithme est équivalent & r*~*, on
obtient l'appartenance a LP (B) sous la condition 1 —a < N /p. Donc, pour p < N, la fonction
u est dans W' (B) sous la condition 0 > a >1— N /p.

Si o > 0, u se prolonge continiment sur B et, quel que soit p > 1, u est un élément
de LP (B). Si > 1, cette dérivée est continue et bornée sur 2, donc appartient a LP (B). Si
0 < 8 < 1, lutilisation de la formule de Fubini montre qu’elle appartient a LP sip (8 —1) > —1,

c’est-a-dire : 5 > 1—1,/p. Sous cette condition, les dérivées ordinaires appartiennent o LP (B) .

Par conséquent, u € W' (B). On laisse au lecteur l'étude du cas p (8 —1) = —1.

Exemple 3.1.3 Soit, dans R?, "ouvert
Q={(z, y) |0<z<], 2F <y<22*}, (3.10)

ot k > 0 est donné. On étudie, pour a € R, Uappartenance de (z,y) — u(x,y) = y* auzx
espace H™, pour m € {1,2,3,...}.

Si o > 0, la fonction u est continue par prolongement sur 9S), donc u € L* (). La dérivée
premiére D u (x, y) = ay® ! ne peut étre prolongée au point z = 0 par continuité si « < 1. Elle

est cependant dans L? () si l'intégrale

1 [ 22"
/ /yQO‘_Qdy dx (3.11)
0 k

existe, ce qui se traduit par (2 — 1)k > —1. On en déduit que, pour tout k > 0, on a

we HY(Q) sia>1,/2—-1/2k
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La dérivée d’ordre 2 appartient a L* (Q) si (2a — 3) k > —1, soit encore a > 3,2 —1,/2k.
Sous cette deniére condition, on o u € H* (B). C’est le cas, par exemple, lorsque k = 1,/6 et
a > —3/2 cas ot u peut étre non bornée sur ).

On peut continuer. On trouwve que la condition d’appartenance & H™ (§2) peut s’écrire :
(2a —2m+ 1)k > 1. On en déduit que l'on peut choisir, m étant donné, « et k, pour obtenir

cette appartenance.

Proposition 3.1.1 L’espace W™P () muni de la norme définie par :

> ID%ul g

« y J—
OgﬁgmHD Ul gy siP =400,

’p
] st1<p<+oo

[ullyme) = (3.12)

est un espace de Banach. Pour p €]1, +o0l, cet espace est uniformément conveze, c’est donc

un espace réflexif. L'espace H™ (), muni du produit scalaire :

(u,v) = Z (D%, D) 12(qy 5 (3.13)
0<|a|<m

est un espace de Hilbert.

Une preuver est proposée dans l’exercice. Beaucoup de propositions de ce chapitre portent
sur l’apporozimation des fonctions de WP (Q) ou sur la densité de certains sous-espaces. Pour
de tels problémes, on utilise souvent un recouvrement de ’ouvert ) par une famille d’ouverts
{A;}.

On admettra qu’alors on peut associer a un tel recouvrement une famille de fonctions {(%) }

dit partition de 'unité subordonnée a ce recouvrement de S par les A;

Définition 3.1.2 Une partition de ['unite de classe C'™° subordonnée a un recouvrement ouvert
{Aj}jeN de louvert () est un ensemble de fonctions v; vérifiant :

(1) Pour tout j, la fonction 1; est dans C* (), positive et a support contenu dans A;.

(2) Pour tout compact K de S, un nombre fini seulement de fonctions ¢, ne sont pas

identiquement nulles sur K.

(B) Ve e Q, > ¢;(z) =1
jEN
On utilise d’ailleurs une telle partition dans la proposition qui suit, permettant [’approrima-

tion par lintérieur des fonctions de WP (Q), lorsqu’on ne fait aucune hypothése de régularité
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sur Q). Cette proposition permet, par exemple, de remplacer dans les calculs, notamment lors

des preuves des théorémes d’injection de Sobolev, les fonctions de W™P (QQ) par des fonctions

C=(Q). [5]

Proposition 3.1.2 Soit Q un ouvert quelconque de RY. Alors le sous-espace C* (Q)NW™? (Q)
est dense dans W™P (Q).

- On commence par le cas de Q2 = RY. Soit u € W™ (]RN ) . On considére une suite régu-
larisante x — p. () = 1,/eN p(x,€) et un réel 6 > 0. Dans la section en particulier dans la
preuve du théoréme.

on a vu que la fonction p.*u € C'™ (RN) et ses dérivées, lesquelles satisfont & D (pe x u) =

pe * D%u, sont des éléments de LP (RN) et aussi qu’il existe eq tel que, pour € < €g,on ait :
|lu—pe*ul, <0 et, Va, |af <m, || D% —p.* D%, <9. (3.14)
On en déduit que p. xu € W™P (RN ) et qu’il existe une constante C,, telle que :
[t = pe x llyymp < Cd, (3.15)

ce qui termine la démonstration dans le cas de RY.
e Soit maintenant un owvert Q #| RY. On utilise un recouvrement ouvert {Q}jen- de Q,
défini par :
Q={zeQ|z| <jCy etd(z,00) > Cy/j+1}. (3.16)

Les constantes Cy et Cy sont choisies pour )y # &. Cette suite d’ouverts bornés est crois-
sante et recouvre Q. En posant alors : Qy = Q_1 = &, on définit la suite d’ouverts {A;} telle
que : Aj; = Qj+2\m, avec : Ag = o, A1 = Q5.

La famille {A;} constitue encore un recouvrement ouvert de ) et on vérifie facilement que,
si|lj—j'| > 3 alors : A; N Ay = @. Soit alors {wj} une partition de ['unité associée au

recouvrement {A;} . Soit aussi €; assez petit pour que, € étant donné, on ait, & la fois :

VJ > 2, A]+B(O, €j> C Aj,1U AJU AjJrl, (317)
iz 0 o (V) = (950) [y < g (3.18)
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On considére alors la fonction v\®) définie par :

—+00

v = Z (p=, * (¥u)) - (3.19)

0

Cette fonction est bien définie car la somme du second membre est localement finie. On

déduit des inégalités précédentes que v© € W™P ().
+o00o
En utilisant u =) (wju) , on peut terminer la preuve par l’inégalité :
0

+0o0
||U(E) - unm,p(Q) S Z ||p5j * ('QDJU) - (wju) HW’"%P (320)
0
+oo e
0

Corollaire 3.1.1 (1) Soient u € W' (Q) et v € W' (Q) ou p et p' satifont a la condition
1/p+1,/p = 1. Alors, le produit uv appartient o WHt (Q) et :

Vi e [1,N], 0(uv) = udyv + vo;u, (3.22)
toutes les expressions figurant dans cette égalité ayant un sens, compte tenu des hypothéses.

(2) Soit u appartenant & W' (Q) . Alors |ul¥ " u e WH(Q) ainsi que |u|™ avec :

\% (]u|N) = N|u|N?uVu et V <|u]N_1 u) = N |u|N " V. (3.23)

Remarque 3.1.4 Dans (2), WYY (Q) peut étre remplacé par W19 (), pour q €]1, oo; le
résultat est alors :

Soit u € WY (Q). Alors |u|* " u et |u|? appartiennent o W' (), avec
V (Ju] u) = qlul” Vu et V (Ju]?) = qlu]”? uVu. (3.24)

Preuve du corollaire.
(1) Par proposition précédente, il existe une suite {u, } C C* (Q)NWP (Q) qui converge vers

u dans WP (Q). Alors, au sens du produit d’une fonction de classe C* par une distribution,
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on a :

0; (unv) = 0; (up) v + upO;v. (3.25)

Passons a la limite au sens des distributions dans le membre de gauche de cette égalité. On
@0 € LH(Q) et lugo — uvl s < =l o]l — 0.

On en déduit que {u,v} — uv dans L', a fortiori au sens des distributions.

Alors, par une propriété des distributions, 0; (u,v) — 0; (uv) au sens des distributions. De
méme, puisque u, — u et Oyu, — Oyu dans LP, le second membre converge au sens de D' ().
Le passage & la limite donne ainsi l'égalité et, en outre, Uappartenance 0; (uwv) € L', d’ou
uw € WhH(Q).

(2) Soit une suite u,, € C* (Q) N WP (Q) qui converge vers u dans W (Q). On montre

facilement que le gradient de \un\N est donné par
N Jun |V 7wy [Vt - (3.26)

. N-2 N-2 _
Puisque N |u,|" “u, converge vers |ul" “u dans LN/N=Y et que Vu, converge vers Vu
N 2 . N-2 N-2 1
dans L*, on en déduit que N |u, u, Vu, converge vers N |u uVu dans L. En outre
J 7
, N N . . o
puisque |u,|" — |ul” dans L', cette convergence a lieu aussi dans D' (). Le passage a la limite

nous fournit donc l'identité :
v (\uyN) = N [u|V "% uVa. (3.27)
Enfin, en utilisant Hoélder avec les exposants conjugués N/ (N — 1) et N, on a :

N—1/N 1/N

/’V(]u\N)’da: <N /\uyNdx /|vu\Nd:c . (3.28)

Q Q

On a done prowvé que [u|™ " u e W (Q).

. . . , N-1
Le raisonnement est analogue pour la deuxiéme affirmation concernant le gradient de |ul Uu.

Corollaire 3.1.2 Soit u € WP (Q), ce qui signifie que, pour toute fonction ¢ € D (Q), on a
ou € WP (Q) . Soit xg le point (z),t) € Q ot x) € RN ett € R. On désigne par B' (x),r) x]—

r, r[, dont l'adhérence, pourr assez petit, est incluse dans ). Alors, pour presque tous les couples
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(a',t) et («/, 1) d’éléments de B* (xo,7), on a :

t
u (2 t) —u (2 t) = /8Nu (2, s)ds. (3.29)
t/
Preuve du corollaire

e Pour (t, ') € (| —r,7[)* et 2’ € B' (), r), posons
t
v(z') = /8Nu (2, s)ds. (3.30)
t/

On montre que v € LP (B’ (zf,r)). Comme B* (x¢,r) C Q, la fonction (z',s) — Onu (2, s)
est dans LP (), donc sommable en s sur lintervalle [t',t] inclus dans | —r,r|. Il en résulte que
v est persque partout définie sur B' (xf,r). Ensuite, en utilisant les formules de Holder et de

Fubini, on a pour tout couple (t,t') :

ol = [ | wutatss) as| o (331
B//
t/
< / it — ! / Owu (', s)[" dsda’ (3.32)
B’ '
< -t / O (2)[F de < +o (3.33)
B*

Soit {u,} une suite de C*> (B*) N W? (B*) qui converge vers u. On définit la suite {u,}
sur B'. On peut, de méme, extraire de la suite {unj} une sous-suite {ug(n)} qui converge p.p.

vers u sur B*. Les fonctions uq(,) étant réguliéres, on a :

t/
Ug(n) (T, ) — U@y (2!, t) = / ONUo(n) (T, §)ds = V() (27). (3.34)
¢

En utilisant la convergence p.p. des deux members, on obtient la formule du corollaire.
Une autre conséquence du théoréme est trés, en particulier, dans les procédés de prolonge-
ment d’une fonction de W™ (Q) en une fonction de W™ (RY) lorsque Q est un ouvert <

Lipschitzien > . Ce procédé nécessite un changement de variable pour une fonction de W™ (Q) .

Corollaire 3.1.3 Soient deux ouverts bornés Q0 et ' de RN et une fonction a réalisant une
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L étant de plus toutes deux lipschitziennes. Soit p donné > 1.

bijection de Q' sur Q, a et a”
Alors, si uw € WP (Q), la fonction composée u = wu o a est dans WP ('), les dérivées de v
au sens des distributions sont fournies par les formules habituelles de dérivation des fonctions

composées et il existe une constante C (|Val|, ), dépendant de |Val|_, telle que :

o allyrogy < € (IValo lulying) - (3.35)

Preuve du corollaire

o Soit une suite {u,} de WP (Q) N C>®(Q) qui converge vers u dans WP (). La fonc-
tion y — v, (y) = uy (a(y)) est lipschitzienne dans Y, a fortiori sur toutes les paralléles a
I'un quelconque des axes de cooordonnées y;. Comme le caractére lipschitzien implique [’absolue

continuité, on en déduit que v,, est p.p. dérivable dans Y et que :

N

pp-y €, i (vn) (y) = D95 (un) (a(y)) i (a) (y). (3.36)

1

Utilisons alors le lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Les ouverts Q et Q' étant bornés, soit a une bijection continue de ' sur ) telle
que a~ ' soit lipschitzienne. Alors, siu € LP (2), on auoa € LP () et il existe une constante
¢ telle que 100l gy < ¢l q0)-
Poursuivons la preuve du corollaire en utilisant ce résultat. En Uappliquant a 0; (u, — u),
I'inégalité du lemme fournit :
(%)
10: (un) 0 a = 0; (u) 0 all iy < €10 (un) = 0 ()| 1o - (3.37)

Comme on sait que 0; (u,) — Oyu dans LP (), on en déduit que {0; (u,) o a} converge vers
Oiuoa dans LP (). Il en résulte, en utilisant (x) et les hypothéses selon lesquelles les ouverts
et les dérivées 0; (a;) sont bornés, que la suite {0; (v,)} converge dans LP () wvers la fonction
é::(aiu oa)0;(aj) qui est dans L? (V). L’inégalité (%) fournit alors, par un passage & la limite

pour une sous-suite :
N

pp.y €, di(uca)(y) = (u)(a(y)) dila)(y). (3.38)

1
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Puisque ces dérivées, au sens p.p., sont dans LP (), ce sont, d’aprés la remarque des dé-
rivées au sens des distributions. D’aprés le lemme, on a : uoa € LP (), il en résulte que uoa €
W () . Par aillewrs [ all < €l g €105 (00 @) gary < ¢ Nl 19 (@)l gy
On en déduit I’existence d’une constante C' qui ne dépend que des constantes de Lipschitz de a
et a~* telle que : [[u o allyrpgy < Cllullysg) -

Preuve du lemme

Dans ce qui suit, on note L la constante de Lipschitz de a='. On se sert toujours de la suite

{u,}. En recouvrant ¥ par un nombre fini n, de N-hypercubes C}, d’aréte 2n et en polongeant

up o a par 0 hors de ', la définition de la Riemann-intégrabilité de |u, o a|’ nous fornit :

/Iun (a (y)I dy = lim > @)Y inf fu, (a ()l (3.39)

yeCy

On peut supposer que tous ces hypercubes sont tels que Cy, C Y. Soit y, le centre de Cy, d’ow
= a(yr) € Q. Siz € d(a(Cy)), les propriétés de a impliquent y = a~* (z) € dCy. Donc,
comme |yr —y| > n, on a pour les distances dans RY : n < |y —yp| = |a7t (z) —a™' (z)| <
L|x —xi|. On en déduit que a (Cy) contient la boule de centre xy, et de rayon n/L, d’ou

mes (a (Cy)) > wyn™ /LN > K mes (Cy), ott K ne dépend que de N et L. On en déduit la

magoration :
N 1 I
;mes (Cr) inf Jun (@) < E;mes (a(Ck)) inf fun ()" (3.40)
< %/’“n ()| dz. (3.41)
Q

Un passage a la limite, lorsque n — 0, fornit ainsi :
()
1
/|un (a ()" dy < K/Iun ()| da. (3.42)
Q

Q/
On peut trouver une sous-suite Uy(n) qui converge p.p. vers u. Le lemme Fatou donne alors
le résultat du lemme & partir de (xx) .
On donne maintenant pour WP une définition utilisant des approximations de dérivées par

des opérateurs de translation.
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Proposition 3.1.3 57 1 < p < 00, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) ue Whe,
(2) u € LP(Q) et il existe une constante C > 0 telle que, w étant un ouvert d’adhérence

mncluse dans €2, on a :
Vh e RY, [h] < d(w,090) = [|Thu — ull jp,y < Ch]. (3.43)

Dans le cas p =1, la propriétén (2) doit étre remplacée par :

(2") Pour chaque ouvert w d’adhérence incluse dans €, il existe une constante c (w) telle que
¢(w) <C, c(w) = 0 lorsque [w| — 0 et |[Thu — ull 1,y < c(w) |A].

Preuve de la proposition

e On suppose 1 < p < —+o0o. Montrons d’abord que (1) = (2),lorsque la translation est
paralléle a un vecteur de base.

Soitu € WP (Q),w C Q, e; le i-iéme vecteur de la base canonique de RY er hy = d (w, 99).
Alorsw C Q implique hg > 0 et, si |h| < hg, on a limplication x € w = x+he; € Q. Le corollaire

fournit alors, pour tout h tel que |h| < hy et pour presque tout x dans w, ’égalité :

h

u(x+ he;) —u(x) = /&-u (x + se;) ds. (3.44)
0
Done, en utilisant Hélder :
h
lu(x + he;) —u(z)|P < |h[P / |0;u (z + se;)|” ds. (3.45)
0

Puisque |u|’ € L' (), on peut intégrer cette inégalité sur w, d’ot, a l’aide de Fubini et on

observant que l'on a w+ B (0,h) C Q2 :

h

/|T;wiu —ulf (z)dz < |n[P! // |0;u (z + se;)|” dxds. (3.46)
w 0 w
2" 10wl o o - (3.47)

IN

L’¢lévation de cette inégalité o la puissance d’exposant 1/p fournit la propriété (2) pour la
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translation Tpe,.
Pour h € RY, il suffit, lorsque h satisfait a la condition w + B (0,h) C Q, de remplacer

0; par la dérivée suivant la direction de h, a savoir Opu = Vu - (h/ |h]). Finalement, on a la
1

2

propriété (2), la constante qui y figure étant, par exemple, C' = <§: H@m”ip(w))
e Montrons maintenant (2) = (1). 1
Soit u vérifant (2). Il s’agit de prouver que O;u € LP(w). Soit, en posant h = 1/n par
exemple, la suite {Tpe,u —u/h} de distributions sur w. On sait que cette suite converge dans

D' (w) vers la distribution O;u. Cela signifie :

(%)
Vo € D(w), <$ <p> — (O, ¢) . (3.48)
Or, grace a la limite, lorsque h — 0, dans cette inégalité nous donne, l’aide de (x), l'inéga-

lité : (Oiu, @) < C ||l - Or, puisque p' < oo, D (w) est dense dans L¥ (w). La distribution

Oiu définit donc une forme linéaire sur LY (w) et l'inégalité précédente devient :

Vg € L (w), [0, 9) < C llgllw( (3.49)

w)

ce qui prouve que Oyu est continue sur LP' (w). Elle s’idetifie donc & une fonction de LP (w)
dont, en outre, la norme satisfait a ||8iu||Lp(w) < C. Cela étant vrai pour tout ouvert w rela-
tivement compact dans €2, on en déduit, en utilisant une suite croissante de tels ouverts, sur
lesquels les normes dans LP de O;u sont uniformément bornées, que dyu € LP (). Ce résultat
étant ensuite vrai quel que soit i, il en résulte u € WP (Q), ce qui termine.

e Cas ou p = 1. Pour l'implication (1) = (2'), le raisonnement reste celui qui précéde et on

voit dans linégalité qu’on peut utiliser une constante c(w) < [ |Vu(x)|dz qui tend donc
w+B(0,h)
vers [ |Vu(z)|dx quand h tend vers 0. En particulier puisque Vu € L', cette intégrale tend

vers 0 lorsque mes (w) — 0 (au sens de lebesgue) .

Inversement l'inégalité de (2') donne, par un argument analogue a celui du casp > 1, que Vu
est dans le dual de C.(Q2), ce qui signifie que Vu est une mesure. Comme cette est estimation
ne dépend pas du support de ¢, on en déduit que Vu est une mesure bornée.

De plus, Uinégalité [ |Vu| < ¢(w) montre que la mesure Vu est absolument continue par

rapport & la mesure de lebesque, ce qui montre que Vu € L' (w). Puisque w est arbitraire et que

¢ (w) est borné indépendamment de w, on conclut Vu € L' (w).
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Remarque 3.1.5 Dans le cas p = 1, il apparait dans la preuve précédente que la condition

(2) relative & p > 1 implique seulement l'appartenance uw € BV (), espace des fonctions a

variation bornée .

Définition 3.1.3 Soit Q un ouvert de RN, borné ou non. On note Wy"? () l’adhérence de
lespace D (2) dans W™P (Q) au sens de la norme |||, -

Trouver une caratérisation intriséque des fonctions de Wy () n’est pas évident en général
et dépend fortement de la structure de Q. Dans le cas Q = RY, une méthode de troncature et

de régularisation permet de montre :

Proposition 3.1.4 L’espace D (]RN) est dense dans W™P (]RN) , donc :
WP (RY) = wi'? (RY). (3.50)

Preuve de la proposition
e Soit u € WP (RYN), et n € N*. Soit ¢, (x) = ¢ (x/n). Alors la suite u,, définie par

U, () = @ (z/n)u(z), converge vers u dans LP de ces expressions par :

1/p
1
Sl | [0 (3.51)
n
z|>n
qui tend donc vers 0 puisque j > 1. On en déduit que :
|Da ((pnu) - Daulp < |Da (@nu) - @nDau|p + |SOnDau - Dau|p (352)

est la somme de deur quantités qui tendent vers 0.

On utilise ensuite une régularisation. Si p est une fonction réqularisante, on lui associe
pn (z) = nMp(nz) et u, = p, * (pyu). Alors{u,}, suite de fonctions appartenant a D (RY)
converge vers u dans W1P.

D’une maniére générale, on verra que, sous des conditions de régqularité concerant €2, il
suffira que la prolongée u de u par 0 hors de 2 apartienne a W™P (]RN ) pour qu’ on puisse

conclure & la propriété : u € Wy (Q).

Remarque 3.1.6 On proposera plus loin un résultat de densité de C*! (ﬁ) dans W™P () dans

le cas ot Q) est lipschitzien.
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Injections de Sobolev pour W™P (RN )

Rappels de définitions d’espace fonctionnels Les entiers ;7 > 0 étant donnés, on
définit la famille des espace Cg (RN ) par :

CI (RY) = {ue ¢V (RY) |Va e NN, |af < j, IK,, [[D@u|| < K.}

Leurs sous-espaces C’g’A (RN ) , ol A est un réel strictement positif, sont constitués des fonc-

tions de C’Z (RN ) telles que, si |a| < 7, alors :

3Cp, Yo,y € RY, | D@y (2) — D@y (y)] < Cop |z —y|*. (3.53)

Soit 2 un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue. On désigne par L' (Q2) les fonctions

intégrables sur 2. On définit pour 1 < p < oo

LP(Q)={f:Q—R; f mesurable, |f|" € L' (Q)}, (3.54)

et L>(Q) ={f:Q — R; f mesurable telle que 3C/ |f (z)| < Cp.p.} .

On rappelle que les espaces LP sont de Banach, que 'on vérifie 'inégalité de Holder. On
note la norme sur L? (Q2) [|-[|,. Si 2 est borné, la suite des espaces L (§2) est décroissantes.

Signalons que si (f,) converge vers f dans L? (Q2), alors il existe une sous-suite qui converge
presque partout vers f. Les fonctions continues & supports compacts dans €2 sont denses. Comme
pour les espaces de Hilbert, si 1 < p < 400 on peut faire 'identification du dual de L? () par
LP (Q) avec % + z% = 1. On peut représenter le dual de L* (§2) par l’ensemble des mesures
bornées.

Rappelons le théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogrov :

Théoréme 3.1.7 Soit 2 un ouvert de R" et w CC Q. Soit F' un sous-ensemble borné de L ()

avec 1 < p < 0o. On suppose que pour tout € > 0, il existe § > 0, § < d (w,R™) tel que
If C+h) = fOllppey <& YheR" |h] <6,Vf e F. (3.55)

Alors F' |, est relativement compact dans L™ (Q) .

Dans la suite I désinage un intervalle de R.
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3.2 L’espace de Sobolev W7 ()

On appelle I'espace de Sobolev W (I) | I'ensemble des fonctions de LP (I) dont la dérivée

au sens des distributions est encore une fonction de L? (I), c’est-a-dire :

Définition 3.2.1 On définit ’espace de Sobolev W' (I) par

Wh? (1) = {u € LP(I); 3g € LP(I) telle que /W' =— /g(p,Vgp e C} (1)} . (3.56)
I I

Pour w € WY (I), on note g = u'. Si p =2 alors on note H* (I) = W2 (I). Il est claire
que pour tout u € WP (I),
lullyrs = llull, + 11, (3.57)

Proposition 3.2.1 L’espace WP (I) ; est un espace de Banach. L’espace H' (I) est un espace
de Hilbert.

La preuve est immédiate par définition et complétude des espaces LP.

Théoréme 3.2.1 Soit u € WP (I); alors il existe une fonction v € C°(I) telle que u = v

presque partout sur I et

v(z)—v(y) = /90 u' (t)dt, Yo,y €T (3.58)

Preuve. Soit zy € I fixé, on pose w (z) = f;o o (t) dt.
La fonction w est continue, (par définition si p = 1, par Holder sinon) et est bien prolongeable

par continuité aux bornes de I. Par Fubini si I =]a, b] alors pour tout ¢ € C (1)

/]W' _ / (/ ’()dt) ’(x)dx+/m:</m:u’(t)dt)gp’(a:)d:v (3.59)
o ) ’(:v)d:c+/m: </:u'(t>dt) J(@)dr  (3.60)

L (L

/ ( o' ( >u'(t)dt+/x:(/tbcp'(x)dx)u’(t)dt

= / o (t —/bgo(t)u'(t)dt (3.62)
[

~

3.61)

Zo

@ (t) ' (t) dt. (3.63)

on vérifie donc au sens des distributions que w’ = «'. Sur tout segment J C I, on a au

sens des distributions (w — u)" = 0 donc il existe une constante C telle que u = w + C presque
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partout, on a bien v = w + C € C°(I). De plus par Chasles

v(z) —v(y) = /fﬂ u' (t)dt, Ve,y €1 (3.64)

Proposition 3.2.2 Soit u € LP (I) (avec 1 < p <| 00). Alors u € WP (I) si et seulement si il

existe une constante C' telle que

e
I

Preuve. L’implication est immédiate, on obtient la réciproque par représentation des es-

< Cllely Ve e G (1). (3.65)

paces duaaux des espaces LP. m

Théoréme 3.2.2 ( Opérateur de prolongement) Soit 1 < p < oco. Il existe un opérateur
de prolongement P : WP (I) — WP (R) linéaire et continue tel que :

i) P(u) |;=u, Yu € WP (I).

i) ||P (u)l, < Clull,, Yu e WP (1),

i) [|P (U)HWLP(]R) <C HUHWLP([) , Yu e WH(I),

ot C ne dépend que de la mesure de 1.

Preuve. Dans le cas I =|0, +00[, on fait un prolongement par réflexion.

Dans le cas I =]0, 1[, on introduit une fonction p, C!, décroissante, qui vaut 1 si z < }1 et
O0siz> %. On prolonge alors toute fonction u en @ brutalement par 0 en dehors de /. On note
que @ = pt + (1 — p)@. On constate que pi et (1 — u) @ sont des fonctions de WP sur des

intervalles non-bornés, on peut alors appliquer le premier cas. m

Théoréme 3.2.3 ( Densité) Soit v € WP (I), avec 1 < p < oo. Il existe une suite de

fonctions régquliéres a supports compacts qui converge vers u.

Preuve. En utilisant 'opérateur de prolongement non peut se ramener au cas ou I = R.
On montre alors le résultat par convolution et troncature.
On considére (p,,) une suite de fonctions régulairsantes, (¢,,) = (C (%)) une suite de fonctions

de troncatures, et on étudie u, = (,, (p, *u). =
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3.2.1 Injection continue

Théoréme 3.2.4 L’espace WP (I) s’injecte de maniére continue dans L™ (I) pour tout 1 <
p < 0.

De plus si I est borné, alors

i) Uinjection de W' (I) dans C° (I) est compacte pour tout 1 < p < oo,

ii) Uinjection de WYt (I) dans L7 (I) est compacte pour tout 1 < q < oo,

Preuve. 1) injection continue

On peut supposer I = R par prolongement.

Pour 1 < p < 00, on définit G (¢) = |t[""" . On note que G est C* et G’ (t) = p|t|" . Siu
est C*! alors

G (u) (z) = / ()P () ds. (3.66)

Donc par Holder |Jul%, <p HuHZ*l |||, - On conclut par densité.
2) injection compacte pour p > 1

On note que pour tout u dans la boule unité de W' (T)

u(z) —u(y)] <

Yy
[ dt\ < Wl — ol (3.67)

On conclut par Ascoli.
3) injection compacte pour p = 1

Soit he R,etwCItelqueVer e, z+hew

/w|u(m+h)—u(a;)\da: _ /w

/ T di] de (3.68)

1
< / h] / W (& + hs)| dsdz (3.69)
w 0
1
< / |h|/|u’(x+hs)|dsdx (3.70)
0 w
< A1, - (3.71)

Donc

/ u(z+h) —u(z)|"de < (2 ||U||oo)q_1/ Ju (2 +h) —u (@) dz < C[h[(2|lull )" ],
) ) (3.72)
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On en déduit la compacité dans L? (w) par le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogrov. De
plus comme [ est borné, en choisissant w assez grand on a |[ul| o ) < C'[Jul[%, €, on obtient
alors compacité dans L7 (I).

On déduit dans le cas d’un intervalle non-borné de I'injection continue dans L et la densité

des fonctions réguliéres & support compact. m

Proposition 3.2.3 Si I est non-borné et u € WP (I) alors
limu (x) = 0. (3.73)

|z|—00

Conclusion 3.2.5 On déduit des résultats précédents que dans tous les cas les fonctions de

u € WP (I) sont définis aux bornes de I.

3.3 Théoréme de Trace

Etant donnés Q un ouvert de R” et m € NU {oo}, nous introduisons les notations

Cm (@) ={f: Q—=R|3IU€O®), DC QI eC™ () tq f|2=f}, (3.74)

et

Cr (@) ={f:Q-R|[3IU cOM"), QC,If, eCy (M) tq. /| 2=f}  (3.75)

3.3.1 Théoréme de trace pour R’ et applications

Dans cette section, nous traitons le cas ol

Q=R" :={z = (2 2,) = (21,...,2,) € R" | 2, > 0},

(3.76)
=00 =R x {0}

Proposition 3.3.1 L’espace C§° (@) est dense dans H' (Rﬁ) .
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On peut bien-sir parler de la trace d’une fonction v de C§° (M) sur R"1 x {0} : on définit

o (v) par
Yo (v) (2') = v (2',0), pour tout 2’ € R" 1. (3.77)

11 est clair que l'on a v, (v) € C° (R™™Y) . On a le lemme important suivant.

Lemme 3.3.1 Pour toute v € C§° (M) , on a7y, définie par s’étend en une application linéaire

continue de H' (R") dans L* (R""'), telle que
Vv e H' (Ri) » o <U>||0,R"*1 < ”U”l,m : (3.78)

Remarque 3.3.1 Nous utiliserons également la notation ugrn a la place de 7, (u).

Théoréme 3.3.2 Soit v, l'application trace de H' (R) dans L? (R"™'). Pour tous u et v dans
H' (R7%), on a les égalités (formules de Green)

fanx r)dr = — fR" (x)dx, 1<j<n-1,

ng v () Opu () dz = fR” - fRn—l Yo (v) (27) 7o (u) (') dz’.
(3.79)

Théoréme 3.3.3 Soit v, l'application trace de H' (R'}) dans L? (R"™'). On a Uégalité

HE(RY) = {u e H (RY) | o (u) = 0} (3.80)

3.3.2 Théoréme de trace pour un ouvert ) et applications
Nous admettrons le résultat suivant, dont la démonstration est plus technique, que diffcile.

Théoréme 3.3.4 Soit ) un ouvert borné de R™ dont la fontiére OS2 est une sous-variété fermée
de classe C* (avec k > 1) et de dimension(n — 1). AlorsC* (Q)est dense dans H'(Q) et
lapplication qui a v dans C'™ (ﬁ) associe vy,(v) = v | IQ se prolonge en un opérateur linéaire

continu v, de H' () dans L* (0S2) , appellé opérateur de trace.

Théoréme 3.3.5 Soit v, lapplication trace de H' () dans L? (0S2). Pour tous u,v € H' (Q)

on a l’égalité (formule de Green)

/Q v (&) Byu (z) dz = — / u () Oy () de — / 7o (0) () %0 (w) () vjo (d'),  (3.81)

Q
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ot v = (vq,...,v,) est la normale unitaire a O dirigée vers l'intérieur de § et ot o d “esigne

la mesure naturelle sur OS).

Théoréme 3.3.6 Soit v, lapplication trace de H' () dans L* (0S). On a l’égalité
Hy (Q) ={ue H (Q) | v (u) =0} . (3.82)

Remarque 3.3.7 Les résultats précédents s’étendent au cas ot la frontiére OS) est seulement C*

par morceaux (penser au cas ot Q) est lintérieur d’un rectangle de R* ou bien d’un parallélépipéde

de de R?).

3.3.3 Cas de l’espace H?>

Soit un ouvert de R” dont la frontiére est assez réguliére et soit w € H? (). En particulier
est dans H' () et on peut donc définir sa trace 7y, (u) sur le bord 99 de 'ouvert. Les fonctions
dju, pour 1 < j < n sont également dans H' (Q) et on peut donc définir leurs traces 7, (9;u)
sur le bord de €. On définit la dérivée normale intérieure de u le long de 02 (au sens faible)

par

n

() =Y vy (), (3.83)

J=1
et on utilisera également les notations vet % (comme ci-dessus, le vecteur normal unitaire
le long de 0f) est dirigé vers l'intérieur et noté v = (vq, ..., v,)).

Siu,v € H* () et si la frontiére est assez réguliére, on a la formule de Green

—/QvAudx:/QMu,dv) da:—l—/(m (v - u)vo (dz) (3.84)

3.3.4 L’espace W, (I)

Définition 3.3.1 Pour 1 < p < co, on définit et on note W, (I), la fermeture de C* (I) dans
W (I). On note H} (I) = Wy (I).
Par densité on sait que si [ =R, WP (I) = WP (I). On montre que W, (I) est 'ensemble

des fonctions de WP (I) qui s’annulle aux bornes de I.
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Théoréme 3.3.8 Soit u € W (I), alors u € Wy (I) si seulement siu =0 sur O1.

Preuve. L’implication est immédiate par 'injection continue dans L™ (7).
Pour la réciproque, on considére une fonction ¢ € C* (R) telle que

p(t)=0 silt| <1 (3.85)

p(t)y=1t silt|l>2.

p(nu)

On posé alors pour u € WP (I) tel que v = 0 sur 91, u, = . On montre que la suite

(u,) convient. m

Proposition 3.3.2 ( Inégalité de poincaré) On suppose que I est borné. Alors il existe une

constante C' telle que

lullwro < 11, Yu € Wo™ (I). (3.86)
Preuve. Il suffit de montrer que u (z) = "o/ (t)dt si I = [a,b] et u € Wy (I). On conclut

par l'inégalité de Holder. m

3.3.5 Quelques applications
On s’intéresse a un probléme de la forme
—u” 4+au' +bu=f sur|0,1]

u(0) =« u(l)=p

On peut donner un sens a cette équation pour f € L*(]0; 1) et u € H* (]0; 1[). On parle

(3.87)

alors de formulation faible :

ue H'(J0; 1))
fol u'v' +a fol u'v + bfol uv = fol fv, Yo e Hj (]0;1]) (3.88)
u(0) = a, u(l)y=p

On traite alors d’abord le cas des conditions de Dirichlet homogéne

u € H' (]0; 1[)

(3.89)
fol u'v' + afol u'v + bfol uv = fol fu, Yv € H} (]0; 1])
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On constate que ce probleme est de la forme

ue H
A(u, v)=(f, v) Yoe H

(3.90)

avec A une forme bilinéaire et H un espace de Hilbert. On peut essayer de voir si les
conditions de Lax-milgram peuvent s’appliquer.

En faisant apparaitre une fonction réguliére satisfaisant les conditions aux bornes du pro-
bléme initial, on montre comment conclure sur l’existence de solutions faibles.

On étudiera aussi la régularité des solutions.

3.3.6 Convergence faible dans L? (I)

Dans cette partie 1 < p < 0o, et on note ¢ = p/, i.e. % + % =1.

Définition 3.3.2 On dit quune suite (fy), .y converge faiblement dans LP (I) vers f si et

seulement si

Vg e L1 (1), /I fug = [ fo (3.91)

on note alors f, — [ dans LP (I).
On parlera alors de convergence forte dans LP (I) si ||f, — f||p — 0 et on notera f, — f.
1l est évident que la convergence forte implique la convergence faible. La réciproque est fausse.

Par contre en cas de convergence faible signalons les résultats suivants.

Proposition 3.3.3 Soit (f,,) une suite telle que f, — f dans LP (I). Soit (g,) une suite telle
que g, — g dans L9 (1) alors
) (anHp) est bornée, (3.92)

o liminf || foll, = [I£]l (3.93)

. /Ifngn — /Ifg- (3.94)

Les résultats précédents sont optimaux, on ne peut rien dire du produit de deux fonctions qui

convergent faiblement.

Théoréme 3.3.9 Soit (f,) une suite bornée de LP (I) alors elle admet une sous-suite qui

converge faiblement.
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Preuve. On peut faire une preuve utilisant la séparabilité de L7 (1) et un procédé diagonal.
On va faire une preuve utilisant les espaces de Sobolev. On se place d’abord dans le cas ol
I est un intervalle borné, I = [a,b].

Soit donc une suite (f,,) bornée dans L” (I). On introduit alors les fonctions :

F, (z) = /x fn (1) dt. (3.95)

On montre que les fonctions F,, sont bornées dans W' (I). Par injection compacte dans
C° (I) on montre alors qu'il existe une sous-suite qui converge uniformément vers une fonction
F € C°(I). Par convergence au sens des distributions, par densité des fonctions réguliéres dans
L(I), on montre que F' € WP (I) et que a une sous-suite pres f,, — F’.

Pour passer a un intervalle I non-borné, on utilise un procédé diagonale pour montrer qu’il
existe une fonction f et une sous-suite telles que sur tout intervalle [—k, k] inclus dans I on est

convergence faible vers f. Ensuite on montre que f € L” (I). =

Remarque 3.3.10 On déduite de la démonstration précédente que toute suite bornée de WP (I)

admet une sous-suite qui converge forement dans LP et dont la dérivée converge faiblement.

3.4 Théorémes d’injection continue. Injections compactes

3.4.1 Reésultats d’injections continues

Théoréme 3.4.1 Soit ) un ouvert de RY, de classe C*. Alors, on a les injections continues

sutvantes :
1/-Si N > kp :
WHEPP (9Q) s LW=DP/(N=Re) (9Q)) . (3.96)
2/-Si N=kp :
Vg < oo, WFLPP(9Q) — L (09). (3.97)

3/- Si N < kp, alors, [N/p] désignant la partie entiére de N/p (supposé non entier) :

VA< [N/p] +1 = N/p, W12 (5Q) — CF NP2 (90 (3.98)
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Si N/p € N, Wk=1/pp (9Q) — CF NP2 (9Q) quel que soit A < 1.

Remarque 3.4.2 Si on étend la formule W*? (RN=!) — L7 (R¥™') dans le cas kp > N —1 a

des exposant k non entiers, en particulier dans la situation présente, on trouve bien la condition :

(N-1)p - WV

1)p
IS N1 -(-1pp N '

p

(3.99)

On peut fait des remarques similaires dans les autres cas, kp > N et kp = N. En fait, on
montrera, une fois définis les espaces WP ot s est > 0 et non entier, l’existence d’injections

analogues pour tout s non entier.

Dans ce qui suit, on note (RY )+ I'ouvert R¥=1x]0, +oo[. On débutera les preuves du
théoréme par ce cas particulier.

Preuve. des assertions (1) et (2) dans le cas on Q = (RY )+ :

e Assertion (1). On suppose dans ce paragraphe que k = 1 et donc que p < N.

Soit C' une constante telle que, pour tout u € Wt» (]RN *1) , il existe pour u un relévement

Ucwhe (RN—l ><]O,+oo[) , (donc U (2/,0) = u (z')) tel que :

Ul wrp@y-1xg0,400p < Cllully, - (3.100)
Soit y = (N —1)p/(N —p),douy—1=(N(p—1))/(N —p). On écrit :
UG <y [ @) 08T @)l d (3.101)
0
En utilisant Holder, on obtient :

oo 1/p 00 1/p
|U<x’,0>|”m( / |8NU<:c',y>|”dy> ( / |U<x',y>|N’°/<Np’dy) (3.102)
0 0

Finalement, en intégrant par rapport a x’ et en utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

pour la norme de u dans L? (RV™1) :

IN

lull}

1/p
lowU| / U ()PP g (3.103)
RN x]0,+00]

c HUlem(RN—lx]o,Jroo[) ) (3.104)

IN
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ce qui donne le résultat souhaité dans l'affirmation (1) pour k = 1.
e Pour la suite de laffirmation (1) dans le cas de (RN )+ , on fait une preuve par récurrence
sur k.
Supposons donc que I'assertion 1 soit démontrée pour k—1. Soit u € W*=1/P» (RN=1) . Alors,
par définition, on a u € WE=1/PP (RN-1) et 9F 'u € WI=V/pP (R¥1) pour tout i < N — 1.
Par le théoréme d’injection, puisque (k —1)p < N — 1, on a u € LN-1p/(N=1=(k=1)p)
L’appartenance d;u € W*=1-1/P» implique, par 'hypothése de récurrence, Q;u € LN-Dp/(N=(k=1)p)

Ainsi, on a

ue LP et u € LN/ (N=1=(k=1)p) (3.105)

et, puisque

(N=1)p/(N—(k=1)p)elp,(N-1)p/(N—-1=(k-1)p)], (3.106)

on en déduit v € LIV-Dp/(N=(k=1)p)

Finalement, on a v € WhH(N=Dp/(N=(k=1)p)  On en déduit encore par le théoréme d’injection
que u € LN-DP/(N=kp) T agsertion (1) est donc prouvée dans le cas de (RY)".

e On montre (2).

~Sik=1,p=N, W (R¥"1x]0, +oo[) — L7 (RN"'x]0,+0c0[) pour tout ¢ < oc. En
utilisant I'inégalité (3.38) avec v quelconque, on obtient W1/ < L7 pour tout ¢ < oo.

— Supposons maintenant k > 2 et kp = N. Alors, on a (k — 1)p < N, ce qui implique :
Wk—l—l/p,p (RN—I) oy L(N—l)p/(N—(k‘—l)p) (RN—l) — LN—I (RN_l) ) (3107)

Mais u et Vu appartiennent a Wk-1-1/pp (RN*I) , d’ott il résulte que u € WHN-L (RN*I) .
Par le théoréme d’injection de Sobolev pour les espaces WhHV—1 (RN _1) , on en déduit que
u € L7 (RV™!) pour tout ¢ < oo. L’assertion (2) est donc prouvée dans le cas de (RY )+ .
Preuve des assertions (1) et (2) dans le cas général.

e Soit maintenant 2 un ouvert de classe C*.

Montrons, en reprenant les conditions de la régularité de €2, la continuité des injections sur

WHP (Q) dans les cas (1) et (2). Soient Q; des ouverts qui recouvrent 2, {O;} des ouverts de
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RN=1 et {a;} des fonctions de classe C* sur O;, tels que pour tout i > 1 :
QLNQCc{(@, zn) |zn > a; ('), 2" € O;}, (3.108)

QNI ={(2,a;(2")) | 2" € O;}. (3.109)

Soit (p;) une partition de 'unité C* subordonnée au recouvrement de €2 par les €;. Les
hypothéses de régularité uniforme de 'ouvert 2 entrainent qu’il existe une constante C telle
que

”aiHck(oi) + H%‘Hck(gi) < (i, (3.110)

et Vg > 1, 3e,, Yu € LT (Q Z/ x)|Tdx < cq/ lu (x)|* dx. (3.111)
N0

Notons que cette propriété entraine aussi I'existence d’une constante Cj3 telle que :

Vu € Wh/pp (052) Z ||ui||Wk*1/P1P(8QﬁQi) < (s HuHW’v*l/PvP(BQ) : (3.112)

Soit u € WH*=1/PP (9€)) . Ainsi, la fonction u; = ,u satisfait & ’appartenance u; € W =1/P» (9 N €);) .
Soit v; € WH=1/PP (R¥=1) . On en déduit que v; € L (RV~!) pour ¢ < (N — 1) p/ (N — kp),
d’ou 'on déduit que u; € L7 (; N ON).

En outre, il existe des constantes toutes désignées par C, telles que :

fullsoy < 3 Iilnmom < D Ivillacan-s (3.113)

IA

C D luillwrrson@nany < ltllwevesco) - (3.114)

7

Preuve de I'assertion (3) dans le cas de (RY )+

e On suppose aussi pour commencre que k =1 et p > N.

Soit C' une constante telle que, pour v € W1-1/p» (RN*) ,ilexiste U € Wt (RN*1 x10, +oo[)
avec U (2/,0) = u (2'), et

”UHWLP(RN—l x]0,+00]) <C ”UHWP(l/P)vP(RN—I) : (3.115)
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On utilise le théoréme d’injection dans I’espace C’l? 4 savoir
U e W (R¥1x]0, +oo) = u € 'V (RN (3.116)
Alors, pour tout ¢ € [0,d] ou 6 > 0 et pour tout (x,y) € (RNﬁl)z, on a :
U (2,8) = U (4, 5)] < C U lyrogen-1ug0,400p 12 — 41"~ (3.117)

En faisant tendre t vers 0, on obtient le résultat (3) pour k = 1.

e Soit maintenant k£ > 1 et supposons pour commencer que kp > N > (k — 1) p. Soit D un
opérateur différentiel portant sur les variables x; autres que xy. Si D est de degré inférieur ou
égale A k, on a DU € LP (]RN ~1x]o, +oo[) donc, par le théoréme de trace appliqué successive-
ment & chaque dérivée d’ordre inférieur ou égale a k — 1, on obtient u (2/, 0) € Wk=1» (RN *1) )

D’autre part si D est homogene de degré k — 1, 'appartenance de U a W*~1P entraine celle
de Du a W'=1/P? (RN1) et, par la premiere partie de la preuve, Du € ot (N/p) (RN71).

Finalement, u € W*~1P et Du appartient donc & C’O 1=(N/p) (RN *1)
obtient u € Cf 1~ (/P) (RV71) .

et, par conséquent, on

Si kp > N et si N/p n'est pas un entier, soit j € N tel que et jp > N > (j—1)p
(autrement dit j = [N/p] + 1). On a D*=y € WIi=(/Pr (RN-1) et, par ce qui précéde,
DF-iy e PN (RN-1) . On en déduit que :

= Cf—j7j—(N/p) (RN_l) _ Céf—l—[N/p},[(N/p)-i—l}—(N/p) (RN_l) ) (3118)

Le cas ou N/p € N est laissé au lecteur.
Preuve de (3) dans le cas général.

e Dans le cas général d’'un ouvert C*, on définit u; et v; comme dans les preuves de (1)

et (2). On a donc v; € Ck L INELIN/p)FU=(N/p) (R¥1). On écrit alors, en posant X (£;) =

Cl’:*l*[N/P]:[(N/P)+1] (N/p) (Q ﬂaQ)

HUHX(BQ) = SUP”WHX(QZ) SSQPH%‘HX(RN—I) (3.119)

IN

qup ”UiHkal/p,p(RNfl) (3.120)

< Osup [[villyr-1/moana,) < Cllull (3.121)

wk=1/p.p(5Q) )
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On passe a présent & la compacité de certaines de ces injections : m

3.5 Résultats de compacité pour 0} borné

Théoréme 3.5.1 On suppose que OS) est borné et C*.

(1) Soit p > 1 et N — 1 la dimension de 0S2. On suppose que kp < N. Alors, linjection de
WHE=1/pP (9€)) dans L1 (0K2) est compacte pour tout ¢ < (N —1)p/ (N — kp).

(2) Si kp = N, Uinjection de W*=1/PP () est compacte dans tous les L7 (09).

(3) Si kp < N. Uinjection de W*=1/PP (9Q) dans C*~1=IN/PIA (9Q) est compacte pour tout
A <[(N/p)+1] = N/p.

Preuve. du théoréme

e Dans le premier cas, il suffit de montrer que Iinjection de W*=/P? (9Q) dans L7 (92)
est compacte, puis d’utiliser le lemme. Il suffit de montrer le résultat avec k = 1, et pour des
fonctions de W=1/P# (R¥=1 x {0}) & support dans un compact fixe. Soit donc {u,,} une suite
bornée dans W1i-1/pr (RN _1) a support dans un compact fixe. Par la continuité du relevement
de Wi=/pr (RN-1) dans Whr ((]RN )+) , il existe 1, égale a u, sur le bord telle que @, est
bornée dans WW1» ((RN)Jr) . Soit ¢ € D (RN*I) , égale & 1 sur tous les supports des u,, et
¢ € D(R), égale & 1 en 0. Alors la suite des v, définie par v, (z) = U, (z)¢ (') ¢ (zx) a la
méme trace que i, et est support dans un compact fixe de R¥=1 x [0, +o0].

Par le théoréeme de compacité pour les bornés de Wh? (Q) lorsque Q est borné, {v,} est
relativement compacte dans LP (RN ) . On a pour n et m deux indices d’'une sous-suite convergent

dans LP, encore notée {v,} :
1
[y, — U |” (2',0) < p/ [Un = Ui [" " ([Ony — Vo ]) (2, 5) ds (3.122)
0
et, en intégrant par rapport a 2’ et en utilisant holder
-1
i =l sy < P 1o = 0mlly™ (llomll, + oml, ) (3.123)

qui tend vers 0 quand n, m — oo. La suite {u,} est donc de Cauchy dans L? (RN _1) , donc

elle converge dans L? (RN™!) vers 2’ +— u (2/,0).
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Supposons kp > N. Il suffit de montrer que I'injection
Whre (] = 1,15 x {0}) — C ([—1, 1V x {0}) (3.124)

est compacte et d’utiliser le lemme

Soit {u,} une suite bornée de W*1/r (] —1,1[N"1x {0}), et @, une suite bornée de
W (] —1,1[¥"*x {0}) qui vaut u, sur le bord. Par la compacité de U'injection de W*# (] — 1, 1[N ~!x {0})
dans C ([—1, 11V < [o, 1]) . En particulier, elle converge dans C' ([—1, 11V < (o, 1]) , ce qui

donne le résultat. m

3.6 Prolongement, Densité

3.6.1 Opérateur de prolongement

Certaines opérations fondamentales de ’analyse ont un sens uniquement pour des fonctions
définies sur R tout entier (par exemple la convolution, la transformation de Fourier, etc ...). 11

est donc utile de pouvoir prolonger une fonction v € W'? (I) en une fonction u € W'r (R).

Définition 3.6.1 Etant donnée une fonction f : I — R et J un intervalle tel que I C J. On

dit que f est un prolongement de f sur J si f (z) = f (z), Vo € I.

Théoréme 3.6.1 (Opérateur de prolongement) Soit 1 < p < oco. Il existe un opérateur de
prolongement p : WP (I) — WP (R) linéaire et continue tel que

i)- Pujp = u, Yu € W (I).

it)- HPUHLP(R) <C ”U’HLP([) , Yu € WH(I).

iit)- || Pullyinry < Cllullyragy , Yu € WHP(I).

Preuve. Commengons par I = (0,00). Supposons u € W'?(0,00), le prolongement par

réflexion de u est défini par

u(x) siz>0
Pu(z) =u"(z) = . (3.125)
u(—z) siz <0

Au début, il est évident que Pur = u. De plus || Pul| g = [[u* || gy < 2 [|ull 1o

0, o0) *
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Ensuite, posons

u' () six >0
v(z) = (3.126)
—u' (—z) sizx <0

Ainsi v est définie presque partout sur R et on constate que v € L” (R). De plus
u* () =u(0) = / v(t)dt, Vo € R (3.127)
0
En effet, en utilisant le théoréme pour z > 0

T 0 0 —x
/ v(t)dt = —/ v(t)dt:/ u'(—t)dt:/ o (t)dt =u(—z) —u(0) =u*(x) —u(0)
0 T T 0
(3.128)
Par conséquent, en utilisant le lemme, on constate que u* € WP (I) avec (u*)’ = v, et de

plus,

[Pullyromy = U lwn@y < 2l1ullra,e0) - (3.129)

On conclut de ce que préceéde que dés qu’on arrive & prolonger sur |0, oo[, on passe & R par
réflexion. Supposons maintenant que I est borné. Soit [ = (0,1); a I'aide d’un changement de
variable on peut toujours & se ramener au cas de l'intervalle borné |a, b|.

Soit 7 une fonction de C* (R) telle que 0 <7 (z) <1 et

1 siz<1/4
n(x) = (3.130)
0 siz>3/4

Au début on fait un prolongement de nu a la fonction na sur |0, co| telle que

u(x sizel
u(x) = () (3.131)
0 siz>1

Montrons maintenant le lemme suivant : =

Lemme 3.6.1 Soit u € W' (I), alors

ni € W (0,00) et (ni) = u'n+ uy' (3.132)
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Preuve. On a

[e') 1 1 1
/ nil? = / inf? = / nul” < / fuf? donc (7l 000y < 14ll o (3.133)
0 0 0 0

ce qui donne 7@ € LP (0, 00) il reste & montrer I’existence de (ni)" dans LP (0, o) . Pour cela,

soit ¢ € C§° (0,00), donc

00 1 1
/ iy’ = / nug' = [ u((ne) —n'p) (3.134)
0 0

1
— ~ [ sy (3.135)
0
si on pose
» u sur [
u = (3.136)
0 sur[1, oof
on obtient fooo nuy' = — fo @'n + un') ¢, ce qui donne l'existence de (n@)’ . Par la suite, on

montre que (nit)’ € L (0,00) .

@'y +an'll,, .. = lun+urll,, (3.137)
< 'l + 'l (3.138)
/ /
< Nl 1, + I el (3139)
on obtient [[7i[ 1000y < C ||u||W17p(I) ,
Par réflexion, on obtient v; € WP (R) prolongement de nu vérifant
fosllingey < Clul, et Toslhwsogsy < C lullrnge - (3.140)
On procede de maniére analogue pour (1 —7)wu. On la prolonge d’abord a | — 0o, 1] en la

posant égale a 0 sur | — 00, 0] et on la prolonge ensuite & R par réflexion mais cette fois-ci par
rapport au point 1. On obtient ainsi une fonction v, € W1? (R) qui prolonge (1 —n)u et qui
vérifie :

[vall Loy < Cllul,,,,, et llvallwinm < Cllullying - (3.141)

LP(I)
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Ensuite on prend Pu := v; + vy qui remplit les assertions du théoréme. m

Remarque 3.6.2 Si uw € W' (I), I =|a, b], prolongement par zéro a lextérieure de I ne

donne pas en général une fonction de W'? (R).

Remarque 3.6.3 Le prolongement Pu n’est pas unique, il dépend du choix de la fonction n.

3.6.2 Densité

Définition 3.6.2 (Convolution ) Soit p € L' (R) et g € LP (R) . On définit la convolution de

p et g par
p*g(z) = / p(z —y)g(y)dy, pour presque tout x € R. (3.142)
R

3.6.3 L’inégalité de Jensen

Sif>0et fR x)dr =1 et ¢ > 0 une fonction continue et convexe, alors

" ( / fg) < [ o0 (3.143)

Propriétés 1- pxg(x) =g*p(x).
2-Sipe L' (R) et g€ LP(R), alors px g (z) € LP (R), de plus

||p*g<x)||LP(]R) < lpllzs gl (3.144)

3-Si feL'(R)et p € CH(R) (resp. Ci (R)), alors, fxp € C*(R) (resp. C* (R)) avec
(fx@) = fx@ (vesp. (f %)™ = f ™, m > 2).

4- Si f et ¢ sont de support compact, alors f x ¢ est de support compact.

Preuve. 1- Il suffit de faire un changement de variable.

2- On a d’apres l'inégalité de Jensen

IAC) - oy
R HpIIng(y )dy e ol |9 (y —2)["dy (3.145)
d’ou
! ’ low) .
||p||1£1/R /Rp(y)g(y—x)dy d:cg/ Mol 19w = o)l dyd (3.146)

et I'inégalité en découle. m
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Théoréme 3.6.4 (Densité) Soit u € W' (I), 1 < p < oo. Il existe une suite (un), >, C
C° (R) telle que
Uy |1— u dans WP (I) (3.147)

Nous allons tout d’abord énoncer une technique trés courante en analyse fonctionnelle que

nous utiliserons plus loin : les suites régularisantes

Définition 3.6.3 On appelle suite régularisante toute suite fonctions (¢,), oy telle que :

o, € Cg° (R), supp(e,) C] —1/n, 1/n], /¢n =1, ¢, >0. (3.148)

Ces fonctions vérifient : pour1 < p < oo et f € LP(R), Alors ¢, xf € C§° (R) et ||p,, x [ — fHL,,(R) —
0.

Convolution

Soit n € L' (R) et soit v € W (R) avec 1 < p < co. Alors

nxve€ W (R) et (nxv) =n*o (3.149)

Preuve. D’aprés la deuxiéme propriété, on a nxv € L? (R). Soit ¢ € C§ (R),

/R(n*v)w'dfcz/Rln(y)/Rv(fv—y)w’dwdyz—/Rn(y)/Rv’(fv—y)wdxdyz—/R(n*v')sodw
(3.150)

d’otl (n*v) = n v et puisque v’ € L? (R) alors (nxv)" € L? (R) par conséquent 1+ v €
Wir(R). m
3.6.4 Troncature

On fixe une fonction ¢ € C§° (R), 1 < ¢ < oo telle que

1 sifz|<1
z) = (3.151)
0 si|z|>2
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On pose ensuite pour tout n > 1, ¢, (x) = ¢ (%) . On sait que grace au théoréme de la

convergence dominée que Yu € L? (R), (,u — u dans L? (R). De plus par la définition de ¢, on

constate que (,u est a support compact.

3.6.5 Démonstration du théoréme de densité

On peut toujours supposer que I = R sinon on fait un prolongement sur tout R par le

théoreme la densité de C5° (R) dans W (R) consite & trouver pour tout élément u € W'? (R)

une suite u,, dans C§° (R) convergente vers u dans WP (R).

Soit p,, une suite régularisante. On pose u, = ¢, (p,, * u) et on montre que w, — u dans

Wi (R).

donc

[un = ull o

IN

<

HCn (pn * U) - Cnu + Cnu - U’HLP

1€ollog 1o * e = uull o + (1 Ce = uill

(3.152)

(3.153)
(3.154)
(3.155)

d’ou ||u, —ull;, — 0. En effet, ||p, *n —ul|;, — 0 par régularisation et convolution,

|¢,u — ul|;, — O par troncature. II reste & montrer |u,, —u'||;, — 0. On a

uiz - U’I = (Cn (pn * U))/ - 'U/ = g;t (pn * U) + Cnpn * ul - Cnul + Cnul - U’I (3156)

Hun - UIHLP = HC’/IL (pn *U) + Cnpn *ul - Cnul + Cnul - u/HLP

IN

d’ou [ju;, — /|, — 0.
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(3.157)

1
S oo llpn * wll o+ 1Callog llon * " = w'llpp + N1t =l (3-158)



Conclusion

Ce mémoire était pour moi une occasion de s’empreigner de nouveau dans le monde mer-
veilleux de ’analyse fonctionnelle. De la topologie, vers les espaces de Sobolev, qui ont un roéle

important en théorie des EDP.

La théorie des distrubtions constitue un premier pas vers l'introduction des espaces de
Sobolev sur ’espace tout entier, cela se fait grace a la transformée de fourier des distributions.
Cet outil permettra d’identifier les sobolev par la simple verification que la fonction soit dans

un espace particulier prise avec un poids.

Le passage entre les espaces de sobolev sur un intervalle vers un les espaces de Sobolev
défini sur 'espace tout entier et inversement se fait & I'aide des théorémes de prolongement et
de trace. Une autre idée consiste a prédire la norme dans l'espace de Sobolev (ou la contoler)

consiste a faire appel aux théorémes d’injections selon les cas.

Bien entendu, ayant fait 'analyse des distributions et les espaces de Schwartz, on voulait
introduire les espaces de Sobolev d’ordre non entier, et qui servira & la résoltion des équations
aux dérivées partielles fractionnaires & conditions non locales mais on a suffisament devéloppé

la théorie des Sobolev entier laissant & d’autres le soin de continuer dans cet axe.
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