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Résumé

On introduit dans ce travail la notion des processus stochastiques a valeurs fonction-
nelles. Un intérét tout particulier est porté sur l’estimation des processus autorégres-
sifs Hilbertiens. Ceux-ci sont utilisés pour construire un estimateur de I'opérateur
d’autocorrélation d’un processus autorégressifs Hilbertiens avec variables exogénes
ARHX(1). Ces derniers processus prennent en considération une certaine structure
de dépendance avec d’autres variables explicatives. On termine ce travail par des

exemples d’applications et une comparaison avec la méthode du noyau fonctionnel.

Title : Prediction and simulation of autoregressive Hilbertien process

with exogenous variables

Abstract

We introduce the notion of stochastic processes with functional values in this work.
We are interested in the estimation of Hilbertian autoregressive processes. These are
used to construct an autocorrelation operator estimator of a Hilbertian autoregressive
process with exogenous variables ARHX (1). These latter processes take into account
a certain structure of dependence with other explanatory variables. We finish this
work with examples of applications and a comparison with the functional kernel

method.

Mots clés : Processus stationnaire, variables exogénes, processus (AR, ARH(1),
ARHX(1)), estimation, prévision.

Key words : Process stationary, exogenous variables, process (AR, ARH(1),
ARHX(1)), estimation, forecasting,.
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Introduction

L’emploi de modéles en temps discret sur les observations d’un processus dont
le vrai modeéle est a temps continu peut négliger des caractéristiques essentielles de ce
processus et nuire aux prévisions. Il faut garder a 'esprit que si les observations sont
toujours en temps discret, il n’est pas de méme pour le processus qui les a généré.
L’étude d’observations en temps discret n’est pas alors une justification valable pour

I’emploi d'un modéle en temps discret.

En effet pour ne pas perdre la notion de continuité du temps (et souvent aussi
celle du processus), on est amené a considérer des processus & valeurs fonctionnelles.
L’analyse des données fonctionnelles est devenue trés populaire au cours de cette
derniére décennie en raison de son applicabilité aux problémes qui sont difficiles a
résoudre dans un cadre scalaire ou vectoriel, I'un des outils le plus important dans
ce domaine est le processus autorégressif fonctionnelle. Le type d’espace fonctionnel

nous semble intéressant dans l'application : est ’espace de Hilbert.

Historiquement D.Bosq et T.Mourid (1990) sont les premiers a introduire les

processus autorégressifs a valeurs dans un espace de Hilbert que nous notons ARH.

Le processus autorégressif Hilbertien (ARH) et le processus autorégressif
Hilbertien avec variables exogénes (ARHX), peuvent étre vus comme extension
des processus autorégressif et processus autorégressif avec variables exogénes a
valeurs discrétes réelles. Le modéle ARX a déja montré une meilleure description et

propriétés de prévision pour les phénomeénes influencés par des variables explicatives
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que le modeéle autorégressif (AR). Plusieurs applications ont été menées dans divers

domaines, y compris I’évaluation de la pollution [10,11] ou l'ingénierie [12,2].

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous présentons un rappel sur les pro-
cessus autorégressifs réels, et puis nous nous intéressons aux processus autorégressifs
Hilbertien d’ordre un, notés ARH(1), nous présentons ensuite quelques solutions des
probléme liés a la prévisions de ces processus. Nous donnons également des résultat
de convergence presque stirement de I'estimateur d’autocovariance et de 'opérateur

d’autocorrélation.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons les processus autorégressifs
Hilbertiens avec variables exogénes d’ordre un notés par ARHX(1). Nous utilisons
une représentation ARH de ces processus pour déduire un estimateur de 'opérateur
d’autocorrélation, qui est un important outil pour la construction d’un estimateur

de la trajectoire future du modéle.

Le troisiéme chapitre est consacré aux simulations. Pour cela, nous avons utilisé
le langage R et plus particuliérement le package far qui permet de simuler un ARHX(1)
ainsi que son prédicteur. Nous avons comparé ce dernier avec le prédicteur fourni par
la méthode du noyau fonctionnelle. Ces comparaisons concernant la prévision ont été

réalisé sur des données simulées et des données réelles (température et vitesse du vent
de la ville d’Oran).



Chapitre 1

Processus réels stationnaires du

second ordre

1.1 Définition et propriétés

Dans toute la suite on considerera (X;);cz et on supposera
X, € L3, A,P), Vt € Z.

Définition 1.1.1. (Stationnarité stricte ou forte) (X;) est un processus sta-
tionnaire au sens strict si : Yn € N, V(ty,....t,), Yh € Z, la loi de (X4, ..., Xy,)
est identique a la loi de (Xy,,,,..., X,

n—+h ) °

Définition 1.1.2. (Stationnarité faible) (X;)icz est un processus stationnaire
du second ordre (ou un processus faiblement stationnaire) s’il vérifie :

(i) Vt € Z, E(X;) =m

(ii)Vt € Z, V(X;) = o = v(0)

(111) ¥t € Z, ¥Yh € Z, Cov(Xy, Xi1n) (ne dépend pas de h)

v(h) est Uauto-conariance d’ordre h de X,.

Remarque 1.1.1. (1) Dans la suite, les processus stationaires désignent les processus
de la définition (1.1.1).
(2) (iii) = (1) : h =0 et y(0) = 0?;

(8) Si un processus est stationnaire au sens strict alors il est faiblement stationnaire ;
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(4) Si (Xi)iez est un processus gaussien alors il y a équivalence entre stationnairité
faible et forte;

X4,
(5)E| = : |;V| : = :
Xt m th 7(0)

n

Exemple 1.1.1. (Processus stationnaire)

(1) Bruit blanc faible, (ct)icz, si et seulement si :

E(s,) =0, Vt € Z
V(gt) = 02, Vt € Z
Cov(eg,e5) =0, sit # s

On notera &, ~ BB(0, 0?)

(2) e, est un bruit blanc fort si et seulement si les €; sont i.i.d, E(g;) = 0 et
V(e;) = o2
(3) processus moyenne mobile d’ordre 1 noté MA(1). Soit 6 € R* et soit ¢ ~
BB(o,0?).

Soit (Xt)tEZ déﬁm par : YVt € Z, Xt =&t — 98t_1.

Alors (Xy)iez est un processus stationnaire, on dit que X; ~ MA(1).

Exemple 1.1.2. (Processus non stationnaire) (1) Marche aléatoire : Soit e, ~
BB(0,0%) (X})iez est une marche aléatoire sans dérive si et seulement si :
(i) Xo = X4 1+
(ii) Cov(ey, Xi—x) = 0.
Méme si on a la propriété E(X;) = E(X,—1) = E(X;) = m, Vt € Z, X; n’est pas
stationnaire :

Xe =X +e

X1 =X 046 i
t—1 't2 t—1 >:>Xt:X0—|—Z€k
k=1

X1:X0+€1
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D’ou

V(X,) = V(Xo) +2)  Cov(er, Xo) + V(O _ex) = V(Xo) + to”

k=1 k=1

Le processus n’est pas stationnaire en variance.

Définition 1.1.3. (Fonction d’auto-covariance) La fonction d’auto-covariance

d’un processus stationnaire (X;)iez est définie par :

v : Z —R
h +—  7y(h) =Cov(Xy, Xi—p)

Proposition 1.1.1. (i) v est une fonction paire :

v(=h)=~(h),  Vhel

(ii) v est de type positif : ¥n € N, Y(t1,...,t,), V(ay,...,a,) €R"

Z aiajy(ti — t]) >0

1<ij<n

Définition 1.1.4.  (Fonction d’auto-corrélation) La fonction

d’auto-corrélation d’un processus stationnaire (Xi)iez est définie par :

Vh € Z, p(h) = % = Corr(Xy, Xi1n)

1.2 Polynomes retard et avance

Définition 1.2.1. (i) L’opérateur retard L (Lag) ou B (Backward) est défini sur

la classe des processus stationnaires comme étant :
L: (Xt)iez — (Yi)tez tel que Yy = Xy

On note : LX; = X;_1 .
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(ii) De la méme fagon, l'opérateur avance F (forward) correspond a

F:(Xo)er — Yi)ez tel que Y= Xy

On note : FX; = X441

Proposition 1.2.1. (i) L¥ = Lo ---o L vérifie L*X, = X;_,
kfois

(it) F* = Fo---o F vérifie F*X; = Xy
kfois

(ii7) L° = Id est noté L° =1 ; (L°X; = X3).

P
Définition 1.2.2. Soit P un polynome P(z) = Zakzk, ar € R, on lui associe le
k=0

polynome retard P(L) défini comme suit :

p
P(L)=> a,L*
k=0

Et

p p
P(L)X, = (Z akLk> Xi =) arXi i
k=0 k=0

De fagon similaire on obtient le polynéme avance P(F) :

p
P(F) =) a.F*
k=0

Et
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Inversion d’un polynome en L

Soit ¢ un polynome de degré p a coeflicients réels :
O(2) =14+ o124 ...+ @p2?
d(L) =14+ L+...+¢,LF

Proposition 1.2.2. Soit ¢(z) =1+ @12+ ...+ @2
(i) ¢ est inversible si et seulement si ses racines sont de module distinct de 1.
(11) Si z; > 1, Vj € [1,p], alors ¢(L) est inversible et

+00 +oo
p(L) ! = ZakLk ou ay =1, a, € Ret Z lag| < 400
k=0 k=0

1.3 Processus auto-régressifs d’ordre p (AR(p))

1.3.1 Définition

(X¢)tez est un processus AR(p) si

— (X}) est stationnaire

— (X) vérifie une équation X; =g+ @1 X1 + -+ + @, Xi—p + €1 avec @, # 0 et g ~
BB(0,0?)

On note ¢(L)X; = pp+e; ot ¢(L) =1 — (p1 L+ -+ + p,LP)

Exemple 1.3.1. X; ~ AR(2) i.e. (1 — pL + p*L*)X; = p+ &4 ot & ~ BB(0,0?).
Proposition 1.3.1. Si X; ~ AR(p) tel que ¢(L)X; = p + &, alors

E(X,) = A =

-k
(1) 1—(p1+-+ep)

1.3.2 Ecriture MA(o0)

Ecriture MA(c0)) quand les racines de ¢ sont de module strictement su-
périeur a 1

On suppose que ¢(L)Xy=p + ¢ ou ¢(L) = 1 — (1L + -+ - + ¢, LP) et aussi que
2]< 1= ¢(2) #0.
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On suppose que ¢(z) = [[1(1 — \iz) ou |Ni] = zi <1
Alors ¢(L) est inversible et ¢(L)™! = Z apL* = A(L)
0

tel que Z lak| < oo et ag = 1.
k>0

On en déduit

X =A(L)u+ A(L)ey

=A(1)p+ (Z apL*)e,

0

o0
= m +E AREL_E
0

car ¢(1)" 1y =m.

1.3.3 Propriétés
Propriétés des processus AR(p)

On suppose que ¢(L)X; = p+ & ol
— les racines de ¢ sont de module strictement supérieur a 1
— & suit un bruit blanc.

On peut se ramener ensuite & p = 0 par centrage car

B(L)(X, — m) = 2, ot m = p/(1).

On considére donc le cas ou ¢(L)X; = &; (et E(X;) = 0).
Auto-covariance, auto-corrélations et equations de Yule-Walker

- L’auto-covariance :
v(h) = Cov(Xy, Xi—p) = E(X; Xi—p) pour h > 0 (car mx = 0), et

Xi=p1 Xs 1+ +opXip + &

Donc
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X} =1 X Xi + -+ 0 X X+ Xiey 7(0) = o17(1) + -+ + 9p7(p) + E(Xiey)

Or

E(Xie) = E[(p1Xe1+---+ %DpXt—p>5t] + E(*f?)

= 0'2

E [(SolXt—l + ...+ SOpXt—p)gt] = O, car & 1 Et—i, Vi Z 1

7(0) = @1y(1) + -+ + @py(p) + 02
Si h>0, on procéde de la méme facon :

XiXi =01 Xia Xop + -+ 0pXep Xy + . Xip
v(h) = ery(h = 1) + -+ ppy(h — p) + E(e:X—n)
—_——

=0

- Les auto-corrélations :

—

A partir de la relation de récurrence de ~y(h) on déduit celle sur p(h) = %.

p(h) = oip(h — 1) + -+ p,p(h —p),Yh >0

- Ces derniéres équations sont appelées équations de Yule-Walker.

Pour h > 0, les y(h) et les p(h) vérifient une relation de récurrence d’ordre p et

0.2
I=p1p(1) + - + pp(p) + 55

_ 2 1
= (0) = O T rmr T

Les équations de Yule-Walker pour h = 1,..., p peuvent s’écrire :

1 p(1) - plp=1)\ [¢ p(1)
p(1) L p(1) plp—2) :

p(p—1) E 1 ©p p(p)
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Les solutions de I’équation de récurrence sont complétement déterminées par la don-
née de conditions initiales p(1),...,p(p) : elles permettent d’obtenir ¢, ...,¢,. En

particulier elles donneront une estimation préliminaire de ¢y, ..., ¢, en fonction de

pr(1), .., pr(p).

p(p) =pip(p—1)+ -+ op1p(1) + ¢p
o1 = (1—=a)p(l) =+ —ppp(p — 1)

p(1) = o1+ @ap(l) + -+ ppp(p — 1)
)

0p =pp) —piplp—1) =+ @p1p(1)

On peut donc aussi obtenir p(1), ..., p(p) en fonction de ¢y, ..., @,

1.4 Processus autorégressifs Hilbertiens d’ordre un

le but principal de I’étude d’un processus autorégressif Hilbertien d’ordre un ARH (1)
est la prévision d’'un processus a temps continu. On cherche pour cela un estimateur

de l'opérateur d’autocorrélation p.

1.4.1 Opérateur compact

On considére un espace de Hilbert séparable H avec le produit intérieur (.,.) qui
)
génére la norme ||.||, et on note £ l'espace des opérateurs linéaires bornés sur H avec

la norme

plle = sup [lp(z)],
Jall<1

on dit que (p € L) est un opérateur compact si il existe deux bases orthonormées

{v;} et {f;} et une suite 6; convergent vers zéro, telle que :

p(r)=> 0z, v;)f;, v € H
j=1
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1.4.2 Opérateurs de Hilbert—Schmidt

Un opérateur compact admettant la représentation précédente est dit étre un

opérateur de Hilbert — Schmadt si Z@? < o00. L’espace S des opérateurs de
j=1

Hilbert — Schmidt est séparable avec le produit scalaire :

o0

(p1:p2)s = Z<P1(€i)a p2(€i))

=1

Ot e; est une base orthonormée arbitraire. On peut montrer que

lollz =) 67 et :

j=>1
lelle < llells

Un opérateur p € L est dit symétrique si :

(p(x),y) = (x,p(y)), w,y € H
Et défini positive si :
(p(x),z) >0, x € H
Un opérateur p de Hilbert — Schmaidt symétrique et défini positif admet la décom-

position :

plx) = Zej(a:,vj)vj, reH

Jj=1

avec v; les fonctions propres de p, c’est & dire p(v;) = 0;v;.

1.4.3 Définition d’'un ARH(1)

Définition 1.4.1. Considérons un espace de Hilbert réel et séparable muni de la
norme ||.||. Un ARH(1) est une suite de variables aléatoires & valeurs dans H telle
que :

Xi:pXi—1+5i 1 €7
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(e;) est un H — bruit blanc et p est un opérateur compact symétrique sur H tel que
Pl < 1 pour jo > 1. Pour les variables aléatoires Hilbertiennes, les opérateurs de
covariance et de covariance croisée comme des opérateurs linéaires sur H sont définis
par :
I = Cpla)
A = Cxx,(z) = E({(Xo,2)X1)
A* = Cxx,(x) = E({(X1,2)Xo)

I
=
2
=
&

pour un ARH(1) on a Cx,x, = pCh,.

Proposition 1.4.1. Si (X;) est un ARH(1) associé a p et e; on a :

E(X,) = 0
Cx, = pCx,p+C:
= ijoap]

=0

Cxox_, = Cx,p" h=1,2,..
CX,hXQ == ,OhCXO, h == 17 2,

Les deux dernieres équations de la proposition précédente s’écrivent donc
A*=Tpet A=pl

Comme cela a été signalé dans le livre de Bosq, 'estimation de I' est un probléme
difficile méme si 'existence de I'inverse de I' entraine p = I'"'A. Cela est di au fait

que H étant de dimension infinie I'"! n’est pas un opérateur borné.

1.4.4 Estimation des opérateurs de covariance I' et A

I’ et A sont des opérateurs de Hilbert — Schmidt. En fait dans le cas général si X

et Y sont des variables aléatoires Hilbertiennes du second ordre, alors Cxy est un
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opérateur de Hilbert Schmidt car
D lCxy(en)® = ZZ (Cxv(e)), )’
J
= ZZ (X, e Y, e))?
ZZ (X, e;)’E(Y, e;)?)

< EIIXIIQEHYHQ <00

IN

ou (e;) est une base orthonormée de H. Leurs normes de Hilbert Schmidt sont res-

pectivement :

[

ITlls = (Z !E(<Xo7€j><Xo,ez>)!2)

jl

N[

1Alls = (Z |E(<Xoa€j><X1,€z>)|2)

5l
Un estimateur naturel de I' est 'opérateur de la covariance empirique, noté I',

n

1
Fn(.T) = EZ<X1,ZE>X“ T € H
i=1

Cet opérateur est de rang fini et donc de Hilbert Schmidt. De facon analogue on

définit un estimateur de A par :

—

1 —

An(w) = n—1

<X7;,.T>Xi+1, reH
1

<.
Il

On l'appelle opérateur de la covariance croisée empirique de X, X;. Il est de Hilbert
Schmidt.

On montre que I',, est un estimateur symétrique sans biais de I'. La proposition
suivante donne la convergence p.s de I',, vers I' et une vitesse de convergence de

Pordre £
n
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Proposition 1.4.2. Supposons que E|| Xo||* < co. Alors

A
BT, ~ T} < = (1)

Ou A = B[ Xol[*[1 + 4[pl[*(1 = [[olI*)~"].
Et
T =Tlls =0 p.s.

Preuve. Considérons les v.a. a valeurs dans S

Zi = (X, )X; =T i=1,2,...
Puisque
E|Zallg = E ) 1 Zuesll?
J
=E) (Zuej,e1)’
7,0
< Z E(<Xn7 €j><Xnv el) - <Fej’ el>)2
7,0
<Y B(Xn, €)% (X, €1)?)
75l
<EY (Xn,6)’EY (Xp,e)’
al gl
< E[Xo|*
On a :
p—1
Bl Zn+ .. + Znsp-1lld < PEIXo|* +2D (p — hE(Zo, Z0)s (1.2)
h=1

Pour trouver une majoration de E(Zy, Z;)s, nous écrivons

E(Zo, Zn)s = > E((Xo, ) (Xn, €1)(Xn, €;)(Xo, &1))

Jl
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-3 (0(e;).e)

ou (e;) est une base orthonormale de H. Utilisons
X =en+plen)+... 40" (er) + p"(Xo)

E(Zo, Zn)s = — Y _(T(e;),e)*+

j?l

S B (<X0, DY P na) + o (X)) (3 o) + (X0), el>>

k=0 k=0

£n_k étant indépendant de €, pour k # k', et Xy de e, si k < h — 1 cela vient

E(Zo, Zn)s = Y E ({Xo, e;)(Xo, e0) {p" (Xo), ) (" (Xo), 1))

ail

53l (LN STEORTYED LB

k=0 Jl
h—1

Enfin en utilisant [' = Z T p" + p"Tp* on trouve
k=0

E(Zo, Zn)s = ) B ((Xo, e5)(Xo, e0)(Xo. p" () (X0, " (e1)))

gl
—Z ((p"Tp")(e)), en))

Soit (e;) les vecteurs propres de p de la forme

pey=bie; i j=L2... |06
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On obtient alors

E<Zo,Zh> = EZ<Zoej;€l><Zhej7el>
= > E(Xo,e;)(Xo, e1)(Xn, e;)(Xn, er)
= E) (Zo(es), Znles))

>0

= EZ((XO, ei) Xo — I'(€:)) ((Xn, e;) Xn —T'(e;))

_ Ei (Xo, e)(Xp, (X0 — T(e;), Xp — T(e;))
= EZ Xo, €:)(Xn €5) [(Xo, Xn) — (I'(€:), Xn) — (Xo,I'(e;)) + (L'(e:), [(e)))]

= ZGhGhE Xo,ej (X0, e;)? Z@h Fej,el

75l

On en déduit que
|E(Zo, Zn)s| < |l B[ Xol*

En utilisant cette majoration dans (1.2) on obtient

4E( X0l 1pl1?
Ce qui implique (1.1)
Proposition 1.4.3. pourn > 2
ElAn — Alls = E[A;, = A5 < — (1.3)

ot B = 2E|| Xo|]?E||o||? + 2A ou A est défini dans la proposition (1.4.2)
De plus on a :
[1An = Alls = [JA;, = A™[[s = 0 p-s

Preuve. Soit
V[/i:<Xi,.>Xi+1—A, 221,2,

puisque A = pI'; nous avons :

WZ' = <Xz; ~>5i+1 + P [<Xl, >Xz — F]
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Ainsi
= _Wl+"'+Wn71_ 1 s
o= n—1 T n—1 ;<Xiv D€i+1 + p(Ln1 —T) (1.4)

En choisissant une base orthonormale de H, il est facile de vérifier que

2B Xol*Elleoll”
n p—

B[ W, < :

+ 2| p* BT =T[5
On utilise maintenant la proposition précédente pour obtenir (1.3).
Par 'equation (1.4), on a
1 n—1
E|Walls < ll-— > (X deills + llpllslTaza = Tlls

=1

D’aprés la proposition précédente on a [|[I'), —T'||s — 0 p.s, et pour les v.a. (X, .)e;i1,

étant orthogonal dans L?, on peut appliquer la LFGN. Ainsi ||[W,|s — 0 p.s.

1.4.5 Estimation des éléments propres de I

Soient 6y, > 0, > ... > 0,, > 0 les valeurs propres de '), et ©1,,, Yo, ... un systéme

complet de vecteurs propres de I',, tels que

Lngin = 0jnpin j=12,...
Alors des estimateurs naturels de ; et ¢, sont respectivement 6;, et ¢,
Lemme 1.4.1. Pour tout entier positif j nous avons

1070 — 051 < [Ty — T, (1.5)

et s1 6, > 0,
lejn — @1l < arl|lTy =T, (2.12)

ot ay = 2v/2(0, — 0y)~" et si pour un j > 1, 0,—1 > 0; > 0;11 alors

50 — @51l < a;lITw =TI, (1.6)
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ot a; =22 [min(0;_1 — 0;,0; — 0;:1)] " Ici & = (sg{sm. 05)) @5, § > 1,

1 stz > 0;
et sg(x) = -1 sinon

Proposition 1.4.4. Nous avons
A
E (sup 60, — 0j|2) < — (1.7)
j>1 n

sup |0, — 0;| = 0 p.s
j>1
et sous les hypotheéses de la proposition (1.4.2) la vitesse de convergence est de [’ordre

O (exp(—cn")); 0 <y < %

Preuve. De (1.5) et (1.1) on obtient (1.7). La convergence p.s. est directe car ||I';, —
[lls =0 p.s.

Proposition 1.4.5. pour tout j tel que 6;_1 > 0; > 0,41 alors on a

/ A
Ellejn — @5l < a?g

ou A est défini dans la proposition (1.4.2) et ||@jn — 90;|| — 0 p.s.
Preuve. C’est une conséquence directe des propositions précédentes (1.4.2), (1.4.3)

et (1.4.4) et des inégalités (2.12) et (1.6).

1.4.6 Estimation de p

Passons maintenant a I’estimation de p en considérant d’abord le cas ot les vecteurs

propres de 'opérateur I' sont connus.
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Estimation d’'un ARH(1) connaissant les vecteur propres de I'

Soit II*» le projecteur orthogonal sur le sous—espace vectoriel engendré par les k,
premiers vecteurs propres (;,j =1,...,k,) de I' et
Yin = ¥ (X;),i = 1,...,n les opérateurs de la covariance de Yp, et de la covariance

croisée de Yy, Y1, sont :
G, = II*T1I* H, = I ATk, H* = I A*TI*
et les opérateurs respectifs de la covariance empirique :
C, =0T, 1% D, =1"A,I*,  Df=M"A:"

Pour construire un estimateur de p nous faisons les hypotheéses suivantes :

— Hy 6; > 0 pour tout ]
— H, Le déterminant de (Z(X,-, i) (Xi, ¥i1))1<ki<k, De s’annule pas p.s
i=1
— H; Le déterminant de (Z<Xi’ ©in ) (Xis 1) )1<jnin<k, D€ s’annule pas p.s
i=1
Ces deux hypotheses assurent I’existence de 'inverse de G, et C),. Partant de A* = T'p,

un estimateur de p serait :
Pn = Cn_ 'D :L

Lemme 1.4.2. Sous Hy, Hy et pour tout € >0 on a :

Ce

P(|lpy =T pIl | > 2) <
kn,

8B Y{INESS e\?
_ 4 2 —
05_2391+(A+ 52)91+ - (1+612)

Théoréme 1.4.1. Sous Hy, Hy, Hj et E||Xo||* < o0, on a :

nl/4

1
— p, — 0ps, B>~ 1.8
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Preuve. Pour n > k, on a
pn—p=(D,—D)C; ' +D(C;'—C™), ps (1.9)

Notons que
clt-clt=cYCc-0c,)C

Par conséquent
lpn = plle < N1CT e [I1Dn = Dz + IDIIICT 2 C = Clle] (1.10)
d’aprés |6, —6;] = 0on a:
1CH| e = 6’,;711 — 0, P.5.

Et puisque |I', = ||z — 0 et ||A, — A||z — 0 on obtient (1.8).

Estimation et prévision dans le cas général

Soit I le projecteur orthogonal sur le sous—espace vectoriel engendré par les k,

premiers vecteurs propres (@;,,j =1,...k,) de [';, et
Y, =1k (X,),i=1,...n.

Les opérateurs de la covariance de Yy, et de la covariance croisée de Yy,,Y7, sont :
G, = II"T11™, H, =" A% HY = I A%
et les opérateurs respectifs de la covariance empirique :

C, =T, 0%, D, =10"A,* — Df=I*Ax*

Pour construire un estimateur de p,, nous ajoutons aux hypothéses de la proposition

précédente I’hypothése HJ.
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Lemme 1.4.3. Sous Hy, E||Xo||* < 0o et p un opérateur de Hilbert—Schmidt, on a

la condition :
kn
> a;=0(n'*(logn)™?),
j=1

pour certains [ > %, on a:

> (o)l =0 pas.

J>kn

Lemme 1.4.4. Si X un processus ARH(1) on a :

" 1/2
- 12 [ 1 2 .
1 Dn(@in)ll < 20, (5 z; X ) , n=>2 j>1

On établit maintenant un théoréme sur le comportement asymptotique de p,. La

preuve utilise les deux lemmes précédents ainsi que les résultats concernant || D, —D|| ¢

et Hélz_‘(jHﬁ'

Théoréme 1.4.2. Sous Hy, E||Xo||* < o0, O,n > 0 p.s., et p un opérateur de
Hilbert—Schmidt, on a

pour certains [ > 1
kn

0.1 " a; = O(n'*(logn) ™),
1

on obtient

“ﬁn _'/ﬂ|ﬁ —0 p.s.



Chapitre 2

Processus autorégressif Hilbertien

d’ordre un avec variables exogénes
ARHX(1)

Le processus autorégressif Hilbertien (ARH) et le processus autorégressif Hilbertien
avec variables exogénes (ARHX), peuvent étre vus comme extension des processus
autorégressif et processus autorégressif avec variables exogénes a valeurs discrétes
réelle (AR—ARX). Le modeéle ARX a déja montré des bonnes propriétés de prévision
pour les phénoménes influencés par des variables explicatives que le modéle autoré-

gressif (AR).

Plusieurs applications ont été menées dans divers domaines, y compris 1’évaluation

de la pollution [10,11] ou I'ingénierie [12,2].

2.1 Définition

Soit H un espace de Hilbert réel et séparable, p,ai,...,a, des opérateurs linéaires
bornées sur H, (£,)nez un bruit blanc fort Hilbertien. On considére un processus

autorégressif Hilbertien avec variables exogénes d’ordre 1 ARHX(1) le modéle suivant :

X, = p(Xn—l) + al(ZnJ) + ...+ (lq(Zn.q) + €n, n € 7 (1)
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Ou les Z,1,..., 2y, sont q processus autoregressifs d’ordre un, associés respective-
ment aux opérateurs uy, ..., u, et aux bruits blancs forts (1,1), ..., (Mn.q)s

i.e. Zpi = wi(Zy_1,) + Mni. On suppose que les bruits (&), (Mn1); - - -, (Mn,q) sont indé-
pendants et qu’il existe jo tel que [|ul|, < 1

Pour tout i = 1,...,q, les processus (¢,) et (Z,;) sont indépendants puisque les Z,, ;

peuvent étre exprimées comme une moyenne mobile infinie de

nnfp,ia p Z O

2.2 Processus ARHX(1) avec une seule variable exo-
geéne
2.2.1 Exemple

Soient (z¢, t € RT), (2, t € RT) deux processus a trajectoires continues définis sur le

méme espace probabilisé (€2, A, P). Posons :

Xk(t):xké-i-ta O<t§(5, k:O,l,Q,...,

Zk(t):zk5+t, O§t§5, kIO,1,2,...,

(X}) et (Zx) sont a valeurs dans £2[0, §]. Cette discrétisation fonctionnelle permet de
manipuler des portions de trajectoires.

On peut alors considérer le modéle suivant :

X = p(Xp-1) +a(Z,) +en (2)

2.2.2 Propriétés

Faisons I’hypotheése suivante :
H1 Vn, XnHO'(Zn+1,Zn+2,...).

0(Zyps1y Ly, - - .) est la o—algebre engendrée par les variables (7,11, Zn12,...)
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Proposition 2.2.1. Le modeéle (2) admet une unique solution faiblement stationnaire

donnée par :

X, = ipj(en_j) + a(Zn—j), nez

=0

La série converge dans L£3,(Q, A, P). Sous (H1) (a(Z,)+¢&,) est l'innovation de (X,,),

et si de plus (Z,) est i.i.d., alors la série converge p.s.

Proposition 2.2.2. Soit (X,,) un processus ARHX (1) avec (H1) vérifiée. Soit v un
élément de H tel que E({go,v)?) ou E({(a(Zy),v)?) > 0. Supposons qu’il existe un

nombre réel o tel que :
(Xpn,p"(v) —av) =0  ps,neZ
alors ((X,,v)) posséde la représentation ARX(1) suivante :
(X, v) = a(Xp_1,v) + (a(Zy),v) + (en, v).

Théoréme 2.2.1. Soit X un ARHX(1) sous (H1) et ||u]] < ||p|| <1, on a :

— —0 p.S.

n n—+oo

De plus,
n1/4 Sn
— > 0 .S, >1/2
(Inn)? n n—o+too p-s p>1/
Et
n1/2 Sn
— —0 pour toute suite U, — 00
Up N

Théoréme 2.2.2. Soit X un ARHX(1) sous (H1). Supposons que (Z,) vérifie un

théoréme central limite c’est a dire

nfl/Q Z ZZ i> N(O, Cz)
i=1
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Alors

n 237X 5 N(0,T)
i=1

avec
Lo = (I —p) H(Ce+aCza”) (I —p)~!

2.3 Représentation autorégressive

On note :
p a ... ... a
Xn En 1 !
P 0 uw; O 0
T, = n—.i-l,l , ;1 = "It et p’ = 0 0 wu 0
0
Zﬁ+Lq nnp

Si (X,,) est un ARHX(1) défini par I’équation (1), alors (7},) est un processus ARH(1)

a valeurs dans H9H!

T,=p(Th1)+e, nel (2.1)

n’

2.3.1 Remarques et propositions

1. On considére le produit cartésien H9"!, c’est un espace de Hilbert séparable

muni du produit scalaire

q+1

(1, 1), W1, Ygr1))gsr = (i, i)

=0

2. Les espaces des opérateurs linéaires bornés et des opérateurs Hilbert—Schmidt

sur H7"! seront respectivement notés par L,41 et Syi1
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3. une extension naturelle serait de considérer un order d’autorégression plus su-

perieur. Le modéle est alors écrit sous la forme :
Xp=p1(Xn1)+ o+ pp(Xnep) +ar(Zpq)+. .. +ay(Z,y) +6n, NnEZ (2.2)

En conséquence, la représentation est maintenant construite avec

Pr - .. Pp A1 ... ... Qg
En
X, I 0 0
0
0 I
X, ' 0
T, = A N U
Znt11 0 up 0
7771,1
Znt1,q ' o0 0
Tin,
. 0 ... oo ... 0 0 0 u

4. On peut également considérer le cas ot il existe des propriétés de rétroaction,
i.e. quand il existe une causalité dans deux directions. Par exemple avec ¢ = 1,

si Z, = b(X,) +u(Z,_1) + nn, avec b un opérateur borné sur H, on écrit

T, =p(Th-1) + € avec p = < poa )
b u

Le résultat présenté ci—dessous ne s’applique pas a ce cas, mais la procédure

d’estimation est relativement robuste par rapport a I’hypothese b = 0.

On suppose par la suite que la condition suivante (C) est vérifiée
3‘7.07 ||p,j0||2q+1 <1 (C)

5. La condition (C) peut étre vérifié méme si ||p’|| = 1. Par exemple, avec une seule

variable exogéne, on a

P dﬂh:p2m+w |
0 u 0 u?
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Donc ||p"?|| peut étre strictement inférieur a 1 avec p,a et u convenablement

choisis (p = a = u, p* = 0).

Proposition 2.3.1. L’équation (1) admet une solution stationnaire unique donnée

par :
Xy = Z(Plplj)(gfn—j)7 n e
§=0
Ou P; est lopérateur de projection (xi,...,Tq+1) = T;

La série converge p.s. et en L% (9, A, P)

Preuve. En appliquant le théoréme (1.2) au cas H = H?™, I’équation (2.1) admet
une solution stationnaire unique 7, = Z P (en_;),

Jj=0
n € Z, et la série converge p.s. dans L% (9, A, P). Pour I'existence il suffit de remar-
quer que X, = P,T,. Pour 'unicité, supposons que ’équation (1) admet une autre
solution stationnaire. On peut alors définir 7,1 = (X1, Zn11), qui est aussi une so-
lution stationnaire de ’équation (2.1), et par unicité de cette solution 7,1 = T, p.s.,

alors X,,; = X, p.s.
Proposition 2.3.2. Si (X,,) est un processus ARHX(1) vérifiant (1), alors
q q
Cp=pCh_1+ Z a;jCxo.2,,» h >1; Co=pC_y + ZajCXO,ZO,j + C..
j=1 j=1
Preuve. On a:
Con(z) = E[(Xn,2)Xo]

= El{p(Xn-a),2)Xo] + E + El{en, ) Xo]

<Z aj(Zh,j), £L‘> Xo

Jj=1

q

E[(Xnor, (@) Xo] + S E [(Zng,a}(@)) Xo] + El{en, 2)Xo)

J=1
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Alors
q .
0 sth=0
C_p = Cppipr + Z Czh,j,xoaj + 0poCe, ott dpg = ,
=1 1 sinon
En effet, par la proposition (2.3.3) X,, = Z(Plp'j)(dl_j), et en raison de I'indépen-
=0

dance du bruit (g,,) et (1,), on trouve que E[{(gs,.) Xo] = OpoCk.

Ainsi

q q
Ch = pC’h,l + Z ajCXo,Zh,ja h > 1; C(] = pC’,l + ZajCX()’ZO‘j + CE.

j=1 j=1

On définit les estimateurs de Cr, Cx = C, Cz,;, Cx ,+ respectivement par :
g

CZ:%ZTZ@I}, On=O§=%ZX,-®Xi,

+
X.Z,

1 1
ij = " Z 2 Q Zij, Ch = o Z Xi® Ziv1;
Ou Z = (Ziy15)ic

Proposition 2.3.3. Sous I’hypothése que E||Tol|2.,, on a :

(i)

+oo
limsupnE||C, — C|% < Z E{(Vo, Vi) s,
n—00 he—o0

(i)
nY*(logn)~?|C, — C|ls — 0  ps., B>1/2

(111) Si || Ty est bornée,

logn
I, = Clls = ((E%2) s
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Preuve. Pour le point (i), on écrit Cr et C sous forme de bloc

X,z X,z
Cx Cxgr - Cxzs cxX ooyt L opt
zZT.X 7
Cz+ X CZl : T On ! CTL 1
CT == 1 , Cn =
C C Z5 X Zq

Ainsi

q q
_ X,Zj+
ICY = Crllg,,, 2 ICa = ClE+ D ICH = Cyllz+ D lCn —Cxzlls (23)

j=1 j=1
D’aprés la proposition (1.4.2),
+oo
limsup nE||C,, — C’H%q+1 = Z E(Vo, Vi) s, -
n—oo he oo

Ce qui implique la partie (i) de la proposition. Pour (ii) et (iii), on utilise la proposition
(2.3.2).

2.4 Estimation et prévision

On utilise maintenant la représentation autorégressive afin de construire des esti-
mateurs théoriques des paramétres fonctionnels du modeéle (1). En effet, on peut

considérer l'estimateur p!, de p’ dans le contexte simple d'un ARH.

Soient ¢; et HJ-T les éléments généraux de CT et II* la projection orthogonale sur le

sous—espace engendré par les k, vecteurs propres vy, ..., v, , de CL associés aux
plus grandes valeurs propres 67 ... ,0& .- (k) est une séquence d’entiers tel que

k, < n pour tout n > 1 et k, — oc.

Faisons ’hypothése H suivante :
- ]EHT()H4 < 00
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00 >0 >..>60]>...>0
~ 0k, >0, n>1 (p.s).

On définit I'estimateur de la covariance et de son inverse par :

Kn Ky
j=1 j=1

L’estimateur de o' est alors pf, = IT%" DT'(CT)~1TX".
On a:
pn = Pip Py @i = PropLPryr, i=1,0..,¢; i = Pi1p, P

Théoréme 2.4.1. Sous I’hypothése H et si p' est un opérateur Hilbert—Shmidt, alors

on a .

lon = plle =——0,  ps,
n—-+o0o
llain —ai|le —— 0 p.S.,
n—+
”ui,n — UZH[: —_— 0 p.S.
n—-4o0o

Preuve. Il suffit de remarquer que pour tout i et j
120l = P Pylle < N Billellon — PllellPille < Nlon — £l
En appliquant le Théoréme (2.2), et sachant que
pn—p = Pi(p, = p') P
Wi — a; = Pi(py, — p') Pt
Ui — Ui = Prya(py, — p)Pir1, i=1,...,¢q
le resultat est obtenu.
Remarque 2.4.1. En utilisant le théoréme précédent on peut facilement construire

un estimateur X, .1 de la trajectoire X,, 11 sachant les observations Xy, ..., X,

~

X1 = pnXn + i1 Zns10+ -+ Ciglniig

Ou 2n+1,z‘ = Ui (Zn-1,)-



Chapitre 3
Simulations

La simulation, en général demande beaucaup d’attention, car les erreurs peuvent
causer des problémes du modéle, soit dans la réalisation du processus, soit dans l’esti-
mation des paramétres du modeéle. Ces erreurs sont liées d'une part avec le fait qu’on
a réalisé en réalité des nombres pseudo—aléatoires et d’autre part avec les erreurs
de calculs. Les simulations suivantes sont realisées a ’aide du logiciel R qui est un
logiciel libre disponible sur le site :

https://cran.r-project.org.

3.1 Simulation et estimation d’un modéle ARHX(1)

3.1.1 La fonction base.simul.far
Description

Calcul d’une base particuliére dans un espace fonctionnel.

Usage

base.simul.far(m=24, n=5).

Arguments

— m : Nombre de points de discrétisation.
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— n : Nombre d’axes.

Détails

On considére une base sinuoidale de l'espace fonctionnel C[0, 1] des fonctions conti-
nues de [0, 1] dans R. On calcule ici les valeurs des n premiers axes pour m points de
discrétisation equiréparties sur [0, 1] (plus précisément les points 0, %, RS S )

m

Valeur

Une matrice de taille n x m contenant les m valeurs des n premiers axes de base.

3.1.2 La fonction fdata

Description

Objet de la classe fdata et ses méthodes.

Usage

as.fdata(object,...)

as.fdata.matrix(object,..., col, p, dates, name)
as.fdata.list(object, ..., dates, name) Arguments

objet : Une matrice ou une liste.

col : Vecteur donnant les noms des variables a inclure dans 1’'objet fdata.
p : Une valeur réelle donnant le nombre de points de discrétisation choisi.
Dates : Un vecteur de caractéres contenant les dates des observations.
name : Un vecteur de caractéres contenant les noms des variables.

... : Des arguments supplimentaires.

Détails

les objets fdata sont principalement utilisés pour modéliser des données fonctionnelles
dans le but de calculer un modeéle autorégressif fonctionnelle en utilisant, par exemple
kerfon. Un fdata est composé d’une ou plusieurs variables. Chacune d’entre elle est

une série temporelle fonctionnelle.
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Valeur

Un objet de fdata classe.

3.1.3 La fonction simul.farx
Description

Simulation des données fonctionnelles avec variables exogénes @ 1'aide d’une base
Gram—Shmidt

Usage
simul.farx(m=12,n=100,base=base.simul.far(24,5),
base.exo=base.simul.far(24,5),
d.a=matrix(c(0.5,0) ,nrow=1,ncol=2),
alpha.conj=matrix(c(0.2,0) ,nrow=1,ncol=2),
d.rho=diag(c(0.45,0.90,0.34,0.45)),
alpha=diag(c(0.5,0.23,0.018)),
d.rho.exo=diag(c(0.45,0.90,0.34,0.45)),
cst1=0.05)

theoretical.coef (m=12,base=base.simul.far(24,5),
base.exo=NULL,
d.rho=diag(c(0.45,0.90,0.34,0.45)),

d.a=NULL,

d.rho.exo=NULL,

alpha=diag(c(0.5,0.23,0.018)),

alpha.conj=NULL,

cst1=0.05)

Arguments

m : entier nombre de points de discrétisation

n : entier nombre d’observations

— base : une base fonctionnelle exprimée en matrice créée par base.simul.far.

base.exo : une base fonctionnelle exprimée en matrice créée par base.simul.far.
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— d.rho : Matrice numérique. Une partie de l'opérateur linéaire dans la base
Gram—Shmidt (voir les détails pour plus d’informations).

— d.a : Matrice numérique. Une partie de l'opérateur linéaire dans la base
Gram—Shmidt (voir les détails pour plus d’informations).

— d.rho.exo : Matrice numérique. Une partie de l'opérateur linéaire dans la base
Gram—Shmidt (voir les détails pour plus d’informations).

— alpha : Matrice numérique. Une partie de l'opérateur linéaire dans la base
Gram—Shmidt (voir les détails pour plus d’informations).

— alpha.conj : Matrice numérique. Une partie de l'opérateur linéaire dans la base
Gram—Shmidt (voir les détails pour plus d’informations).

— cstl : Numérique. Coefficient de perturbation sur l'opérateur linéaire.

Détails

La fonction simul.farx simule un processus ARHX(1) avec une variable endogéne,
une variable exogéne et un bruit blanc fort. Pour ce faire la fonction utilise le fait
qu'un modéle ARHX(1) peut étre considéré comme un modéle ARH dans un espace
plus large. Par conséquent, la méthode est trés similaire a celle utilisée par la fonction
simul.far .

La simulation se réalise en deux étapes :

Premiére étape, la fonction permet de calculer un processus 7,, (ARH(1)) dans un
espace fonctionnel (que nous appelons dans la suite H) en utilisant une équation
simple et des paramétre données. T,, est de la forme (T3,,Ts,) ou Ty, et Ty, sont

respectivement les parties endogénes et exogénes du processus.

Deuxiéme étape, le processus 7;, est projeté en base canoniques en utilisant les pro-
jecteurs linéaires base et base.exo pour donner les variables endogénes (X,,) et les

variables exogénes (Z,,) respectivement. Ces deux bases doivent étre orthonormées.
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Value

Un objet fdata contenant deux variables ( la variable endogéne "X" et la variable
exogéne "Z") qui est un processus ARHX(1) de longueur n avec p points de discréti-

sation

3.1.4 La fonction far.cv

Description

Validation croisée pour les modeles ARH(1) et ARHX(1)

Usage

far.cv(data, y, x, kn, ncv, cvcrit, center=TRUE, na.rm=TRUE, joined=FALSE)

Arguments

— data : Un objet fdata

— vy : Un vecteur donnant les noms des variables endogénes du modéele

— x : Un vecteur donnant les noms des variables exogénes du modele

— kn : Un vecteur donnant les valeurs des différents kn. S’il n’est pas fourni la valeur
par défaut est un

— ncv : Le nombre d’observations utilisées pour la validation croisée

— cvcrit : Un vecteur de caractéres. Nom de la variable utilisée pour mesurer les
erreurs

— center : Logique. L’observation doit elle étre centrée

— na.rm : Logique. Est ce que les n.a doivents étre enlevées

— joined : Logique. Si c’est vrai, un modéle est calculé, sinon le modéele fonctionne

avec des variables séparées

Détails

Afin d’effectuer une bonne prévision avec un modéle ARH ou ARHX, on doit

déterminer la dimension kn du sous—espace dans lequel 'opérateur linéaire est
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estimé.

Cette fonction permet a l'utilisateur da faire ce choix en effectuant une validation

croisée sur un échantillon test.

3.1.5 La fonction far

Description

Estime les parameétres des processus ARH(1) et ARHX(1)

Usage

far(data,y,x,kn,center=TRUE,na.rm=TRUE, joined=FALSE)

Arguments

— data : Un objet de données.

— vy : Un vecteur donnant les noms des variables endogénes du modéle.

— x : Un vecteur donnant les noms des variables exogénes du modéle.

— kn : Un vecteur donnant les valeurs des différents kn. S’il n’est pas fourni, la valeur
par défaut est un.

— center : Logique. L’observation doit elle étre centrée.

— na.rm : Logique. Est ce que les NA doivent étre enlevées.

— joined : Logique. Si c’est vrai, un modéle ARH est calculé, sinon le modéle fonc-

tionne avec les variables séparées.

Détails

Un processus autorégressif fonctionnel d’ordre un ARH(1), d’une maniére générale

est défini par ’équation suivante :
T, =p(Th-1)+en nez

Ou T, et €, prennent leurs valeurs dans un espace fonctionnel, et p est un opérateur

linéaire. ,, est un bruit blanc fort.
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Considérons maintenant, un vecteur d’observations :
(TI,TH te 77—;;,117 s JTm,n)

Ou chaque T; ,, est un élément dans un espace fonctionnel. Dans ce qui suit, on va divi-

ser cette liste en deux parties : Y,, les variables endogénes et X, les variables exogénes.

Alors un processus autorégressive fonctionnel d’ordre un avec variables exogénes
ARHX(1) est défini par :

Ou p et a sont des opérateurs linéaires dans des espaces adéquats.

Estimation

Cette fonction estime les parameétres des modéles ARH et ARHX.
D’abord, si la moyenne de data n’est pas nulle, on peut utiliser I’'option center. De

plus, si le data contient des valeurs NA, on peut travailler avec ’option na.rm.

Estimation d’un ARH

L’estimattion concerne principalement ’estimation de 'opérateur p. Cette estimation
se fait dans un sous espace approprié. Ce qui est important & savoir, c’est que la
meilleure dimension kn pour ce sous—espace n’est pas déterminée par cette fonction.
L’utilisateur doit donc fournir cette dimension en utilisant I'option kn. Une fagon de

choisir cette dimension est d’utiliser d’abord la fonction far.cv.

Estimation d’un ARHX

L’estimation d’'un ARHX peut étre réalisée par deux méthodes jointes ou non :
L’estimation jointe est effectuée par la jonction des variables en une seule. Par

exemple, avec les notations précédentes, la tronsformation est :

Tn = (Yny Xn+1)
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Et T,, est alors un processus ARH(1) particulier. Dans ce cas, il faut utiliser 'option
joined=TRUE.

Alternativement, on peut choisir joined=FALSE pour estimer le modéle ARHX, alors
kn doit étre un vecteur de longueur égale au nombre de variables impliquées dans le
modeéle ARHX.

Résultat

La fonction renvoie un objet far.

Valeur

Un objet far, voir les détails pour plus d’informations.

3.1.6 La fonction predict.far
Description

Prévision, en utilisant le modéle ARH(1) ou ARHX(1)

Usage

predict.far(object, ..., newdata=NULL, label, na.rm=TRUE, positive=FALSE)

Arguments

— object : Un objet far résultat de la fonction far.

— newdata : Une matrice data utilisée pour prédire le modéle ARH(1) a partir des
valeurs dans newdata, ou NULL pour prédire un pas en avant avec les données dans
object.

— label : Un vecteur de caractére donnant les dates a associer aux observations
prédites

— na.rm : Logique. Les valeurs NA doivent elle étre supprimées ?

— ... : Arguments supplémentaires.
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Détais

Cette fonction calcule une prédiction en avant pour un modéle far.

Utilisez l'option newdata pour saisir les valeurs passées et la valeur d’option label
pour définir les étiquettes pour les nouvelles observations. Remarque que la sortie
est de méme longueur que newdata dans le cas d’'un modéle ARH, et la longueur de
newdata moins une dans le cas d’'un modéle ARHX. Ceci est di au décalage temporel

de la variable exogéne : X1 et Y; qui sont utilisés dans le calcule de Y.

Valeur

Un objet fdata.

3.2 Estimation par noyau

3.2.1 La fonction kerfon
Description

Modélisation de fdata utilisant le noyau fonctionnel.

Usage

kerfon(data,x,r,hmin,hmax,na.rm=TRUE).

Arguments

— A : Données fdata objet.

— x : Le nom de la variable étudiée.

— r : Nombre d’observations utilisées pour valider le modéle.
— hmin : Valeur minimale de la bande passante.

— hmax : Valeur maximale de la largeur de la bande.

— na.rm : logique : Est ce que les NA besoin d’étre enlevées.
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Détails

Cette fonction construit un modele de noyau fonctionnel et effectue 'estimation de

cette bande passante.

La fonction kerfon utilise la validation croisée pour déterminer la valeur de h,,. Les
parameétres hmin et hmax sont utilisés, lorsqu’ils sont fournis, pour controéler les valeurs
admissibles de h,,. Pour choisir la valeur de h,,, on doit fournir la méme valeur pour
les deux hmin et hmax. Lors de la validation croisée, considérant que 1'objet fdata
contient n observations, la fonction utilise les (n —r) premiers observations, et calcule

I’erreur quadratique moyenne sur les r derniéres observations.

Valeur

Un objet kerfon. L’objet est une liste d’éléments suivants :

call : L’appel de la fonction.

h : La bande passante (trois valeurs : optimale, minimum, maximum).

— x : Le nom de la variable choisie.

xdata : Les valeurs passées pour x.

— ydata : Les valeurs associées a x.

3.2.2 La fonction predict.kerfon
Description

Calcul de prédiction basée sur un modéle de noyau fonctionnel.

Usage

predict.kerfon(object, ..., newdata=NULL,label,na.rm=TRUE,positive=FALSE)

Arguments

— object : un objet kerfon.
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— newdata : Un objet fdata utilisé dans le modéle de kerfon pour calculer la pré-
diction, ou a NULL.

— prdict : Prévision un pas en avant.

— label : Etiqueter un vecteur de caractére donnant les dates associées aux observa-
tions prévues.

— na.rm : Logique. Est ce que les NA ont besoin d’étre enlevées.

— ... : Des arguments supplémentaires.

Détails

Cette fonction calcule a un pas en avant la prédiction d’un modéle kerfon.

Valeur

Un objet fdata

3.3 Applications

3.3.1 Sur des données simulées

On teste par le programme suivant les résultats précédents concernant la prévision

par un modéle ARHX et on les compare avec celles utilisant le noyau.

e Programme :
datal <- simul.farx(m=10,n=400,base=base.simul.far(20,5),
base.exo=base.simul.far(20,5),
d.a=matrix(c(0.5,0) ,nrow=1,ncol=2),
alpha.conj=matrix(c(0.2,0) ,nrow=1,ncol=2),
d.rho=diag(c(0.45,0.90,0.34,0.45)),
alpha=diag(c(0.5,0.23,0.018)),
d.rho.exo=diag(c(0.45,0.90,0.34,0.45)),
cst1=0.0)
multplot(datal)
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modell.cv <- far.cv(data=datal, y=’X’, x=’Z’, kn=8, ncv=10,
cverit=’X’,center=FALSE, na.rm=FALSE, joined=TRUE)
model2.cv <- far.cv(data=datal, y=’X’, x=’Z’, kn=c(4,4), ncv=10,
cverit=’X’,center=FALSE, na.rm=FALSE, joined=FALSE)

print (modell.cv)

print (model2.cv)

k1l <- modell.cv\$minL2[1]

k2 <- model2.cv\$minL2[1:2]

modell <- far(data=datal, y=’X’, x=’Z’°,kn=ki1,

center=FALSE, na.rm=FALSE, joined=TRUE)

model2 <- far(data=datal, y=’X’, x=’Z’°, kn=k2,
center=FALSE, na.rm=FALSE, joined=FALSE)
DATA2=kerfon(datal)

print (DATA2)

print (modell)

print (model?2)

predl <- predict(modell,newdata=datal)

pred2 <- predict(model2,newdata=datal)
pred3=predict.kerfon(DATA2, newdata=datal,na.rm=TRUE, positive=FALSE)
persistl <- pred.persist(select.fdata(datal,date=1:399) ,x="X’)
reall <- select.fdata(datal,date=2:400)

errors0 <- persistl[[1]]-reall[[1]]

errorsl <- predl[[1]]-reall[[1]]

errors2 <- pred2[[1]]-reall[[1]]

errors3 <- pred3[[1]][,2:400]-real1[[1]]

d=datal[[1]][,400]

t1=pred1[[1]][,399]

t2=pred3[[1]][,399]

t3=pred2[[1]][,399]

plot(tl,type=’1’,ylim=c(-1,1))

lines(d,type=’1’,col="red’)
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lines(t2,type=’1’,col="blue’)
lines(t3,type=’1’,col="yellow’)

legend (’topright’,c(’simul’,’ARHX’,’ARH’,’noyau’),inset=.02,
col=c(’red’,1,’blue’,’yellow’) ,pch=c(-1,-1,-1,-1),1lwd = 2,cex = 1,
pt.bg = ’white’, pt.cex = 1:2,merge=TRUE,bg = ’gray90’)
errl=(sqrt(sum(d-t1)~2))/10

print(errl)

err2=(sqrt (sum(d-t2)~2))/10

print (err2)

err3=(sqrt (sum(d-t3)~2))/10

print (err3)

00
1

-05
1

-1.0

time

Figure 3.1 : Simulation d’une trajectoire d’'un modéle ARHX(1).

Comparaison :
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Index

Figure 3.2 : courbes des différents estimateurs

Tableau 3.1 : Erreurs quadratiques moyennes

Méthode | ARHX | ARH | noyau
Erreur 0.514 | 0.688 | 0.571

Remarque 3.1 : D’aprés les erreurs calculées et la figure 3.2 la méthode ARHX

fournit la meilleure prévision.

3.3.2 Sur des données réelles

On applique les deux méthodes de prévision sur les données journaliéres de la tem-
pérature moyenne et la vitesse du vent de la ville d’Oran—Algerie sur la periode
de 01/01/2014 a 30/12/2014. On compare ces deux méthodes en calculant I'erreur

quadratique moyenne.

e Programe :
f=file.choose()
a=scan(f)
s=file.choose()
b=scan(s)

xx=matrix(a,nrow=30,ncol=12)
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zz=matrix(b,nrow=30,ncol=12)
res=list (s=xx,t=zz)
d=as.fdata(res,na.rm=TRUE)
far=far(d,na.rm=TRUE, joined=TRUE)
predl=predict.far(far,newdata=d)
far2=far(d,na.rm=TRUE, joined=FALSE)
predn=predict.far(far2,newdata=d)
noy=kerfon(d)
pred2=predict.kerfon(noy,newdata=d)
f=xx[,12]

pl=pred1[[1]]

pa=p1l[,11]
erl=(sqrt(sum(f-pa)~2))30
pn2=predn[[1]]

pna=pn2[,11]

ernl=(sqrt (sum(f-pna)~2))/30
p3=pred2[[1]]

pp=p3[,11]

er2=(sqrt (sum(f-pp)~2))/30
print(erl)

print (ernl)

print (er2)

ul=as.matrix(pl)

ul=ull[,12]

u2=as.matrix(pn2)

u2=u2[,12]

u3=as.matrix(p3)

u3=u3[,12]

p=as.matrix(d)

s=p[[1]1]1[,12]
plot(ul,type=’1’,ylim=c(0,50))
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lines(s,type=’1’,col="red’)

lines(u2,type=’1’,col="blue’)

lines(u3,type=’1’,col="green’)
legend(’topleft’,c(’observ’,’ARHX’,’ARH’, ’noyau’) ,inset=.02,
col=c(’red’,1,’blue’,’green’) ,pch=c(-1,-1,-1,-1),1lwd = 2,cex = 1,
pt.bg = ’white’,pt.cex = 1:2,merge=TRUE,bg = ’gray90°’)

— Température
o
© 7 --0--- Vent

00 02 04 08 08 10

time

Figure 3.3 : Données de la température et vitesse du vent de la ville d’Oran année
2014.
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Comparaison :

—— observ

u1

Index

Figure 3.4 : courbes des différents estimateurs

Tableau 3.2 : Erreurs quadratiques moyennes

Méthode | ARHX | ARH | noyau
Erreur 5.835 | 6.662 | 8.277

Remarque 3.2 : D’aprés les erreurs calculées et la figure 3.4 la méthode ARHX

fournit la meilleure prévision.
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