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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Historique

Dans la littérature statistique, et plus précisément, dans le cas multivarié, on retrouve la
méthode du lissage par polynômes localement pondérés sous diverses appellations : lissage
par ajustement local (Cleveland et Loader [6]), par polynômes locaux de type noyau (Wand
et Jones [23]), par régression locale polynomiale (Opsomer [19]), par régression localement
pondérée (Cleveland [7]) ou tout simplement par régression locale (Loader [14]). Par souci
de clarté, on privilégiera ,dans ce mémoire, l’emploi de la terminologie régression par poly-
nômes locaux.
Contrairement au cas multivarié, la littérature sur la méthode d’estimation par polynômes
locaux dans le cadre fonctionnel est très restreinte. En effet, Barrientos et al. [2] ont uti-
lisé une modélisation locale linéaire fonctionnelle pour étudier l’opérateur de régression. La
performance de la méthode locale linéaire, en faisant une comparaison avec l’estimateur de
Nadaraya-Watson via la méthode de Monte-Carlo dans le cas fonctionnel, a été établie par
Baíllo et Grané [1]. Une méthode alternative pour l’estimation locale linéaire fonctionnelle
a été réalisé par Boj et al. [4].

Notons, aussi que la généralisation des résultats de Barrientos et al. [2] aux données spatia-
lement dépendantes a été établie par Chouaf et Laksaci [5]. En 2016, Zhou et Lin [25] ont
établi la convergence en moyenne quadratique et la normalité asymptotique de l’estimateur
construit par Barrientos et al. [2].

L’objectif de ce mémoire, est d’établir les propriétés les plus importantes d’un estimateur
local linéaire de la fonction de régression dans le cas où les observations sont indépendantes
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et identiquement distribuées. Ce manuscrit est présenté en cinq chapitres, et il est organisé
comme suit :
Après ce chapitre introductif destiné à un historique sur l’estimation de la fonction de
régression par la méthode des polynômes locaux dans les deux cas multivarié et fonction-
nel. On introduit dans la deuxième partie du même chapitre quelques outils statistiques
nécessaires pour l’élaboration de nos résultats. Le deuxième chapitre, est consacrée à des
généralisations sur la méthode des polynômes locaux, et l’étude des cas particuliers ( local
constant et local linéaire) dans le cas réel. On trouvera aussi la construction d’un estimateur
local linéaire de l’opérateur de régression pour des données fonctionnelles. Dans le troisième
chapitre, on établi la convergence ponctuelle presque-complète de l’estimateur local linéaire
de la fonction de régression dans le cas où la variable explicative est fonctionnelle et la ré-
ponse est réelle, en précisant sa vitesse de convergence. Dans le quatrième chapitre, on établi
la convergence en moyenne quadratique de l’estimateur construit en précisant les termes
asymptotiquement dominants du biais et de la variance. Dans le même chapitre, on établi
la normalité asymptotique. Le cinquième chapitre est consacré à quelques applications et
une conclusion générale.

1.2 Définitions et outils

1.2.1 La convergence presque-complète

Définition 1.2.1. On dit que (Xn)n∈N Converge presque complètement vers la variable
aléatoire X, si et seulement si

∀ε > 0,
∑
n∈N

P (|Xn −X| > ε) <∞

et la convergence presque-complète de (Xn)n∈N vers X est notée par

lim
n→∞

Xn = X, p.co.

Définition 1.2.2. On dit que le taux (la vitesse) de convergence presque-complète de
(Xn)n∈N vers X est d’ordre un si et seulement si

∀ε0 > 0,
∑
n∈N

P (|Xn −X| > ε0un) <∞

et nous écrivons
Xn −X = Op.co.(un)



1.2 Définitions et outils 9

Définition 1.2.3. Soit Xn, Yn deux suites des variables aléatoires.

La suite
(
Xn

Yn

)
n∈N
−→ 0, p.co. si et seulement si : Xn −→ 0, p.co.

et ∃δ > 0,
∑
n∈N

P (|Yn| < δ) <∞

1.2.2 Erreur quadratique moyenne

C’est un critère très répandu dans la littérature pour évaluer la précision d’une valeur
estimée en un point x, et on a la définition suivante :

Définition 1.2.4. si (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires définies sur l’espace probabi-

lisé (Ω,A,P), et X une variable aléatoire définie sur le même espace et telle que E(|X|2) <

∞, alors on dit que Xn converge dans L2 vers X si :

lim
n−→∞

E(|Xn −X|2) = 0

1.2.3 Inégalité de type exponentiel

Soit Z1, . . . , Zn une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées

Corollaire 1.2.1. i) Si ∀M ≥ 2, ∃Cm > 0, E|Zm1 | ≤ Cma2(m−1), alors

∀ε > 0, P
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

Zi

∣∣∣∣∣ > εn

)
6 2 exp

{
−ε2n

2a2(1 + ε) .
}

ii) Supposons que les variables dépendent de n (C’est-à-dire que Zi = Zi,n).

Si ∀M > 2,∃Cm > 0,E|Zm1 | ≤ Cma
2(m−1)
n et si un = n−1a2

n logn vérifie
lim
n→∞

un = 0, nous avons

1
n

n∑
i=1

Zi = Op.co.(
√
un).

1.2.4 Théorème de Slutsky

soit (Xn), (Yn) des suites de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Ω;F ; P)
et à valeurs respectivement dans Rp et Rq.
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Théorème 1.2.1. [22] Si (Xn) converge en loi vers X, et si (Yn) converge en probabilité
vers une constante c, alors le couple (Xn, Yn) converge en loi vers le couple (X, c).

1.2.5 Théorème central limite

Théorème de Lindeberg

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires définies sur le même espace de probabilité,
indépendantes. Supposons que, pour n ≥ 1, Xn ait une espérance finie µn et un écart-type

fini σn, et posons S2
n =

n∑
i=1

σ2
i et Zn = 1

Sn

n∑
i=1

(Xi − µi)

Si, pour tout ε > 0, lim
n→+∞

1
S2
n

n∑
i=1

E[(Xi − µi)211{|Xi−µi|>εSn}] = 0

alors la loi de Zn converge vers la loi normale centrée réduite N (0, 1)



Chapitre 2

La modélisation par régression
localement polynomiale

Avant de passer à notre objectif, qui est l’estimation de la fonction de régression par la
méthode locale linéaire, il nous a paru logique de donner l’idée générale sur la méthode des
polynômes locaux. Par suite, ce chapitre est divisé en trois sections. La première section
présentera L’estimateur de noyau, la deuxième section est consacrée à l’estimation par
la méthode des polynômes locaux dans le cas réel. La construction d’un estimateur local
linéaire de la fonction de régression dans le cas fonctionnel est explicitement donné dans la
dernière section.

2.1 L’estimation par la méthode du noyau

Supposons que le comportement d’une variable aléatoire Y soit lié à celui d’une autre
variable aléatoire X. Il est classique d’essayer tout d’abord d’exprimer Y linéairement en
fonction de X. C’est le problème bien connu de la régression linéaire. Il serait peut-être plus
judicieux de tenter d’exprimer Y à travers une fonction m non nécessairement linéaire de
X, c’est-à-dire de trouver une expression de la forme :

Y = m(X) + ε

où le terme ε correspond à une erreur ou un bruit de modélisation aléatoire. On peut alors
chercher à déterminer m comme solution du problème de minimisation : minE[Y −m(X)]2

Si le bruit ε est intégrable et centré et s’il est indépendant de la variables aléatoire X, on a

m(X) = E[Y |X]
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Dans ce chapitre, nous allons présenter brièvement quelques estimateurs non-paramétriques
d’une fonction de régression. Nous nous focalisons essentiellement sur l’estimateur de Nadaraya-
Watson et l’estimateur par la méthode des polynômes locaux.

2.1.1 L’estimateur de Nadaraya-Watson

Le premier estimateur rencontré dans la littérature est l’estimateur à noyau de Nadaraya-
Watson (1964), noté m̂NW

n (x). Il est construit à partir d’une fonction noyau K et d’une
fenêtre (hn), de manière analogue à l’estimateur à noyau de la densitè de probabilitè intro-
duit par Parzen (1962) et Rosenblatt (1956). La fenêtre (hn) désigne une suite de nombres
réels strictement positifs vérifiant hn → 0 et nhn → ∞ lorsque n → ∞. Le noyau est une
fonction mesurable, positive et bornée telle que∫
R
K(x)dx = 1,

∫
R
xK(x)dx = 0,

∫
R
|x|K(x)dx <∞.

L’estimateur m̂NW
n (x) se présente sous la forme d’une moyenne locale pondérée des valeurs

Yi. Il est défini par

m̂NW
n (x) =

n∑
i=1

YiK

(
x−Xi

hn

)
n∑
i=1

K

(
x−Xi

hn

)

Le noyau K détermine la forme du voisinage autour du point x, tandis que la fenêtre (hn)
contrôle la taille de ce voisinage, c’est-à-dire implicitement le nombre d’observations prises
en compte pour effectuer la moyenne locale.

2.2 L’estimation localement polynomial dans le cas réel

L’estimation de la fonction de régression par la méthode des polynômes locaux est fondée sur
une simple généralisation de l’estimateur m̂NW

n (.). L’idée maîtresse de l’approche localement
polynomiale est de considérer le problème de la régression sous l’angle des moindres carrés ;
en effet, la fonction de régression m(·) est elle même solution d’un problème de moindres
carrés.
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Par convenance, nous rappelons la définition de l’estimateur m̂NW
n (x) : lorsque K ≥ 0,

m̂NW
n (x) =

n∑
i=1

YiK

(
x−Xi

hn

)
n∑
i=1

K

(
x−Xi

hn

) = ĝn(x)
f̂n(x)

.

Nous avons, lorsque K > 0,

{
ĝn(x)− m̂NW

n (x)f̂n(x)
}

= 0

L’estimateur de la régression m̂NW
n peut donc être regardé comme la solution du problème

de moindres carrés pondérés suivant :

min
a∈R

n∑
i=1
{Yi − a}2K

(
x−Xi

hn

)

En d’autres termes, l’estimateur m̂NW
n est obtenu par une approximation des moindres

carrés localement constante. Le principe de l’estimation localement polynomiale consiste en
l’ajustement local d’un polynôme de degré p aux données (Xi, Yi) : 1 ≤ i ≤ n. Commençons
par la construction des estimateurs localement polynomiaux.
Soit p un entier naturel fixé. Nous cherchons à ajuster le polynôme

β0 + β1(· − x) + β1(· − x)p + . . .+ β1(· − x)p

aux données (Xi, Yi), via la méthode des moindres carrés pondérés .
Premièrement, on suppose l’existence de la (p+ 1)-ième dérivée de la fonction de régression
m(·) au point x. Cette hypothèse est essentielle pour valider théoriquement la construction
de l’estimateur localement polynomial. Nous pouvons alors approximer localement la fonc-
tion de régression m(x) par un polynôme d’ordre p. Il s’ensuit, via le développement de
Taylor autour du point x,

m(x) ≈ m(x) +m′(x)(z − x) + m′′(x)
2 (z − x)2, . . . ,

m(p)(x)
p! (z − x)p (2.1)

≈
n∑
i=1

mj(x)
j! (z − x)j =:

n∑
i=1

βj(z − x)j , (2.2)

lorsque z est situé dans un voisinage du point x. A présent, nous ajustons localement le
polynôme (2.2) aux données {(Xi, Yi) : 1 ≤ i ≤ n} par la méthode des moindres carrés
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pondérés avec comme fonction de poids K
(
Xi−x
hn

)
.

Il faut minimiser par rapport au vecteur β = (β0, . . . , βp)T ∈ Rp+1 la quantité suivante

n∑
i=1
{Yi −

p∑
j=0

βj(Xi − x)j}2K(Xi − x
hn

). (2.3)

Comme pour l’estimateur m̂NW
n , les paramètres K et hn déterminent la forme et la taille

du voisinage autour du point x. Soit β̂ = (β̂0, . . . , β̂p)T ∈ Rp+1, le vecteur qui minimise

l’expression (2.3). D’après l’égalité (2.2), la dérivée k−ième m(k)(x) peut-être donc estimer

par β̂k × k!, pour k = 0, 1, . . . , p. Il s’ensuit la définition suivante :

Définitions 2.2.1. La statistique

m̂(k)(x) = β̂k × k!, 0 ≤ k ≤ p, (2.4)

est l’estimateur localement polynomial d’ordre p de la dérivée k−ième de la régression

m(k)(x).

Remarque 2.2.1. – Lorsque k = p = 0, on retrouve bien l’estimateur m̂NW
n .

– Un exemple particulièrement intéressant est le cas p = 1 et k = 0. L’estimateur m̂LL
n (x)

est appelé l’estimateur local linéaire. D’après (2.3) et (2.4), il est égal à β̂0 lorsque β̂ =

(β̂0, β̂1) désigne le vecteur solution de l’équation des moindres carrés suivante :

min
β0,β1

n∑
i=1
{Yi − β0 − β1(Xi − x)}2K

(
Xi − x
hn

)
.

Plus explicitement, l’estimateur local linéaire m̂LL
n est défini par :

m̂LL
n (x) =: ĝn,0(x)f̂n,2(x)− ĝn,1(x)f̂n,1(x)

f̂n,0(x)f̂n,2(x)− f̂2
n,1(x)

, (2.5)

où

f̂n,j(x) =: 1
nhn

n∑
i=1

{
Xi − x
hn

}j
K

(
Xi − x
hn

)
, j = 0, 1, 2,

ĝn,j(x) =: 1
n
hn

n∑
i=1

Yi

{
Xi − x
hn

}j
K

(
Xi − x
hn

)
, j = 0, 1.

De façon général, la régression par polynômes locaux possède de nombreux points forts dont
certains sont discutés en détail par Fan et Gijbels [10] :
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1. La méthode s’adapte bien aux problèmes de biais aux bornes et dans des régions de
grande courbure ;

2. Elle est facile à comprendre et à interpréter ;

3. Des méthodes produisant des calculs rapides ont été développés pour son estimation ;

4. En raison de sa simplicité, elle peut s’adapter pour prendre en considération diverses
hypothèses de distribution ;

5. Elle ne requière pas la présence d’hypothèses strictes sur le niveau de lissage de la
courbe ;

6. Elle appartient à la famille des lisseurs linéaires ;

7. Le fait d’avoir un modèle local, permet de développer des méthodes pour choisir
directement la largeur de la fenêtre de même que I’ordre du polynôme local à l’aide
des réponses (p rédictions ) obtenues par le modèle.

Selon Cleveland et Loader [7], aucun de ces points forts ne procure, à lui seul, une raison
évidente pour choisir cette approche plutôt qu’une autre ; il s’agit plutôt de la combinaison
de ceux-ci qui rend l’approche de régression par polynômes locaux attrayante.

Dans le paragraphe suivant, on va construire un estimateur local linéaire de la régression
dans le cadre fonctionnel. Plus précisément, nous nous concenterons sur l’estimation de
la fonction de régression d’une variable aléatoire réelle Y conditionnée par une variable
fonctionnelle X (à valeurs dans un espace de dimension infinie).

2.3 L’estimation locale linéaire dans le cas fonctionnel

2.3.1 Le modèle

Nous nous intéresserons ici à un modèle statistique où très peu d’hypothèses sont faites sur
la relation entre Y et X . Plus précisément, nous allons nous concentrer sur le modèle de
régression non-paramétrique fonctionnel sur lequel portent l’essentiel des travaux théoriques
existant dans la littérature sur des modèles non-paramétriques avec covariable fonctionnelle.
Ce modèle s’écrit

Y = m(X ) + ε

où X est à valeurs dans un espace de dimension infinie H et ε un terme de bruit sup-
posé indépendant de X , l’objectif est d’estimer la fonction m à partir d’un échantillon
(Xi, Yi), i = 1, . . . , n de copie de (X , Y ).
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2.3.2 Construction de l’estimateur local linéaire

On considère le problème de minimisation suivant (P1) :

min
(a,b)∈R2

n∑
i=1

(Yi − a− bβ(Xi, χ))2K(h−1|δ(Xi, χ)|),

où β(., .) est une fonction réelle connue, définie sur H × H dans R telle que, pour tout
ξ ∈ H, β(ξ, ξ) = 0, δ contrôle la proximité entre les éléments de H, K est un noyau.
Nous construisons un estimateur de la fonction de régression noté m̂(χ) solution du problème
de minimisation (P1) et nous avons :

m̂(χ) =t u1(tQβKQβ)−1QβKY

où tBβ la matrice définie par :

tQβ =

 1 · · · 1
β(X1, χ) · · · β(Xn, χ)

 ,
et

Y =t [Y1, . . . , Yn] et u1 =t [1, 0] ∈ R2

(où At designe la matrice transposée de la matrice A).
On désigne par K la matrice diagonale des poids :

K =


(K(h−1|δ(X1, χ)|) 0 · · · 0

0 (K(h−1|δ(X2, χ)|) · · · 0
...

... . . . 0
0 0 · · · (K(h−1|δ(Xn, χ)|)



Pour calcluer m̂(χ) on note Ki = K(h−1|δ(Xi, χ)|) et βi = β(Xi, χ).

m̂(χ) = (1, 0)


 1 1 . . . 1
β1 β2 . . . βn



K1 0 . . . 0
0 K2 . . . 0
... . . .

. . . ...
0 0 . . . Kn




1 β1

1 β2
...

...
1 βn





−1
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×


1 β1

1 β2
...

...
1 βn




K1 0 . . . 0
0 K2 . . . 0
... . . .

. . . ...
0 0 . . . Kn




Y1

Y2
...
Yn


avec

(tQβKQβ)−1 =


n∑
i=1

Kiβ
2
i −

n∑
i=1

Kiβi

−
n∑
i=1

Kiβi

n∑
i=1

Ki


n∑
i=1

n∑
j=1

βi(βi − βj)KiKj

En posant
n∑
i=1

n∑
j=1

Wij =
n∑
i=1

n∑
j=1

βi(βi − βj)KiKj

donc

tu1(tQβKQβ)−1 =

(
n∑
i=1

Kiβ
2
i ,−

n∑
i=1

Kiβi

)
n∑
i=1

n∑
j=1

Wij

et

tQβKY =


n∑
i=1

KiYi

n∑
i=1

KiYiβi


alors

m̂(χ) = 1
n∑
i=1

n∑
j=1

Wij

(
n∑
i=1

Kiβ
2
i ,−

n∑
i=1

Kiβi

)
n∑
i=1

KiYi

n∑
i=1

KiYiβi



= 1
n∑
i=1

n∑
j=1

Wij

[(
n∑
i=1

Kiβ
2
i

)(
n∑
i=1

KiYi

)
−
(

n∑
i=1

Kiβi

)(
n∑
i=1

KiYiβi

)]
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POLYNOMIALE

Ce qui conduit à obtenir la solution suivante :

m̂(χ) =

n∑
i=1

n∑
j=1

WijYj

n∑
i=1

n∑
j=1

Wij

,



Chapitre 3

Convergence presque-complète

Dans ce chapitre, nous étudions la convergence presque-compète de notre estimateur dans
le cas où les observation sont indépendantes et identiquement distribuées. Ce chapitre est
donc divisé en trois sections. Dans la première section, nous regroupons l’ensemble des
hypothèses utilisées pour établir les résultats asymptotiques. Dans la deuxième section,
nous énonçons les théorèmes. La démonstration détaillée de ces derniers sera donnée dans
la dernière section.

3.1 Notations générales et hypothèses

(H1) φχ(u1, u2) := P(u1 ≤ δ(X , χ) ≤ u2), et ∀u > 0, φχ(u) := φχ(0, u) > 0.
Dans la suite, on utilise la notation simple : φχ(u) := φχ(−u, u). Donc, il est facile de

déduire que φχ(u) = P(χ ∈ B(χ, u)) où B(χ, u) = {χ′ ∈ H, |δ(χ, χ′)| ≤ u}

(H2C) m ∈
{
f : H → R, lim

|δ(χ,χ′)|→0
f(χ′) = f(χ)

}
, et

(H2L) m ∈ {f : H → R, ∀χ′ ∈ H, |f(χ′)− f(χ)| < C|δ(χ, χ′)|ν}.
(H4) Le noyau K est une fonction positive, différentiable de support [−1, 1].
(H5) Le paramètre de lissage est tel que :

lim
n→+∞

h = 0, et lim
n→+∞

logn
nφχ(h)

(H6)∃n0, ∀n > n0,
1

φχ(h)

∫ 1

0
φχ(zh, h) d

dz
(z2K(z))dz > C > 0.

(H7)h
∫
B(χ,h)

β(u, χ)dP (u) = o

(∫
B(χ,h)

β(u, χ)2dP (u)
)
.
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(H8)∀k = 2, 3, . . . , σk : χ→ E(Y k|X = χ) est un opérateur continu.

Remarque 3.1.1. Notons, que, les hypothèses ((H2)− (H5)) et (H8) sont standards dans
le cadre de la régression non-paramétrique fonctionnelle et elles sont des extensions de ce
qui a était supposé dans le cas vectoriel. L’hypothèse (H6) précise le comportement du
paramètre de lissage h en relation avec la fonction de probabilité de petite boule φχ et le
noyau K.

3.2 Propriété asymptotique

On est maintenant en position de donner les résultats principaux de ce chapitre ; le pre-
mier théorème établi la convergence presque-complète de l’estimateur m̂(χ), tandis que le
deuxième précise sa vitesse de convergence.

Théorème 3.2.1. Sous les conditions (H1), (H2C), (H3)− (H8), nous avons :

m̂(χ)−m(χ) = Op.co.(1).

Théorème 3.2.2. Sous les conditions (H1), (H2l), (H3)− (H8), nous avons :

m̂(χ)−m(χ) = O(hν) +Op.co.

(√
logn
nφχ(h)

)

3.2.1 Preuve des Théorèmes

La démonstration des deux théorèmes est basée sur la décomposition suivante :

m̂(χ)−m(χ) = 1
m̂0(χ) [(m̂1(χ)− E(m̂1(χ)))− (m(χ)− E(m̂1(χ)))]

− m(χ)
m̂0(χ)(m̂0(χ)− 1),

où

m̂l(χ) = 1
n(n− 1)E(w12)

n∑
i=1

n∑
j=1

wijY
l
j , pour l = 0, 1,

et

m̂(χ) = m̂1(χ)
m̂0(χ) avec E(m̂0(χ)) = 1.

Ainsi, les Thérèmes 3.2.1 et 3.2.2 sont une conséquence directe des lemmes suivants :
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Lemme 3.2.1. Sous les hypotèses (H1), (H3)− (H5), on a

(i) Si (H2C) est satisfaite, on a

m(χ)− E(m̂1(χ)) = O(1)

(ii) Si (H2L) est satisfaite, on a

m(χ)− E(m̂1(χ)) = O(hν)

Lemme 3.2.2. Si les hypothèses (H1), (H2C), (H3)− (H7) sont vérifiées

(i) on a m̂0(χ)− 1 = Op.co.

(√
logn
nφχ(h)

)
(ii) De plus, si (H8) est vérifiée, on a

m̂1(χ)− E(m̂1(χ)) = Op.co.

(√
logn
nφχ(h)

)

Et le lemme technique préliminaire suivant

Lemme 3.2.3. Sous les hypothèses (H1), (H3)− (H6), on a :

(i) ∀(k, l) ∈ N∗ ×N, E(Kk
1 |β1|l) ≤ Chlφχ(h),

(ii) E(K1β
2
1) > Ch2φχ(h).

où C est une constante générique (0 < C < +∞)

3.3 Preuve des Lemmes

Preuve du lemme technique préliminaire 3.2.3

Preuve de (i) : L’hypothèse (H3) implique que

Kk
1 |βl1|lh−l ≤ CKk

1 |δ(χ1, χ)|lh−l

et le fait que le noyau K est bornné sur [0, 1], on a

Kk
1 |β1|lh−l ≤ C|δ(X1, χ)|lh−l11[0,1](h−1|δ(X1, χ)|),



22 CHAPITRE 3. CONVERGENCE PRESQUE-COMPLÈTE

et par conséquent, on a

E(Kk
1 |β1|lh−l) ≤ CE(11[0,1](h−1|δ(X1, χ)|)),

≤ CP(0 ≤ h−1|δ(X1, χ)| ≤ 1)

≤ CP(δ(X1, χ) ≤ h)

≤ Cφχ(h)

D’où
E(Kk

1 |β1|l) ≤ Chlφχ(h)

Preuve de (ii) : En utilisant (H3), on peut remarquer que

EK1β
2
1 > CEδ(χ,X1)2K1

De plus, on peut écrire

E

(
K1

δ(χ,X1)2

h2

)
=

∫ 1

0
t2k(t)dP |δ(χ,X )|/h(t),

=
∫ 1

0

(∫ 1

0

(
d

du
(u2K(u))

)
du

)
dP |δ(χ,X )|/h(t),

=
∫ 1

0

(∫ 1

0
1[u,1](t)dP |δ(χ,X )|/h(t)

)
d

du
(u2K(u))du,

La dernière équation vient du Théorème de Fubini. En outre, on peut vérifier que

∫ 1

0
1[u,1](t)dP |δ(χ,X )|/h(t) = P(u ≤ |δ(χ,X )|/h ≤ 1)

= P(uh ≤ |δ(χ,X )| ≤ h)

= φχ(uh, h)

et par conséquent

E

(
K1

δ(χ,X )2

h2

)
=
∫ 1

0
φχ(uh, h) d

du
(u2K(u))du.

il suffit d’utiliser l’hypothèse (H6) pour obtenir

E(K1β
2
1) > Ch2φχ(h).
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Preuve du Lemme 3.2.1

D’un coté, on a

E(m̂l(χ)) = 1
E(W12)E(W12Y

l
2 ),

et d’un autre coté, on a

E(m̂l(χ)|X2) = 1
E(W12)E(W12E(Y2|X2)),

qui nous permet d’écrire

|m(χ)− E(m̂1(χ))| = 1
|E(W12)| |E(W12(m(χ)−m(X2))|,

≤ sup
χ′∈B(χ,h)

|m(χ)−m(χ′)|.

Il suffit de considérer (H2C) pour obtenir le Lemme 3.2.1-(i). Cependant, si on utilise (H2L)
au lieu de (H2C), on aura le résultat suivant :

sup
χ′∈B(χ,h)

|m(χ)−m(χ′)| = O(hν),

Ce qui nous amène au Lemme 3.2.1 -(ii)

Preuve

du Lemme 3.2.2 Commençons la preuve en remarquant que

m̂1(χ) = n2h2φχ(h)2

n(n− 1)Ew12︸ ︷︷ ︸
Q


 1
n

n∑
j=1

KjYj
φχ(h)


︸ ︷︷ ︸

S1

(
1
n

n∑
i=1

Kiβ
2
i

h2φχ(h)

)
︸ ︷︷ ︸

S2

−

 1
n

n∑
j=1

KjβjYj
hφχ(h)


︸ ︷︷ ︸

S3

(
1
n

KjYj
hφχ(h)

)
︸ ︷︷ ︸

S4

(3.1)

qui nous permet d’écrire

m1(χ)− Em1(χ) = Q[S1S2 − E(S1S2)− (S3S4 − E(S3S4))].

Notons que

S1S2 − E(S1S2) = (S1 − ES1)(S2 − ES2) + (S2 − ES2)ES1 (3.2)

+ (S1 − ES1)ES2 + ES1ES2 − ES1S2.
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il reste à étudier chaque terme de la décomposition (3.2)

– a) Commençons par écrire

S1 − ES1 = 1
n

n∑
j=1

KjYj − EKjYj
φχ(h) = 1

n

n∑
j=1

Z1j .

Pour appliquer l’inégalité exponentielle, Nous nous concentrons sur les moments absolus de
la variable aléatoire Z1i

E|Zm1i | = E|φχ(h)−m(KjYj − EKjYj)m|,

= φχ(h)−mE
∣∣∣∣∣
m∑
k=0

Ck
m(KjYj)k(EKjYj)m−k(−1)m−k

∣∣∣∣∣ ,
= φχ(h)−m

m∑
k=0

Ck
mE(Kk

1EY
k
j |X1)|E(K1E(Yj |X1))|m−k,

≤ φχ(h)−m
n∑
k=0

Ck
mE(Kk

1σk(X1))|EK1m(X1)|m−k (3.3)

En outre, (H2C) implique que m(X1) = m(χ) + o(1) alors en tenant compte que (H8) est
vérifiée, on a également σk(X1) = σk(χ) + o(1). Ceci, combiné avec l’équation (3.3), nous
permet d’écrire :

E|Zm1i | = O

(
φχ(h)−m

m∑
k=0

E(Kk
1 )(EK1)m−k

)
, (3.4)

= O

(
max

k∈{0,...,m}
φχ(h)−k+1

)
, (3.5)

= O(φχ(h)−m+1), (3.6)

sachant que E(Kk
1 ) = O(φχ(h)) (voir Lemme 3.2.3- (i) avec l = 0). Enfin, il suffit d’appliquer

le Corollaire 1.2.1-(ii) avec a2
n = φχ(h)−1 pour obtenir

S1 − ES1 = OP.co.

(√
logn
nφχ(h)

)
. (3.7)

– b) De la même manière, on a

S2 − ES2 = 1
n

n∑
i=1

Kiβ
2
i − E(K1β

2
1)

h2φχ(h) = 1
n

n∑
i=1

Z2i,
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Alors

E|Zm2i | = h−2mφχ(h)−m
m∑
k=0

Ck
mE(Kk

1β
2k
1 )(EK1β

2
1)m−k,

Ce dernier résultat avec Lemme (3.2.3)-(i) quand l = 2 implique que

E|Zm2i | = O(φχ(h)−m+1).

on peut encore appliquer le Corollaire 1.2.1-(ii) avec a2
n = φχ(h−1) pour obtenir

S2 − ES2 = Op.co.

(√
logn
nφχ(h)

)

– c) On peut remarquer que

ES1 = φχ(h)−1EK1Y1

= φχ(h)−1EK1m(X1),

et comme m(X1) = m(χ)+o(1) on obtient ES1 = O(1). De manière similaire on déduit que
ES2 = O(1).

– d) Etudions maintenant la quantité ES1ES2 − ES1S2 ;
Pour le faire remarquons que

ES1ES2 − ES1S2 =
(

1− n(n− 1)
n2

)
h−2φχ(h)−2E(K1β

2
1)E(K1Y1) +O

(
(nφχ(h))−1

)
.

En utilisant les mêmes arguments précédents, on aura

ES1ES2 − ES1S2 = O
(
(nφχ(h))−1

)
.

qui est négligeable par rapport à
√

logn/(nφχ(h)).

enfin on a la résultat suivant

S1S2E(S1S2) = Op.co.

(√
logn
nφχ(h)

)

et de la même manière, on peut démontrer que

S3S4E(S3S4) = Op.co.

(√
logn
nφχ(h)

)
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– e) Pour terminer la preuve, il faut étudier la quantité Q
Tout d’abord notons que

h|EβK1| ≤ Ch
∣∣∣∣∣
∫
B(χ,h)

β(u, χ)dP (u)
∣∣∣∣∣ ,

et l’hypothèse (H7) implique que

h|EβK1| = o

(∫
B(χ,h)

β(u, χ)2dP (u)
)
,

En appliquant le lemme 3.2.3-(i) avec K = 1[0,1], k = 1 et l = 2
on a ∫

B(χ,h)
β(u, χ)2dP (u) ≤ Ch2φχ(h)

Ce qui implique que
Eβ1K1 = o(hφχ(h)).

D’un autre coté, le Lemme 3.2.3-(ii) et le dernier résultat nous permet d’écrire

Ew12 = E(β2
1K1)EK1)2 > Ch2φχ(h)2.

et par conséquent
Q = O(1)



Chapitre 4

L’erreur quadratique et la
normalité asymptotique

En régression non-paramétrique, l’objectif principal de la modélisation consiste à ajuster un
modèle de manière à ce que l’on obtienne un compromis adéquat entre le biais d’estimation
et la variance de l’estimateur. Dans ce chapitre, nous étudions la convergence en moyenne
quadratique et la normalité asymptotique de l’estimateur local linéaire, une étude qui exige
la précision de l’expression explicite des termes asymptotiquement dominants du biais et de
la variance. Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la première section nous regroupons
l’ensemble des hypothèses utilisées pour établir les deux propriétés asymptotiques. Dans la
deuxième sections, nous énonçons le théorème de l’erreur quadratique et celui de la normalité
asymptotique. La troisième section est consacrée à la démonstration des résultats theniques.

4.1 Notations générales et hypothèses

Commençons ce chapitre par la notation suivante

Wj =
n∑
i=1

(
Wij

Kj

)
=

n∑
i=1

β2
iKi −

(
n∑
i=1

βiKi

)
βj alors, m̂(χ) =

∑n
j=1WjKjYj∑n
j=1WjKj

Pour tout χ ∈ H, Nous gardons les mêmes conditions du chapitre précédent, et nous impo-
sons les hypothèses supplémentaires suivantes :
(M1) L’hypothèse (H3) est satisfaite, et de plus :

lim
h→0

φχ(uh)
φχ(h) = Φχ(u), ∀u ∈ [0, 1]
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(M2) L’hypothèse (H2C) est satisfaite pour les deux fonctions m et σ2 telles que

σ2 = E(ε2|X ).

(M3) L’hypothèse (H3) est satisfaite, et sup
u∈B(χ,r)

|β(u, χ)− δ(u, χ)| = o(r),

et ∀C1 > 0, C2 > 0 : C1 |δ(x, z)| ≤ |β(x, z)| ≤ C2 |δ(x, z)|
(M4)) L’hypothèse (H4) est satisfaite et de plus, on a : K ′(s) < 0 pour s ∈ [0, 1] et K(1) > 0.
(M5) L’hypothèse (H5) est satisfaite et de plus, on a :

lim
n→∞

nφχ(h) =∞

Avant d’établir les résultats principaux de ce chapitre, nous donnons quelques notations qui
seront utile dans la suite de ce mémoire

Mj = Kj(1)−
∫ 1

0
(Kj(u)′Φχ(u)du, avec j = 1, 2.

N(a, b) = Ka(1)−
∫ 1

0
(ubKa(u))′Φχ(u)du, pour tout a > 0 et b = 2, 4.

Remarque 4.1.1. Notons que, les hypothèses (M1) et (M2) sont des adaptations des condi-
tions (H1) et (H3) dans Ferraty [11], sur l’estimation de l’opérateur de régression quand on
remplace la semi-métrique d par la fonction réelle δ. Le reste des hypothèses sont techniques
et elles sont classiques dans le contexte de la convergence en moyenne quadratique lorsque
les données sont de type fonctionnel.

4.2 La convergence en moyenne quadratique

Le théorème suivant précise l’expression des termes asymptotiquement dominants du biais
et de la variance.

Théorème 4.2.1. Sous les hypothèses (M1)-(M5), nous avons :

E[m̂(χ)]−m(χ) = Bn(χ) +O

(
1

nφχ(h)

)
(4.1)

et

Var[m̂(χ)] = 1
nφχ(h)

M2
M2

1
σ2(χ) + o

(
1

nφχ(h)

)
. (4.2)
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avec

Bn(χ) = E[m̂1(χ)]−m(χ) = E(W1K1Y1)
E(W1K1) −m(χ)

= E[(
∑n
i=1 β

2
iKi − (

∑n
i=1 βiKi)β1)K1Y1]

E[(
∑n
i=1 β

2
iKi − (

∑n
i=1 βiKi)β1)K1]

−m(χ)

= E(β2
1K1)E(K1E(Y1|X1))− E(β1K1)E(β1K1E(Y1|X1))−m(χ)E(β2

1K1)E(K1) +m(χ)E2(β1K1)
E(β2

1K1)E(K1)− E2(β1K1)

= E(β2
1K1) · E[K1(m(X1)−m(χ))]− E(β1K1) · E[β1K1(m(X1)−m(χ))]

E(β2
1K1) · E(K1)− E2(β1K1)

(4.3)

Remarque 4.2.1. D’après le chapitre précédent, on a Bn(χ) = o(1) (voir le Lemme 3.2.1)
en raison de la continuité de m. Et lorsque

∑n
i=1 βiKi ≡ 0, nous avons E(β1K1) = 0 et

le terme de bias Bn(χ) tend vers E[K1(m(X1)−m(χ))]/E(K1) = O(h), qui est le biais de
l’estimateur de Nadararya-Watson [24].

Si nous imposons l’hypothèse supplémentaire suivante (H.A), Alors nous pouvons obtenir
l’ordre exact du terme bias Bn(χ).
(H.A) E[m(X )−m(χ)|β(X , χ) = s] = ψ(s) avec ψ′′(0) existe. de plus K = K(|δ(X , χ)|/h)
est mesurable par rapport à β(X , χ).
Alors, sous cette hypothèse on a pour le numérateur de (4.3)

E[K1(m(X1)−m(χ))] = E(E[K1(m(X1)−m(χ))|β1]) = E[K1ψ(β1)]

= ψ′(0)E(K1β1) + 1
2ψ
′′(0)E(β2

1K1) + o(E(β2
1K1)).

de même

E[β1K1(m(X1)−m(χ))] = E[β1K1ψ(β1)]

= ψ′(0)E(β2
1K1) + 1

2ψ
′′(0)E(β3

1K1) + o(E(β3
1K1)).

donc

Bn(χ) =
1
2ψ
′′(0)E2(β2

1K1)− 1
2ψ
′′(0)E(β1K1)E(β3

1K1)
E(β2

1K1) · E(K1)− E2(β1K1)
(1 + o(1)),

Pour calculer le numérateur et le dénominateur de Bn(χ) on a le lemme suivant :
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4.2.1 Lemme technique préliminaire :

Lemme 4.2.1. Sous les hypothèses (M1)-(M5), nous avons :

(a) E(Kj
1) = Mjφχ(h) + o(φχ(h)), pour j = 1, 2;

(b)E(Ka
1β1) = o(hφχ(h)), pour tout a > 0;

(c) E(Ka
1β

b
1) = N(a, b)hbφχ(h) + o(hbφχ(h)), pour tout a > 0 et b = 2, 4;

(d) E(W1K1) = (n− 1)E(w12) = (n− 1)N(1, 2)M1h
2φ2

χ(h)(1 + o(1)).

on calcule le dénominateur :

E(β2
1K1)E(K1)− E2(K1β1) = E(W1K1)

= (n− 1)E(W12)

= (n− 1)N (1, 2)M1h
2φ2

χ(h)(1 + o(1))

pour le numérateur :

[E(β2
1K1)− E(β1K1)E(β3

1K1)](1 + o(1)) = N(1, 2)h2φχ(h) + o(h2φχ(h))(1 + o(1))

puis

Bn(χ) =
1
2ψ
′′(0)[N(1, 2)h2φχ(h) + o(h2φχ(h))]2

(n− 1)N(1, 2)M1h2φ2
χ(h)(1 + o(1) (1 + o(1))

alors

Bn(χ) = 1
2ψ
′′(0)N (1, 2)

M1
h2(1 + o(1))

On constate de ce qui précède, que l’ordre du polynôme locaux constitue un des facteurs
qui influencent Le compromis biais/variance. En effet, l’estimateur localement linéaire a un

meilleur biais que l’estimateur à noyau. Il est d’ordre O(h2), alors qu’il était d’ordre O(h)
pour la méthode du noyau.

4.2.2 Preuve du Théorème 4.2.1

– Pour démontrer (4.1)

On utilise le développement usuel de 1
z

1
z

= 1− (z − 1) + . . .+ (−1)p(z − 1)p + (−1)p+1 (z − 1)p+1

z
∀z 6= 0 ∀p ∈ N∗
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Pour p = 1 et z = m̂0(χ), on a

1
m̂0(χ) = 1− (m̂0(χ)− 1) + (m̂0(χ)− 1)2

m̂0
,

Nous pouvons donc obtenir

m̂(χ)−m(χ) = m̂1(χ)
m̂0(χ) −m(χ) = m̂1(χ)[1− (m̂0(χ)− 1) + (m̂0 − 1)2

m̂0(χ) ]−m(χ)

= (m̂1(χ)−m(χ))− (m̂0(χ)− 1)m̂1(χ) + (m̂0(χ)− 1)2m̂(χ),

Ce qui implique

E[m̂(χ)]−m(χ) = E[m̂1(χ)−m(χ)]− E[m̂1(χ)(m̂0(χ)− 1)] + E[m̂(χ)(m̂0(χ)− 1)2]

= E[m̂1(χ)−m(χ)]− E[m̂1(χ)m̂0(χ)− m̂1(χ)E(m̂0(χ)] + E[m̂(χ)(m̂0(χ)− 1)2]

= E[m̂1(χ)−m(χ)]− E(m̂1(χ)m̂0(χ))− E(m̂1(χ))E(m̂0(χ)) + E[m̂(χ)(m̂0(χ)− 1)2]

= [E(m̂1(χ)−m(χ))]− Cov(m̂0(χ), m̂1(χ)) + E[(m̂0(χ)− 1)2m̂(χ)]. (4.4)

Comme E(m̂0(χ)) = 1, on a E(m̂1(χ)) = m(χ) +Bn(χ) = m(χ)(1 + o(1)).
b) Concernant la partie dispersion (4.2), on utilise la décomposition suivante (voir Ferraty
et al. [12])

Var[m̂(χ)] = Var(m̂1(χ))
(E(m̂0(χ)))2 − 4E[m̂1(χ)Cov(m̂1(χ), m̂0(χ))]

(E(m̂0(χ))3)

+ 3V ar(m̂0(χ))(E(m̂1(χ)))2

(E(m̂0(χ)))4 + o

(
1

nφχ(h)

)
. (4.5)

Par suite, la preuve du Théorème 4.2.1 est une conséquence directe des deux expressions
(4.4) et (4.5), et les deux lemmes suivants :

Lemme 4.2.2. Sous les hypothèses (M1)-(M5), nous avons :

Var[m̂0(χ)] = 1
nφχ(h)

(
N(2, 4)
N2(1, 2) + 2N(2, 2)

N(1, 2)M1
+ M2
M2

1

)
+ (1 + o(1));

Cov(m̂1(χ), m̂0(χ)) = m(χ)
nφχ(h)

(
N(2, 4)
N2(1, 2) + 2N(2, 2)

N(1, 2)M1
+ M2
M2

1

)
+ (1 + o(1));

Var[m̂1(χ)] = 1
nφχ(h)

(
m2(χ)

[
N(2, 4)
N2(1, 2) + 2N(2, 2)

N(1, 2)M1
+ M2
M2

1

]
σ2(χ)M2

M2
1

)
(1 + o(1)).
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Lemme 4.2.3. Sous les hypothèses (M1)-(M5), nous avons :

m̂0(χ) P−→ E(m̂0(χ)) = 1

4.3 La normalité asymptotique

Nous établissons dans le résultat suivant la normalité asymptotique de l’estimateur local
linéaire de la fonction de régression

Théorème 4.3.1. Sous les hypothèses (M1)-(M5), nous avons :

√
nφχ(h)(m̂(χ)−m(χ)−Bn(χ)) L−→ N

(
0, M2
M2

1
σ2(χ)

)
(4.6)

Si nous estimons la fonction φχ(h) par la version empirique :

φ̂χ(h) = ](i : |δ(Xi, χ| ≤ h)
n

Et imposer l’hypothèse supplémentaire :

(M6) lim
n→∞

√
nφχ(h)Bn(χ) = 0

Alors nous pouvons annuler le terme de biais et obtenir les deux simples versions suivantes :

Corollaire 4.3.1. Sous les hypothèses (M1)-(M5), nous avons :

√
nφ̂χ(h)(m̂(χ)−m(χ)) M1

σ(χ)
√
M2

L−→ N (0, 1). (4.7)

Pour éviter d’estimer les constantes impliquées dans le Corollaire 4.3.1, on peut considérer
le noyau uniforme simple (M1 = M2 = 1) et obtenir le résultat suivant :

Corollaire 4.3.2. Sous les hypothèses (M1)-(M5), K(.) = 11[0,1](.) et si σ̂2(χ) est un esti-

mateur consistant de σ2(χ), alors nous avons :

√√√√nφ̂χ(h)
σ̂2(χ) (m̂(χ)−m(χ)) L−→ N (0, 1). (4.8)
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4.3.1 Preuve du Théorème 4.3.1

On dénote

Qn = (m̂1(χ)− E[m̂1(χ)]−m(χ)(m̂0(χ)− E[m̂0(χ)]).

Et comme

Bn(χ) = E[m̂1(χ)]−m(χ) = E[m̂1(χ)]
E[m̂0(χ)] −m(χ),

Alors

m̂(χ)−m(χ)−Bn(χ) = Qn(χ)−Bn(χ)(m̂0(χ)− E[m̂0(χ)]
m̂0(χ) ,

Le Lemme 4.2.3 implique que m̂0(χ) P−→ 1. De plus, Bn(χ) = o(1) quand n → ∞ (d’apres
Le lemme 3.2.1). Alors, nous pouvons obtenir

m̂(χ)−m(χ)−Bn(χ) = Qn(χ)
m̂0(χ)(1 + op(1)).

Ainsi, pour montrer le théorème 4.3.1, il suffit de prouver que

√
nφχ(h)Qn(χ) L−→ N

(
0, M2
M2

1
σ2(χ)

)
. (4.9)

En effet, on peut écrire d’une part :

√
nφχ(h)Qn(χ) = [(m̂1(χ)−m(χ)m̂0(χ))− E(m̂1(χ)−m(χ)m̂0(χ))]

et d’autre part

√
nφχ(h)[m̂1(χ)−m(χ)m̂0(χ)] =

√
nφχ(h)

nE(W1K1)

n∑
j=1

WjKj(Yj −m(χ))

= 1
nE(β2

1K1)

n∑
i=1

β2
iKi ·

√
nφχ(h)E(β2

1K1)
E(W1K1)

n∑
j=1

Kj(Yj −m(χ))

− 1
nE(β1K1)

n∑
i=1

βiKi ·

√
nφχ(h)E(β1K1)
E(W1K1)

n∑
j=1

βjKj(Yj −m(χ))

=: An ·Bn − Cn ·Dn
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Donc

√
nφχ(h)Qn(χ) =

√
nφχ(h)[(m̂1(χ)−m(χ)m̂0(χ))− E(m̂1(χ)−m(χ)m̂0(χ))]

= [AnBn − CnDn]− E[AnBn − CnDn]

= [AnBn − E(AnBn)]− [CnDn − E(CnDn)].

Pour montrer l’équation (4.9), il suffit de montrer les deux lemmes suivantes :

Lemme 4.3.1. Sous les hypothèses du Théorème 4.3.1, on a :

AnBn − E(AnBn) L−→ N (0, M2
M2

1
σ2(χ))

Lemme 4.3.2. Sous les hypothèses du Théorème 4.3.1, on a :

CnDn − E(CnDn) P−→ 0.

Preuve du Lemme 4.3.1

On a AnBn − E(AnBn) = [Bn − E(Bn)] + [(An − 1)Bn − E((An − 1)Bn].
L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

E|(An − 1)Bn − E((An − 1)Bn)| ≤ 2E|(An − 1)Bn| ≤ 2
√
E[(An − 1)2] ·

√
E(B2

n).

De plus, en utilisant le lemme 4.2.1, nous avons

E[(An − 1)2] = Var(An) = 1
n2E2(β2

1K1)
· n · Var(β2

1K1)

≤ 1
n(O(h2φχ(h)))2 · E(β4

1K
2
1 )

= 1
nO(h4φ2

χ(h)) ·O(h4φχ(h))

= O

(
1

nφχ(h)

)
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et

E(B2
n) = nφχ(h)E2(β2

1K1)
E2(W1K1) E

 n∑
j=1

Kj(Yj −m(χ))

2

=
nφχ(h)O(h4φ2

χ(h))
(n− 1)2O(h4φ4

χ(h)) [nE(K1(Y1 −m(χ)))2 + n(n− 1)E2(K1(Y1 −m(χ)))]

= n

(n− 1)2O(φχ(h)) [nO(φχ(h)) + n(n− 1)o(φ2
χ(h))]

= O(1) + o(nφχ(h)).

Ainsi

E|(An − 1)Bn − E((An − 1)Bn)| ≤ 2
√
E[(An − 1)2] ·

√
E(B2

n)

≤ 2

√√√√O( 1
nφχ(h)

)
· [O(1) + o(nφχ(h))] = o(1),

Ce qui implique (An − 1)Bn − E((An − 1)Bn) = op(1).
Donc d’après le théorème de Slutsky, pour prouver le lemme 4.3.1, il suffit de montrer que

Bn − E(Bn) L−→ N
(

0, M2
M2

1
σ2(χ)

)
(4.10)

En effet

Bn − E(Bn) =

√
nφχ(h)E(β2

1K1)
E(W1K1)

n∑
j=1

[Kj(Yj −m(χ))− E(Kj(Yj −m(χ)))]

=:
n∑
j=1

εnj

avec εnj =

√
nφχ(h)E(β2

1K1)
E(W1K1) [Kj(Yj −m(χ))−E(Kj(Yj −m(χ)))] Sont des variables aléa-

toires indépendantes et identiquement distribuées de moyenne nulle et de variance :

Var

 n∑
j=1

εnj

 = E

 n∑
j=1

εnj

2

= nφχ(h)E2(β2
1K1)

E2(W1K1) · n · V ar(K1(Y1 −m(χ))).
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Nous avons

Var(K1(Y1 −m(χ))) = Var(K1Y1)− 2m(χ) · Cov(K1Y1,K1) +m2(χ)Var(K1)

= [E(K2
1Y

2
1 )− (E(K1Y1))2]− 2m(χ)[E(K2

1Y1)− E(K1Y1)E(K1)] +m2(χ)[E(K2
1 )− E2(K1)

= [E((m2(X1) + σ2(X1))K2
1 )− (E(m(X1)K1))2]− 2m(χ)[E(m(X1)K2

1 )− E(m(X1)K1)E(K1)]

+ m2(χ)[E(K2
1 )− E2(K1)]

= [(m2(χ) + σ2(χ)E(K2
1 )(1 + o(1))−m2(χ)E2(K1)(1 + o(1))]

− 2m(χ)[m(χ)E(K2
1 )(1 + o(1))−m(χ)E2(K1)(1 + o(1))] +m2(χ)[E(K2

1 )− E2(K1)]

= σ2(χ)E(K2
1 )(1 + o(1))−m(χ)E(K2

1o(1) +m2(χ)E2(K1)o(1)

= σ2(χ)E(K2
1 )(1 + o(1)) = σ2(χ)M2φχ(h)(1 + o(1)).

Alors, d’après le lemme 4.2.1, on peut obtenir

E

 n∑
j=1

εnj

 = nφχ(h)[N(1, 2)h2φχ(h)(1 + o(1))]2

[(n− 1)N(1, 2)M1h2φ2
χ(h)(1 + o(1))]2 · nσ

2(χ)M2φχ(h)(1 + o(1))

= n2M2
(n− 1)2M2

1
σ2(χ)(1 + o(1)) −→ M2

M2
1
σ2(χ).

En utilisant le théorème central limite, la preuve de l’équation (4.10) est complétée si la
condition Lindeberg est vérifiée. cependant la condition de Lindeberg est satisfaite, si pour
tout η > 0,

n∑
j=1

E[ε2
nj1{|εnj |>η}] = E[(

√
nεn1)21{|√nεn1|>η

√
n}] −→ 0,

Comme

E[(
√
nεn1)2 = nE(ε2

n1) = Var

 n∑
j=1

εnj

 −→ M2
M2

1
σ2(χ).

Preuve du lemme 4.3.2

On a :

CnDn − E(CnDn) = [(Cn − 1)Dn − E((Cn − 1)Dn)] + [Dn − E(Dn)].
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D’une manière similaire à la preuve du lemme 4.3.1, nous avons

E|(Cn − 1)Dn − E((Cn − 1)Dn)| ≤ 2E|(Cn − 1)Dn| ≤ 2
√
E[(Cn − 1)2] ·

√
E(Dn)2

Comme

E[(Cn − 1)2] = V ar(Cn) = 1
n2E2(β1K1) · n · V ar(β1K1)

≤ 1
n2(o(hφχ(h)))2 · n · E(β2

1K
2
1 )

= 1
n2o(h2φ2

χ(h)) · n ·O(h2φχ(h))

= o( 1
nφχ(h)),

et

E(D2
n) = nφχ(h)E2(β1K1)

E2(W1K1) E

 n∑
j=1

βjKj(Yj −m(χ))

2

=
nφχ(h)o(h2φ2

χ(h))
(n− 1)2O(h4φ4

χ(h)) [nE(β1K1(Y1 −m(χ)))2 + n(n− 1)E2(β1K1(Y1 −m(χ)))]

= n

(n− 1)2 o

(
1

h2φχ(h)

)
[nO(h2φχ(h)) + n(n− 1)o(h2φ2

χ(h))]

= o(1) + o(nφχ(h)),

Donc

E|(Cn − 1)Dn − E((Cn − 1)Dn)| ≤ 2
√
E[(Cn − 1)2] ·

√
E(D2

n) = o(1),

Ce qui implique (Cn − 1)Dn − E((Cn − 1)Dn) = op(1).
Donc, pour terminer la preuve du lemme 4.3.2, il suffit de montrer que

Dn − E(Dn) = op(1).

Nous avons

E[Dn − E(Dn)]2 = V ar(Dn) = nφχ(h)E2(β1K1)
E2(W1K1) · nV ar(β1K1(Y1 −m(χ))).
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D’un côté, on a

V ar(β1K1(Y1 −m(χ))) = σ2(χ)E(β2
1K

2
1 )(1 + o(1)).

Et le lemme 4.2.1 implique

E[Dn − E(Dn)]2 = nφχ(h)E2(β1K1)
E2(W1K1) · nσ2(χ)E(β2

1K
2
1 )(1 + o(1))

=
nφχ(h)o(h2φ2

χ(h))
(n− 1)2h4φ4

χ(h)N2(1, 2)M2
1 (1 + o(1))

· nσ2(χ)O(h2φχ(h))

= o(1)

Qui complète la démonstration du Lemme 4.3.2, alors le Théorème 4.3.1 est prouvé.

4.3.2 Preuve des lemmes thechniques

Preuve du Lemme 4.2.1

(a) Pour j = 1, 2, l’hypothèse (H1) implique que

E(Kj
1) =

∫ 1

0
Kj(t)dP |δ(X ,χ)|/h

X (t)

=
∫ 1

0

[
Kj(1)−

∫ 1

t
(Kj(u))′du

]
dP
|δ(X ,χ)|/h
X (t)

= Kj(1)φχ(h)−
∫ 1

t
(Kj(u))′φχ(uh)du

=
[
Kj(1)−

∫ 1

t
(Kj(u))′Φχ(u)du

]
φχ(h) + o(φχ(h)) = Mjφχ(h) + o(φχ(h)).

(b) Pour tout a > 0, l’hypothèse (M4) implique que

E(Ka
1β1) ≤ C

∫
B(χ,h)

β(u, χ)dPX (u)

Donc, en utilisant l’hypothèse (H7), nous obtenons

hE(Ka
1β1) = o(

∫
B(χ,h)

β2(u, χ)dPX (u)) = o(h2φχ(h)),
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Qui conduit à E(Ka
1β1) = o(hφχ(h)).

(C) Pour a > 0, b = 2, 4, et soit δ1 = δ(X , χ), donc on peut écrire

E(Ka
1β

b
1) = E(Ka

1β
b
1) + E[Ka

1 (βb1 − δb1)]

De plus, nous avons

E[Ka
1 (βb1 − δb1)] = E

[
Ka

1 11B(χ,h)(β1 − δ1)
b−1∑
l=0

βb−1−l
1 δb1

]

≤ sup
u∈B(χ,u)

|β(u, χ)− δ(u, χ)|
b−1∑
l=0
E
[
Ka

1 11B(χ,h)|β1|b−1−l|δ1|l
]

Alors que l’hypothèse (M3) donne

11B(χ,h)|β1| ≤ 11B(χ,h)C2|δ1|.

Et également, l’hypothèse (M3) implique que

E[Ka
1 (βb1 − δb1)] ≤ bC2 sup

u∈B(χ,u)
|β(u, χ)− δ(u, χ)|E[Ka

1 |δ1|b−1]

≤ bC2 sup
u∈B(χ,u)

|β(u, χ)− δ(u, χ)|hb−1E[Ka
1 ] = o(hbφχ(h)),

qui permet d’écrire

E(Ka
1β

b
1) = E(Ka

1 δ
b
1) + o(hbφχ(h)).

Concernant le terme E(Ka
1 δ
b
1) pour b = 2, 4 nous avons

E(Ka
1 δ
b
1) = E(Ka

1 |δ1|b) = hb
∫ 1

0
tbKa(t)dP |δ(X ,χ)|/h

X (t)

= hb
∫ 1

0

[
Ka(1)−

∫ 1

t
(ubKa(u))′du

]
dP
|δ(X ,χ)|/h
X (t)

= hb
[
Ka(1)φχ(h)−

∫ 1

t
(ubKa(u))′φχ(uh)du

]

= hbφχ(h)
[
Ka(1)−

∫ 1

t
(ubKa(u))′Φχ(u)du

]
+ o(hbφχ(h))

= N(a, b)hbφχ(h) + o(hbφχ(h)),

Ainsi
E(Ka

1 δ
b
1) = N(a, b)hbφχ(h) + o(hbφχ(h)).
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(d) Les résultats précédents permettent d’obtenir la partie (d). Comme W1K1 =
n∑
i=1

wi1,

donc

E(W1K1) = E(
n∑
i=1

wi1 = (n− 1)E(w12)

= (n− 1)E(β2
1K1K2 − β1K1β2K2)

= (n− 1)E(β2
1K1)E(K2)− E(β1K1)E(β2K2)

= (n− 1)N(1, 2)M1h
2φ2

χ(h)(1 + o(1)).

Qui complète la preuve

Preuve de Lemmme 4.2.2

Var[m̂0(χ)] = 1
(nE(W1K1))2Var(

n∑
j=1

WjKj = 1
(nE(W1K1))2Var(

∑
i 6=j=1

wij)

= 1
(n(n− 1)E(w12))2 (n(n− 1)E[w2

12] + n(n− 1)E[w12w21]

+ n(n− 1)(n− 2)E[w12w13] + n(n− 1)(n− 2)E[w12w23]

+ n(n− 1)(n− 2)E[w12w31] + n(n− 1)(n− 2)E[w12w32]− n(n− 1)(4n− 6)(E[w12])2)

Puisque
E[w2

12] = O(h4φ2
χ(h)),E[w12w13] = E(β4

1K
2
1 )E(K2)E(K3)(1 + o(1)) = N(2, 4)M2

1h
4φ3

χ(h)

(1 + o(1)),

E[w12w21] = O(h4φ2
χ(h)),E[w12w23] = E(β2

1K1)E(β2
2K

2
2 )E(K3)(1+o(1)) = N(1, 2)N(2, 2)M1h

4φ3
χ(h)

(1 + o(1))

E[w12w31] = E(β2
1K

2
1 )E(K2)E(β2

3K3)(1 + o(1)) = N(1, 2)N(2, 2)M1h
4φ3

χ(h)(1 + o(1))

E[w12w32] = E(β2
1K1)E(K2

2 )E(β2
3K3)(1 + o(1)) = N2(1, 2)M2h

4φ3
χ(h)(1 + o(1))

Donc, nous avons

Var[m̂0(χ)] = 1
nφχ(h)

(
N(2, 4)
N2(1, 2) + 2N(2, 2)

N(1, 2)M1
+ M2
M2

1

)
(1 + o(1))
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De même,

Cov(m̂1(χ), m̂0(χ)) = 1
(nE(W1K1))2Cov(

n∑
i 6=j=1

wijYj ,
n∑

i′ 6=j′=1
wi′j′)

= 1
(n(n− 1)E(w12))2 (n(n− 1)E[w2

12Y2] + n(n− 1)E[w12w21Y2]

+ n(n− 1)(n− 2)E[w12w13Y2] + n(n− 1)(n− 2)E[w12w23Y2]

+ n(n− 1)(n− 2)E[w12w31Y2] + n(n− 1)(n− 2)E[w12w32Y2]

− n(n− 1)(4n− 6)(E[w12Y2]E[w12]))

donc E[w2
12Y2] = O(h4φ2

χ(h)),E[w12w21Y2] = O(h4φ2
χ(h))

E[w12w13Y2] = E(β4
1K

2
1 )E(K2Y2)E(K3)(1 + o(1)) = m(χ)N(2, 4)M2

1h
4φ3

χ(h)(1 + o(1)),

E[w12w31Y2] = E(β2
1K

2
1 )E(K2Y2)E(β2

3K3)(1 + o(1)) = m(χ)N(1, 2)N(2, 2)M1h
4φ3

χ(h)(1 + o(1)),

E[w12w32Y2] = E(β2
1K1)E(K2

2Y2)E(β2
3K3)(1 + o(1)) = m(χ)N2(1, 2)M2h

4φ3
χ(h)(1 + o(1)),

E[w12w23Y2] = E(β2
1K1)E(β2

2K2Y2)E(K3)(1 + o(1)) = m(χ)N(1, 2)N(2, 2)M1h
4φ3

χ(h)(1 + o(1)),

Alors

Cov(m̂0(χ), m̂1(χ)) = m(χ)
nφχ(h)

(
N(2, 4)
N2(1, 2) + 2N(2, 2)

N(1, 2)M1
+ M2
M2

1
(1 + o(1))

)
Finalement,

Var[m̂1(χ)] = 1
(nE(W1K1))2Var(

n∑
j=1

WjKjYj) = 1
(nE(W1K1))2 (

n∑
i 6=j=1

wijYj)

= 1
(n(n− 1)E(w12)2 (n(n− 1)E[w2

12Y
2

2 ] + n(n− 1)E[w12w21Y2Y1]

+ (n(n− 1)(n− 2)E[w12w13Y2Y3] + n(n− 1)(n− 2)E[w12w23Y2Y3]

+ (n(n− 1)(n− 2)E[w12w31Y2Y1] + n(n− 1)(n− 2)E[w12w32Y
2

2 ]− n(n− 1)(4n− 6)(E[w12Y2])2)

Comme E[w2
12Y

2
2 ] = O(h4φ2

χ(h)),E[w12w21Y2Y1] = O(h4φ2
χ(h))

E[w12w13Y2Y3] = E(β4
1K

2
1 )E(K2Y2Y2)E(K3Y3)(1 + o(1)) = m2(χ)N(2, 4)M2

1h
4φ3

χ(h)(1 + o(1)),

E[w12w23Y2Y3] = E(β2
1K1)E(β2

2K
2
2Y2)E(K3Y3)(1 + o(1)) = m2(χ)N(1, 2)N(2, 2)M1h

4φ3
χ(h)(1 + o(1)),

E[w12w31Y2Y1] = E(β2
1K

2
1Y1)E(K2Y2)E(β2

3K3)(1 + o(1)) = m2(χ)N(1, 2)N(2, 2)M1h
4φ3

χ(h)(1 + o(1)),

E[w12w32Y
2

2 ] = E(β2
1K1Y

2
2 )E(β2

3K3)(1 + o(1)) = m2(χ) + σN2(1, 2)M2h
4φ3

χ(h)(1 + o(1))
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ensuite nous avons

Var[m̂1(χ)] = 1
nφχ(h)

(
m2(χ)

[
N(2, 4)
N2(1, 2) + 2N(2, 2)

N(1, 2)M1
+ M2
M2

1

]
+ σ2(χ)M2

M2
1

(1 + o(1))
)

Preuve de Lemmme 4.2.3

Selon la définition, nous avons

m̂0(χ) = 1
nE(W1K1)

n∑
j=1

WjKj

= 1
nE(W1K1)

n∑
i=1

β2
iKi ·

n∑
j=1

Kj −
1

nE(W1K1)

n∑
i=1

βiKi ·
n∑
i=1

βiKi

= nE(β2
1K1)E(K1)

E(W1K1) · 1
nE(β2

1K1)

n∑
i=1

β2
iKi ·

1
nE(K1)

n∑
j=1

Kj

− nE2(β1K1)
E(W1K1) ·

1
nE(β1K1)

n∑
i=1

βiKi ·
1

nE(β1K1)

n∑
j=1

βjKj

Par suite, ce lemme est valide puisque

nE(β2
1K1)E(K1)

E(W1K1) → 1, 1
nE(β2

1K1)

n∑
i=1

β2
iKi

p−→ 1, 1
nE(K1)

n∑
j=1

Kj
p−→ 1

nE2(β1K1)
E(W1K1) = o(1), 1

nE(β1K1)

n∑
i=1

βiKi
p−→ 1

Remarque 4.3.1. On peut aussi obtenir le lemme simplement par le fait

Var[m̂0(χ)] = O( 1
nφχ(h)) = o(1)



Chapitre 5

Application et conclusion

5.1 Application

Dans cette section, une étude de simulation est présentée pour illustrer la normalité asymp-
totique de notre éstimateur local linéare. On Simule n = 200 variables fonctionnelles (voir
la figure 5.1) par

Xi(t) = sin(Wi − π(2t− 1)) pour t ∈ [0, 1] et i = 1, 2, . . . , 200,

où les variables aléatoires Wi sont i.i.d de loi uniforme sur l’intervalle [0, π/4]. Les courbes
sont discrétisées Sur la même grille composée de 100 valeurs équidistantes dans [0, 1].
La réponse réelle est générée par :

Yi = m(Xi) + εi

où εi suit la loi normale N(0, 1) et

m(Xi) = 1
2π

∫ 3/4

1/2
(X ′i (t))2dt = 2π

∫ 3/4

1/2
cos2(Wi − π(2t− 1))dt.

Nous considérons le noyau quadratique

K(x) = 3
2(1− x2)1[0,1] et K(1) > 0.

Nous prenons

β(χ, χ′) =
∫ 1

0
θ(t)(χ(t)− χ′(t))dt,
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Figure 5.1 – les Courbes simulées (n = 200)

Avec θ est la fonction propre de l’opérateur de covariance empirique 1
n

n∑
i=1

(Xi −X ) Corres-

pondante à la plus grande valeur propre, avec X = 1
n

n∑
i=1
Xi.

Pour cette simulation, nous choisissons

δ(χ, χ′) =

√∫ 1

0
(χ(t)− χ′(t))2dt.

Nous sélectionnons le paramètre de lissage h par une la méthode de validation croisée.
Afin d’éviter toute difficulté dans l’estimation du terme du biais, nous pouvons supposer
l’hypothèse (M6), et nous estimons les paramètresM1,M2 et σ2 par les estimateurs suivants :

M̂1(χ) = 1
nφ̂χ(h)

n∑
i=1

K

( |δ(Xi, χ)|
h

)
;

M̂2(χ) = 1
nφ̂χ(h)

n∑
i=1

K2
( |δ(Xi, χ)|

h

)
;

σ̂2(χ) =
∑n
i=1K(|δ(X , χ)|/h)Y 2

i∑n
i=1K(|δ(X , χ)|/h) − (m̂NW (χ))2.
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Puis, d’après le résultat de la normalité asymptotique (4.6), nous avons

Γn = M̂1(χ)√
σ̂2(χ)M̂2(χ)

√
nφ̂χ(h)(m̂(χ)−m(χ)) L−→ N (0, 1).

Discution

Puisque nous simulons 200 courbes, nous avons 200 générations de Γn, Pour vérifier le
résultat théorique, nous traçons l’histogramme et le Q-Q plot normal des 200 générations
de Γn dans la Figure 5.2

Figure 5.2 – Histogramme et Q-Q plot Γn

Dans la figure à gauche, l’histogramme de Γn est presque symétrique autour du point zéro
et a bien une forme similaire à l’histogramme de la loi normale. Le graphe à droit est le plot
Q-Q normal de Γn, Qui est presque une ligne. Ainsi, les résultats de la simulation indiquent
que Γn obéit à une loi normale standard Lorsque n est grand, ce qui vérifi sa distribution
limite.
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5.2 Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l’estimation non-paramétrique, par la mé-
thode locale linéaire, et nous avons fixé comme objectif la fonction de régression, lorsque la
variable explicative est fonctionnelle et la réponse est réelle.
Les principaux résultats que nous avons établi sont les suivants : Après avoir fait une des-
cription de la méthode des polynômes locaux, nous avons construit un estimateur local
linéaire de la régression, et nous avons établi sa convergence presque-complète en précisant
sa vitesse de convergence, lorsque les observations sont indépendantes identiquement distri-
buées. Ensuite, nous avons établi sa convergence en moyenne quadratique en précisant les
expression implicites des termes de biais et de la variance de l’estimateur construit. puis,
nous avons établi la normalité asymptotique de cet estimateur. La performance de cette
méthode est illustrée par une étude de simulation.
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