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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Historique

Dans la littérature statistique, et plus précisément, dans le cas multivarié, on retrouve la
méthode du lissage par polyndmes localement pondérés sous diverses appellations : lissage
par ajustement local (Cleveland et Loader [(]), par polynémes locaux de type noyau (Wand
et Jones [23]), par régression locale polynomiale (Opsomer [19]), par régression localement
pondérée (Cleveland [7]) ou tout simplement par régression locale (Loader [11]). Par souci
de clarté, on privilégiera ,dans ce mémoire, ’emploi de la terminologie régression par poly-
némes locaux.

Contrairement au cas multivarié, la littérature sur la méthode d’estimation par polynémes
locaux dans le cadre fonctionnel est trés restreinte. En effet, Barrientos et al. [2] ont uti-
lisé une modélisation locale linéaire fonctionnelle pour étudier I'opérateur de régression. La
performance de la méthode locale linéaire, en faisant une comparaison avec ’estimateur de
Nadaraya-Watson via la méthode de Monte-Carlo dans le cas fonctionnel, a été établie par
Baillo et Grané [1]. Une méthode alternative pour l'estimation locale linéaire fonctionnelle

a été réalisé par Boj et al. [1].

Notons, aussi que la généralisation des résultats de Barrientos et al. [2] aux données spatia-
lement dépendantes a été établie par Chouaf et Laksaci [5]. En 2016, Zhou et Lin [25] ont
établi la convergence en moyenne quadratique et la normalité asymptotique de I'estimateur

construit par Barrientos et al. [2].

L’objectif de ce mémoire, est d’établir les propriétés les plus importantes d’un estimateur

local linéaire de la fonction de régression dans le cas ou les observations sont indépendantes
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et identiquement distribuées. Ce manuscrit est présenté en cing chapitres, et il est organisé
comme suit :

Apreés ce chapitre introductif destiné a un historique sur I'estimation de la fonction de
régression par la méthode des polyndémes locaux dans les deux cas multivarié et fonction-
nel. On introduit dans la deuxieme partie du méme chapitre quelques outils statistiques
nécessaires pour ’élaboration de nos résultats. Le deuxieme chapitre, est consacrée a des
généralisations sur la méthode des polynoémes locaux, et ’étude des cas particuliers ( local
constant et local linéaire) dans le cas réel. On trouvera aussi la construction d’un estimateur
local linéaire de 'opérateur de régression pour des données fonctionnelles. Dans le troisieme
chapitre, on établi la convergence ponctuelle presque-compléte de 'estimateur local linéaire
de la fonction de régression dans le cas ol la variable explicative est fonctionnelle et la ré-
ponse est réelle, en précisant sa vitesse de convergence. Dans le quatrieme chapitre, on établi
la convergence en moyenne quadratique de ’estimateur construit en précisant les termes
asymptotiquement dominants du biais et de la variance. Dans le méme chapitre, on établi
la normalité asymptotique. Le cinquiéme chapitre est consacré a quelques applications et

une conclusion générale.

1.2 Définitions et outils

1.2.1 La convergence presque-complete

Définition 1.2.1. On dit que (Xp)new Converge presque complétement vers la variable

aléatoire X, si et seulement si

Ve >0, Y P(IX,—X|>¢) <oo
nelN

et la convergence presque-compléte de (X, )nen vers X est notée par
nhﬁnolo X, =X, p.co.

Définition 1.2.2. On dit que le tauz (la wvitesse) de convergence presque-compléte de

(Xn)new vers X est d’ordre u, si et seulement si

Veg > 0, > P(IXn — X[ > gup) < 00
nelN

et nous écrivons

Xp—X= Op.co. (un)
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Définition 1.2.3. Soit X,,,Y,, deuz suites des variables aléatoires.

X
La suite (") — 0, p.co. si et seulement si : X,, — 0, p.co.
Y, neN

n

et 30>0, Y P(|Yy| <6) <oo
nelN
1.2.2 Erreur quadratique moyenne

C’est un critere trés répandu dans la littérature pour évaluer la précision d’une valeur

estimée en un point x, et on a la définition suivante :

Définition 1.2.4. si (X,,)nen une suite de variables aléatoires définies sur l’espace probabi-
lisé (Q, A,P), et X une variable aléatoire définie sur le méme espace et telle que E(|X|?) <

00, alors on dit que X, converge dans L? vers X si :

lim E(|X, - X[*) =0

n——oo

1.2.3 Inégalité de type exponentiel
Soit Z1,..., Z, une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées

Corollaire 1.2.1. ¢)Si VM > 2, 3C,, > 0, E|Z]"| < Crna?™=1  glors

—62n
>£en < 2€Xp m

ii) Supposons que les variables dépendent de n (C’est-a-dire que Z; = Z; 5,).

n

>z

=1

V5>O,IP<

SiVM > 2,3C,, > 0,E|Z7"| < Cma%(m_l) et si up, = n~ta2 logn vérifie

lim u, =0, nous avons
n—oo

1 n
0 2 %= Opeoimy:

1.2.4 Théoreme de Slutsky

soit (X,), (Y,) des suites de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q2; F; P)

et & valeurs respectivement dans RP et RY.
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Théoréme 1.2.1. [22] Si (X,,) converge en loi vers X, et si (Y;,) converge en probabilité

vers une constante ¢, alors le couple (X,,,Yy) converge en loi vers le couple (X, c).

1.2.5 Théoréme central limite

Théoréme de Lindeberg

Soit (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité,

indépendantes. Supposons que, pour n > 1, X, ait une espérance finie u,, et un écart-type

n n
fini o, et posons S2 = ZJ? et Z, = SL Z(X
= i=1

n
Si, pour tout € > 0, im —22 — 1) ]1{\XL — 5| >eSn }] 0

alors la loi de Z,, converge vers la loi normale centrée réduite N (0, 1)



Chapitre 2

La modélisation par régression

localement polynomiale

Avant de passer a notre objectif, qui est I’estimation de la fonction de régression par la
méthode locale linéaire, il nous a paru logique de donner I'idée générale sur la méthode des
polynomes locaux. Par suite, ce chapitre est divisé en trois sections. La premiere section
présentera L’estimateur de noyau, la deuxiéme section est consacrée a l’estimation par
la méthode des polyndémes locaux dans le cas réel. La construction d’un estimateur local
linéaire de la fonction de régression dans le cas fonctionnel est explicitement donné dans la

derniére section.

2.1 L’estimation par la méthode du noyau

Supposons que le comportement d’une variable aléatoire Y soit lié a celui d’une autre
variable aléatoire X. Il est classique d’essayer tout d’abord d’exprimer Y linéairement en
fonction de X. C’est le probléme bien connu de la régression linéaire. Il serait peut-étre plus
judicieux de tenter d’exprimer Y & travers une fonction m non nécessairement linéaire de

X, c’est-a-dire de trouver une expression de la forme :
Y=m(X)+e

ou le terme ¢ correspond a une erreur ou un bruit de modélisation aléatoire. On peut alors
chercher & déterminer m comme solution du probléme de minimisation : min E[Y —m(X)]?

Si le bruit € est intégrable et centré et s’il est indépendant de la variables aléatoire X, on a

m(X) = E[Y|X]
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Dans ce chapitre, nous allons présenter brievement quelques estimateurs non-paramétriques
d’une fonction de régression. Nous nous focalisons essentiellement sur I’estimateur de Nadaraya-

Watson et I'estimateur par la méthode des polyndémes locaux.

2.1.1 L’estimateur de Nadaraya-Watson

Le premier estimateur rencontré dans la littérature est ’estimateur a noyau de Nadaraya-
Watson (1964), noté mYW (x). 11 est construit a partir d’une fonction noyau K et dune
fenétre (h,), de maniére analogue a l’estimateur a noyau de la densité de probabilite intro-
duit par Parzen (1962) et Rosenblatt (1956). La fenétre (hy) désigne une suite de nombres
réels strictement positifs vérifiant h,, — 0 et nh,, — oo lorsque n — oo. Le noyau est une

fonction mesurable, positive et bornée telle que

/RK(x)dx =1, /R:UK(QJ)d:U =0, /R |z| K (z)dz < oo.

NW
n

Y;. 1l est défini par

L’estimateur my, " (z) se présente sous la forme d’une moyenne locale pondérée des valeurs

Le noyau K détermine la forme du voisinage autour du point z, tandis que la fenétre (h,)
controle la taille de ce voisinage, c¢’est-a-dire implicitement le nombre d’observations prises

en compte pour effectuer la moyenne locale.

2.2 L’estimation localement polynomial dans le cas réel

L’estimation de la fonction de régression par la méthode des polynémes locaux est fondée sur
une simple généralisation de I’estimateur m" (.). L’idée maitresse de ’approche localement
polynomiale est de considérer le probleme de la régression sous I’angle des moindres carrés;
en effet, la fonction de régression m(-) est elle méme solution d’un probléeme de moindres

carrés.
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Par convenance, nous rappelons la définition de I'estimateur m" (z) : lorsque K > 0,

i iL‘—Xi
()

mW () = =

’ ;x (LX) R

Nous avons, lorsque K > 0,

o~

{Gn(@) =) @) ful2)} = 0

L’estimateur de la régression m2\" peut donc étre regardé comme la solution du probléeme

de moindres carrés pondérés suivant :

. - 2 r—X;
ggﬁ;{ﬁ a}K( . )

En d’autres termes, 'estimateur m"V est obtenu par une approximation des moindres

carrés localement constante. Le principe de I’estimation localement polynomiale consiste en
Pajustement local d’un polynoéme de degré p aux données (X;,Y;) : 1 < i < n. Commengons
par la construction des estimateurs localement polynomiaux.

Soit p un entier naturel fixé. Nous cherchons a ajuster le polynéme

Bo+pi(-—z)+Gi(-—x)P + ...+ B1(- — x)P

aux données (X;,Y;), via la méthode des moindres carrés pondérés .

Premiérement, on suppose 'existence de la (p+ 1)-ieme dérivée de la fonction de régression
m(-) au point x. Cette hypothése est essentielle pour valider théoriquement la construction
de D'estimateur localement polynomial. Nous pouvons alors approximer localement la fonc-
tion de régression m(z) par un polyndéme d’ordre p. Il s’ensuit, via le développement de

Taylor autour du point x,

2
3
2
_I._
S
&
~
|
=
+

m(x)

Q

m’ (!‘”) (z—ay =3 Bi(z — ), (2.2)

1 J i=1

n
1=

lorsque z est situé dans un voisinage du point x. A présent, nous ajustons localement le

polynéme (2.2) aux données {(X;,Y;) : 1 < i < n} par la méthode des moindres carrés
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pondérés avec comme fonction de poids K (%)

Il faut minimiser par rapport au vecteur 8 = (5o, . .. ,ﬁp)T € RP*! la quantité suivante

>V 3 A PR ) 23

Comme pour l'estimateur m)Y", les parametres K et h,, déterminent la forme et la taille
du voisinage autour du point z. Soit B = (BO, ceey Bp)T € RPtL, le vecteur qui minimise
kfiéme

I'expression (2.3). D’apres I'égalité (2.2), la dérivée m¥) () peut-étre donc estimer

par Ek x k!, pour kK =0,1,...,p. Il Sensuit la définition suivante :

Définitions 2.2.1. La statistique
m®(z) =By x k!,  0<k<p, (2.4)

est l'estimateur localement polynomial d’ordre p de la dérivée Kieme ge g régression
m®) ().

Remarque 2.2.1. — Lorsque k = p = 0, on retrouve bien l’estimateur mNW

~ Un exemple particuliérement intéressant est le cas p =1 et k = 0. L’estimateur mE*(z)
est appelé l’estimateur local linéaire. D’apres (2.3) et (2.4), il est égal a 50 lorsque B
(60,61) désigne le vecteur solution de l’équation des moindres carrés suivante :

man{Y Bo — Bi(X; — )2 K (XZh;x)

50751

Plus explicitement, I'estimateur local linéaire m%% est défini par :

ALL(y . Inol (@) F2(x) = G (@) fu (z)
O @ fon®) - Pa(a) (29

ol

~ 1 " Xi—JI J XZ‘—:L' .
fn,](w) = Z{ h } K( h )7 J=0,1,2

XZ'—JZ J Xl-—x .
Y; K : =0,1.
{ i } ( n ) J

De fagon général, la régression par polynoémes locaux possede de nombreux points forts dont

gn,j (33) = Ehn

H'M:
5

certains sont discutés en détail par Fan et Gijbels [10] :
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1. La méthode s’adapte bien aux problemes de biais aux bornes et dans des régions de

grande courbure ;
2. Elle est facile a comprendre et a interpréter ;
3. Des méthodes produisant des calculs rapides ont été développés pour son estimation ;

4. En raison de sa simplicité, elle peut s’adapter pour prendre en considération diverses

hypotheses de distribution ;

5. Elle ne requiere pas la présence d’hypothéses strictes sur le niveau de lissage de la

courbe;
6. Elle appartient a la famille des lisseurs linéaires ;

7. Le fait d’avoir un modele local, permet de développer des méthodes pour choisir
directement la largeur de la fenétre de méme que I'ordre du polynoéme local a I'aide

des réponses (p rédictions ) obtenues par le modele.

Selon Cleveland et Loader [7], aucun de ces points forts ne procure, a lui seul, une raison
évidente pour choisir cette approche plutot qu'une autre; il s’agit plutoét de la combinaison

de ceux-ci qui rend ’approche de régression par polyndémes locaux attrayante.

Dans le paragraphe suivant, on va construire un estimateur local linéaire de la régression
dans le cadre fonctionnel. Plus précisément, nous nous concenterons sur l’estimation de
la fonction de régression d’une variable aléatoire réelle Y conditionnée par une variable

fonctionnelle X (a valeurs dans un espace de dimension infinie).

2.3 L’estimation locale linéaire dans le cas fonctionnel

2.3.1 Le modéle

Nous nous intéresserons ici a un modele statistique ou trés peu d’hypotheses sont faites sur
la relation entre Y et X'. Plus précisément, nous allons nous concentrer sur le modéle de
régression non-paramétrique fonctionnel sur lequel portent ’essentiel des travaux théoriques
existant dans la littérature sur des modeles non-paramétriques avec covariable fonctionnelle.
Ce modele s’écrit

Y=m(X)+e

ou X est a valeurs dans un espace de dimension infinie H et € un terme de bruit sup-
posé indépendant de X, 'objectif est d’estimer la fonction m a partir d’'un échantillon
(X;,Y;),i=1,...,n de copie de (X,Y).
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2.3.2 Construction de l'estimateur local linéaire

On considére le probléme de minimisation suivant (Py) :

n

min > (Y —a — b3, x)) K (b [6(5, X)),
(a,b)eR? P
ou f(.,.) est une fonction réelle connue, définie sur H x H dans R telle que, pour tout
EeH,B(E€) =0, d controle la proximité entre les éléments de H, K est un noyau.
Nous construisons un estimateur de la fonction de régression noté m(x) solution du probléeme

de minimisation (P;) et nous avons :

m(x) =" w1 ('QsKQp) 'QsKY

ot 'Bg la matrice définie par :

'Q, — 1 1
g /8<X17X) B(‘XTUX) 7
et

Y =t [Vi,...,Y,] et u; = [1,0] € R?

(ou A? designe la matrice transposée de la matrice A).

On désigne par K la matrice diagonale des poids :

(K (hHo(X1, x)|) 0 0
K 9 (K(h‘llf(?@,x)!) 0
: : ' 0

0 0 o (K8, X))

Pour calcluer m(x) on note K; = K(h~16(X;, x)|) et Bi = B(X;, x).
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1 /81 Kl 0 PR O Yl
1 B 0 Ky ... O Y,
X . . . . .
1 By 0 0o ... K, Y.,
avec
n
ZKzﬁQ - KB
i=1
n
- ZKZIBz ZKZ
("QsKQp) ™' =
ZZ& i — B) KK
i=1j5=1
En posant
n n n n
ZZWZJ = Zﬁz(ﬁz _/Bj)KlKj
i=1j=1 i=1j=1
donc
n n
<Z K’L 127 - ZKZ/B’L>
tul( QﬁKQ,B) 1 _ =1 — =1
YD Wi
i=1j=1
et
n
>_KiYi
'QsKY = | it
=1
alors

. " ZKY
0) = b (zm 2 zm)
=1 > K YiB;

i=1j=1 i=1

S [(5) () - (Bes) (B

3

—_
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Ce qui conduit a obtenir la solution suivante :



Chapitre 3
Convergence presque-complete

Dans ce chapitre, nous étudions la convergence presque-compeéte de notre estimateur dans
le cas ou les observation sont indépendantes et identiquement distribuées. Ce chapitre est
donc divisé en trois sections. Dans la premiere section, nous regroupons l’ensemble des
hypotheses utilisées pour établir les résultats asymptotiques. Dans la deuxiéme section,
nous énoncons les théoremes. La démonstration détaillée de ces derniers sera donnée dans

la derniére section.

3.1 Notations générales et hypotheses

(H1) ¢y (u1,u2) :=Plug <0(X,x) <uz), et Yu > 0,0, (u) := ¢, (0,u) > 0.

Dans la suite, on utilise la notation simple : ¢, (u) := ¢, (—u,u). Donc, il est facile de
déduire que ¢y (u) = P(x € B(x,u)) ot B(x,u) = {x" € M, [6(x; xX)| < u}

(H2¢) mG{f:”H—>R, lim f(X/):f(X)},et

[6(x,x")|—0
(H2p) me{f:H =R,V eH,|f(X)—FO)| <Clolx, x)|"}-
(H4) Le noyau K est une fonction positive, différentiable de support [—1,1].
(H5) Le parameétre de lissage est tel que :

. . logn
Jim h=0,et lim oy (h)

1 d
(H6) Ing, Yn > ny, m/o oy (zh, h)d (22K (2))dz > C > 0.

z

(L[ B )dP() = o ( - x>2dP<u>> .

B(x,h)
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(H8)Vk =2,3,...,04: x — E(Y*|X = x) est un opérateur continu.

Remarque 3.1.1. Notons, que, les hypothéses (H2) — (H5)) et (H8) sont standards dans
le cadre de la régression mon-paramétrique fonctionnelle et elles sont des extensions de ce
qui a était supposé dans le cas vectoriel. L’hypothése (H6) précise le comportement du
parametre de lissage h en relation avec la fonction de probabilité de petite boule ¢, et le

noyau K.

3.2 Propriété asymptotique

On est maintenant en position de donner les résultats principaux de ce chapitre; le pre-
mier théoréme établi la convergence presque-compléte de Pestimateur m(x), tandis que le

deuxiéme précise sa vitesse de convergence.

Théoréme 3.2.1. Sous les conditions (H1),(H2¢), (H3) — (H8), nous avons :
m(X) - m(X) - Op.co.(l)-
Théoréme 3.2.2. Sous les conditions (H1),(H2;),(H3) — (H8), nous avons :

) P togn_
mm—mM—ow»H%m<n%mJ

3.2.1 Preuve des Théorémes

La démonstration des deux théorémes est basée sur la décomposition suivante :

m(x) —m(x) = 00 [(m1(x) — E(M1(x))) — (m(x) — E(mi(x)))]
m(x) , .
_mO(X) (mO(X) - 1)7
m = ! 0 V! our =
e PP P
et

i) = 00 e B(mo(y) = 1.

Ainsi, les Thérémes 3.2.1 et 3.2.2 sont une conséquence directe des lemmes suivants :
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Lemme 3.2.1. Sous les hypotéses (H1),(H3) — (H5), on a

(i) Si (H2¢) est satisfaite, on a

(i) Si (H2p) est satisfaite, on a

m(x) — E(m1(x)) = O(h”)

Lemme 3.2.2. Si les hypothéses (H1), (H2¢), (H3) — (HT) sont vérifiées

. ~ _ logn
(i) on a mO(X)—l—Op.CO.< n(bx(h)>

(7i) De plus, si (H8) est vérifiée, on a

ma(x) — E(mi(x))

logn
Op.co. ( W)

Et le lemme technique préliminaire suivant

Lemme 3.2.3. Sous les hypothéses (H1),(H3) — (H6), on a :
(1) V(k,1) € N* x N, E(KT|81]") < Ch'oy(h),
(1) B(K17) > Ch?y(h).

ou C est une constante générique (0 < C' < 400)

3.3 Preuve des Lemmes

Preuve du lemme technique préliminaire 3.2.3
Preuve de (i) : L’hypothése (H3) implique que

Ky(Bi'h~" < CEF[6(xa, x)'h ™
et le fait que le noyau K est bornné sur [0,1], on a

KF(B1'h~t < Clo(X1, )" g 1y (6 (2, X)),
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et par conséquent, on a

IN

E(K7|51|'h ) CE(1Lj,11(h~6(X1, X)),

IN

CP(0 < h™'6(X1,x) < 1)
CP(5(X1, x) < h)
Coy(h)

IA

IN

D’ou
E(KF|51]Y) < Chlg, (h)

Preuve de (ii) : En utilisant (H3), on peut remarquer que
EK 87 > CES(x, X1)° Ky

De plus, on peut écrire

2 1
E<K1M> = /t2k(t)dP|5<X”‘)'/h(t),
0

h2
(] () )

_ /O : ( /0 ' 1[u’1](t)dp5(xﬂx)/h(t)> di(u%((u))du,

U

La derniere équation vient du Théoreme de Fubini. En outre, on peut vérifier que

1
/ Ly (PPN () = Plu < |6(x, X)|/h < 1)
0

= P(uh <[5(x, X)[ < h)
= ¢y (uh,h)

et par conséquent

2 1
E (Klé(xl;;() ) _ /0 by (uh, h)%(u%(u))du.

il suffit d’utiliser I’hypothese (H6) pour obtenir

E(K187) > Ch?¢y(h).
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Preuve du Lemme 3.2.1

D’un coté, on a

B (0) = oy EWiaY))
et d’un autre coté, on a
B (01%) = g E(WiaE (V)
qui nous permet d’écrire
00 ~Em00) = ey EWiatm(o - m(2a),

< sup  |m(x) —m(x)|.
x'€B(x,h)

11 suffit de considérer (H2¢) pour obtenir le Lemme 3.2.1-(i). Cependant, si on utilise (H2p,)

au lieu de (H2¢), on aura le résultat suivant :

sup  |m(x) —m(x')| = O(h"),
x'€B(x,h)

Ce qui nous améne au Lemme 3.2.1 -(ii)

Preuve

du Lemme 3.2.2 Commencons la preuve en remarquant que

oo nPRPe(h)? (1R KGY ) (IQs KB\ (1R KBYG (1KY
00 = e T B (n 2 ¢>x(h)> <n ; h2¢x(h)> (n 2 h¢x(h)) (nh¢x(h)> (3:-1)
|

=1

@ 51 S S Sa
qui nous permet d’écrire

mi(x) — Emi(x) = Q[S152 — E(5152) — (5354 — E(S354))]-
Notons que

515y — E(Slsg) = (Sl — ESl)(SQ — ESQ) + (Sg — ESQ)ESl (3.2)
+ (Sl — ]ESl)]ESQ + ES1ESy — ES1.S5.
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il reste a étudier chaque terme de la décomposition (3.2)

— a) Commencons par écrire

1 - K;Y; —EK;Y; 1
S —BS =S L TR AN g
n jz::l oy (h) n 32:21 J
Pour appliquer I'inégalité exponentielle, Nous nous concentrons sur les moments absolus de

la variable aléatoire Zi;
E|Zi| = Elgy(h) " (K;Y; — EK;Y;)™],

= oy (h)E|> CE (K Y)HEK )™ (-1)m k|
k=0
= o (R CE(KFEYF ) |[E(KE(Y)| X)) F,
k=0

< Gy ™Y CEB(K oy (20) [EKm () (33
k=0

En outre, (H2¢) implique que m(X;) = m(x) + o(1) alors en tenant compte que (H8) est
vérifiée, on a également oy (X1) = ox(x) + o(1). Ceci, combiné avec ’équation (3.3), nous

permet d’écrire :

E|Z7}| = 0<¢X<h>‘miE<Kf><EKl>m—k>, (3.4)
k=0

= O<k6£§§m} ¢x(h)k“>7 (3.5)

= O(gy(h)™™), (3.6)

sachant que E(K¥) = O(¢,(h)) (voir Lemme 3.2.3- (i) avec [ = 0). Enfin, il suffit d’appliquer

le Corollaire 1.2.1-(ii) avec a2 = ¢,(h)~! pour obtenir

S; —ES; = Op_w( nqug(z)) (3.7)
X

— b) De la méme maniére, on a

1 KB — B(K 57

) 1L
—ES; = — =— ) Zy,
So S9 n; 12 () n; 2
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Alors
E|Z5| = k™" ¢y (h)™™ > Ch E(KT BT )(EK157)™ 7,
k=0

Ce dernier résultat avec Lemme (3.2.3)-(i) quand [ = 2 implique que

E|Z3] = O(x(h) ™).

2

on peut encore appliquer le Corollaire 1.2.1-(ii) avec a2 = ¢, (h™1) pour obtenir

1
585 - 0,., (| 220)

— ¢) On peut remarquer que

ES, = ¢y (h) 'EK Y,
= ¢y(h)TTEKim(Xy),
et comme m(AX) = m(x)+o(1) on obtient I£S; = O(1). De maniére similaire on déduit que

ES, = O(1).

— d) Etudions maintenant la quantité IES1ESy — ES1.S;

Pour le faire remarquons que

ES|ESy — ES1S; = (1 - ”(”n;”) B2 () 2B B B(K1Y) + O ((ndy () 7).

En utilisant les mémes arguments précédents, on aura

ESES; — ES, S, = O ((nd)x(h))’l) .

qui est négligeable par rapport a y/logn/(ngy(h)).

enfin on a la résultat suivant

S18E(5152) = Op.co. ( %)
X

et de la méme maniere, on peut démontrer que

1
S354E(S5S) :op,co.< ogn )
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— ¢) Pour terminer la preuve, il faut étudier la quantité @

Tout d’abord notons que

)

hmwmscﬂé(MMMMMw>
X5

et ’hypotheése (H7) implique que

h|EBK:| = o (/B(X " ﬁ(u7X)2dP(u)> ,

En appliquant le lemme 3.2.3-(i) avec K = 191,k =1 et [ =2

on a

/ B(u, x)2dP(u) < Ch2gy (h)
B(x,h)

Ce qui implique que
EBS1 K1 = o(hgy(h)).
D’un autre coté, le Lemme 3.2.3-(ii) et le dernier résultat nous permet d’écrire

Fwis = B(BIK1)EK:)? > Chp, (h)?.

et par conséquent

Q@=0(1)



Chapitre 4

L’erreur quadratique et la

normalité asymptotique

En régression non-paramétrique, I’'objectif principal de la modélisation consiste a ajuster un
modele de maniére a ce que 'on obtienne un compromis adéquat entre le biais d’estimation
et la variance de ’estimateur. Dans ce chapitre, nous étudions la convergence en moyenne
quadratique et la normalité asymptotique de I’estimateur local linéaire, une étude qui exige
la précision de ’expression explicite des termes asymptotiquement dominants du biais et de
la variance. Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section nous regroupons
I’ensemble des hypotheses utilisées pour établir les deux propriétés asymptotiques. Dans la
deuxiéme sections, nous énoncons le théoreme de I'erreur quadratique et celui de la normalité

asymptotique. La troisiéme section est consacrée a la démonstration des résultats theniques.

4.1 Notations générales et hypotheses
Commencons ce chapitre par la notation suivante

J ; ( K; ) Z ; ! > =1 WiK;

i=1

Pour tout x € H, Nous gardons les mémes conditions du chapitre précédent, et nous impo-
sons les hypothéses supplémentaires suivantes :
(M1) L’hypothese (H3) est satisfaite, et de plus :

d’x(Uh) _
lim o) O, (u), Vu € [0,1]
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(M2) L’hypothése (H2¢) est satisfaite pour les deux fonctions m et o2 telles que
0? = E(e?|X).

(M3) L’hypothese (H3) est satisfaite, et sup |B(u, x) — d(u, x)| = o(r),
weB(x,r)
et VC1>0,0>0:C10(z,2)] < [B(x,2)] < Ca]d(x, 2)]
(M4)) L’hypothese (H4) est satisfaite et de plus, on a : K'(s) < 0 pour s € [0,1] et K (1) > 0.
(M5) L’hypothése (H5) est satisfaite et de plus, on a :

nh_{go ngy(h) = oo

Avant d’établir les résultats principaux de ce chapitre, nous donnons quelques notations qui

seront utile dans la suite de ce mémoire

. L.
M; =K’(1) —/0 (K7 (u) @y (u)du, avec j=1,2.

1
N(a,b) = K*(1) — / (WP K (1)) @y (u)du, pour tout a >0 et b=2,4.
0

Remarque 4.1.1. Notons que, les hypothéses (M1) et (M2) sont des adaptations des condi-
tions (H1) et (H3) dans Ferraty [11], sur l’estimation de l’opérateur de régression quand on
remplace la semi-métrique d par la fonction réelle §. Le reste des hypothéses sont techniques
et elles sont classiques dans le contexte de la convergence en moyenne quadratique lorsque

les données sont de type fonctionnel.

4.2 La convergence en moyenne quadratique

Le théoreme suivant précise I’expression des termes asymptotiquement dominants du biais

et de la variance.

Théoréme 4.2.1. Sous les hypothéses (M1)-(M5), nous avons :

_ B 1
E[m(x)] —m(x) = B"(X)+O<nqﬁx(h)> (4.1)
et
vl = s eto o (Ll ) 42)
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avec

 E(WiK V)

= E[mi()] —m(x) = W —m(x)

_ B[, BPK — (S0, BiK) B K Y] ()
B[ B K — (Xiy BiKi)B1) K]

E(SiK1)E(K E(Y1 X)) — E(B1K)E(8 K1 E(Y1]| X)) — m(x)E(BK1)E(K:) + m(x)E*(81K1)
E(B{K1)E(K,) — E2(81K1)

_ E(B1 K1) - B[Ki(m(X1) — m(x))] — E(B1K1) - E[B1K1(m(X1) — m(x))] (4.3)
E(SiK1) - B(K;) — E?(81K)) .

Remarque 4.2.1. D’apreés le chapitre précédent, on a By (x) = o(1) (voir le Lemme 5.2.1)
en raison de la continuité de m. Et lorsque Y ;- 3;K; = 0, nous avons E(/1 K1) = 0 et
le terme de bias By(x) tend vers E[K1(m(X1) — m(x))]/E(K1) = O(h), qui est le biais de

Uestimateur de Nadararya-Watson [2/].

Si nous imposons I’hypothese supplémentaire suivante (H.A), Alors nous pouvons obtenir
lordre exact du terme bias By, (x).

(H.A) E[m(X) —m(x)|8(X,x) = s] = ¥(s) avec ¥"(0) existe. de plus K = K(|6(X, x)|/h)
est mesurable par rapport a S(X, x).

Alors, sous cette hypothése on a pour le numérateur de (4.3)

E[K1(m(X1) —m(x))] = E(EK (m(X1) —m(x))|A]) = E[K1y(5)]

= VOB + 50" (OE(BKY) + 0B K1),
de méme

E[p1 K1 (m(X1) —m(x))] = E[fi1K1p(61)]

= YOBEK) + 30" OB L) + o(B(5 K1),

donc

sV (0)E2(BEK1) — 34" (0)E(B1 K1) E(BKY)

Bn(x) = E(B?K)) - E(K,) — E2(51K))

(1 +o(1)),

Pour calculer le numérateur et le dénominateur de By, () on a le lemme suivant :
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4.2.1 Lemme technique préliminaire :

Lemme 4.2.1. Sous les hypothéses (M1)-(M5), nous avons :

(a) BUK]) = Mjoy(h) + o(¢y(h)), pour j =1,2;
(b)E(K{B1) = o(hoy(h)), pour tout a > 0;

(c) B(KEBY) = N(a,b)hP¢y (k) + o(hPpy(h)), pour touta >0 et b=2,4;
(@) BOViKL) = (1 — DE(w) = (n — YN(L2)MEE(B)(1 -+ o(1).

on calcule le dénominateur :

E(BK)E(K) — E*(K181) = EW) K,

)
— (n— DE(W)
— (= DN(L,2)M B2 (h)(1 + o(1))

pour le numérateur :

[E(67 K1) — E(BLED)EBTED](1+ 0(1)) = N(1,2)h*¢ (h) + o(h*dx (h))(1 + o(1))

puis
3V (0)[N(1,2)h%¢, (h) + o(h*¢y (h))]?
Bn(X) =2 (TL — 1)]\[(17 2)th2(b§(h)(1 +X0(1) (1 + 0(1))
alors
B0 = 500X 20 o)

On constate de ce qui précede, que 'ordre du polyndéme locaux constitue un des facteurs

qui influencent Le compromis biais/variance. En effet, 'estimateur localement linéaire a un

meilleur biais que l'estimateur a noyau. Il est d’ordre O(h?), alors qu’il était d’ordre O(h)

pour la méthode du noyau.

4.2.2 Preuve du Théoréme 4.2.1

— Pour démontrer (4.1)

. , 1
On utilise le développement usuel de 3

% ) (1P 1P 4 (L ET T

Vz #0 Vp e N*
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Pour p =1 et z = mp(x), on a

~

10 (X) Mo

Nous pouvons donc obtenir

m(x) —m(x) = = —m(x) =mi()[L — (Mo(x) — 1) + — ] —m(x)

Ce qui implique

E[(x)] —m(x) = Elmi(x) —m(x)] - Eli(x)(mo(x) — 1)] + E[f(x) (o(x) —1)°]
(

o(x) — 1)*m(x))- (4.4)

Comme E(mo(x)) =1, on a E(m1(x)) = m(x) + Bn(x) = m(x)(1 +o(1)).

b) Concernant la partie dispersion (4.2), on utilise la décomposition suivante (voir Ferraty

et al. [12])
_ _ Var(ma(x))  E[ma(x) Cov(mi(x), mo(x))]
ol = @0t T Bt
_ (E(ma(x)))? 1
+ 3Var(mo(x))(E(m0(X)))4 +o0 <ngz§x(h)> ) (4.5)

Par suite, la preuve du Théoréeme 4.2.1 est une conséquence directe des deux expressions

(4.4) et (4.5), et les deux lemmes suivants :

Lemme 4.2.2. Sous les hypothéses (M1)-(M5), nous avons :

Varlo ()] 1 (N(2,4) IN(2,2) M

= () + ) + (1 +0(1));

N2(1,2) + N(1,2)M, = M2

Cov(i (x), 70(X)) m(x) (N(2,4) N ON(2,2) M

:n¢x( + )—i—(l—l—o(l));

N2(1,2) " N(1,2)M; = M?

h)
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Lemme 4.2.3. Sous les hypothéses (M1)-(M5), nous avons :

mo(x) — E(mo(x)) =1

4.3 La normalité asymptotique

Nous établissons dans le résultat suivant la normalité asymptotique de ’estimateur local

linéaire de la fonction de régression

Théoréme 4.3.1. Sous les hypothéses (M1)-(M5), nous avons :
Vo) =m0 = Ban)) 5 47 (0.530°0) ) (4.6)

Si nous estimons la fonction ¢, (h) par la version empirique :

N LGS

n

Et imposer 'hypothése supplémentaire :

m_/n¢y(h)Bn(x) =0

li
n—oo

(M6)

Alors nous pouvons annuler le terme de biais et obtenir les deux simples versions suivantes :

Corollaire 4.3.1. Sous les hypothéses (M1)-(M5), nous avons :

N N M, L
\ oy (h)(m(x) — m(X))W — N(0,1). (4.7)

Pour éviter d’estimer les constantes impliquées dans le Corollaire 4.3.1, on peut considérer

le noyau uniforme simple (M7 = My = 1) et obtenir le résultat suivant :

Corollaire 4.3.2. Sous les hypothéses (M1)-(M5), K(.) = 1o 1j(.) et si 5°(x) est un esti-

mateur consistant de o(x), alors nous avons :

((x) — m(x)) > N(0,1). (4.8)
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4.3.1 Preuve du Théoréme 4.3.1

On dénote
@n = (M1(x) — E[m1(x)] — m(x)(mo(x) — E[mo(x)])
Et comme
B0 = Efn (0] = m(x) = gt = m(x).
Alors
0 = m(x) — Ba(x) = Qn(x) — Bn(xj?i?z;()x) — E[mo(x)] ,

Le Lemme 4.2.3 implique que mg(x) %, 1. De plus, B, (x) = o(1) quand n — oo (d’apres

Le lemme 3.2.1). Alors, nous pouvons obtenir

m(x) —m(x) = Ba(x) = =~ )(1 +0p(1)).
Ainsi, pour montrer le théoreme 4.3.1, il suffit de prouver que

ny (200 £ N (0. 350°00) (19

En effet, on peut écrire d’une part :

~

noy(h)Qn(x) = [(M1(x) —m(x)mo(x)) — E(mi(x) — m(x)mo(x))]

et d’autre part

ngy(h) 2
noy (h)[m1(x) —m(x)mo(x)] = nE(Wl(Ki) > WK, (Y; —m(x))
=1
B 1 S ngy (h)E( -
- nE(B%Kl) Zzzlﬁz Kz ) (WlKl jleJ )
n ”¢x( ) 51K1
_ 61K1 Z B, &) Zﬂj (x))

=1

= A, -B,—-C, D,
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Donc

noy(R)Qn(x) = /nox(M)[(Ma(x) —m(x)mo(x)) — E(mi(x) — m(x)mo(x))]
= [A,B, — CyDy] — E[A,B, — CyDy]
= [A4,B, — E(4,B,)] — [CuDyn — E(CoD,)].

Pour montrer ’équation (4.9), il suffit de montrer les deux lemmes suivantes :

Lemme 4.3.1. Sous les hypothéses du Théoreme 4.3.1, on a :

M; 2

AnBn — E(A,B,) -2 N(0, V14
1

(X))

Lemme 4.3.2. Sous les hypothéses du Théoréme 4.53.1, on a :

C,D, —E(C,D,) 25 0.

Preuve du Lemme 4.3.1

Ona A,B, —E(A,B,) =B, —E(B,)| +[(A, — 1)B, — E((A, — 1)B,].
L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

E|(Aq — 1)By — E((4y — 1)B,)| < 2E|(4, — 1)B,| < 2y/E[(4, - 1)2] - \/E(B2).

De plus, en utilisant le lemme 4.2.1, nous avons

E[(A, —1)?] = Var(A,) -n - Var(BiK)

1
T 2EX(BIK))
1
= Oy ()2

1

= Wqﬁi(h)) - O(h*¢y(h))

1
- (”d)x(h))

B(BLKT)
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et

h)E2(B2K)
E(B;) = w’ié%)m% U

-

J=1

néy (R)O(h*¢3(h)) [
(n —1)20(h*¢y(h))

nE(K1(Y1 —m(x)))* + n(n — DE*(K1 (Y1 — m(x)))]

_ n n nn — o 2
- (n—l)ZO(qf)X(h))[ O(¢y(h)) +n(n —1)o(¢5(h))]

= 0(1) + o(ney(h)).

Ainsi

E|(An — 1)By — E((A4y — DBy)| < 2/E[(A, — 1)7] - \/E(B2)

IN

1
2$ 0 <W> -[O(1) + o(ney (h))] = o(1),

Ce qui implique (A, —1)B,, — E((4, — 1)By) = 0,(1).

Donc d’apres le théoreme de Slutsky, pour prouver le lemme 4.3.1, il suffit de montrer que

B~ E(B,) 2 A7 (0. %3 >00) (4.10)
En effet
Bu—() = V2SO S 3, () — B (Y - mOu))
n n (WlKl = VAN
Y e

j=1

noy (W)E(BIK
avec £y = I>E<((W31[((1)1 2 [K;(Y; —m(x)) — E(K;(Y; —m(x)))] Sont des variables aléa-

toires indépendantes et identiquement distribuées de moyenne nulle et de variance :

2
n n n 2(102
" (Z> - (Z) = e L Var (3 (4 = m().
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Nous avons

Var(K1(Y1 —m(x)))

Var(K1Y1) — 2m(x) - Cou(K Y1, K1) + m?(x) Var(K))

[E(KTY?) — (B(K1Y1))?] = 2m(x)[E(K7Y1) — B(K1Y1)E(K1)] + m?(0)[E(KT) — E*(K1)
[E((m*(X1) + 0?(X1)) K7) — (B(m(X1)K1))?] = 2m(x)[E(m(X1) KT) — B(m(X) K1)E(K1)]
m?(xX)[E(KT) — E*(K1)]

[(m*(x) + o OE(KT) (L + o(1)) —m*(x)B*(K1)(1 + o(1))]

2m () [mOOE(KT) (1 + 0(1)) = mO)E*(K1)(1 + o(1))] + m* () [E(KT) — E*(K1)]
o® COE(ET) (1 +0(1)) = mO)E(KTo(1) +m?(x)E*(K1)o(1)
o® (OE(ET)(L +0(1)) = 0?(x) Moy (h)(1 + o(1)).

Alors, d’apres le lemme 4.2.1, on peut obtenir

S\ L eIV 2R ()1 + o))
" (; gnj) ~ [(n = 1)N(L,2)M1h2¢2 (h)(1 + o(1))]2 -no?(x) Magy (h)(1 + o(1))

n2Mo
=0
(n—1)2M}

M-
2um+m»’qﬁﬂm

En utilisant le théoréme central limite, la preuve de 1’équation (4.10) est complétée si la

condition Lindeberg est vérifiée. cependant la condition de Lindeberg est satisfaite, si pour

tout n > 0,
Y Eler e, s = BlUVnen) 1y ymensnviy] — 0,
j=1
Comme
E[(vVnen)? = nE(e2)) = Var zn:»sw —>%02(X)
nl = J M12

Preuve du lemme 4.3.2

Ona:

CowDy —E(CyDy) = [(Co —1)D, — E((Cy — 1)Dy)] + [Dy — E(Dy)].
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D’une manieére similaire a la preuve du lemme 4.3.1, nous avons
E|(Cp — 1)Dy — E((Cyy — 1)Dy)| < 2E|(Cyy — 1)Dy| < 2\/E[(Cro — 1)?] - \/E(D,)?
Comme
E[(C,—1)’] = Var(C,) = n?]E?(lﬂlKl) -n - Var(Bi1Ky)
Y LR
= 2otho, e "I
_ L om?
o nzo(h2¢>2<(h)) O(h ¢x(h))
1
= o)
et
BB [ & 2
E(D}) = ’;EQ(WIKII z B2 AR x))}
ng, (h)o h2¢$?
= - (1);0((]14%15(;;) [nE(BLKL (Y1 — m(x)))? + n(n — DE*(B1K1 (Y1 — m(x)))]
n 1
RCESER <h2¢x<h>> ROU () + i = 1)olh"¢x (1))
= o(1) 4+ o(ngy(h)),
Donc

E|(Cr = 1)Dn = B((Co = 1)Du)| < 2/E[(C — 1] - (JE(D}) =

Ce qui implique (C,, — 1)D,, — E((Cy, — 1) D5,) = 0,(1).

Dong, pour terminer la preuve du lemme 4.3.2, il suffit de montrer que
D,, — E(Dy,) = o0p(1).
Nous avons

néy (M)E*(B1K1)

E[Dy —B(Dn))* = Var(Dn) = s

. TLVGT(BlKl (Y1

—m(x)))-
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D’un c6té, on a

Var(B1K1(Y1 — m(x))) = o? OE(B K7) (1 + o(1)).

Et le lemme 4.2.1 implique

noy (h)E?(B1K1)

EID, ~E(D,)P = " ot (B K1+ o(1)
néy (h)o(h*¢3(h))
T G RGN M o) " VOB
= o(1)

Qui complete la démonstration du Lemme 4.3.2; alors le Théoreme 4.3.1 est prouvé.

4.3.2 Preuve des lemmes thechniques

Preuve du Lemme 4.2.1

(a) Pour j = 1,2, 'hypothese (H1) implique que
B = [ KR
0
_ / 1 [Kiu) = / 1(Kj(u))’du} PRI (¢
0 t
) 1 )
= Ko () = [ W)y (uh)du
) 1 )
= [0~ [0 ] 64+ 0064 (1) = My (1) + ofr (1),
(b) Pour tout a > 0, 'hypothese (M4) implique que
E(K{p) <C [ Blu,x)dPr(u)
B(x,h)
Dongc, en utilisant I’hypotheése (H7), nous obtenons

WE(KT) = of [ 2w, )dPx(w) = ok, (R),

B(x;h)
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Qui conduit a E(K{81) = o(hoy(h)).
(C) Pour a > 0, b = 2,4, et soit 1 = §(X, x), donc on peut écrire

E(K{B7) = E(K{fY) + E[K{ (5] - 61)]

De plus, nous avons

b—1
BKE(3 - &) = E Kan(X,mwl—al)zﬁf”ag]
=0
b—1
< swp [B(u,x) = 6w )| Y B [K L poon |8t 6]
u€B(x,u) =0

Alors que I'hypothése (M3) donne
LenlB1] < Lpyn) C2lo1].
Et également, ’hypotheése (M3) implique que

E[K{ (8] - 60)] < bCh Sup )Iﬁ(u,x)fé(u,x)llE[Kfl&l”‘l]
ueb(x,u

< bCy sup |B(u,x) — 0(u, X)W BK]] = o(h°¢y (),
uw€B(x,u)

qui permet d’écrire

E(K{57) = B(K{67) + o(’y (h)).

Concernant le terme E(K{6?) pour b = 2,4 nous avons
1
E(K{o) = E(Kila)) =[x @dri )
0
b [ b / 52 )/h
= [Kaa)—/(u Ka(u))du} dPIEXI/M gy
0 t
1
— 1 EI ) - [ K @) o (uhda]
t

_ b a o ! brra / b
— W (h) {K (1) /t (WP K (u)) @X(u)du} + o(Rbé, (1)

—  N(a,b)h¥¢y(h) + o(h’¢y(R)),

Ainsi
E(K{6%) = N(a,b)h’d, (h) + o(h*p (h)).
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n
(d) Les résultats précédents permettent d’obtenir la partie (d). Comme WK, = Zwﬂ,

donc

E(WlKl) = E(zn: Wil = (n - 1)E(w12)

= (n—1)E(BK1Ks — B1K1B8:K>)
= (n—1)E(BK)E(K>) — E(B1K1)E(BK7)
= (n—1)N(1,2)Mh*¢% (h)(1 + o(1)).

Qui compleéte la preuve

Preuve de Lemmme 4.2.2

~ N ar “ j ':; ar Wij
Var[mo(x)] = (nE(WlKl))QV (;W]KJ (nE(WlKI))2V (ﬁ;l Zj)

= 3 (n(n = DE[wl)] +n(n — 1)E[wizwa]

-1)
(n ) [’wlg’wlg] + n(n — 1)(n — 2)E[U]12U)23]
n(n — 1)(n — 2)Elwawsi] + n(n — 1)(n — 2)E[wigwss] — n(n — 1)(4n — 6)(E[w;2])?)

Puisque
Elwf,] = O(h*¢y (), Elwigwis] = E(B{ K7)E(K2)E(K3)(1 + o(1)) = N(2,4)M?h*¢3(h)
(1+0(1)),
Elwigwar] = O(h'¢3(h)), Blwiawss] = E(67 K1)E(f5 K3)E(K3)(1+0(1)) = N(1,2)N(2,2) M1 h*¢3 (h)
(1+0(1))
Elwipws1] = E(BTKT)E(K2)E(B3K3)(1 + o(1)) = N(1,2)N(2,2)Mih*63 (h)(1 + o(1))
Elwizwsa] = E(87 K1) E(K3)E(S3K3)(1 4 o(1)) = N*(1,2) Mah*¢3 (h) (1 + o(1))

Donc, nous avons

Var([mo(x)] =

1 (N(2,4) 2N (2,2)

M.
non () \N2(1,2) T N(L DM 2)(”0(1))



4.3 La normalité asymptotique 41

De méme,
R R 1 n n
Cov(mi(x),mo(x)) = WCOU(; wi; Y, ; wirjr)
it=1 ig=1
1

N ( ( -1 E(wlg)) (n(n N 1)E[w%2y2] + n(n - 1)E[w12w21y2]

n — ) [w12w13Y2} + n( 1)(n - 2)]E[w12w23Y2]

3

)

—1)(
+ n(n—1)(n—2)E[wiaws1Ys] + n(n — 1)(n — 2)E[wiaws2Ys]
— n(n—1)(4n — 6)(Ew12Y2]E[w:2]))

donc E[w},Ys] = O(h'¢2(h)), Elwiows Ya] = O(h¢2(h))

ElwipwizYe] = E(B1K])E(K2Y2)E(K3)(1+ o(1)) = m(x)N(2,4)M{h* ¢} (h)(1 + o(1)),
ElwipwnYs] = BE(BIKT)E(K2Y2)E(B3K3)(1+ o(1)) = m(x)N(1,2)N(2,2) Mih' ¢} (h) (1 + o(1)),
ElwizwsYs] = E(BLEK)E(KIY2)E(BK3)(1 + o(1)) = m(x)N*(1,2) Mah'é3 (k) (1 + o(1)),
BlwiawsYa] = B(BK1)E(55K2Y2)E(K3)(1 + o(1)) = m(x)N(1,2)N (2, 2) Mih ¢y (h)(1 + o(1)),
Alors
. ~ m N(2,4 2N (2,2 M.
o). (00) = 75 (S5 + g+ 3+ o)
Finalement,
5 _ ; (S 1 S iV
Va0 = Yo (S ) = e D, )

— T~ DB + 0~ DElunumYay

+ (n(n — 1)(TL — 2)E[w12w13Y2Y3] + n(n - 1)(7’L - 2)]E[’LU12'U}23Y2Y3]

+ (n(n — 1)(77, — 2)E['LU12'LU31Y2Yﬂ + n(n — 1)(71 — 2)E[w12w32Y22] — n(n — 1)(477, — 6)(E[’u}12Y2])2)

Comme E[w},Y5] = O(h*¢3(h)), Blwiawa1 Y2Y1] = O(h*¢2 (h))

ElwiawsYaYs] = E(8iKDE(KYsYa)E(KsYs)(1 +o(1)) = m>(x)N (2, 4)MPR*63 (h)(1 + o(1)),
ElwiwsYoVs] = E(BK)E(BESY)E(KsYs)(1+ o(1)) = m2()N(L,2)N(2,2)Mih* 6 (h)(1 + o(1),
ElwizwnYaYi] = E(BKD)E(K2Y2)E(BKs)(1 +0(1)) = m2()N(1,2)N (2, 2)Mih*6 (h)(1 + o(1),
Elwipwn¥s] = E(BKYD)E(BKS)(1+ o(1)) = m>(x) + oN2(1, 2)Mah 6% () (1 + o(1))
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ensuite nous avons

Var[in(y)] = — (mQ( )[N(2,4) 2N (2,2) M

My
néy(h) N2(1,2) T N(1,2)M; | M? +02(><)Mlz(1+o(1))>

Preuve de Lemmme 4.2.3

Selon la définition, nous avons
n
) = e 2

B 1 n . n |
- nE(WlKI);ﬁZKZ ZKJ WlKl Z/BZK Zﬁz

j=1 =1

- n]E(B%Kl)]E(Kl) 2 e

B E(W1Ky) %K Zﬁ e Kl) ;KJ
E(W1K;) 51K1 il nE(B1K1) Y

Par suite, ce lemme est valide puisque

nE(B2K1)E(K;) 1 L » 1
— 1, 2K 1,
E(W1K7) nE(B1 K1) ;B

nE2(,81K1) . 1 L N
E(W1Ky) o nE(B1 K1) ;@Kz !

Remarque 4.3.1. On peut aussi obtenir le lemme simplement par le fait

1
ney (h)

Var[mo(x)] = O( ) =o(1)



Chapitre 5

Application et conclusion

5.1 Application

Dans cette section, une étude de simulation est présentée pour illustrer la normalité asymp-
totique de notre éstimateur local linéare. On Simule n = 200 variables fonctionnelles (voir

la figure 5.1) par

X;i(t) = sin(W; — w(2t — 1)) pour t € [0,1] et i =1,2,...,200,

ou les variables aléatoires W; sont i.i.d de loi uniforme sur l'intervalle [0, 7/4]. Les courbes
sont discrétisées Sur la méme grille composée de 100 valeurs équidistantes dans [0, 1].

La réponse réelle est générée par :
% = m(X,) + &

ou ¢; suit la loi normale N(0,1) et

1 [3/4 3/4
m(X) = — / (XL(0))2dt = 27 / cos?(W; — (2t — 1))dt.
2m J1/2 1/2

Nous considérons le noyau quadratique

K(z) = 2(1 — )y et K(1) > 0.

Nous prenons

1
Bx.X') = /0 0(t)(x(t) — ¥/ ()dt,
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XY
00 05 10
| |

-05
|

-1.0

FIGURE 5.1 — les Courbes simulées (n = 200)

1< —
Avec 0 est la fonction propre de I'opérateur de covariance empirique — Z(XZ — X) Corres-
i=1

_ 12
pondante a la plus grande valeur propre, avec X = — E X;.
n “
=1

Pour cette simulation, nous choisissons

S X') = \//Ol(x(t) —X'(t))2dt.

Nous sélectionnons le parametre de lissage h par une la méthode de validation croisée.
Afin d’éviter toute difficulté dans 'estimation du terme du biais, nous pouvons supposer

I’hypotheése (M6), et nous estimons les parameétres My, Ms et o2 par les estimateurs suivants :

v _ 1 ¢ 0(X, 01 .
Mo = o Soa (F):

B N TR
W) = 3K (h )

| SLKB@Y?
RS ST Y T
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Puis, d’apres le résultat de la normalité asymptotique (4.6), nous avons

Discution

Puisque nous simulons 200 courbes, nous avons 200 générations de I'j,, Pour vérifier le
résultat théorique, nous tragons ’histogramme et le Q-Q plot normal des 200 générations

de I'), dans la Figure 5.2

Histogram MNormal O—Q Plot
= —

Frequency

20

Sample Quartiles

I T T T 1 T T T T T
—=2 —1 0] 1 =2 —3 —1 O 1 =2 3

In Theorstical Quantiles

FIGURE 5.2 — Histogramme et Q-Q plot [,

Dans la figure a gauche, ’histogramme de I, est presque symétrique autour du point zéro
et a bien une forme similaire & I’histogramme de la loi normale. Le graphe a droit est le plot
Q-Q normal de I';,, Qui est presque une ligne. Ainsi, les résultats de la simulation indiquent
que I';, obéit a une loi normale standard Lorsque n est grand, ce qui vérifi sa distribution

limite.
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5.2 Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a ’estimation non-paramétrique, par la mé-
thode locale linéaire, et nous avons fixé comme objectif la fonction de régression, lorsque la
variable explicative est fonctionnelle et la réponse est réelle.

Les principaux résultats que nous avons établi sont les suivants : Apres avoir fait une des-
cription de la méthode des polynoémes locaux, nous avons construit un estimateur local
linéaire de la régression, et nous avons établi sa convergence presque-complete en précisant
sa vitesse de convergence, lorsque les observations sont indépendantes identiquement distri-
buées. Ensuite, nous avons établi sa convergence en moyenne quadratique en précisant les
expression implicites des termes de biais et de la variance de I'estimateur construit. puis,
nous avons établi la normalité asymptotique de cet estimateur. La performance de cette

méthode est illustrée par une étude de simulation.
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