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Chapitre 1
Introduction

Dans ce mémoire, nous étudions la théorie de Floquet sur un espace de Banach. Nous

sommes préoccupés par I’équation différentielle linéaire de la forme :

y'(t) = A)y(D), (1.1)

out € R, y(t) est une fonction & valeurs dans un espace de Banach X et A(t) sont
des opérateurs linéaires et bornés sur X.

Si le systéme est périodique, c’est-a-dire
At +w) = A(t) (1.2)

de période w, il s’appelle un systéme Floquet. Nous étudierons I’existence et 'unicité
de la solution périodique, ainsi que la stabilité d’un systéeme Floquet.

Cette mémoire sera présentée dans cing chapitres principaux.

Ainsi, nous présentons aux lecteurs les espaces de Banach au chapitre trois et les
opérateurs linéaires sur les espaces de Banach

Le premier chapitre est consacré d’'une maniére générale sur quelques notions de la
théorie spéctrale et les équations différentielle

dans le deuxiéme chapitre nous examinons le systéme d’équations différentielles li-

néaires sur R" :

v =Aly(t) +f(), (1.3)
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ou A(t) est une fonction matricielle n x n, y(t) sont des vecteurs, et f(t) sont des
fonctions & valeurs dans R".

Nous établissons la forme générale de toutes les solutions en utilisant la matrice fon-
damentale, consistant en n solutions indépendantes. En outre, nous pouvons trouver
la stabilité des solutions directement en utilisant les valeurs propres de A.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions le systéme Floquet sur R", ou

At +w) = A(t). (1.4)

Nous établissons le théoréme de Floquet, dans lequel nous montrons que le systéme
Floquet est étroitement lié & un systéme linéaire avec des coefficients constants, de
sorte que les propriétés de ces systémes peuvent étre appliquées en particulier, nous
pouvons répondre aux questions sur la stabilité du systéme Floquet.

Ensuite nous généralisons la théorie Floquet a un systéme linéaire sur les espaces de

Banach, nous étudions les propriétés asymptotiques des solutions du systéme :

y'(t) = Ay (), (1.5)
ou y(t) est une fonction avec des valeurs dans un espace de Banach X et A(t) sont

des opérateurs linéaires et bornés sur X avec
At 4+ w) = A(t). (1.6)

Pour ce systéme, on peut montrer que la famille d’évolution U (t, s) représentant les

solutions périodique, c’est-a-dire
Ult+w,s+w)=Ul(t,s). (1.7)

Ensuite, nous étudions la monodrome du systéme V' = U(w,0). Nous soulignons
que ’ensemble de spectres de V' détermine la stabilité du systeme Floquet. De plus,
nous montrons que l'existence et 1'unicité de la solution périodique de I’équation
non homogeéne dans un systéme Floquet est équivalente au fait que 1 appartient a
I’ensemble résolvant de V.

Dans le quatiréme chapitre et le dernier nous prouvons le théoréme principal concer-
nant le lien entre la théorie de floquet et le spectre associé a 'opérateur différentiel
de schodinger L sur H?? (R)



Chapitre 2

Eléments de la théorie spectrale
des opérateurs et équations

différentielles linéaires sur R"

2.1 Eléments de la théorie spectrale

Dans ce chapitre, nous étudierons un opérateur différentiel associé a ’équation (0.1).
Mais d’abord, nous donnons diverses définitions de sous-ensembles du spectre d’un
opérateur linéaire fermé densément défini dans un espace de Hilbert complexe H

séparable

Définition 2.1.1. soit A : D(A) — H, D(A) = H un opérateur linéaire fermé den-
sément défini dans un espace de Hilbert compleze séparable H. Soit B(H) l’ensemble
de tous les opérateurs linéaires bornés dans H.

(1) L’ensemble de la résolvant p(A) de A est défini par
p(A) = {z € C|(A — 2I)|pay est injectif et (A—zI)"" € B(H)}.

De plus, o(A) = C\p(A) s’appel le spectre de A.

(17) L’ensemble

op(A) = {\ € C| il existe un 0 # v € D(A), A = M}
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s’appel le spectre ponctuel de A.
(i) L'ensemble o.(A) = {\ € C|(A—AI) : D(A) — H est injectif et Im(A—XI) &
H, Im(A — AXI) ="H} s’appel le spectre continu de A. L’ensemble

a,(A) = a(A)\(op(A) Uo.(A4))

s’appel le spectre résiduel de A.

L’ensemble
7uplA) = {N € Cl il exist {fuduen © D(A) icelIfall = Ln € N, [[(4 = A1) £ "= 0}
s’appelle le spectre de point approrimatif de A

Théoréme 2.1.1. Soit A : D(A) — H, D(A) = H un opérateur linéaire fermé
densément défini dans un espace complexe de Hilbert séparable H. Alors
i) p(A) est ouvert, et 0 = C\p(A) Est fermé en C

it) Les relations suivantes sont valables :
0.(A) ={A € C|(A— XI) : D(A) — H est injective, Im(A — A\I) C H},

0(A)=0,(A)Uc.(A)Uc.(A),

op(A)No(A) =0,(A)No.(A) =0.(A) No.(A) =0.
i11) si A est normal (i.e., A*A = AA*), ainsi o,.(A) = 0.
) op(A) Uae(A) C oap(A) € o(A).

v) 0,(A) C [op(A7)]* C 0,(A) Ua,(A).

(Ieit E“={z€C| z€ E}.)

Preuve 2.1.1. i). Soit R(z) = (A — 2zI)™" pour z € p(A). Supposons que zy € p(A)

1 . .
et |z — 29| < 75—7. ainst
| 0| [I1R(z0)l

o

> (2= 20)"R(z)""!

n=0

Converge vers un opérateur borné. De plus, on obtient

(A—2D)R(z)"™ = [A—20I + (20— 2)I] (A— 2I) "R(z)"
= R(20)" — (2 — z)R(z)" "
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Ainsi,
(A=2I) Y (2= 20)"R(z0)"" = (2 — 20)"(A — 2I) R(z)"""

= Z(z — 20)"[R(20)" — (2 — 20) R(20)""]

S e P R~ 3 R =

De meéme, on peut montrer que Y o (z — z0)"R(z0)" T (A — zI) = 1. Ainsi,

o0

(A=2D)7" = (2= 2)"R(z)"",

n=0
Et en particulier, z € p(A). Donc p(A) C C est un ouwvert, et donc o(A) = C\p(A)
est fermé.

iii) Supposons que A soit normal. alors Ker(A — z1) = Ker(A* —ZI) donc

(A=zD)f, (A=zD)f) = (A" =ZI)(A-=2I)

Nous voulons montrer que si A — zI est injectif, puis (A — zI)D(A) = H. Mais

(A—2D)D(A)" = Ker(A* — zI) = Ker(A — =) = {0}

Cela prouve(iii).
v) Ceci est une conséquence du fait que (A — zI) a un inverse continu si et seulement
si il est injectif et son image est fermée. Donc (A — zI) n'a pas d’inverse continu si

et seulement si ce n’est pas injectif ou son image n’est pas fermée.

). Supposer que z € 0,(A). ainsi (A — 2I)D(A) G H, et donc il existe
9o(# 0) € [(A = zI)D(A)]*

alors ((A—zI)f, go) = 0 pour tout f € D(A). donc |(Af, go)| < |z||lgolll| f]| pour tout
f € D(A), nous voyons que gy € D(A*), et (f, (A*—ZI)go) = 0 puor tout f € D(A).
Puisque D(A) = H, nous avons (A* —ZI)go = 0, et donc zZ € o,(A").
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Ensuite supposons que Z € 0,(A*). Ensuite, il existe go(# 0) € D(A*) tel que A*gp =
Zgo. Done, pour tous f € D(A),

0=(f, (A" =ZI)go) = (A=zI)f, go)-

Ainsi go & (A — zI)D(A), et z € 0(A)\o.(A) = 0,(A) Uo,(A).

2.2 Systémes linéaires d’équations différentielles
Considérons le systéme de n équations différentielles linéaires de n variables :

y1 = an(tyr + a(t)ys + - + awn(t)y, + fi(t)
Yo = a9 (t)y1 + o (t)y2 + - - - + o (t)yn + fa(t)

y;L = Oén1(t)y1 + Oén2(t)y2 +oee ann(t)yn + fn(t)

Ce systeme peut étre écrit comme équation différentielle vectorielle équivalente dans
R",
y =Alt)y + f(t)

() yi (t)
_ Y2 L yé (t)
Yy = y Y =
Yn Yn(t)
et

a1 (t) ... Qp (t) fl (t)
A(t) = = | Y
anm(t) - . . apn(t) Jal®)

Si la condition initiale est donnée par y(s) = yo, alors nous avons un probléme de

valeur initiale.
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2.2.1 Existence et unicité

Tout d’abord, nous aimerions donner un résultat d’existence et d’unicité pour le
probléme de la valeur initiale. Le lecteur peut "voir la preuve de ce théoréme pour

un cas général dans le théoréemeV.50.

Théoréme 2.2.1. Supposons que la matrice A(t) € M,x,(R) et la fonction vectorielle

f(t) sont continues pour t > 0, alors le probléme de valeurs initiales :

"(t) = A(t)y(t) + f(t
vy { V0= A0 + 10 o
y(0) = yo
a une solution unique. Nous considérons d’abord l’équation homogéne sur R™ :
y'(t) = A(t)y(t). (2.2)

Nous allons commencer a travailler sur I’équation différentielle homogene (2.2) avec

le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2. .(Voir [4], Théoréme 2.11) L’équation différentielle linéaire(2.2) a
(au plus) n solutions linéairement indépendante, et si ¢y, ¢o, ..., ¢, sont n solutions

linéairement indépendantes, alors

Y(t) = 1y (t) + cago(t) + ... + cad, (1),

ol ¢y, Co, ..., Cp Sont des constantes, est une slution générale
Nous résolvent d’abord ’équation différentielle autonome (2.2), lorsque A(t) = A est

indépendant de t.

Théoréme 2.2.3. Si (\g, xg) est une paire propre de la matrice A, alors
y(t) = e'wg (2.3)

définit une solution de
y'(t) = Ay(t) (2.4)

dans R
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Preuve 2.2.1. Soit

y(t) = el (2.5)
alors
Y1) = XeMag= e Nz (2.6)
= M Az = AeMo = Ay(t),
pourt € R.

Pour résoudre ’équation différentielle non autonome (2.2) (ot A(t) varie), nous iden-

tifions I’équation différentielle de la matrice :

X'(t)=A)X(@); (1.4) (2.7)
z1(t) . . .z, (1)

X = (2.8)
Toa(t) . . . Tan(t)

Le théoréme suivant donne une relation entre 1'équation différentielle vectorielle (2.2)

et ’équation différentielle matricielle (2.7).

Théoréme 2.2.4. Supposons que la fonction matricielle A(t) € M, x, (R) est conti-

nue sur un intervalle I de R et supposent que ¢ est défini par

O(t) = (91(t) da(t) - - . @,(1))

est une fonction matricielle n x n. Alors ¢(t) est une solution de [’équation diffé-
rentielle de matrice (2.7) sur I si chaque colonne ¢; est une solution de l’équation
différentielle vectorielle (2.2) sur I. de plus si ¢ est une solution de l’équation diffé-

rentielle matricielle (2.7) alors pour tout vecteur constant ¢ € M,y (R)

est une solution de l’équation différentielle vectorielle (2.2).
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Preuve 2.2.2. Definissons

O(t) == (D1(t) (1) - - . 9,(1))

et supposons que ¢y, ¢y, -+, ¢, sont la solution de (2.2). alors ¢ est une fonction

matricielle continuement différentiable sur I et

¢'(t) = (1(t), d5(t) - ¢, (1))

= [A)9:1 (1), A(t)dy(t) - A(t)9,(1)]
= AD)[91(1), da(t) -~ ()]
= A(t)o(1),

pour t € 1. Ainsi, ¢ est une solution de [’équation différentielle matricielle (2.7) sur
I.

Maintenant, soit
y(t) := o(t)c, pour t € I,

ou ¢ est un vecteur constant n X 1 et ¢ est une solution de l’équation différentielle

matricielle (2.7). alors

pourt € I.
Du théoréme ci-dessus, nous avons un résultat direct :

Corollaire 2.2.1. Soit A(t) une fonction de matrice continue sur un intervalle I.

Alors, le probléme de la valeur initiale

X' =A@)X,

(IVP) { X(tO) = XOv

ou ty € I et Xy est une matrice constante n X n, a une solution unique X qui est une

solution sur Uintervalle entier I.
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Le théoréme suivant présente la relation entre les déterminants et la solution d’une

équation différentielle

Théoréme 2.2.5. (Théoréme de Liouville [4], Théoréme 2.23) Supposons qu’il y ait
n solutions ¢y, ¢y, -+, ¢, de léquation (2.2) sur I et ¢ est la fonction matricielle

de colonnes ¢y, ¢y, -+, ¢,. Alors, sity €I,
det (t) = elio G et 620)
ol
trlA(t)] = ann(t) + aze(t) + - + ann(?)

ettel.

Du théoréme ci-dessus, nous voyons que det ¢(t) = 0 pour tous t € I si et seulement
si det ¢(ty) = 0. Par conséquent, nous pouvons conclure le statut des déterminants

d’une solution de I’équation matricielle comme suit :

Corollaire 2.2.2. Supposons que ¢ soit la fonction matricielle a les colonnes ¢y, ¢y, - - -

et supposons que ¢y, ¢y, -, ¢, sont n solutions de l’équation (2.2).Alors

(a) Les solutions ¢y, ¢q, -+, ¢, dépend linéairement de I si det ¢(t) = 0 pour tout
tel

(b) Les solutions ¢y, ¢y, -+, &, sont linéairement indépendantes sur I sidet ¢(t) # 0

pour tout t € I.

Puisque chaque équation différentielle linéaire sur R™ a n solutions indépendantes,

nous souhaitons les appeler « fondamental» comme dans la définition suivante.

2.2.2 Matrice fondamentale

Définition 2.2.1. (Matrice fondamentale) Si une fonction matricielle n x n, ¢ est
une solution de l’équation matricielle (2.7) sur I et ¢,(t), ¢o(t), -+, ¢,(t) sont n

linéarement indépendamment sur I afin que det ¢(t) # 0, alors

Ot) == [91(t) (1) - . . Du(1)]
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est appelée matrice fondamentale.

Exemple 2.2.1. Trouvez la matrice fondamentale ¢ pour

y = ( _22 2 > y. (2.9)

L’équation caractéristique est

et les paires propres sont

Par conséquent, le vecteurs fonctions ¢, ¢, défini par

3 1
¢1=e‘3t<_1) et¢1=e4t<2>

Pourt € R sont la solution de (2.9). Il résulte du théoréme (2.2.4) que la matrice de
fonction ¢ défini par

—e73t Qe

mw:[@@,%wh:<%}t€ >,

Pour t € R est une solution matricielle de [’équation matricielle correspondant a

(2.7). Donc
36—3t 4t

det ¢(t) = =Te" #0

_e—3t 2€4t

Pour tout t € R, ¢ est une matrice fondamentale de (2.9) sur R. Par le théoréme

(2.2.4) , la solution générale y de (2.9) est donnée par

yw=¢wc=<3f;f”>a

—e 3t Qe

pourt € R, ot c est un vecteur constant arbitraire 2 x 1.
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Théoréme 2.2.6. Si ¢ est une matrice fondamentale pour (2.7), alors v = ¢-C, ou
C est une matrice constante arbitraire non singuliére, est une matrice fondamentale

générale pour (2.7).

Preuve 2.2.3. Supposons que ¢ est une matrice fondamentale pour (2.7) et soit

Yp=0¢-C
ot C est une matrice constante arbitraire non singuliére.alors nous avons
Vo= ¢lt)-C
= A)e)C
= A@p().

Ainsi, ¥ = ¢ - C' est une solution de matrice pour (2.7). De plus,
det[¢(t)] = det[p(t)C]
= det[o(t)] det[C] # 0,

Pourt € I. Par conséquent, 1 est une matrice fondamentale. En outre, pour montrer

que toute matrice fondamentale 1 est sous la forme

U(t) = o(t)Co,

supposons que | est une matrice fondamentale arbitraire mais fize de (2.7). Soitty € I
et soit
Co == ¢~ (to)¥(to).
Alors, Cy est une matrice constante non singuliére et
¥(to) = ¢(to)Co.

Par conséquent, les deuz (t) et ¢(t) - Cy sont des solutions de I'IVP

X' =A)X,

(IVP) (t)
X(to) = (to)-

Par le Corollaire (2.2.1), nous avons

(t) = ¢(t)Co,

Pourte l.
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At

Donc e”* est une matrice fondamentale. Dans le théoréme suivant, nous donnons

certaines propriétés de la fonctions exponentielle matricielle

Théoréme 2.2.7. ([4], théoréme 2.39) Soient A et B n x n matrices Maintenant,

nous essayons de trouver la matrice fondamentale pour l’équation différentielle(2.7).
Nous considérons d’abord le cas autonome, ot A(t) = A.

Définition 2.2.2. Supposons que A soit une matrice constante nxn. Alors, la matrice

At

de fonction exponentielle définie par e est la solution de

X' = AX,

YO 1 (2.10)

(IVP) {

ot Id est la matrice identité n X n.

Par le théoréme de Liouville,
det[eAt] _ efg tr[A(s)]ds det[eA'O] — etrlAl £0.

constantes. alors

i) Lett = Ae™, pourt € R.

ii) det[e] #£ 0 pour t € R et et est une matrice fondamentale pour (2.4) ; .
iii) eAted® = eAUS)  pourt, s € R.

iv) (et =e 4 pourt € R et, en particulier,

(GA)_l — G_A,

v) si AB = BA, alors e’ B = Be?! pourt € R et, en particulier,
e B = Be?;
vi) Si AB = BA, alors

eAteBt — (A+B)t pour teR

et, en particulier,

eAeB _ 6(A+B)
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vii) eAt:I+A%+A2§—|—---+Ak%+---,,pourteR;

viii) Si P est une matrice non structurale, alors
-1 _
€PBP — P@BP 1

Nous sommes maintenant en mesure de présenter explicitement la solution d’un pro-

bléme de valeur initiale.

Théoréme 2.2.8. Les déclarations suivantes tiennent.

i) le probléme de la valeur initiale

"(t) = Ay(t
- { y(t) = Ay(t) o)
y(0) = wo
a la solution :
y/ (t) — €Aty0.
i1) le probléme non homogéne
"(t) = Ay(t t
(IVP){y() y(t) + f(t) (2.12)
y(0) = wo
a une solution .
) =M+ [ A f(s)ds
0
i1i) Si ¢ est une matrice fondamentale pour (2.7), alors la solution du (IV P)
e { Y () = Alt)y() + F(1 019
y(to) = o

est donné par

0(0) = 6(05” ton + o10) [ 5 () (s)ds

Tout d’abord, nous avons besoin du lemme suivant, qui sera utilisé dans la preuve.
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Lemme 2.2.1. (4], théoréme 5.21) Supposons que la fonction & valeur vectorielle
f(t,s) et la dérivée partielle fi(t,s) sont continues sur un intervalle I x I et o € 1.

alors

%/@ £(t, s)d5:/a filt, $)ds + f(t. 1),

Preuve 2.2.4. (Du théoréme (2.2.5))
i) Soit y(t) = ey alors

!/

y (1) = Aetlyo = Ay(t)
Aussi,
y(0) = ¢ Oyo = yo.
Ainsi,
y(t) = ey
est la solution du probléme de la valeur initiale (2.11).
ii) Soit
o) =0+ [ N(s) s
0

alors

J )= Ayt [ A5 F(s)d(s) + AT (1)
0

= ey, + / A9 (5) f(s)d(s) + (1)

0
= ARt [ I ) + 1)
= Ay(t)+ f(t).
Ici, nous avons utilisé le Lemma (2.2.1) avec
ft, s) =TI f(s).

En outre, il n'est pas trop difficile de voir que y(0) = yo. Par conséquent, y(t) est la
solution de (2.13)
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i1i) Soit ¢ une matrice fondamentale et soit

o(0) = 61006 o + o10) 5 () f(s)ds

alors
y (1) = AWMGHd (fo)yo + A(t) / 51(5)(s)ds + F()
= AWB B0 (to)yo + B(1) / 671(5)f(s)ds] + F(1)
— Aty + (1),
En outre,

y(to) = o(to)d ™" (to)yo
= Yo-
Par conséquent, y(t) est la solution de (2.13).
Dans le cas général non autonome, ot A(t) varie, il n’est pas facile de trouver une ma-

trice fondamentale. Le prochain théoréme montre comment une matrice fondamentale

peut étre trouvée lorsque les matrices A(t) sont commutatives.

Théoréme 2.2.9. (4], théoréme 2.42) Supposons que A(t) soit une matrice de fonc-

tions continue n X n sur un intervalle I. Si

Pour tout t,s € I, alors

o(t) = el

2.3  Stabilité des solutions d’équations différen-

tielles linéaires sur R"

Nous étudions maintenant le comportement asymptotique des solutions d’équations
différentielles autonomes et homogénes dans R” quand ¢t — oo.

Nous pouvons maintenant donner des résultats sur la stabilité des solutions d’équa-
tions différentielles autonomes et homogenes, dans lesquelles I’équivalence des parties

a et partie e. Est le célebre théoréeme de Lyapunov.
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Théoréme 2.3.1. Considérons le systéme

y'(t) = Ay(t)

alors, les énoncés suivants sont équivalents :

(a) Le systéme est asymptotiquement stable, c’est-a-dire
Jim e =0

pour chaque vecteur yo € R™ ;

(b) limy oo [|e*]] = 0

(c) Il existe des nombres positifs M et w tels que
le?]] < Mem!

Pour tout t > 0.
(d) Il existe un nombre ty > 0 tel que |et| < 1.
(e) Re A < 0 pour chaque valeur propre A de A.

Preuve 2.3.1. L’implication (c. — b.), (B. — d.) et (b. — a.) Sont évidentes. Nous
démontrons maintenant (a. — b.), (d — c.) et (a. <> e.) un a la fois.

(a. — b.) Supposons que (e?t); soit la colonne it de et. Maintenant, prenez

alors, de a, la solution du systéme y'(t) = Ay(t) est

y(t) = etyy = (e, (2.14)
Puisque
tlim (e); =0,
nous avons

lim ||(e");|| = 0.

t—o0

Dans le méme raisonnement, nous provons que

lim [|(e*)]| =0  pour i=1,2, .-+, n.

t—o0



CHAPITRE 2. ELEMENTS DE LA THEORIE SPECTRALE DES
OPERATEURS ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
20 SUR RY

Par conséquent, .
Jm e = Jim 31 = o
=
(d. — c.) Soit ty le nombre avec
lete]l =ro <1
Soit t = mty + s, ou t est un nombre tel que t > to, m est un nombre naturel et

0 < s < to. Puisque la fonction et est continue, le mazimum

M = max |le?||
0<t<to

eziste. Donc nous avons que

le®] = [leAtmer)
= fetmoe|
< et lfle
< Mt
< Metem

Myt = Me™™mro = pMet=9)/tonro(done m = (t — 5)/to)

o Me—s/tg lnToe(lnTo/to)t

Soit
W = —(hl To)/to.

puisque 1o < 1, donc Inrqg < 0 et w > 0. Ainsi nous avons
”eAtH S Me—s/tolnroe—wt S Mle_wt,

o
M, = M max e(~%/to)nro,

0<s<tg

(a. — e.) Nous devons prouver si

y(t) = eMyo — 0
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comme t — o0 pour toute valeurs initiale 1o, alors Re A < 0 pour chaque valeur propre
A de A. Au contraire, supposons que il existe une valeur propre A, ot Re X > 0. Soit
xq est le vecteur propre correspondant a A, alors

y(t) = Re[eMzq] = e cos(Im At)zg

est une solution du systéme, qui ne s’approche pas de 0 comme t — oo, puisque x # 0
et Re X > 0. C’est une contradiction avec les hypothéses. Ainsi, Re A\ < 0.

(e. — a.) Supposons que Re A < 0 pour chaque valeur propre X de a.

Nous allons prouwver la partie (a) par trois cas

i) Si X\ est une seule valeur propre réelle et xq est un vecteur propre correspondant,
alors la solution

y(t) = eM¥o — 0 quand t — oo
i1) Si A\ est une multiplicité de valeur nette réelle k alors
y(t) = theM — 0 quand t — oo
iii) Si A est une valeur propre complexe telle que A = (y + i) alors
y(t) = e cos(Bt)zy — 0 quand t — oo
et
y(t) = e sin(Bt)zo — 0 quand t — oo
Ainsi, la solution générale
y(t) = aayr + oy + - Yy — 0

De la méme maniére que la preuve du théoréme (2.3.1), nous pouvons également

montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.3.2. Considérons le systéme

y'(t) = Ay(t). (2.15)
i) Si les parties réelles de toutes les valeurs propres de A ne sont pas positives, et
chaque valeur propre simple de partie réelle nulle alos toutes les solutions sont stables
(c’est-a-dire qu’elles sont borné)
i1) Si A a une valeur propre de partie réelle positive, alors la solution est instable

(c’est-a-dire qu’il existe une solution non bornée).
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Chapitre 3
Théorie de Floquet sur R"

Les équations différentielles impliquant des fonctions périodiques jouent un role im-

portant dans de nombreuses applications. Nous considérons le systéme linéaire :

y'(t) = Al)y(t) + f(D),

o A(t) est une fonction périodique périodique évaluée par matrice avec la période w
(c’est-a-dire A(t +w) = A(t)) et f(t) est également w-périodique. De tels systémes
s’appellent les systémes Floquet. Une question naturelle est : un systéme Floquet a-
t-il une solution périodique avec la période w? Malheureusement, la réponse est NON
dans le cas général, comme 'indique le (3.3.2). Cependant, le systéme Floquet s’avére
étroitement lié a un systéme linéaire avec des coefficients constants, de sorte que les
propriétés qui ont été obtenues dans les chapitres précédents peuvent étre utilisées.

D’abord, nous avons un résultat sur I’existence du logarithme d’une matrice.

3.1 Logaritme d’une matrice

Théoréme 3.1.1. Si C est n X n matrice non synonyme, il existe une matrice B

telle que
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Preuve 3.1.1. Nous allons le prouver par 2 X 2 matrices. Le cas général peut étre
prouvé de la méme maniére. Soit A\, Ay les deux valeurs propres de C. Puisque C

n’est pas singulier alors A1, Ay # 0. Nous avons 3 cas pour prouver le résultat :

A O
0 A

Alors, il n'est pas difficile de voir que C = €®, ou

InA; O
B pu—
0 Ink

A1
C— 1
0 M

Dans ce cas, nous recherchons une matrice B de la forme

by b
p_ |
0 b

Pour que e? = C. Pour cette matrice B, on peut calculer la

bit bit
Bt e bate
¢ = byt
0 el

B et bye
e =
0 eh

Nous résolvons maintenant pour by et by tels que e® = C, on a by = In\; et by =

1
)\—Nous pouvons donc simplement prendre

1
B _ lIl /\1 ﬁ
0 In )\1

Cas3 :. C est une matrice constante non uniforme 2 x 2 arbitraire. Par Jordan

Casl :. Supposons que

Cas2 :. Supposons

et donc,
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canonique il existe une matrice non singulicre P telle que C = PJP™1, o

0 0]
J =
L O AQ -
ou i i
A1
g 1
L O Al -

Par les deux cas précédents, il existe une matrice By de sorte que
ebr =,

Soit
B:= PB P!

Alors par le théoréme (2.2.7) partie (viii)
e =B = pePipl = .

Exemple 3.1.1. Trouver le log de la matrice

2 1
O —
3 4
L’équation caractéristique pour C est

AN —6A+5=0

Les paires propres de C' sont

et
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De la preuve du théoréme (3.1.1), si nous laissons
1 1
-1 3

PB, P!

P =

puis

Est un journal de C' fourni By est un journal de J.
0 0
0 Inb

Par conséquent, un journal de C' est donné par

Notez que

By =

Est un journal de J.

B = PBP!

1 1 0 O

-1 3 0 Inb

_ [iln5 §1n5]
%ln5 %ln5

NN

N
=

| I |

nous avons maintenant le résultat principal de ce chapitre, appelé Floquet’s Théoréme,

pour le systéme Floquet

3.2 Matrice fondamentale pour le systéme Flo-

quet

ou

At +w) = A(t) pour tout t.
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Théoréme 3.2.1. Si ¢ est une matrice fondamentale pour le systéme Floquet (3.1)
ot la matrice A(t) est continue sur R et a la période w, alors
1) La fonction v définée par
»(t) = p(t +w)
est également une matrice fondamentale pour le systéme Floquet.
2) Il existe une matrice B et une fonction de matrice n X n nonsse p(t), qui est

périodique avec la période w de sorte que

o(t) = p(t)eP'  Pour tout teR.
Preuve 3.2.1. 1) Supposons que ¢ soit une matrice fondamentale pour (3.1) et

définissons
P(t) = ot + w).
Nous voulons montrer que 1 est également une matrice fondamentale. Alors
V(t) = ¢(t+w)
= A(t+w)o(t + w)
— A+ @)
= A@)y(1).
Parce que nous définissons 1¥(t) = ¢(t + w) et ¢ est une matrice fondamentale, alors

det ) = det o(t +w) # 0

pour tout t. Ainsi, ¢ est également une matrice fondamentale de (3.1).pour tout t.
Ainsi, 1) est également une matrice fondamentale de (3.1).
2) Puisque ¢ et 1 sont des matrices fondamentales pour (3.1), alors par le théoréme

(2.2.6) il existe une matrice constante C' telle que
¢t +w) = o(t)C

et par le théoréeme (3.1.1, il existe une matrice B telle que e = C.

Définissons la fonction matricielle p par
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Maintenant, nous voulons prouver que p(t) est périodique avec la période w. Nous

avons

plt+w) = ot +w)e Bt
= Pt +w)e PP
= o) -C- e Bw . —Bt
= o(t)- e e e Bl (parce que e = C et e P = C7H)
= d(t)e™
= p(t).

Par conséquent,p(t +w) = p(t) et p(t) est une matrice de fonction périodique. Donc,

p(t) = p(t)e P

implique que

o(t) = p(t)e™.

Nous savons que si ¢(t) est une matrice fondamentale pour le systéme Floquet (3.1),
alors ¢(t + w) est également une matrice fondamentale pour (3.1). Ainsi, ¢(t + w) =
¢(t)C ou C' est une matrice constante. Maintenant, si nous voulons trouver C, soit

t = 0 alors nous avons

alors

3.3 Multiplicateurs Floquet

Définition 3.3.1. Soit ¢ une matrice fondamentale pour le systéme Floquet (3.1) et

C = qb_l(())gb(w). Les valeurs propres de C' sont appelées multiplicateurs Floquet.

Notons que si nous avons une autre matrice fondamentale i) pour le systéme Floquet
(3.1) et
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D =y~ H(0)y(w),
alors toute la valeur propre de C' doit étre la méme que la valeur propre de D.
Pour voir cela, par (2.2.6), il existe une matrice constante arbitraire n X n non
singuliere M, tel que
W(t) = @(t)M pour tout t € R

Il s’ensuit que

D = ¢ H0)Y(w)
= (p(O)M)™" - p(w)M
= M '¢70) - p(w)M
= M'CM.

Par conséquent, C' et D sont des matrices similaires et ont donc les mémes valeurs

propres. Par conséquent, les multiplicateurs Floquet sont bien définis.

Exemple 3.3.1. Trouver le multiplicateur Floquet pour le systéme Floquet

(1 1
Yy = 0 (cos t+sint)
(2+sint—cost)

Tout d’abord, nous résolvons cette équation pour y(t) = (yi(t),y2(t) ). A partir de

l’équation ci-dessus, nous avons des équations différentielles linéaires pour ys et y;

Yy = yi(t) + a(t).

et
, (cost +sint)

V2 = (2 +sint — cost)

Ya(t)

En résolvant ces équations d’abord pour ys et ensuite pour y;, on obtient les solutions

générales :

y1 = (ye' — B(cost +sint),
y2 = [(2+sint — cost)
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Pourt € R. Prenons a =0, =1, et alorsa =1 et f = 0, nous avons deux solu-

—2 —sint
y(t) = .
2+ cost+sint

tions : indépendantes

1l en résulte que la matrice fondamentale est
—2 —sint el
o(t) = .
24cost —sint 0

C = ¢ H0)p(2r) = ( Lo ) J(I1.11)

Done

0 627r

Les multiplicateurs Floquet sont i, = 1 et j, = €2™.

Le théoréme suivant montre I'importance des multiplicateurs Floquet.

Théoréme 3.3.1.  Supposons que [y, [y, -+, K, sont les multiplicateurs Floquet
du systéeme Floquet y' = A(t)y alors, les solutions du systéme Floquet sont

i). Asymptotiquement stable sur0,co[ (c’est-a-dire lim;_,o y(t) = 0 pour toutes les
solutions y(t)) si |p;] < 1,1 <i<n

i1). Stable sur [0,00] (c’est-a-dire que toutes les solutions sont délimitées) fournies
lp;] < 1,1 <i < n et chaque fois que ;| =1, u, est une valeur propre simple ;

i11) Instable sur [0, 00[ (c¢’est-a-dire qu’il y a une solution non bornée) pourvu qu’il y

ait un i, 1 <ig < n, tel que |p;,| > 1.

Preuve 3.3.1. Nous allons prouver ce théoréme pour les cas simplement bidimen-
sionnels. Suppose que y(t) = ¢(t)yo = p(t)ePlyy est une solution du systéme Floquet
et soit C' donnée par :

C = b

Par le théoréme de la forme canonique de Jordan, il y a des matrices M et J tels que

B=MJM™,
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ou soit
0 1
J:(P1 ),OUJ:(pl )7
0 p 0 p
ol py, py Sont des valeurs propres de B. Il resulte que

C = P

eMJM—lw

= Me?*M™ par le theoréeme partie iii)

= MKM™,
- el ()
0 6p2‘AJ
k B ef1v  ef1v
0 epl“’

Puisque les valeurs propres de K sont identiques a la valeur propre de C', on obtient

ou soit

que les multiplicateurs de Floquet son
:uz' = 6piw7
1 =1,2, Ou p; = p, est possible. Puisque

_ Re(py)w
;| = e,
nous avons que

il < 1 si Re(p;) <0
il =1 si Re(p;) =0
lw;l > 1 si Re(p;) > 0.

Soit

Q1 = sup [p(t)|| = max [|p(t)]]
teR te[0,w]

et
Q2 = sup [[p~ ()] = max [[p*(1)].
teR

te[0,w]
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pourt € R et

le®yoll = [l Ou®Il < o~ Oyl < Q2lly®)]

Pour t € R. Il montre que la stabilité de y(t) est équivalente a la stabilité de ePly, .

La conclusion de ce théoréme suit le Théoréme (2.3.1)et le Théoréme (2.3.2).

3.3.1 Propriété de multiplicateur Floquet.

Le prochain théoréme montrera la propriété d’un multiplicateur Floquet.

Théoréeme 3.3.2. . Un nombre p est un multiplicateur Floquet du systéeme Floquet

(3.1) si et seulement s’il existe une solution non trivial y telle que

y(t +w) = py(t).

Preuve 3.3.2. Preuve. = Supposons que p soit un multiplicateur Floquet de (2.1)
afin que pi soit une valeur propre de C = ¢~ (0)p(w) et soit 1o # 0 soit un vecteur

propre correspondant & p de sorte que Cyg = puyo. Définissons la fonction vectorielle

Yy par

qui est une solution non nulle, alors nous avons

ytt+w) = ¢

Nous avons donc que
y(t +w) = py(t).

< Supposons qu’il existe une solution non triviale telle que y(t + w) = py(t) pour

tout t € R. Soit ¢ une matrice fondamentale pour (3.1), alors
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Pour un vecteur non zéro vyy. alors

y(t+w) = ot +ww

Donc, de y(t +w) = py(t) = po(t)yo on a que

d(t)Cyo = ud(t)yo.

Multiplions les deux cotés par ¢~ *(t), nous avons

¢ o(t)Cyo = ¢ () ud(t)yo

o
1yo = Cyo.
Ainsi, p est la valeur propre de C' et il s’ensuit que pu est un multiplicateur Floquet

de (3.1).

Exemple 3.3.2. Il n’est pas difficile de montrer que

t
—e2 cost
y(t) = ( t . )
e2sint

est une solution du systéme Floquet

S (1) = ( —1 +§()§)COS t 1—(3)costsint ) y

—1—($)sintcost —1+ (3)sin’¢
Notons que
t+27
y(t+om) = [ 7 e
e 2 sint
= e"y().

Par le théoréme (3.3.2), €™ est un multiplicateur Floquet.
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Chapitre 4
Théorie de Floquet sur les espaces
de Banach

Dans ce chapitre, nous étudions les solutions d’équations différentielles linéaires sur

un espace de Banach de la forme

y'(t) = A)y(t),
ou A(t) est une fonction périodique définie par 'opérateur, c’est-a-dire A(t + w) =
A(t). Nous étudions la théorie des équations différentielles et des Floquet non auto-

nome sur les espaces de Banach.

4.1 Equations différentielles non autonomes sur les

espaces de Banach

Soit X un espace de Banach. Sur X, nous considérons maintenant le probléme de

Cauchy ou IVP
"(t) = A(t)y(t), t> s,
y(t) = A, t2 )

y(S) =Ys € X,
ou A(t) sont des opérateurs linéaires et borné sur X. Les équations différentielles
ci-dessus sont appelées équations d’évolution (voir plus de détails dans [2]). Tout

d’abord, nous voulons montrer l’existence de la solution du probléme de Cauchy

(4.1)).
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4.1.1 Existence de la solution

Théoréme 4.1.1.  (Théoréme de Uezistence et de l'unicité) Supposons que la fonc-
tion t — A(t) soit continue sur R. Alors, pour chaque valeur initiale ys € X, le

probléme Cauchy (4.1) a une solution unique.

Preuve 4.1.1. Nous allons prouver le théoréme en utilisant le théoréme de ’applica-
tion de contraction. Il suffit de montrer que, pour chaque T > s, (4.1), il existe une
solution unique sur un intervalle [s,T).

Notons que y(t) est une solution de (4.1) si et seulement si y(t) est une solution de

I’équation intégrale
t
o) =+ [ A

Nous définissons maintenant l'opérateur A sur Cls,T| par

(A0 =+ [ AW, s<1<T.

Nous prouvons que pour tout t € [s,T] et n > 1, nous avons

(t—s)"

Ay = A") @) < lly — el v

(V.13) (4.2)

ot M = maxyc(s 1) ||A()]|, par induction :

1) Nous montrons qu’il est vrai pour n = 1. Nous avons

I (Ay — —Az) @) = IIys+/ A(r)y(r)dr — (ys+/ A(r)a(r)dr)||

= 1| [ AWu(r) - s(r)ar]
< [ 1AWIy() - x(r)ar
< fly =l [ 140 ar

t
< lly—a| / max | A(r)|dr

= [ly — x[|M(t - s)
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Pour tout t € [s,T). Ainsi, (4.2) est vrai pour n = 1.
2) Supposons que (4.2) soit vrai pour n = k de sorte que

(t—s)"

I(A"y = A*2) ()] < M*ly — wll=—

Nous voulons montrer que c’est vrai pour n =k + 1. Nous avons
t t
(A5 — A )O)] = g+ /Aumwﬁw—@+/Avm%mmm
= 1 [ Aty - A9
/ LA)[[|A*y (r) — AFy(r)||dr

IN

s/AMMmm—Mmmw: (4.3)

Par hypothése d’induction, ||(AFy— Akx)(r)|| < ||y — :c||Mk = S) Pourr € [S,T]. Par

conséquent, o partir de (4.3), nous obtenons

I(A* Ty — A )@ < My -

= MYy -z / dr  (ou T =1 —5)
0
1

E
1
_ M—MM“L[

! t—s

i i),

1 (t )k+1

— Mk+l )
ly — ] 0l

t )k+1

— — Mk+1—( .
Iy - alar

Ainsi, (4.2) est vrai pour n =k +1 et il est prouvé.
De (4.2) nous avons

(T — )"

1A — A%z < ly — 2| M —

Pour tout n > 1. Maintenant, soit C,, == M"*—"— (T ) . Alors, il est facile de voir que

lim,, .., C,, = 0. Donc, il existe ng (assez gmnd) tel que pour Cy,, < 1. Pour ce ng, A™
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est une Uapplication de contraction. Par conséquent, par le théoréme de ’application
de contraction généralisée, il existe un point fixe unique pour A, tel que Ay = y. Ainsi,

le IVP (4.1) a une solution unique pour chaque valeur initiale ys € X.

Du théoréme de I'existence et de I'unicité, nous pouvons maintenant définir une famille

d’opérateurs bornés sur X pour décrire les solutions de 'IV P (4.1).

Définition 4.1.1. . Pour chaque t et s dans R avec t > s on déffinie 'opérateur
U(t,s) comme suit : pour chaque yo € X, U(t, s)yo := y(t), ou y(-) est la solution

unique de

{ y'(t) = A)y() (84

y(s) =yo € X.

La famille {U(t, s)}i>s 8 appelle une famille d’évolution générée par la famille { A(t) }1er.
Nous recueillons maintenant les propriétés de base d’une famille d’évolution.

Théoréme 4.1.2. Pour chaque t et s avect > s, U(t,s) sont des opérateurs linéaires

et bornés sur X.

Avant de prouver le théoréme ci-dessus, nous indiquons le lemme.bien connus de

Gronwall’s

Lemme 4.1.1. (Lemme de Gronwall) Soient I = [a,b] et B(t) et U(t) des fonctions

continues de valeur réelle déffinées sur la satisfaction de l'inégalité intégrale

t
U(t) < a+/ B(r)U(r)dr
Pour tout t € I, alors
U(t) < aela Br)r

Pour tout t € 1.

Preuve 4.1.2. Du théoréme (4.1.2) : Nous montrons d’abord que U (t, s) est linéaire,
c’est-a-dire :

U(t, s)(ax+by) =aU(t, s)x+bU(t, s)y
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pour tout x et y dans X. Pour ce faire, soit

2(t) = U(t, s)(ax+by) —alU(t, s)x —bU(t, s)y

alors
Z(t) = AQ@Q)U(®, s)(ax+by) — aA@)U(t, s)x —bAR)U(t, s)y
= A)(U(t, s)(ax+by) —aU(t, s)z —bU(t, s)y)
= A(t)z(t).

De plus, par définition de U(t,s), nous avons z(s) = (ax + by) — (ax +by) = 0 (parce
que U(s, s) = Id, voir le théoréeme (4.1.3)). Ainsi, z(t) est la solution unique de

puisque y(t) = 0 est une solution, nous avons z(t) = 0.
Pour montrer que U(t, s) est un opérateur borné, nous utilisons la forme intégrale de

la solution :
y(t) = y(s) + / A(r)y(r)dr

Ut, s)y=y+ /tA(r)U(T, s)ydr,

Pour chaque vecteur y € X. Par conséquent,

t
|U(t, s)yll < Hy\!+/ [A) T (r, s)yl| dr.
Nous utilisons maintenant le lemme de Gronwall et obtenons
Ut s)yll < Ily]| - el 140

Pour tout y € X, qui montre que U(t,s) est borné.

Théoréme 4.1.3. . Soit {U(t, s)}i>s une famille d’évolution générée par { A(t)}icr.
Alors, les déclarations suivantes contiennent :

1) U(t,t) = Id. Pour toutt € R;

2)U(t,r)U(r,s) =U(t,s) pour s <r <t;
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3) Pour chaque s € R et y € X, la fonction t — U(t, s)y est continuellement diffé-
rentiable et

CULt, sl =AWU, )

4) Pour chaque t € R ety € X, la fonction s — U(t,s)y est continuellement diffé-
rentiable et
d

EU@’ s)y = —=U(t, s)A(s)y.

5) La solution du probléme non homogéne
(4.5)

est

y(t) =Ul(t, s)ys +/ U(t, r)f(r)dr.
Preuve 4.1.3. 1) Nous savons que y(t) = Ul(t,s)y est la solution de (4.4). Par
conséquent, soit t = s, alors nous avons que U(s,s)y = y(s) =y, ce qui signifie que
U(s,s) est lopérateur d’identité.

2) Nous voulons montrer que
U(t, n)U(r, s)y="U(t, s)y

pour tout y € X. De toute évidence, pourt > r, y1(t) = U(t, s)y est une solution de

(4.6)

et yo(r) = U(r, m)U(r, s)y = U(r, s)y aussi. Ainsi, par Uunicité de la solution de
(4.6), nous avons
(1) = ya(t).
Donc,
U(t,r)U(r,s) =Ul(t,s).
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3) 1l est évident a partir de la définition de U(t, s).

4) Nous voulons prouver que

%U(t, s)y = —=Ul(t, s)A(s)y

Pour tout y € X. Pour le faire, nous fixrons t et r et laissons r < s < t, alors nous

avons J J
EU(tv T’)y = %U(ta S)U(87 T)y
puisque U(t, )y est constant par rapport & s, on obtient
0 = iU(t s)U(s, 1)
- dS ) ? y
= (UG UG, Ny + U 5) U, 1)
= g , S s, )Y ’Sds S, T)Y.

De la troisiéme partie, nous avons

%U(s, )y = A(s)U(s, 1)y

Par conséquent, nous obtenons

0= (%U(t, sNU(s, My + U(t, s)A(s)U(s, 1)y.

Maintenant, soit r = s, nous avons

d
0= 2U $)y+ UL 5)AB)y,

ou de maniére équivalente,

disU(t’ s)y =—=Ul(t, s)A(s)y.

5) Tout d’abord, soit t = s nous avons
Ws) = Ul ot [ Ul 9f )i
g yS'

Ensuite, prenons la dérivé de

y@=UWQ%+/U@@ﬂmm
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alors nous avons

dy d

/ fd JR—

v = (U st | U
= A@)U(t, s) +i U
- ys dt

= AU, s)ys + A( JU(E, 7)f(r)dr + f(1)

\

= ADUGE s+ / Ut ) ()] + 10

= A@y) + f1).
Nous Done, y(t) est une solution de (4.5). Maintenant, nous voulons montrer que
cette solution est la seule solution de (4.5). Supposons qu’il existe deux solutions

y1(t), ya(t), nous montrerons que y;(t) = ya(t).
Soit

alors

et y(s) = 0. Donc, y(t) est la solution de

{ y'(t) = Alt)y(t)

y(5) = 0 (4.7)

Done, y(t) = 0 par unicité. Par conséquent, y,(t) = ya(t)..

4.2 'Théorie du Floquet

Nous étudions maintenant le IV P (4.1), dans lequel A(t) est périodique de période w,
c’est-a-dire A(t +w) = A(t). Ce systéme s’appelle un systéme Floquet sur les espaces

de Banach. Nous on a ’observation suivante sur un systéme Floquet.
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Théoréme 4.2.1. . Supposons que {U(t, s)}i>s soit une famille d’évolution générée

par {A(t) }ier dans un systéeme Floquet. Alors nous avons
Ult+w, s+w)=Ul(t, s).
pour tous lest et s avect > s.
Preuve 4.2.1. Nous montrons que
Ult+w, s+w)yo=Ult, s)yo
Pour tout yo € X.. Notez que U(t, s)yo est la solution de

y'(t) = A)y(t)
y(S) = Yo,
Pourt > s. Soit z(t) == U(t + w, s+ w)yo. alors

(IV P) { (V.18)

Z(t) = AGt+w)U(t+w, s+ w)yo

= AUt +w, s+w)yo

= A(t)z(t).
De plus, z(s) = U(s+w, s+w)yo = yo. Ainsi, z(t) est aussi la solution de (4.7). Par
Punicité de la solution, nous avons z(t) = U(t, s)yo, ce qui implique que

Ult+w, s+w)=U(t, s).
Ensuite, nous définissons la fonction valorisée par l’opérateur suivant :
Pt):=U(t+w, t)
et lopérateur
V:=P0)=U(w, 0).

L’opérateur V' s’appelle la monodromie d’un systéme Floquet.

Théoréme 4.2.2. Nous avons

1) La fonction P(t) est w-périodique, c’est-a-dire P(t +w) = P(t) ;

2) L’ensemble de spectre ponctuel de P(t) est indépendant de t. En d’autres termes,
op(P(t)) = op(V)

Pour tout t € R.
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Preuve 4.2.2. Nous prouvons d’abord

1) Nous avons
Pt+w) = Ult4+w+w, t+w)
= U(t+w, t) (puisque U(t,s) est w — périodique)
= P(1).
Ainsi, P(t) est w—périodique.
2) Tout d’abord, nous montrons que pour s <t nous avons
ap(P(s)) € ap(P(1)).

en effet, supposons s < t et soit p € o,(P(s)). Nous montrerons que j € o,(P(t)).
Cela signifie que P(s)xg = pxo pour quelque o # 0.. Nous montrons que P(t)yo =
pyo pour quelques yo # 0. Prenons yo := U(t, s)xo

Pty = PU(t, s)xg

= U<t7 S):U’x()
= MU(tv 8)1’0
= HYo-

Ainsi, P(t)yo = uyo et p est une valeur propre de P(t). Done, 0,(P(s)) C o,(P(t)). D’autre
part, prenez un nombre entier ng assez grand, tel que s + now > t. Par Le méme ar-
gument, nous avons

ap(P (1)) € 0p(P(s + now)).

mais, P(s+now) = P(s), puisque P(t) est w-périodique. Par conséquent, nous avons

ap(P(s)) € a,(P(1)) C ,(P(s + now)) = 7,(P(s)),

ou
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Théoréme 4.2.3. . Le nombre u est une valeur propre de V- = U(w, 0) si et seulement

si le systéeme Floquet
y'(t) = A)y(t)(V.19) (4.8)
a une solution non triviale y(t) avec
y(t +w) = py(t)
Pour tout t € R.

Preuve 4.2.3. =: Supposons que p soit une valeur propre de V', c’est-a-dire qu’il

existe un vecteur non nul yo € X tel que

uyo = Vo
- U(w’ O)yO

Prenez y(t) = U(t, 0)yo pour étre une solution non triviale du systéme Floquet (4.8).

nous avoir

yt+w) = Ult+w, O)

= MU(t> O)?/O

= py(t).
Ainsi,

y(t +w) = py(t).

<: Supposons que y(t) soit une solution non triviale du systéme Floquet avec y(t +
w) = py(t). Soit yo € X tel que y(t) = U(t, 0)yo. Nous avons

yt+w) = Ult+w, w)U(w, 0)yo
= U(t, 0)U(w, 0)yo
= U(t, O)Vy()
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pyt) = Ut 0)Vyo
Ut, Opyo = U(t, 0)Vyo.

Prenons t =0, nous avons U(0,0) = Id et ensuite uyo = Vyo. Par conséquent, i est

une valeur propre de V.

4.3 Spectre de la monodrome

Nous montrons maintenant que le spectre de la monodrome V' déterminera la stabilité

du systeme Floquet

Théoréme 4.3.1. Le systéme Floquet est asymptotiquement stable, c’est-a-direi.e. limy o, y(t) =

0. Pour toutes les solutions y, si lim,, .. V"™ = 0.

Preuve 4.3.1. Supposons lim,, ... V"™ = 0. Cela signifie lim,, ... V"yo = 0 pour

chaque yo € E.

Nous montrons que

lim y(t) = lim U(t, 0)yo =0

t—o0

Pour tout yo € E. Soit t = mw + tg pour un entier m et 0 <ty < w. alors

y(t) = U(t 0)yo
= Uto +mw, 0)yo
= Uty +mw, w)U(w, 0)yo
= Ulto+mw, w)Vyo
= Ulto+mw, 2w)U (2w, w)Vyy
= Ulto + mw, 2w)V?y, (puisque U(2w, w) = U(w,0) =V)
= Uty +mw, mw)V ™y,
= Ul(to,0)V™yo.
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Donc,

Iyl

|U (to, 0)V ™ yo|
U (o, 0)|| - [[V™ w0l
ly(mw + o) < M- |[V™y|

IN

— 0 quand m — 0o mais m — oo quand t — 00, o M = maxo<s,<w{||U(to,0)||}, et

le théoréeme est terminé.

Nous savons que pour le rayon du spectre R de V, ot R := sup{|\|: A € o(V)} nous

avons

R= lim [[V™|m

Voir [1] pour plus de détails. Donc, R < 1 si et seulement si lim,, ., V™ = 0.Par

conséquent, & partir du théoréme ci-dessus, nous avons :

Corollaire 4.3.1. . Si le rayon du spectre R de V' est inférieur a 1, Alors le systéme

Floquet est asymptotiquement stable.

Le prochain lemme concerne la solution périodique d’un probléme de valeur initiale

inhomogeéne avec I'inhomogénéité w-périodique.

Lemme 4.3.1. . Considérons le probléme de valeur initiale inhomogéne

y(s) = ys,

{ y'(t) = A)y(t) + f(1)

ot f(t) est une fonction w—périodique, avec une solution correspondante

t
vy = Ut S+ [ UG 00
Alors y(t) est w-périodique si et seulement si y(s + w) = ys

Preuve 4.3.2. Preuve. De toute évidence, siy(t) est w-périodique, alors y(s+w) = ys.

Maintenant, supposons que y(s+w) = ys et nous voulons montrer que y(t) = y(t+w)
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pour tous les t > s. Nous avons

t+w
yt+w) = Ult+w, s)ys+/ Ut +w, r)f(r)dr

s
t+w

= U(t+w, s)ys+/s u)U(t+w, r)f(r)dr+/ Ut 4w, r)f(r)dr

+w

Stw
= Ult+w, s+w)U(s+w, S)ys+/ Ult+w, s+w)U(s+w, s)f(r)dr

t+w
+/ Ut 4w, r)f(r)dr
s+w o

s+w
= Ult, s)U(s + w, s)ys—i—/ U(s + w, r)f(r)dr+/ Ut 4w, r)f(r)dr
S s+w
t+w

= Ult, s)y(s—i—w)—l—/Jr U(t+ w, r)f(r)dr

= Ult, s)ys + Ut +w, r)f(r)dr (puisque y(s +w) = ys)
s+w

t
= Ut s+ [ Ut o'+ @)+ w)dr'

our’ = r—w. Puisque f(t) est un w—périodique (f(s'+w) = f(5)) et U(t+w, r'+w) =

U(t, 1), donc nous avons cela

t
vtrw) = Ul st [ Ul
= y(b),
Pour toutes les t > s. Ainsi, y(t) est une solution w-periodique.

Nous exposons maintenant le théoreme principal de ce chapitre, qui trouve les condi-
tions telles que pour chaque fonction w—périodique f, le systéeme Floquet posséde
une solution w—périodique unique. Ce théoréme a été prouvé la premiére fois dans
[5], 1999 avec une preuve différente, dans laquelle les semigroups d’évolution ont été
utilisés. Dans ce mémoire, nous montrons une preuve plus simple avec seulement des

connaissances de base.

Théoréme 4.3.2. . (Existence et unicité de la solution périodique) Considérez le

systéme Floquet

{ y'(t) = Alt)y(t) + f(1) (4.10)

y(s) = ys.
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Ensuite, les énoncés suivants sont équivalents :

i) Pour chaque fonction w—périodique f(t), I’équation (4.10) a une solution w-périodique
unique y(t)

i1) Pour le monodrome V on a 1 € p(V').

Preuve 4.3.3. ii) = i) Supposons que 1 € p(V'). Soit y(t) une solution de (4.10),

c’est-a-dire,
t
y)) = Ut e+ [ UG s
Nous devons montrer que pour chaque f(t), w—périodique, il n’y a qu’'une seule valeur

ys qui fait rendre y(t), w—périodique. Soit y(t) une solution w—périodique de (4.10).

alors y(0) = y(w), ou en d’autres termes

WO = Ul OO+ [ U, 1))
= Vy(0)+ /Ow Ulw, r)f(r)dr.
Ainsi,
(1—-V)y(0) = /o Ulw, r)f(r)dr.

puisque 1 € p(V'), nous avons

y(0) = (1 1) /Ow Ulw, )f(r)dr.

Donc, il eziste un y(0) unique qui fait de y(w) = y(0). Par Lemme (4.3.1), cela signifie
qu’il y a un y(0) unique qui rendre y(t) w—périodique.

i) = ii) : Supposons que pour chaque fonction f(t) qui est w—périodique, il existe un
y(t) unique qui est une solution w—periodique. Nous devons montrer que 1 € p(V'),
ce qui équivalent a montrer que (1 — V') est injectif et surjectif a la fois.

Pour montrer que (1 — V') est injectif, supposons, par la contraction, que 1 est une
valeur propre de V', c’est-a-dire Vyg = yog pour le vecteur propre correspondant .

Nous montrons que le systéme

y'(t) = Alt)y(t), (4.11)
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(C’est-a-dire que nous choisissons f(t) = 0, qui est une fonction périodique), a
deux solutions. w—périodiques différents

Considérons la fonction
y(t) = U(t, 0)yo.

Clairement, y(t) est une solution de (4.11). De plus,

y(w) = U(w, 0)yo = Vyo = yo = y(0).

Par conséquent, par lemme (4.3.1), y(t) est une solution w—périodique de (4.11). En
revanche, y(t) = 0 est une autre solution de systéme périodique (5.13). C’est une
contradiction. Par conséquent, (1 — V') est injectif.

Pour montrer (1 — V') est surjectif, nous montrons que pour chaque yo € X, il existe
un vecteur ug € X, tel que (1 — V)ug = yo. En effet, prenons une fonction & valeur
réelle g(t) avec les propriétés suivantes :

1) g(w) = g(0) =0;

2) [ g(s)ds = 1.

Par exemple, si w = m, alors g(t) = %sint satisfait les conditions ci-dessus. Pour
tout w, alors g(t) = % Sin%t fait. Prenons f(t) :== g(t)U(t,0)yo, alors f(t) est une
fonction w—périodique. Soit y(t) la solution unique du systéme (4.10) correspondant

o f. Alors nous avons
w0 = Ul w0+ [ Ul D0
— U, 0)(0) + /0 Ut e UG O)yodr
= Ult, O)y(O)—i-/otg(?")U(t, 0)yodr
= Ul 0w + [ s O
Par conséquent, sit = w nous auons

yw) = Ulw 0)y(0)+ ] / " g(r)dr|U (w, 0)go
y(0) = Vy(0) + Vyo,
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ce qui implique
(1 =V)(w(0) + %) = vo-

Par conséquent,(1 — V') est surjectif, et la preuve est compléte.
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Chapitre 5

Analyse de Floquet et théorie
spectrale des opérateurs de

schrodinger périodiques

Conséderons 1’équation différentielle
2

da?

Ly = { + q(:c)} Y(z) =0 reR, qge CR), (5.1)

telque ¢, 9" € AC;,.(R), et q est une fonction périodique (possible d’avoir des valeurs

complexes) avec période 2)0, telque
q(x 4+ Q) = ¢(x) pour tout x € R.

Il est claire que 'equation (5.1) a deux solutions linéairement indépendents, toute
solution de (5.1) peut étre ecrit sous la forme d’une combinaison linéaire de ces deux
solutions linéairement indépendants. Aussi si 1(z) est une solutions de (5.1), alors
(z + ) est une autre solution.

Si g =1 et  est un nombre réel positif, on pose {2 = 1 on sait que ¥, (x) = € et
y(z) = e sont deux solutions linéairement indépendants de (5.1), alors on voit que
¥;(x) et ¢;(x+1) sont linéairement indépendants pour tout j = 1,2 respectivement.
Cependant les solutions (1, + 1) () et (1, + 1,)(x + 1) sont linéairement indépen-

dants.
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Maintenant on va montrer le théoréme d’existance d’une solution non trivial de (5.1)

telque () et ¥(x + 1) sont linéairement dependants.

Théoréeme 5.0.3. Il existe une constante non nulle p et une solution non triviale de
(5.1) ¢ telque
(o) = (e +Q), TER. (5.2)

Preuve 5.0.4. I est claire que (5.1) a deux solutions ¢, et ¢, telque

$1(0) = 1;  ¢,(0) =0, (5.3)
¢0) = 0;  ¢y(0) =1.

Alors on particulier

Wy, ¢3) = 1 (2)d3(x) — ¢ (2)¢y(7) = 1. (5.4)
Alors, comme ¢1(z+ ) et py(x+Q) sont aussi des solutions de (5.1), on utilise (5.3)
on a

Pz +Q) = 1(D)d1(2) + ¢ (D) (),

Gy + Q) = G(Q)y (2) + ¢5(2)y(). (5.5)

Comme toute solution ¥ (z) de (5.1) peut étre ecrite sous la forme ¥ (x) = c1¢,(x) +

cay () , il suffit de montrer qu’il existe un vecteur (ci,cy) € C2\{0} et a Constante

<¢1(Q ¢2(Q)><01>: <C1)
¢/1(Q (/5/2(9) C2 C2 7

)
ce qui équivalent (utilisons (5.5))

p € C telle que

(o + Q) = pu(a).

Maintenant la question est de savoir si la matrice

M:<¢1<ﬂ> @(ﬂ))’ 5.6)
H(Q) G2
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a un vecteur propre (ci, )T (transposée de (cyi,c3)) correspendants au valeur propre

non nulle p, comme une valeur propre est une solution de l’équation quadratique

p* = 11(x) + dy(2)] p+1=0.

Ot nous avons utilisé (5.4) pour obtenir le terme constant 1, il est claire que chaque

valeur propre non nulle. Par conséquent [’algébre matricielle complete la preuve.

Notons que la matrice M dans(5.6) est appelée matrice de monodromie de ’équation
(5.1).
Théoréme 5.0.4. ¢, (x) et y(x) deux solutions linéairement indépendants de l’équa-

tion (5.1) telque soit :
i) ¥i(x) = e™Ppi(x), Yy(x) = e™Ppy(x), telqgue my,mg € C et pi(x),pe(z) sonts

deux fonctions périodique de période w; Ou bien
1) ¥y (x) = €™ py(x), et Yy(x) = €™ {api(x) + pa(z)}, telqgue m € C et py(x) et pa(z)

sont des fonctions périodique de période w.

Preuve 5.0.5. On déstingue deux cas
1% cas : Supposons que la matrice de monodromie M a deux valeur propres py, ps.

Certainement, (5.1) a deux solutios linéairement indépendants 1, (x) et y(z) avec

wj(x + Q) = pjwj(:z:) pour j =1,2.
Ensuite on choisit des constants mq, ms telque

et =p., j=1,2. (5.7)
Et on définit
pi(x) = e ™My(r), j=12 (5.8)
Alors on peut vérifier que pj(x) est périodique de période 2 avec
piz+Q) = e ™Yy (24 Q)
= e (a)
= pi(z). j=1,2, z€eR.

Ainsi que 1 (z) = e™i%p;(x), telque p;(x) est de période w, alors on a le cas (i) dans

le théoreme.
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2¢mecqs + Supposons que la matrice M a p comme valeur propre double. Alors on
choisit m telque e™t = p. Utilisons Théoréme (5.0.4), une solution non triviale ¥,(x)
de (5.1) telque Vq(z + Q) = p¥q (z), comme (5.1) a deux solutions linéairement
indépendants, alors on choisit une deuxiéme solution Vo(x) linéairement indépendants

avec Wy (x). Alors, comme Vo (x4 Q) est aussi une solution de (5.1), alors on ecrit
Uy (x4 Q) = dy Uy (x) + da Wy (x) pour dy,dy € C.
Ainsi que
WUy, Ws) (x4 Q) =W (p¥y (z), Vs (x4 Q)) = pde Wy, ¥s) (2) .
Comme le Wronskien est un constante non nulle, on a

d2:_:pa
P

d’ot
Uy (24 Q) = d1¥q (x) + p¥s (), pourd; € C.
Sidy =0, on ale 1 cas avec p; = py = p. Alors on a aussi le cas i) du théoreme.

Supposons que dy # 0, on définit
P (x) =e ™y (x).
et Py (x) est périodique de période 2. Aussi on définit
Py (x) =e ™0y (x) — p—prl (x).
Alors

d
Pz +Q) = e ™@DY, (x4 Q) — —(12 (z+Q) P (z+Q)
p
e*mm

dq
-, {d1 Yy (x) 4+ p¥y (2)} — p—Q(x+Q) Py (z)
d1 —ma dl dl
= ?Pl(x)—l—e Uy (at)—p—Ql‘P1 (x)—zpl (z)

= DPy(z).

Alors on la partie (ii) du théoreme avec ¢, () = ¥y () et 1y (x) = %\112 (x).

D’otu la preuve du théoréme
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Les solutions 1, et 1, dans Théoreme (5.0.4)sont appelées les solutions Floquet de
(5.1).

Remarque 5.0.1. Ces résultats forment la base du théorie du Floquet d’équations

différentielles scalaires de second ordre.

Remarque 5.0.2. Le cas (i) du théoréeme (5.0.4) se produit lorsque la matrice M
a deux vecteurs propres linéairement indépendants, tandis que le cas (ii) se produit

lorsque M ne fonctionne pas ont deux vecteurs propres linéairement indépendants.

Définition 5.0.1. On appel
A = 5(6, () + ().
le Floquet discriminant de [’équation (5.1). Les solutiond p, et p, de l’équation
PP —=20p+1=0 (5.9)
S’appellent les multiplicateurs Floquet de [’équation (5.1).

Définition 5.0.2. On dit que l’équation (5.1) est

(a) instable si tous les solutionsnon triviales sont illimitées sur R,

(b) conditionnellement stables s’il n’y a pas de caractére trivial Solution délimitée, et
(c) stable si toutes les solutions sont délimitées.

Plus tard, nous verrons que la stabilité conditionnelle est intimement liée a le Spectre

de Uopérateur généré par L, défini dans (5.1).

Remarque 5.0.3. [l est clair que p est une solution de [’équation quadratique (5.9)

Si et seulement si % est une solution de (5.9).

Remarque 5.0.4. Une solution non triviale v (z) de (5.1) avec la propriété i (x + §2)
=py (x) est borné sur R si et seulement si |p| = 1 puisque ¥ (x + nf) = pnip (x) Pour
tout n € 7.

Maintenant on va démontrer la stabilité de 'équation (5.1).
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Théoréme 5.0.5. Supposons que A est réel

(1) Si |A] (1 alors tous les solutions de (5.1) sont bornés dans R.

(17) Si |A)1 alors tous les solutions non triviales de (5.1) sont non-bornées dans R.
(1ii) Si A =1 alors il existe au moins une solution non triviale de (5.1) périodique
de période Q). Deplus si ¢}(x) = ¢y (x) = 0 alors tous les solutions sont périodiques
de période w. Ainsi que si ¢} (x) # 0 ot ¢y (x) # 0 alors il n’existe pas deux solutions
priodiques linéatrement indépendants

(iv) Si A = —1 alors il existe au moins une solution 1 non triviale de (5.1) qui semi-
périodique de semi période w (i.e ¥ (x4 Q) = —1 (z). De plus si ¢} (x) = ¢y () =0
alors tous les solutions sont semi-périodiques de semi-période w. Ainsi que sid; (z) # 0
ol ¢q () # 0 alors il n'existe pas deux solutions semi-priodiques linéairement indé-
pendants.

Si A n’est pas réel, alors tous les solutions non triviales de (5.1) sont non bornées
dans R.

Preuve 5.0.6. Supposons que A est réel, alors les solutions p, et p, de (5.9) sont
écrits

A+VA2 1 (5.10)

On observe que

1
Ipy| =1 (et aussi |py| = o= 1) si et seulement si |A] < 1. (5.11)
P1

pour p; = € pourt €R on a

1 , 1 1
A= B (01 (z) + ¢4 () = 5(,01 + 10_1) = cost.

(i) : Supposons que |A| (1 utilisons (5.11), il est claire que |py| = |py| =1 et comme
p1 =¢€" et py =€ pourt € R, alors on a A = cost.

Comme |A| (1 alors t n'est pas un multiple de m, et on a p; # py. Alors oncas (i) du
théoreme (5.0.4)avec my = 2 et my = 2t (voir (5.0.4)), et Chaque solution de (5.1)
est bornée sur R.

(1) : Supposons |A| > 1. Par(5.10)

Notons que si ¢ a des valeurs réelle, alors ¢;(2) et ¢, (€2) sont réels, et donc A.
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5.1 Le casou q(z) —q(z)—2,2€C

Dans cette section, nous introduisons un parameétre complexe z dans (5.1) et étudions
le comportement asymptotique de A(z) quand |z| — oc.
Considérons

—"(x) + [g(x) — 2](z) =0, z € R, (5.12)
ou ¥, ' € AC,(R) et ¢ € C(R) est une fonction périodique de période w > 0. Nous

¢1(2,0) =1, ¢,(2,0)=0

1
2

[
)
savons que pour chaque z € C, (5.12) a les solutions ¢,(z,-) et ¢,(z,-) tel que
(
( (5.13)

2,0) =0, ¢, (2,0)=1
Soit
A(2) = 3(6r( D) + 64 (=, D).
Il est connu que ¢;(z, ), j = 1,2 pour x € R fixé, ainsi que A(z) sont entiers fonctions
de z. Ensuite, nous étudierons le comportement asymptotique de A(z) en utilisant le

lemme suivant.
Lemme 5.1.1. Pourx > 0 et z # 0, nous avons les bornes suivantes pour gbj(z, x), j=
1,2,
¢4 (z,2)] < exp[|Im/z|z] expl|z| 2 / dzy |q (z1)]], (5.14)
0

sz < FHespllimvE dlexpllel [Cdnlgll. (615)

Preuve 5.1.1. On peut voir que ¢j(z7 x) satisfont les équations intégrales suivantes

¢y (z,2) = cos[\/zz] + /Ox dxy Sin[\/E\(/;;_ a:l)q (21) ¢1 (2,71) (5.16)

bo(z,x) = &\/\/;‘x]"“/jdﬁlsm[ﬁﬁ_wl)

Notons que ces équations intégrales sont invariantes sous le changement \/z — —+/z

q(71) g (2,71), (5.17)

on peut choisir n’importe quelle branche pour la racine carrée.

Définissez une séquence {u,(z,2)}nen, de fonctions récursivement comme suit :
uo (z,2) = 0,

Un(z,7) = cos[v/zz] + /OI da;lsin[\/z\(/;;_ 901)q(a:1) Up—1 (2, 21), n > 1.
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Montrerons que lim,,_,, u,(z,z) existe et que la limite est la solution de l’équation
intégrale (5.16).
s0it v (2, ) = up(2,2) — up_1(2,x) pour n > 1. Tout d’abord, nous prétendons que

xd n—1
o (2, 2)] < exp[‘lm \/E| ] (fo f_11|q(x1)|) o >0,n>1, (5.18)

2| = (n = 1)!

Qui sera prouvé par l'induction.
Le cas n =1 est clair puisque v1(z, x) = cos|[y/zz] Supposons que(5.18) se tient pour

unn > 1, c’est-a-dire supposons

[0 (2, 7)] < exp||Tm v/2| 2] Up doalate)l)” (5.19)

2]"F (n— 1)!

alors, depuis

Unt1 (2,7) = /Ox dxlsm[\/g\%_ xl)q (z1) vn (2, 21)

On a

(el < [ o 1'81“[@2‘”)' 42 Jon (2,0

% [ aslaol ([ dsla <m2>|)"_1

= exp[|Im /2| 2]

Ou nous avons utilisé (5.19) dans la deuxiéme étape. Ainsi, par induction, (5.19)

détient pour tout n > 1, et donc,

s da:l |q xl)\)n_l

Slonzall < explfimyz]a Y

n=1 2 n — ].)

= ex mzxexM
= exp|[Im v/z| o] exp] NE J

(5.20)

Ainsi

o
lim w, (z,2) = E U (
n—oo

n=1
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Existe, et la solution de ’équation intégrale (5.16). Ensuite, par I'unicité de la solution,
on a lim,, o u,(z,7) = ¢,(z,x) et cela prouve (5.14).

La preuve de (5.15) est similaire a la preuve (5.14), avec (5.18) remplacé par

(f day |q (21)))"

|vn (2, 2)| < exp[[Im v/z| 2] x> 0,n>1,
|22 (n —1)!

Théoréme 5.1.1.

20 (2) =|2jm00 2c0s[y/2Q] + &\/\/59]/ dzq(x) + O

0

<exp<|1m VZ9Q)

2|

> . (5.21)

En particulier, A(z) est de ’ordre %et de type 2. En outre, pour chaque w € C, il y

a un ensemble infini {z, fnen, C C tel que A(z,) = w.

Preuve 5.1.2. D’abord, nous différencions (5.17) par rapport a x pour obtenir

Q
Py(2, ) = cos[v/29)] + /0 dxy cos[v/z (x — x1)]q (21) by (2, 21)
alors on a
2A(2) = 61 (2,Q) + 65 (2,9Q)

= cos[v28)] + / dx lsin[\/E\(/Qz— xl)]q(xl)gzﬁl (2,71) + cos[v/29)

/ dxq cos Q —z1)]q (1) Py (2, 21)

= COS Sln[\/Z(Q — xl) X COS zX
. Mm/ n S ) oy

Q sin[y/z(Q — 1, e sin|\/z(x1 — T2
_|_/0 dxq )q (1’1) /0 dxy [\/_( )q (1’2) ¢1 (27 ‘732)

NS
/0 dzy cos[v/z(Q — x1)]q (z1) %\\//;le]

—|—/ dzy cos[v/z(Q — x1)]q (z1) /Oxl dxo sin[\/z\(/xgl — $2)q (z2) ¢ (2, 72)

+
2

= ZCOS[\/EQH-M/O dx1q (1)

e Y e

—|—/0 dzy cos[v/z(Q — x1)]q (z1) /Oxl dxo sin[ﬁff; — x2)q (z2) ¢ (2, 72)
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Ou dans la derniére étape, nous avons utilisé le péché sin (z1+ z2) = sin(z1)cos(z2) +

cos(z1)sin(zy). ensuite, en utilisant (5.14) et (5.15) avec

|sin [v/2(Q — 1)] sin [z (21 — 22)]|
exp(| Im v/z|(Q — @1)] expl[| Im /2| (21 — 22)]
= exp[|Imvz|(Q — x3)], ot 0 <@y <1 <,

IN

On peut voir que

= cos[v/z M . ol exp(|Im /2| Q)
20 (2) =|2jm00 2c0s[y/2Q] + NE /0 daq( )+O( - )

Ensuite, nous rappelons les définitions de ['ordre et le type de fonctions entiéres.

L’ordre d’une fonction entiére f est défini comme

Ordre(f) = rllrglo sup log(loi(gj\g; )

avec M (r, f) = max{|f(re?)||0 < 0 < 27} pour r > 0.
Le type de f est défini par

Type(f) = lim supr=" "D log(M(r, f))

Si pour certains nombres réels positifs ¢y, ca, d, nous avons M(r, f) < c¢1 exp|card] pour

tous les grands r, alors lordre de f est inférieur ou égal a d. De plus,
Type(f) = inf{ K > 0| Pour quelques ro > 0, M(r, f) < exp[Kr°" %" D] pour tout r > rq}.

Ainsi, les revendications sur l'ordre et le type de A (z) sont claires de l'expression
asymptotique (5.21).

Enfin, pour chaque w € C, lezistence d’un ensemble infini {z,}nen, C C tel que
A(z,) = w découle du petit théoréme de Picard qui indique que n’importe quelle
fonction d’ordre non entier a un tel ensemble {2z, }nen, -

Ceci compléte la preuve.
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5.2 Floquet discriminant A ()\) dans le cas réel

Supposons que ¢ € C([0,€]) & valeurs réelle. Dans cette section, nous examinons
d’abord certains problémes périodiques et semi-périodiques de valeurs propres. En-
suite, a ’aide de ces problémes de valeurs propres, nous étudions le comportement de
discriminant du Floquet A (\) quand A varie sur la ligne réelle.

Considérons le probleme de valeurs propres
—¢"(x) + q(@)(x) = M) (), (5.22)
sous les conditions aux limites
Y(Q) =v(0)e”,  ¥(Q) =1'(0)e", (5.23)

Avec t € (—7, 7| fixe et ¥, € AC([0,9)]). Alors, pour chaque ¢, le probleme de
valeurs propres est auto-adjoint. Les valeurs propres sont toutes réelles si elles existent.
Mais l'existence de valeurs propres infiniment dénombrables est claire par le théoréme

(5.1.1) puisque pour chaque, t € (—m, 7],
An(t) est une valeur propre réelle si et seulement si A(A,(t)) = cos(t),n € Np.
De plus, pour chaque ¢ € (—, 7],

{An(®) [neno} = {A € CTAA) = cos(t)} = {An(—1) |neno }

. En outre, on peut voir que pour chaque t € (—m, 7|, les valeurs propres sont bornées
inferieurment puisque A(\) — oo quand A — —o0.
(1) Le probléme périodique est le probléme de valeurs propres (5.23) sous la condition

aux limites (5.23) avec t = 0, telle que ,

Donc I’ensembles des valeurs propres est infiniment dénombrables tels que

AN SA <A< A3+, et A\, 00 quand n — 400
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. (#1) Le probléme des valeurs propres semi-périodique est le probléme aux valeurs

propres (5.22), sous la condition aux limites (5.23) avec t = 7, telle que,

() = —(0), ¢'(92) = —¢'(0)

Donc I'ensembles des valeurs propres est infiniment dénombrables tels que

po <y S g Spg <+ et g, — 00 quand n — 00

Ensuite, en utilisant ces problemes de valeurs propres pour étudier le discriminant
Floquet A(M\).

Théoréme 5.2.1. Supposons que q € C([0,]) est a valeurs réelles et A € R.

(1) Les nombres \, et p, apparaissent dans l’ordre
)\0<,u0§u1<)\1§)\2<u2§,u3<)\3§)\4<-~-

i1) Dans les intervalles [Aom,uam] , A(N) diminue de 1 o —1.

i1i) Dans les intervalles [ugm+1, Aom+1], A(N) s’accroitre de —1 a 1.
iv) Dans les intervalles (—oo, Ng) et (Agm—1, Aam), A(N) > 1.

v) Dans les intervalles (fiq,,, Uam+1), A(N) < —1.

(
(
(
(

Preuve 5.2.1. Nous donnons la preuve en plusieurs étapes.
(a) Il existe un A € R tel que A(X) > 1 si X\ < A. De plus, A(\) change infiniment

de signe au voisinage de +o00. A partir de (5.21), on voit que A — —o0,

A()) = exp [w% Q] (1 + 0((|A1|%>>

puisque A(X) est une fonction continue de A, il existe un A € R tel que si A < A,
alors A(X\) > 1. En outre de (5.21), on voit que X — o0,

) sin |)\|2 “ 1
A(N) = cos (|)\|5 Q) o /daz gz <W)
0

Ainsi , A(N\) change infiniment de signe prés de +oo.
() A £0 51 1AM <1, 00 A (4) = £(AN)).



5.2 Floquet discriminant A (\) dans le cas réel 65

D’ abord , nous différencions (5.22) par rapport a. X\ Cela donne

991 (A, x) B
dﬁ( o)+ lale) = == = 61 (A, @),

En outre, o partir de ¢,(\,0) =1, nous avons

oN  dx B)) o

Alors, on peut vérifier que

T

agbla(;’ l‘) = /dt[¢1<)‘7 $)¢2<)\, t) - ¢2()‘7 x)¢1(A7 t)]¢1(A> t)' (524)

0

De méme,

3¢2

/ﬁ@Aw%Mw o\ D)0 (D)o D),  (5.25)

et nous différencions ce par rapport a x pour obtenir

0%

/ﬁ@Ax%uw B\ )0 (A D)6\, ).

Ceci, avec (5.24) donnent

ol

Donc

Q

2A (3 = /ﬁwwxﬂwaxw+@muxn—¢xaﬂ»%u¢wxmw@m®

_¢2()‘7 Q)‘b%()‘v t)]

¢1 = 01(A, ), $1=n(AQ),  dy=h(NQ), et ¢ =P\, Q).

W (61, 92)(Q) = ¢ — ¢y = 1,

= 16+ 20,0+ 0) = 1+ 1, — 6L)? + a0, (5.2
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Multiplication (5.26) par ¢4 et réécrirons l’équation résultante , on obtient
2

Q 2 Q

20, A = - [ [¢2¢1<A,t> ot %(u)] - (1= 27) [ )

0

0

ol nous avons utilisé (5.27), On suppose ensuite que |A(N)| < 1. Alors de (?7?), nous

avons
65\ Q) A(N) <0

et en particulier A()\) # 0.
(¢) a un zéro A, de A(N\) —1,

A\) =0 siet seulement si ¢y(An, Q) = ¢ (An, Q) = 0.

Egalement si K(An) =0,A (\) <0
Supposons que ¢y(An, Q) = @1 (N, Q) = 0. Alors nous avons

¢§(An,fn ::¢1(An,fn =1

Donge, par (5.26), nous avons A(\,) = 0. En revanche, si A(\,) = 0, par (7?), nous

avons
20561 ( A1) + (81 — do)da(A,t) = 0

Puisque ¢ (A, t) et py(A, 1) sont linéairement indépendant, on obtient ¢q4(\,,2) =0
et dy( Ay Q) = ¢y (M, Q). Enfin, de (5.26) Nous en déduisons ¢,(\,, Q) = 0. Ensuite,
afin de prowver que A(N,) < 0 si A(\,) = 0, on distingue (5.26) par rapport
A, remplagons X = \,, et Uutilisation ¢q(A,, Q) = ¢/1()\n,Q) =0 et ¢/2()\n,Q) =

b1 (Any Q) = 1 pour arriver a

2A(N,) = /dt {M $3(An,s 1) (5.28)

An

06,1, 9)
o\

oA

0

8¢1(A7§R
+( )

. a¢2(A=§n
O\

) 6o (A, 1)

An

)

An

An
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(5.28) . Maintenant, nous utilisons (5.24) et(5.25) pour obtenir

Q

9,
- [ 6,016,000,
0
o’ o
1 — 2
|, a0,
0
8¢ y:
2 _ 2
n, [z,
0
o o
2 p— J—
S LSOOG

0
ou on a utilisé de nouveau ¢1( Ny, Q) = Py(An, Q) =1 et @7 ( A, Q) = ¢o (N, Q) = 0.
Ainsi,(5.28) devient

Q 2 Q

B = | [t t0,00)| = [dt6i0ns) [dsiiin.s) <o,

0 0 0
ou la derniére étape détient par linégalité de Schwarz. Puisque ¢1(A,,t) et ¢q(An,t)
sont linéairement indépendants, nous obtenons A(\,) < 0.

(d) A un zéro p, de A(N\) +1,

A(p,) =0 si et seulement si  py(p,, Q) = ¢1 (1, 2) = 0.

Egalement si A(u,) =0, A(y,) > 0.

Nous omettons la preuve ici parce que la preuve est assez similaire au cas (c) ci-dessus.
(e) A laide de ce qui précede (a) — (d), nous étudions maintenant le comportement
de la fonction continueA (\) lorsque A augmente de —oo & oo. Puisque A(N) > 1
proche —oo et et puisqu’il devient négatif pour certains A prés de +o0o, on voit qu’il
existe un Ao € R tel que A(Ng) =1 et A(X) > 1 si A < Ag. Comme A(N) ne dispose
pas de son mazimum local & \g, nous obtenons que A(Ng) # 0 , par (c¢). De plus,
A(Xg) < 0. Donc, comme \ augmente de Ao, —1 < A(X) < 1 jusqu’a ce que A(\) =
—1 a pgy, ot A(X) est diminué par (b). Donc dans Uintervalle (—oo, o), A(A) > 1,
et dans (Ao, fg), A(N) est décroissante de 1 a —1.
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Si A(pg) = 0, alors A(X) a un minimum local & py par (d), et A(X) + 1 a des zéros
doubles, et par conséquent u; = py. En outre, A(N) > —1 immédiatement a droit de
Ly, et elle augmente jusqu’a ce qu’il atteigne 1 a \y. St A(py) # 0 (et done A(uy) < 0),
A(X) < —1 immédiatement & droite de p,. Donc par (a) , A(N) change infiniment
de signe prés de +oo, quand A augment, A(\) = —1 de nouveau & certains p, avec
A(N) < =1 pour py < A < py. Donc A(N) ne dispose pas de minimum locauzx & jiy,
on voit par (d) que A(N) > —1 immédiatement a droite de i, jusqu’a atteindre 1 a
A1

Un argument similaire peut étre appliqué aux cas ot A (A1) = 0 et A (A1) # 0. En

continuant cet argument vient compléter la preuve

Définition 5.2.1. L’ensemble

S = {J (Pam: tam] U a1 Aamsa]) (5.29)

meNy

est appelé l’ensemble de stabilité conditionnelle de (5.22) dans le cas ot q est réelle.

On peut montrer que

S= | ) Imeno}-

te[0,7]

5.3 La stabilité conditionnelle et le spectre des

opérateurs de Schréodinger périodiques

Dans cette section,nous prouvons le théoréme principal concernant le lien entre la
théorie de floquet et le spectre associé a I'opérateur différentiel de schodinger L sur
H??2 (R) défini par

(Lf) (x) = {—% +q (JJ)] f(z) 2 €R,f € Dom (L) = H**(R) (5.30)

ou g € C'(R) est périodique de période w.

Théoréme 5.3.1. le spectre de L est purement contiun. c’est -a-dire, o (L) = o, (L)
et o, (L) =0, (L) = ¢.
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Preuve 5.3.1. Nous montrons d’abord que o, (L) = ¢.supposons que L a une va-
leur propre X et ¢ € L?(R) la fonction propre correspondonte.Alors, par le theoreme
(5.0.5), 1 est non bornée (et on peut facilement montrer que 1) n'est pas dans L* (R)),
sauf si ¢ est une multiple d’une solution floquet avec |p| = 1.Mais méme dans le cas
o v est une solution floquet quand |p| =1, ¢ ¢ L? (R). Donc L n’a aucune valeurs
propres.
FEnsuite, nous montrons que o, (L) = ¢. En effet, nous utiliserons le (2.1.1) (iv) (i.e, o, (L) C o, (L*)),
o

(L*f)==f (2) +q(@)f (z), f € dom (L") = H** (R).
L’argument ci-dessus montre que o, (L) = ¢ peut étre appliqué pour montrer que
o, (L*) = ¢. Ainsi, o, (L) = ¢.
Dans le cas général ot q est complexe, la stabilité conditionnelle S est défini comme

suit
S = {z € C/ il existe une distribution non trivial 1p € L= (R) de Ly = z1}
il n’est pas difficile de voir cela
S={ze€C/A(2) e[-1,1]}.
voici le théoréme principale de cette section.
Théoréme 5.3.2. o(L) = S.

Preuve 5.3.2. Nous montrons tout d’abord que S C 0,,(L) = o(L).Supposons que
v € S. Alors, il existe une solution non triviale W(v, ) de (5.22) telle que

V(v 2+ Q) = pY(y,2),0u |p| =1 (5.31)

Afin de définir une suite { f,}nen comme dans la (2.1.1) de 0,,(L), nous choisissons
g € C?([0,Q]) tel que
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Définons
fn(’)/,Qj) = Cn(7)¢(7,$)hn($), reR

ol
1 si |z < (n—1)Q
ho(z) =< g(nQ—|z]) si (n—1)Q{z| < n
0 si |x])nS

et la constante de normalisation c,(7y) est choisie pour garantir || foll j2g) = 1-
De (5.31) et la définition de hy(x), on voit que

Q
cn(y) = <2n/0 dz [ (y,2))* + O(l)) — 0 quand n — +oo.

N

Ensuite, en utilisant L) = vy,

(L =D fa@) = =ealy) [ (10)ha(@) + 26 (v.2) () + Y(7.2) oy ()|
() [a(w) = A (,) o (2)

1"

= cahul@)(L = AD)(y,) = (1) |26 (ra)h, (@) + Y (7.2)h ()|
= —ca()) [20 (0 (@) + v 0 ()]

Donc nous avons

=25 ) [0 ot i

De (5.31) et la définition de h,, on en déduit que

-/ de | ()i ()
(n—1)Q<|z|<n2

= [Cae[lon[ + o] e

toc0 (1)

2 2

[ ()

De méme, on peut montrer que

|eGmo|  =o.

n——+oo

Alors, puisque c¢,(y) — 0 quand n — 0o, nous avons

H(L - VI)an — 0 quand n — oo
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=o(L).
Ensuite, pour montrer que (L) C S, nous supposons que z € C\S. alors A(z) €
C\[-1,1].
Tout d’abord, nous notons que puisque p,(z) # p_(z) nous avons par Théoréme
(5.0.4) (i) que

Comme || f,|| = 1 pour tout n € N, on voit que v € 04,(L). alors S C 04,(L)

Vo (z,x) =e ™D p,(z,2), Y (z,x) =™ @ p_(z,)

ot Re(m(z)) > 0 et p=(z,.) sont périodiques de période w. Par conséquent
Vo(z,.) € L*((R,+)) ,ReR

Vi(zo+Q) = T V(2 ), ‘fﬁm(z)ﬂ‘ = ‘Pi(z)} # 1.

Définissons la fonction de Green G(z,x,z") par

VY, (z,2)Y_(z,2") sia' <z
VY (2,2 _(z,x) siz' >

G(z,x,:z:/) = W(z/1+,z/1_)’1 {

Alors, nous allons montrer que
(RN = [ &Gl 6, f e @)
R
est un opérateur borné dans L*(R).
On remarque que
KZ
)| <
W (W, o)

ot K est un borne supérieure de |p.(z,2)|, v € R et

[(R(2)f)( (G1(2) + Ga(2)),

Gl(x) :emOx/ dx/emox/ f(x/) 7
Ga(z) = emo® / dr' e | ()|, f e I2(R),

ot mo = Re(m(z)) > 0.

Voir [[1], page 84] pour la preuve de

1
< — . .32
Gl < = 1 (532)
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Ici, nous allons montrer que

1
IGall < 1171
0

Nous suivrons les mémes démarches de la démonstration de (5.32) dans [[1], page 84].

Pour tout X <Y, une intégration par partie donnent

Y Y () ,
/deGg(x) = /X dx.eQmO””(/x dz'e™™" | f(z')])?
_ e2mox > ! —mox/ N [V2 . i v mozT > ! —mox/ !
- |G ] e i ([ e )

< G| [ L dnc(x) / delf(m)l2r
< GG+ | [ ' 1G3(x)] il (5.33)

Preuve 5.3.3. De méme,

Go(Y) = emoy/ da’ e_mom

1@

/OO dxe_QmOI dx |f(m)|2} :

Y Y

< moY

|
< e [ e [T el

2m0

Ainsi, lorsque Y — 00,Go(Y) — 0, et donc en faisant X — —oo et Y — 400

dans(5.33), on voit que 0 < ||Gs|| < 0o et donc
1
IGall < — IIf1].
0
Ensuite, nous montrons que

(L—z2D)R(2)f = f pourtous f € L*(R), (5.34)

R(2)(L — zI)f = f pourtous f € L*(R) N H*?*(R). (5.35)
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D’abord, soit f € L*(R). alors,

Wb )55 RN @) = —2s [ s G )6+ [ e
d /

- [ | e e+ e W) o

- N

= W(%,?L)f(iv)

x , " ’ / Foo / ’
[ v s+ [ e e

—00

= W(@bwwf)f(x)

)

" ’

() f(x)

(- () { | v o e + / i (Y2

—00

= W) (@) + Wy ) (= — q(2)) / 07 G(z2) f(z

R
Cela prouve (5.34). De méme, on peut montrer (5.35). Ainsi, (L — 2I)~" existe et est
borné dans L*(R).

Par conséquent,

2 € o) = C\o(L)
ce qui démontre que o(L) C S.

Avant de présenter notre prochain théoréme, nous décrivons d’abord certaines défi-

nitions

Définition 5.3.1. Un ensemble o C C est un arc s’il existe v € C([a,b]),a,b € R,
a <b tel que o = {y(t)|t € [a,b]}. alors, nous appelons vy un paramétrage de l'arc o.
L’arc o est appelé simple s’il a un paramétrage injectif. Et l'arc o est appelé un arc
analytique s’il a un paramétrage v € C*(la,b]) tel que t — ~(t) est analytique sur
a, b].

Théoréme 5.3.3. L’ensemble de stabilité conditionnelle S. telque,
S=0(L) C{z€C/M; <Im(z) < My,Re(z) > M3}
o

M, = inf [Im(q(x))], My = sup [Im(q(z))],M3 = inf [Re(q(z))].

z€[0,Q] 2€[0,9] z€[0,Q]

!’

).
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Ensuite, nous fournissons, sans preuves, des résultats supplémentaires de Tkachenko
[[9],[10]].

Théoréme 5.3.4. [[9], Theorem 1]Pour qu’une fonction A soit un Floquet discrimi-
nant de 'opérateur L dans (5.30) avec ¢ € L*([0,9]), il est nécessaire et Suffisant que

ce soit une fonction entiére du type exponentiel €2 de la forme

= @ @ f(V?)
A(z) = cos(/z) + % sin(Q/z) — 5 cos(Q/2) + .

pour certains @ € C. ou f est une fonction entiére de type exponentiel n’excédant pas

Q satisfaisant les conditions

[ R < oo, 1] < oo

o0

Théoréme 5.3.5. ([[9], Theorem 2])Pour tout opérateur L de potentiel q € L? (R)
2

périodique de période ) et pour tout € > 0 il existe un potentiel ¢ € L;, (R) périodique
de période Q) tel que ||q — ¢.|| 2o < € et le spectre de l’opérateur de Schroodinger
périodique correspondant L. dans L*(R) de potentiel q. est ['union d’arcs analytiques
non-insectants. Chaque arc spectral est injectif sur l'intervalle [—1, 1] par le discri-

minant Floquet A, de L..

De plus, voir [10] pour certains résultats concernant la correspondance injectif entre
classes d’opérateurs L avec g €2(j0,q)) et certaines surfaces de Riemann.

En conclusion, la théorie du Floquet est un outil trés important pour étudier la
stabilité des solutions des équations différentielles linéaires. Nous pouvons appliquer
la théorie de Floquet a certaines équations différentielles de la physique ou de la

biologie, telles que les équations de population et les équations de transport.
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