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Introduction

La théorie du calcul fractionnaire est un sujet presque aussi vieux que le
calcul différentiel et remonte aux temps ot Leibniz, Gauss, Newton ont développé
les fondements de ce type de calcul (Voir les références [15],[22], [24], [27], [29], [33]),
mais ce n’est que lors des trois derniéres décennies que le calcul fractionnaire a connu
un plus large intérét ; voir les ouvrages ([25], [29], [33], [35]). Le calcul fractionnaire a
un champ d’applications trés vaste, (voir[14], [18],[19],[22], [27]), par exemples : vis-
coélasticité, théorie du controle, équation de diffusion, électricité, électromagnétique,
biologie . . . Le sujet principal de ce mémoire est I’étude de l'existence et 'unicité
des solutions pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire.
Le contenu de ce mémoire est basé sur les travaux de Benchohra et AL [7],[8], [10]
et Byszewski et AL [11],[12], [13]. Notre travail est réparti en trois chapitres. Le pre-
mier chapitre est consacré aux définitions et notations qui seront utiles dans la suite
de travail. Dans Le deuxiéme chapitre on présente quelques résultats d’existences
et d’unicité de solutions du probléme aux limites pour des équations différentielles
d’ordre fractionnaire. On considére les deux problémes suivants :(2.1),(2.2),(2.3) Pour
le troisiéme chapitre on étudie I'existence et I'unicité des solutions de probléme aux
limites avec conditions non locales en utilisant I’approche de point fixe via les théo-
rémes de Banach et Schaefer, Ensuite on traite le probléme aux limites avec conditions

non locales dans le cas suivant :(3.1),(3.2)



Chapitre 1
Priliminaire

Ce chapitre sera consacré aux définitions élimentaires et notions de base relatives
au calcul fractionnaire telle que : la dérivation fractionnaire, l'intégration fraction-
naires, définitions relatives aux opérateurs d’ordre fractionnaire, lemmes et théoréme

qui seront utilisés les chapitre suivants :

1.1 Notions et définitions

Soit J :=[0,T],T > 0, Notons C(J, R) est '’espace de Banach des fonctions continues

définies de J dans R, muni de la norme,

1Y lloo = sup{ly(t)| : t € J},

ou |.| est une norme sur R.
Soit J :=[0,7],7 >0,et y € R (0 <+ < 1). On introduit 'espace a poids C,[0, T
des fonction f définies sur [0, 77, tel que la fonction 27 f(z) € C[0,T] et

Iflle, = =7 f(@)lle,  Col0,T] = C0,T].

On note par AC*(J, E), 'espace de banach des fonctions dérivables f : J + E dont

la premiére dérivée est absolument continue.

Définition 1.1.1. [37] Une fonction f : J — E est dite absolument continue si pour
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tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour toute partition finie |a;, b;)i=1 vérifiant :

p

Z(bz — CLZ‘) <0

i=1
alors

> Iy —ylas)] <.

Définition 1.1.2. Soit E et F deuz espaces de Banach, et A : E +— F une application
linéaire. on dit que A est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties

bornées de F.

Définition 1.1.3. Soient E et F deux espaces de banach, et f une application définie
de E a valeurs dans F. On dit que f est compléetement continue si elle est continue et
transforme tout borné de E en une ensemble relativement compacte dans F. f est dit

compacte si f(E) est relativement compacte dans F.

Définition 1.1.4. Soit (K, d) un espace métrique et F un espace véctoriel normée, on
dit qu’une partie A C C(K, F) est équicontinue si, pour tout € > 0, il existe a(g) > 0
telque pour tout f € A.

1/ (2) = fW)llr < e

pour tout z,y € K tq d(z,y) < a(e).
Définition 1.1.5. Soient E un espace de banach et A : E — E un opérateur. On dit
que A est une contraction (ou contractant), s’il existe une constante 0 < K < 1 telle

que

|Ax — Ay||lg < K|z — y||g, pourtout x,y € E.

Définition 1.1.6. Soit E un espace de banch muni de la norme |.| et T : E — E

une application. un élément x de E est dit point fixe de T si Tr=ux.

Définition 1.1.7. Soit f une fonction définie sur [0,400), f est dit d’ordre exponen-

tielle o, (av > 0) s7il existe une constante positive K et T > 0, telle que

V t>T ona |f(t)] < Ke™.
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Définition 1.1.8. Soit f : R — C une fonction localement intégrable sur [0, +00), et
d’odre exponentiel c.

la transformée de laplace de la fonction f est application L définie par

L(f)(p) = /000 e f(t), peC avec Re(p) > a.

1.2 Eléments de calcul fractionnaire

1.2.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Dans cette section, nous présentons les fonctions gamma, béta, ces fonctions
jouent un roéle important dans la théorie du calcul fractionnaire.
La fonction gamma
I'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction gamma d’Euler

I'(z). La fonction gamma d’Euler I'(z) est définit par I'intégrale suivante

I(z) = / e 't
0

avec I'(1) = 1, I'(04) = +o0, I'(z) est une fonction monotone et strictement décrois-
sante pour 0 < z < 1 une propriéte importante de la fonction gamma I'(z) est la

relation de recurrence suivante
I'(z+1) = 2I(2)

qui on peut la démontrer par un intégration par parties
['(z+1) = / e Pdt = [—e M) + z/ e 't = 2T (2)
0 0

La fonction gamma d’Euler généralise la factorielle car T'(n + 1) =n!, VneN.
La fonction béta
La fonction S(p, q) est la fonction béta (ou intégrale eulerienne de premiére espéce),

définie par :

1
B(p,q) = / (1—a)P 'z 'dx p>0,¢>0.
0
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On a une égalité exprimant le lien entre l'intégrale euclidienne de premiére et seconde

espeéce :

=y HRe(p)>0,Re(q) >0

1.2.2 Intégrale fractionnaire

Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaires nous al-
lons suivre 'approche de Riemann pour proposer une premiére définition d’intégrale

fractionnaire, I'intégrale de Riemann-Lionville.

Définition 1.2.1. L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h € L'[a,b] d’ordre

a € Ry, est définie par

1 ' a—1
m/ﬂ (t —s)*"h(s)ds

ou I' est la fonction gamma. lorsque a=0 nous écrivons

[gh(t) =

I°h(t) = h(t) * alt)

ou
ta—l

[(a)

0a(t) =0 pour t<0 ety 0, quand o — 0.

valt) = pour t >0

Théoréme 1.2.1. Pour h € [a,b], lintégrale fractionnaire de Riemann-Lionville

posséde la propriété de semi groupe

I“(IPh(t)) = I2TPh(t) pour a >0,8>0.

Preuve supposons d’abord que h € L'[a,b] on a

1

IR = Fo / (£ — )2 (IPh)(s)ds
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Le théoréme de Fubini permet donc d’ecrire :

N0 = Frrg [ L[ (=9 s =)l

en effectuent le changement de variable
s=z+(t—x)y (0<y<1)

On obtient
MNP () = =————
T2 = ¢

enfin on obtient la relation

IR0 = oy [ M) =) = (1 Ry )

Propriéte Nous avons les propriétés suivantes :

— I°h(t) = h(t).

— L’operateur intégrale I est linéaire.
Exemple 1.2.1. Soit h(t) = (t —a)™

Ioh) = ﬁ / (t — 5)°h(s)ds

L t a=l(s — a)™ds
g == e

A l'aide de changement de variable s = a + (t — a)x on obtient

I°h(t) = “‘F(C‘—I;M / (1 — z)°"z™ds
= —(t_a)m+a a,m
= gy Blem D

(t —a)™" T (a)l'(m + 1)
(o) T(a+m+1)
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D’ou
I'(m+1)

) = Fa w1

(t —a)mte

1.2.3 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieures définitions de dérivées fractionnaires, malheuresement elles
ne sont pas toutes équivalentes. Nous présentons dans cette partie les définitions de

Riemann-Lionville et de Caputo qui sont les plus utilisées.

1.2.4 Approche de Riemann-Lionville

Définition 1.2.2. Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors la dérivée fraction-

naire d’odre o (avec n —1 < o < n) au sens de Riemann-Lionville est definie par :

DO = e = s
as ..
- )

1.3 Propriétés

1.3.1 Composition avec l'integrale fractionnaire

L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Lionville est un inverse

gauche de I'opérateur d’integration fractionnaire :
DI f(t) = f(t)
En génerale on a
D(I°f(t)) = D*Pf(1)
etsia— <0, DFf(t)=1TIf(t).

En génerale la dérivation et 'integration fractionnaire ne commutent pas

(t—a)**

D DYFH) = D1 (1) = 3 1D a3y
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avecm— 1< 8 <m.

1.3.2 Composition avc les dérivées d’ordre entier

La derivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entier) ne co-
mutent que si
f*(a) = 0 pour tout k =0,1,2,...,n—1

d’n

SAD) = D) (1)
N dr B o n—1 k t— CL)k a—n
D (f(1) = D™ f() Z G —a—n—l—l) (1.2)

1.3.3 Composition avec les dérivées fractionnaires

Soitn—1<a<n et n—1<p8 <n, alors

a( b — DS - K (t—a)*
DD f(t) = D kZﬂ D (o T(a—k+1)
et
B( Mo _ a+p . a—k (t_a’)_ﬁ_k
DA(DRf(t) = D(f(8) = D _[DF*(f (t)]t=ar(_ﬁ_k,+1)

e
Il
—

Par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire D* et D? (o # ), ne com-
mutent que si [DPF f(t)];_—, pour tout k = 0,1,2,...,n, et [D**f(t)];_—, pour tout
k=0,1,2,....m
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1.4 Exemples

1.4.1 La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens

de Riemann-Liouville

En génerale la dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-

Lionville n’est pas nulle ni constante , mais on a

D% = m(t —a)™”

1.4.2 LaDérivée de f(t) = (t—a)” au sens de Riemann-Liouville

soit a non entieret 0 <n—1<a et [ > —1, alorson a

De(t — a)ﬁ = —I‘(nl— o) % /a (t—7) o - CL)’BdT

En faisont le changement de variable 7 = a + s(t — a) , on aura :

Qe B _ 1 ﬂ _ \n—o+p ' _ \n—a—1_8
D*(t —a)’ = F(n—a)dt”(t a)*ot /0(1 s) s”ds
~ T(n+B-a+1)B(n—a,B+1 5,
B I'n—« (t—a)

B Fn+p—a+)l'(n—a)l(B+1) (t — a)fe
 I'n—a)ln—a+1I(n+B—a+1)

r'B+1) Y
p TCErE L

1.4.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.4.1. Pour une fonction donnée [ sur l'intervalle [a,b] la dérivée d’ordre

fractionnaire au sens de Caputo de f, d’ordre o > 0 est définie par

1

! _Sn—oz—l (n)S s
e [ s,

D) =
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icin = [a] + 1 et [o] désignant la partie entiére de «. Par exemple, pour 0 < o < 1
et f: la,b] — FE wune fonction est absolument continue alors la dérivée d’ordre

fractionnaire « de f existe.

Propriétés
1- La relation avec la dérivée de Riemann-Liouville

Soit @ > 0 avec n — 1 < a < n, (n € N*), supposons que f est une fonction telle que

cDf(t) et BLD2f(t) existent alors

F®a)(t - a)

‘Df(t) ="F Df(t) — Sy L(k—a+1)

On déduit que si f*(a) = 0 pour k =0,1,2,....,n — 1, on aura D f(t) =%F Df(t).
2- Composition avec opérateur d’intégration fractionnaire Si f est une fonc-

tion continue on a

‘DUISf = fetIgDf(t) = f(t) — X}

donc 'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de I'opérateur d’inté-
gration fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

Exemples

1.La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo La dérivée d’une

fonction constante au sens de Caputo est nulle

‘D*C' = 0.

2. La dérivée de f(t) = (t — a)® au sens de Caputo Soit n un entier et 0 <

n—1<a<naveca>n—1, alors on

rpg+1)

TS

() =

D’ou
F(ﬁ_‘_l) ! _Tn—a—lT_a,B—nT
F(n—a)F(B—n—I—l)/a(t -

‘DYt —a)’ =
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en effectuant le changement de variable 7 = a + s(t — a) on obtient

cDY(t —a — F(/B+1) ! _Tn—a—l,r_aﬁ—n,r
D2t~ a)f F("?EEWU”“)/‘I@ e
+ -« n—a—1_—n
= I‘n—a)l"(ﬁ—n—i—l)(t_a)ﬁ /0(1—3) $Pnds
r'B+1)Bn—a,B—n+1)

_ _a)fe
= T T—alG-ntn Y

rg+Hr'in—a)I'(f—n+1)

= (t—a)’®
Fn—a)l'(B—n+1)I(—-a+1)

_ F(ﬁ + 1) (t . a)ﬁ—a

 I(B-n+1) ’

Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de caputo et celle de

Riemann-Liouville

— L’avantage principal de 'approche Caputo et que les conditions initiales des équa-
tions différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme
comme pour les équations différentielles d’ordre entier des fonctions inconnues en
borne inférieure xr = a.

— Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo et que la
dérivée d’une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Lioville elle
est ﬁ(w —a)” .

— Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi a la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo est également l'inverse quand on suit 'autre sens Riemann-Liouville,
c’est & dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre c« ot m — 1 < a < m
par I'approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par l'intégration frac-
tionnaire d’ordre (m — a)pour la fonction f(z) et puis on dérive le résultat ob-
tenu a l'ordre entier m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre a ou
m — 1 < a < m par 'approche de Caputo on commence par la dérivée d’ordre

entier m de la fonction f(z) et puis intégre d’ordre fractionnaire (m — «).

1.5 Quelques théorémes de point fixe

Pour les applications ultérieures, nous avons besoin de théorémes de point fixe

suivants :
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Théoréme 1.5.1. (Banach) [20]

Soient X un espace de Banach, et A : X — X un opérateur contractant. Alors A
admet un point fize unique.

te dlu € X tel que Au = u.
Théoréme 1.5.2. (Schauder) [38]

Soient (E,d) un espace metrique complet, soit X une partie conveze et fermé de
E, et soit A: X — X une application telle que 'ensemble {Ax : x € X} est
relativement compacte dans E.

Alors A posséde au moins un point fize.
Théoréme 1.5.3. (Schaefer) [20],[21]

Soient X un espace de Banach et A: X — X un opérateur completement

continu. Si l'ensemble
e ={u € X : NMu = u, pourun certain A €]0,1[}

est borné.

Alors A posséde au moins un point fize.
Théoréme 1.5.4. (Ascoli — Arzel) [21]

Soit A un sous ensemble de C(J, E) , A est relativement compacte dans C(J, E) ,

si et seulement si les conditions suivants sont vérifiées :

1. L’ensemble A est borné .i.e il existe une constante K > 0 tel que :

[f ()]l < K.

pourtout v € Jet f € A.

2. L’ensemble A est équicontinue i.e pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

th —to| <6 = | f(t1) = ft2)]| <&

pourtoutty,to € Jetf € A
3. Pour tout x € J l'ensemble {f(z), f € A C E} est relativement compacte.
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1.6 Lemmes fondamentaux
Lemme 1.6.1. [39] Soit o > 0,alors I’équation différentielles
D(t) = 0

admet les solutions h(t) = co+cit+cot? +..4cpit" t ;€ Ri=0,1,2,...,n—1,n =
[o] + 1.
Preuve Supposons que

°D*h(t) = 0,

D’aprés la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

d
I"*(—=)"h(t) =0
(5 () =0,
c’est a dire
1 t d
t — n—a—1/"" "his)ds =
ey | = ks <o
puisque m #0,0on a

/O (t = 5=~ ()" h(s)ds = 0

et par suite

el pM () = 0.
On applique la transformation de Laplace aux deux membres de 1’égalité
(""" h(8)(p) = L(0)(p) = 0
posant H(p) = L(h)(p) on obtient

I'(n—a)

g (PHH ) = St FRED(0)) = 0
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alors
p"H(p) — Sp_p"FR*V(0) = 0

donc
H(p) = Sp_yp "h*(0),

appliquant maintenant la transformée inverse de Laplace :
L (H(p)(t) = L7 (Spop " 0(0))(2)
il s’ensuit que

h(t) = S A" V(0) L7

k—1 th!

b~ |
x
~—
—~

(e
~—

en faisant le changement de variable i = k — 1 on trouve

__ hi(0)
pour ¢; = .= on a

h(t) = X0 et

Supposons maintenant que
h(t) = S et

on applique l'opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux
membres de 1’égalité

°Dh(t) DS et
= X lEDM

d .
— Z?:—Olci[n—a(a)ntz

puisque (0 <i<m—1<n)ona:
°D*h(t) = 0.

Ce qui achéve la démonstration.O
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Lemme 1.6.2. [39] Soit o > 0 , alors
I°°Dh(t) = h(t) + co + a1t + ot + .. + cpqt™ !

pourc; e Ri=0,1,2,...n—1, n=[a] + 1.



Chapitre 2

Problémes aux limites pour des
equations différentielles d’ordre

fractionnaire

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence de solution d’un probléme aux limites

pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire

{ cDay(t) — f(t y(t))vt cJ= [O,T]O <a< 1; (21)

ay(0) + by(T) = c.

Ou D™ est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo,f : [0,7] x R — Rjune

fonction continue,a,b,c sont des constantes réelle avec a + b # 0.

Dans la deuxiéme section, nous examinerons le probléme aux limites suivant :

{ cDoy(t) = f(t,y(t) Vi€ J=[0,T]1 < a<2; (22)

y(0) =vo, y(T)=yr.

Dans la troisiéme section , nous examinerons le probléme aux limites suivant :
D(t) = f(t,yt)Vte J=10,T]1 < a < 2; (2.3)
y(0) =yo, ¥(0) =m
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Ouf est comme dans le probléme (2.1),(2.2).

Pour le premier on présentera deux résultats d’existence , le premier est basé sur
le théoréme de point fixe de Banach et le second sur le théoréme de point fixe de
Schaefer,ces résultats sont dus & Benchohra et AL [§] . Pour le deuxiéme et le troisiéme
probléme nous présenterons un résultat d’existence basé sur le théoréme de point fixe

par Schauder [2] .

2.1 Probléme aux limites dans le cas 0 < a < 1

Dans cette section, on va étudier le probléme (2.1) :

2.1.1 Existence des solutions

On commence par donner la définition d'une solution du probléme (2.1)

Définition 2.1.1. Une fonction y € C([0,T],R) est dite solution du probleme (2.1)
si y satisfait l’équation “Dy(t) = f(t,y(t)) sur J et la condition ay(0) + by(T) = c.

Pour l'existence de la solution du probléme (2.1), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.1. s0it 0 < a < 1 et soit h : [0,T] — R une fonction continue. Une

fonction y est une solution de l’équation fractionnaire

1

W) = g | (=9 R =

at b[m /0 (T — 5)* 'h(s)ds — | (2.4)

si et seulement siy est la solution du probléme aux limites pour [’équation différentielle

fractionnaire
‘Dy(t) = h(t),t €10,T], (2.5)

ay(0) + by(T) = ¢ (2.6)

Preuve Supposons d’abord que y est solution de (2.4) c’est a dire :

1
a+b

y(t) = I°h(t) — [bI*h(T) — ]



2.1 Probléme aux limites dans le cas 0 < v < 1 23

D’une part on a :

1

DUt = D)~

DIh(T) — ¢

~
k

= °DT°h(t) — D*(k)
= °DIK(1)

et d’aprés les propriétés du calcul fractionnaire on a :

DINh(t) = h(t).

Ce que montre (2.5)i.e :

D’autre part on a :

a+b

{ y(0) = I°h(0) — L [bI*A(T) — €],
y(T) = I*h(T) — ﬁ)[blah(T) — .

Alors :

ay(0) + by(T) = alI*h(0) — [b[“h(T)—c]]+b[[“h(T)—%[bIah(T)—c]]

éLer b b +b
ac a N a N c

- a+b_a—|—b[l h(T>]+a+b[I h(T)]+a+b
B ac N be

 a+b a+bd

= c

Ce que montre ( 2.6) i.e :
y(0) +by(T) = ¢

Inversement : supposons que y est solution de probléme (2.1) :

{ cDy(t) = h(t) ,t € [0,T]
ay(0) + by(T) = c.



2.1 Probléme aux limites dans le cas 0 < v < 1 24

D’aprés le lemme 1.6.2 on a :

I*Dy(t) = y(t)+co
I“h(t)
y(t) = I°h(t) — co

De plus on a :

et on sait que :

I*h(t) = ﬁ /0 (t — ) "h(s)ds

~—

Donc(2.6)
— a(—c) + [%/0 (T — 5)*'h(s)ds —c)] = c
1 b [T ot 3
_m[C_Ta)/o (T — 82 h(s)ds] = e
Alors :
y(t) = I*h(t) + ! [c— b ] /0 (T — 5)* 'h(s)ds] O

a+b N

On va donner un premier résultat concernant I'existence et I'unicité de la solution

du probléme (2.1), en utilisant le théoréme de contraction de Banach.
Théoréme 2.1.1. Suposons que :
(H1)Il existe une constante k > 0 telle que :

If(t,u) — f(t,u)] < k|lu—ul|, pourtoutt € J, toutuu € R.

KT+ 28)
Tat1) <1 (2.7)

alors, le probleme (2.1) admet une solution unique définie sur [0,T]
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Preuve On va transformer le probléme (2.1) en un probléme de point fixe. Consi-
dérons 'opérateur

défini par :

1

¢ o1 1 b
o / (= ) F (s, y(s))ds

T
il | T s —
(2.8)
IL est clair, que les points fixes de I'opérateur F' sont les solutions du probléme
(2.1). I est bien défini, en effet : si y € C([0,T],R).alors,(Fy) € C([0,T],R). Pour
montrer que F admet un point fixe, il suffit de montrer que F' est une contraction,
en effet, si z,y € C(]0,T],R). Alors, pour tout ¢t € J. On a :

Fy)(t) =

[F(z)(t) = F(y)(H)] < ﬁé(t—sy’;f(s,X(S))—f(s,y(S))lds
;W J (T — )7 f(s,x(s)) — f(s,y(s))|ds
T =Yl a—1
< —lbliliﬁ‘) 4(1& —Ts) ds
T = Y|loo — s a—1 s
C(a)a+0] J (T = )" d
kT(1 + |a+b|)
KT(1 + 28)
IF@) = Pl < ol =yl

En vertu de (2.7), on peut déduire que F' est une contraction, et d’aprés le théoréme

de Banach I’ admet un seul point fixe qui est solution du probléme (2.1).0

Notre deuxiéme résultat pour le probléme (2.1) est basé sur le théoréme du point
fixe de Schaefer.

Théoréme 2.1.2. Suposons que :

(H1)La fonction f:[0,T] x R — R est continue.
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(H3)1l eziste une constante M > 0 telle que
|f(t,u)| < M pourtoutt € Jettoutu € R.
alors, le probleme admet au moins une solution sur [0, 7).
Preuve
Etapel :F' est continue.
Soit {y,} une suite dans C([0,7],R) convergente pour la norme ||.||o vers une
limite y, c’est a dire :
i g — gl = .
il faut montrer que lim, ., ||F(y,) — F(y)|l~ = 0. Pour tout ¢ € [0, T
1 ! a—1
[E'(yn) (@) = F(y)(#)] < (o) J, (t—5)* " 1f (s, yn(s)) = f(s,y(s))lds
|b] ’ 1
DL [r e A () — f(s,9(5))|d
R 7y (7 o) = Fs s
1
< == t_Sa_l sSup fsvyns _f37y3 ds
I(a) O( ) SE[O,T]I (s,yn(s)) = f(s,y(s))]
SN - T(T— 7 s ()= G
I'(a)la + 0] Jo slor] 7
< ”f(? n())_ ||00[/ a 1d8+ _Sa 1d8]
+ b|
< re (1 + |a+b|)||f( yn() - ”oo
- al'(«)

Puisque f est continue alors,

T(1 lo] () = FC e
I (ya)(t) = F(y)(8)] < L+ i) Cya()) = FCy O

Fla+1)

le deuxiemme membre de 'inégalité tend vers 0 alors F' est continue.

Etape 2 :L’image de tout ensemble borné par F' est un ensemble borné dans

C([0,T],R).
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En effet, il suffit de montrer que pour tout n* > 0, il existe une constante positive [
telle que pour tout y € B,- B« = {y € C([0,T],R) [|y]loc < n*}, on a |[F(y)|s < L.
Par (H3) on a pour tout ¢t € [0, 7]

1t o
FOOl < Fo /b l(t — oWyl )
o c
F( )|CL + b| (T - S) 1|f(87 y(S))LdS + |(l + bl
M [ am M |b| am ||
S m O(t—S) 1d8+r(a)|a—|—b| ; (T—S) 1d8+|a—|—b|
_o ML M.
— al(a) ozF(oz)||z|+ b| la + b
M . M o o
”F(y)”oo < aF—@T +W m =

Etape 3 : L’image de tout borné par F est un ensemble équicontinu de C([0, T, R).
Soient ty,ts € [0,7],t; < t2, B,« un ensemble borné de C([0,T],R) et soit y € B,».
Alors :

P = F)0)] < g [ 0= 97 = (= 9 s
Py ) (s
M o Y
S Fagplle —0)" 8 = 81+ gy e =)
< =)
F(a-l—l) F(Oz+1)

Quand t; — to, le membre droit de I'inégalité précédente tend vers 0, d’oit la conti-
nuité de F. D’aprés I'étape 2 et 3 et le théoreme d’Ascoli-Arzéla, F(B,-) est relati-
vement compact pour tout borné B, , c’est a dire I’ est complétement continu, et
d’aprés I'étape 1 F est continu. Par conséquent F' : C([0,7],R) — C([0,T],R) est
continu et complétement continu .

Etaped4 : Maintenant, il reste & montre que £ = {y € C(J,R) : y = AF(y) pour 0 <
A < 1} est borné. Soit y € E, alors y = AF(y) pour 0 < A < 1. Donc, pour chaque
teJona:

1 ' a—1 1 b ! a—1
) /Ou—s) s y()s = = [ / (T — ) f(s, y(s))ds — ]

y(l) = /\[m
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Alors d’aprés (H3) et pour tout ¢ € J, on a :

I ~
POl £ fra [ -9 ats)lds
Vg g
_ a1 c
M / 1
< — t—s)* "ds
_ F(Q)Af|z)(| p &
el ol T —s)* 14 e
NOLEU RN
oM I
— ol(e) al'(a)|a + b| |a + |
Donc, pour tout ¢ € [0,7], on a :
M M|b| ||
F < T « =
1E@l < al' () N al'(a)|a + b la + b R

Cela montre que E est borné. D’aprés le théoréme de point fixe de Schaefer, On
déduit que F' admet au moins un point fixe qui est une solution du probléme (2.1).0
Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illuster I'utilité de nos principaux

résultats. Considérons le probléme aux limites fractionnaire suivant :

N 0] Cota
D= Gy LT 0k ae b (2.9)
y(0) +y(1) =0 (2.10)
fta) = —C° (t,z) € J x [0, 00).

O+e)(1+z)’
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Soit z,y € [0,00) ett € J. Alors on a :

—1

0 =1l = Gralarg T
_ e”'lr —yl
9+e)1+2)(1+y)
€_t
< (er—et)LT—ZA
< 1—0|$—y|-

Alors la condition H1 est vérifée avec k = 1—10. On doit vérifier que la condition

est satisfaite pour des valeurs appropriées de a € [0,1] avec a =b =T = 1. En effet

3k

3k
2 e T(at1> 2 015 2.11
Matl) (a+1>3 (2.11)

Alors d’aprés le théoréme de contraction de Banach, le probléme (2.9),(2.10) a

une seule solution sur [0, 1] pour les valeurs de « satisfaisant .

2.2 Probléme aux limites dans lecas 1 < a <2

Dans cette section , on va étudier le probléme (2.2) :

2.2.1 Existence des solutions

Dans cette section on est concerné par 1’éxistence des solutions du probléme (2.2).

On commence par donner la définition d’une solution du probléme (2.2).

Définition 2.2.1. Une fonction y € C(J,R) est dite solution du probléme si y
satisfait | "équation *D*y(t) = f(t,y(t)) et les conditions y(0) = yo. et y(T) = yr

Pour l'existence de la solution du probléme (2.2), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2.1. Soit 1 < o < 2 et Soit h: C[0,T] — R une fonction continue. Une

fonction y est une solution de [’équation intégrale d’ordre fractionnaire

y(t) = Ih(t) + yo — oro /O T(T — ) (s)ds + wt (2.12)
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si et seulement si y est une solution du probléeme (2.2).
“Dy(t) =h(t) teJ (2.13)
y(0) =yo,  y(T)=yr (2.14)

Preuve supposons d’abord que y est une solution du probléme (2.13) c’est a dire :

d’une part on a :

t _
cDO‘y(t) = CDa(yO + Iah(t) . Tlah(t) 4 Yr yot.)

T
e CDa(yo) +C Da]ah(t)
t
+D% (ZI°h(E) + yr — w)

k
t
= “D(yo) +° DIh(t) +* D" -k
= <DeI%h(t)

et d’aprés les propriétés du calcul fractionnaire on a :

DIh(t) = h(t).

Ce que montre (2.13) i.e:

D’autre part on a :

y(0) = yo + I*h(0),
Y(T) = yo + I°h(T) — EIoh(t) + LT,

Alors :

(0) = vo,
y(T) = yo + yr — Yo.
Ce qui montre (2.14)
y(0)=vo y(T)=yr

Inversement : supposons que y est solution de probléme :
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{ Doy (t) = h(t),vt € [0, T)
y(0) = yo y(T) = yr.

D’aprés le lemme 1.6.2 on a :

I°Dy(t) = yt)+co+cat
°n()
y(t) = I°h(t) +yo +yit

De plus on a :

et on sait que :

0) =
Donc (2.14) <= y(0) yol . ) B
Y =~ Jo(t = 5)*  h(s)ds + =0,
Alors :

y(t) = I°R(t) = o — . —— / T = sy s)ds 4 YTV g
7T J, T

Supposons que G(t, s) est la fonction de Green définie par :

o— t(T—S)O‘71 .
o (t—s)* ! ———,0<s<t<T;
G(t) ) - F(a) { _t(T—js_’)o‘_17 O S t S s S T (215)
tel que :
I (Y1 — yo)
t) = —— t,s)h(s)d . 2.1
W0 = ey |, Gl 4+ P (2.16)
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Remarque 2.2.1. La fonctiont € J — fOT |G(t, s)|ds est continue sur J, et est
donc bornée.
Soit

T
G = sup{/ |G(t,s)|ds, t € J}
0
Maintenant on va donner un résultat d’existence basé sur le théoréme de point fixe
Schauder.
Théoréme 2.2.1. Supposons que
(H1) La fonction f:J x R — R est continue.

(H2) Elles existent deux fonction p € C(J,Ry), etV € [0, 00) — [0, 00) continues et

non décroissantes. Telles que
|f(t,u)| < p(t)¥(|u]), pourt € J et tout u € R.

(H3) 1l existe une constante M > 0 telle que :

M
1 . > 1 (2.17)
PV (M)G + [yol + lyr — yol

ot p* =supp(s), s € J

Preuve Soit C = {y € C(J,R), ||yl < M}.O0 M est la constante donnée par
(H3).il est clair que le sous-ensemble C est fermé et convexe. Nous allons montrer
que F satisfait les conditions du théoréme de point fixe de Schauder.

Etape 1 :F est continu.

Soit {y,} une suite telle que y,, — y dans C(J,R). Alors, pour chaque t € J.
1 T
Fn)(®) = FOOI < s [ 160917 6m) = Fsp(e)lds
(@) Jo
Puisque f est continue, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue implique

que.

| F(yn) — F(y)(t)]|oc —> Olorsque n — oo
Etape 2 : F(C) C C
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Soit y € C. On va montrer que Fy € C. Pour chaque t € J, on a

(IFy)®)] <
<
<

Fylle <

1 /T
— G(t,s)||f(s,y)(s))|ds
o) OI| ( )||| (s,y)(s))|
+lyol +

1 .
N *\Ij

o)’ (Iylle)G
+|yo| + lyr — yol

1, .
+lyol + lyr — ol
M.

D’aprés I’équation (2.17), on trouve :

[Fyllec < M.

Etape 3 : I transforme C en un ensemble équicontinue deC(J, R) . Soit y € Cty,t; €

Jt1 < ty;alors

|F(y)(t2) — F(y)(t1)] <

IN

) / Glta, )| f(5,9)(s))ds

|Fa
(
! / |G(tr, 8)|f(s,9)(s))ds]

_F(a) 0
+|3/T; yOtQ _ yT; y0t1|
1 T
o / Gta, 5) — Cltr, 9)||f (5. 9)(s))|ds
Yr —02/0
T

+ |te — t1].

quand t; — t5. Le membre & droite de 'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Par

le théoréme d’Ascoli-Arzéla, N(C) est relativement compact pour tout borné de F.

Alors N est complétement continu.

Par suite , on déduit que F' admet au moins un point fixe qui est une solution du

probléme aux limite(2.2).0
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2.3 Probléme a valeur pour le cas «a €1, 2]

Dans cette section, on va ¢tudier le probléme (2.3) :

2.3.1 Existence de solutions

Définition 2.3.1. Une fonction y € AC(I, E) est une solution du probléeme (2.5) si
y satisfait U'équation *D%y(t) = f(t,y(t)) sur I, et les conditionsy(0) = yo et Y(0) = y1.

Lemme 2.3.1. Soit « €]1,2[ et soit h : I — E continue. Une fonction y est une

solution de l’équation intégrale fractionnaire :

y(t) = yo + yit + ﬁ /0 (t — 5)* " h(s)ds (2.18)

st et seulement sty est une solution du probleme aux limites :
°D%(t) = h(t),Vt e I=10,T] (2.19)

y(0) = yo,9(0) = 1. (2.20)

Preuve : par le lemmel.6.2 , on réduit le probleme a une équation intégrale équi-

valente :

‘D%(t) = h(t) <= y(t) = I"h(t) + co+ art.

y(t) = ﬁ /U (t — 5)°h(s)ds

+co + 1t
avec ¢ etey des constantes dans E, Les conditions y(0) = yo et §(0) = y1. donnent :
€ = Yo-

C1 = Y1.

donc on a (2.18) :

y(t) = ﬁ / (t— ) h(s)ds +yo + yat
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Inversement , si y satisfait I’équation intégrale, on aura :

1 /t .
t = — t—s)* “h(s)ds
v = g [ 90 h)
+yo + yat
CDay(t) = CDayO —|—C Daylt
+DI"h(t).

donc , on a :(2.19)

et : (2.20)
y(0) = 10, 9(0) = 4.0

Afin d’établir le résultat principale concernant [existence de solutions du pro-

bléme, considérons les conditions suivantes sur la fonction f.
Théoréme 2.3.1. Supposons que
(H1) La fonction f:J xR — R est continue.

(H2) Elles existent deux fonction p € C(J,R,), etV € [0,00) — [0, 00) continues et

non décroissantes. Telle que
|f(t,u)| < p()¥(|ul), pourt € J et tout u € R.

(H3) Il existe une constante ro > 0 telle que

To
1 * «a 21
P Y (ro) T + [yol + [y2|T

(2.21)

ot p* =supp(s), s € J

On transforme le probléme(2.18) en un probléme au point fixe, en considérant

I'opérateur :
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N : C(,E) — C(I,E)

y— N(y)(t) = yo +yut + ﬁ / (t — ) f(s, y(s))ds

Clairement, les points fixes de 'opérateur N sont des solutions pour le probléme.

on considére y € C(1, E), ||y|l < 19 il est clair que I'ensemble C est fermé, borné et

convexe.
But

On doit montrer que N satisfait les hypothéses du théoreme
La preuve se fait en trois étapes :

Preuve
Etape 1 : Continuité de N
Soit y,une suite telle que y,, — y dans C(I, E).Alors , Vt € I :

IN)(E) — N@)@) = ﬁ / (L — )" (5. yn(s))

—f(s,y(s)))ds

1 /0(t—s)a—lH(f(S,yn(s))—f(sjy(s)))”ds

S T

Puisque f est de continue, et par le théoréme de la convergence dominée de Le-

besgue, on aura :

IN(Yn) () = N () (@)oo — 0gquandn — oco.
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Etape 2 :N(C) CCVy € Cet Vt € I par (H2) et ,on a :

IN() @

<

IN

IN

IN - IN

IN

<

||y0+ylt||

1 t a—1
e / (t— )" (£ (s, y(s))lds
loll + lly: |17

1 t a—1 s s S
+—/O(t—s) p(s)lly(s)lld
loll + Il 1T

o)
o[- srs)ds
0

()
ol + a7 + 22 /t<t—s>a-1ds
Yo A1 F(a) ;

agp T
['a

aop*’l)”a
I'(a)

+

ol + Nyl T +

ol + llyol| T +

To

Etape 3 :Bornitude et équicontinuité de N(C)

Par 'étape 2, il est évident que N(C) C C(I, E) est borné.

Pour ’équicontinuité de N(C), soit t1,t, €€ I avec t; < ty et y € C, alors :

IN(y)(t2) = N(y)(t)]]

<

IN

IN

lyata — yata||

+||ﬁ/02(t2 —5)* " f(s,y(s))ds
/0 1(t1 —5)* 1 f(s,y(s))ds
[v1l[(t2 — 1)

+ﬁ/o (= 97 = (1 — 8)* ) £ (5 y(5) | ds
1 /2((152 — ) (f(s,u(s)llds

Tay J,
[y1ll(t2 — 1)
e
o7
['(a) t

+
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Quand t; — t3, le coté droit de 'inégalité tend vers 0.
D’ott I’équicontinuité de N(C).
Par le théoréme d’Ascoli-Arzela, N(C) est relativement compact dans C .

En appliquant de théoréme de point fixe de Schauder, on conclue que N admet un

point fixe qui est solution du probléme (2.3).0



Chapitre 3

Problémes aux limites avec conditions

non locales

Dans ce chapitre on présente quelques résultats d’existence et d’unicité des solu-
tions du probléme aux limites pour équations différentielles fractionnaires avec condi-

tions non locales.

On considére les deux problémes suivant :

{ ‘Dy(t) = f{t,yt)) vt € J=[0,T]0 <a <1; (3.1)

y(0) +9(y) = vo.- |

{ ‘Dy(t) = fty(t)Vt e J=[0,T]0 <a < L; (32)
y(0) = g(y) y(T') = yr. |

Ou °D? est la dérivée fractionnaire de Caputo, f : [0,7] x R — R une fonction
continue, et g : C([0,7],R) — R une fonction continue. Ce type de probléme a été
introduit par le mathématicien polonais L.Byszewski, il a remarqué que la condition
non locale est trésappropriée que la condition locale (initiale)p our décrire correcte-
ment des phénomeénes physiques [11], il a prouvé l'existence et 'unicité des solutions

faibles et aussi des solutions classiques pour ce genre de problémes.

Dans ce chapitre on présente quelques résultats d’existence et d'unicité [11],[12],[13]

en s’appuyant sur les théorémes de point fixe de Banach et de schacfer
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3.1 Problémes aux limites avec conditions non

locales dans lecas 0 < a < 1

Dans cette section, on va étudier le probléme (3.1) :

3.1.1 Existence de solution
On commence par la définition du probléme (3.1) .

Définition 3.1.1. Une fonction y € C'(J,R) est dite solution du probleme (5.1) si
elle satisfait I’équation “D*y(t) = f(t,y(t)) sur J et la condition y(0) + g(y) = yo.

Pour I'éxistence de la solution du probléme on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1.1. soit 0 < a < 1 et soit h : [0,T] — R une fonction continue. Une

fonction y est une solution de l’équation intégrale fractionnaire.

y(t) = vo — gly) + ﬁ / (t — 5)* 'h(s)ds (3.3)

st et seulement si y est une solution du probleme aux limites pour ’équation différen-

tielle fractionnaire

Doy(t) = h(t)t € [0, T] (3.4)

y(0) +9(y) = o (3.5)
Preuve Supposons d’abord que y est une solution du probléme

y(t) = I"h(t) +yo — 9(y)
d’une part on a :

Dyt = “D*(I%(t) +yo — gy
k
= “D*I"y(t) +° D*(k)
= “D*I*y(t)

et d’aprés les propriétés du calcul fractionnaire on a :

D [h(t) = h(t)
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ce qui montre (3.4) i.e :

D’autre part on a :

Alors :

Ce qui montre (3.5)i.e :
y(0) +9(y) = vo.

Inversement : supposont que y est solution de probléme :

{ cDey(t) = h(t)t € [0,T);
y(0) + 9(y) = vo-

D’aprés le lemme 1.6.2 on a :

De plus on a :

et on sait que :



3.1 Problémes aux limites avec conditions non locales dans le cas
O<axl 42

Donc
< I°N(0) + co + g(y)
=Y
= =1y —9(y)

Alors :
y(t) = I*h(t) +yo — g(y). O

on va donner un premier résultat concernant ’existence de la solution du probléme

(3.1), en utilisant le théoréme de contraction de Banach.
Introduisons les hypothéses suivantes :
1. (H1)II existe une constante k > 0 telle que :
|f(t,u) — f(t,a)|] < k|lu—a|pourtoutt € J, et tout u,u € R.
2. (H2)II existe une constante M > 0 telle que :
|f(t,u)| < M pourtoutt € J et tout u, € R.
3. (H3)Il existe une constante M > 0 telle que :

lg(y)| < M pourtoutu € C([0,T],R)
4. (H4)Il existe une constante k telle que :

l9(y) — 9(9)| < kly — gl, pour tout y,j € C((0,T],R).
Théoréme 3.1.1. Soit f € C(J,R) et supposons que (H1),(H{)sont satisfait si :

- KT*
1 .
b Ma+1) = (36)

alors le probléme non local admet une solution unique sur [0,T].
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Preuve On transforme le probléme en un probléme du point fixe. Considérons 1’opé-

rateur F : C([0,T],R) — C([0, T],R) définie par

fﬁw@%=m—g@%+ﬁ%yé@—@V*ﬂ&M$MS (3.7)

Il est clair que les points fixes de 'opérateur £ sont les solutions du probléme (3.1).
Il reste & montrer que F' est une contraction, en effet : si x,y € C([0,T],R),

alors, pour tout t € J, on a

P - FO)Ol = o)~ 9ly)
i | =9 ) = Fee)s
< Jg(x) - g(ty)l
+ﬁ%50u $)7 (s, 2(s) — (s, y(s)Ids,
par (H1),(H4) :
F@O-Fel < Ho-yle
gl vl [ 0= as
< o -yl
kT
el = vl

et par suite :

1P () — Fy)lle < (ki + le)wx—mu.

[(a+1
En vertu de (3.6). On peut déduire que F est une contraction, et d’aprés le théoréme
de Banach, F' admet un seul point fixe qui est une solution du probléme(3.1).0

Maintenant nous donnons un résultat de l'existence basé sur le théoréme du point
fixe de Schaefer.

Théoréme 3.1.2. Soit f € C(J,R) et supposons que (H2),(H3) sont satisfaites.

Alors, le probleme(3.1) admet au moins une solution sur [0,T].
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Preuve On va utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer pour montrer que F

défini par (3.7) admet un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etapel :F est continu.

Soit y,, une suite telle que y — y dans C([0, T, R), alors pour tout t € [0, 7

Fun)®) ~ FO)O! < low) - o)
+ﬁ / (t = )" |(F (5, uls) — F(5,y(s))lds
l9(yn) — 9(y)|

+ar;@n Fun() = FCy(O) o

IN

Puisque f et g sont continues, alors |[F(yn) — F(y)|lso—so quand n —s 0, d’ou la

continuité de F.
Etape2 : F(B,.) est borné.

EGOI < lvol + 1)
L[ = 90 (s, () ds
< |y0|+M+F(a)Ta

Donc

~ ~ M ~
F o < M+ ——T"=1

et par suite F'(B,) est borné.

Etape3 :L’image de tout borné par I est un ensemble équicontinue de C([0, 7], R).
Soient t1,ty € (0,T],t; < ty, et soit y € B,~. Alors :

F)(t2) — Fy)(t)] = |ﬁ<t2—s)a—lﬂs,y<s>)ds

1 a—1
- m(tl—s) f(s,y(s))ds|
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Et comme l'étape 3 du théoréme F est équicontinue. Par un raisonnement pareil
F:C([0,T],R) — C([0,T],R) est continu et complément continu.
Etape4 :

Il reste & montrer que E = {y € C(J,R)y = AF(y) pour 0 < X\ < 1} est borné

Soit y € E, alors y = AF(y) ;pour 0 < X\ < 1}.Donc pour chaque t € J on a :

y(t) = Alyo — g(y) + ﬁ / (t — )7 f(s,y(s))ds].

Alors,d’aprés(H2),(H3), et pour tout ¢ € J on a :

IFy®)| < lyo+9(y)
1 t o1
+ / (t— ) f(s,y(s))ds]
< y0|+M+OzF<Oz)Ta.

Donc pour tout ¢ € [0,77], on a :

. . M _
Fy)lw < M+ ——T*=
IF@llee < byl + 8+ s 3 B

Cela montre que E est borné. Comme une conséquence du théoréme de point fixe

de Schaefer. On déduit que ' admet au moins un point fixe qui est une solution du
probléme (3.1).0

3.2 Probléme aux limites avec conditions non locales

danslecas 1 < a <2

Dans cette section , on va étudier le probléme (3.2) :
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3.2.1 Existence de solution

On commence par la définition du probléme (3.2) .

Définition 3.2.1. Une fonction y € C*(J,R) est dite solution du probléeme si y
satisfait 'équation “D*y(t) = f(t,y(t)) sur J, et les conditions y(0) = g(y) y(T) = yr.

Pour lexistence des solutions du probléme on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.1. Soit 1 < a < 2 et soit h : J — R une fonction continue. Une

fonction y est une solution de [’équation intégrale fractionnaire suivante

I ol t r ol t t
) = Foay [ = s = s [T =9 hs)s = (1= Doatw) +
(3.8)

st et seulement si y est une solution du probleme aux limites :
‘Dy(t) = h(y(t)t € J (3.9)
y(0) = g(y) y(T) = yr (3.10)

Preuve supposons d’abord que y est une solution de c’est a dire :

(0) = 1*h(t) = ZI*B(T) = (= Dgly) + 7

d’un part, on a :

Doy(t) = “DO(Ih(t) — = I°K(T)
- k
(2~ Dgly) + o)
— eDeJh(t) —° D (k)
—“D° (2 = Dgly) +° D ()
= °D*I°A(t)

et d’aprés les propriétés du calcul fractionnaire on a :
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DIN(t) = h(t)

ce qui montre (3.9) i.e :
Doy(t) = h(t)

D’autre part on a :

{ y(0) = I*h(0) + g(y) = g(v);
y(T) = I°D(T) — I°M(T) + (5 — Dg(y) + 7yr = yr-

Ce qui montre (3.10)

Inversement : supposons que y est une solution de probléme

{ cDey(t) = h(t)t € [0,T]
y(0) = g(y) y(T) = yr.

D’aprés le lemme 1.6.2 on a

1 ' a—1
y(t) = co+ a1t + (o) /o (t—s)*""h(s)ds

ils restent & trouver cg, ;. on a

y(0) = co
or d’aprés la condition non locale
y(0) = g(y)
on obtient
co = g(y)

d’autre part

1 4 a—1
+_F(a)/0 (T — s)* "h(s)ds
al = y(T)—g(
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c’est a dire

Par suite on a l’équation (3.8)

y(t) = g(y)+%y(T)—%g(y)
t ! “1h(s)ds
+ L/ (T — 5)* 'h(s)ds
F(la) 0,
_ erSbK:(i——s)a_lh(s)ds

(T — 8)* 'h(s)ds

— (E-Dgw) g O

On va donner un premier résultat concernant 1'unicité de la solution du probléme

(3.2), en utilisant le théoréme de contraction de Banach.
Soient les hypotheéses suivantes

(H1)La fonction f : [a,b] x R — R est continue.

(H2) 1 existe une constante k > 0 tel que
|f(t,u) — f(t,a)] < k|lu— al|, pour chaquet € J, et pour tout u,w € R
(H3)T1 existe une constante k telle que
l9(y) = 9(§)| < kly — gl, pour chaquey, j € C([0, T],R).
Théoréme 3.2.1. Supposons que (H2) et (Hj) sont satisfaites et si

ok
— 4+ k<1 3.11
Tlat+D) "< (3:11)

alors, le probleme (3.2) admet une solution unique sur J.
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Preuve On transforme le probléme(3.8) en un probléme du point fixe. Considérons
I'opérateur
Fs5:C(J,R) — C(J,R)

défini par :

R0 == e [ 09" s [ (=) heds—(E-Dato)+on

(3.12)

F3 est bien défini, en effet si y € C(J,R) alors (F3y) € C(J,R).

Pour montrer que F3 admet un point fixe il suffit de montrer que F3 est une

contraction, en effet si z,y € C(J,R)pour tout ¢ € J ,alors

|F3(y)(1) — Fs(z)(t)] < / (= 811 (s.0(5)) — (s a(s))]ds
o [ 1= 517G u(6) (s

+H = 1lg(y) — g(2)]

S knx s /| -
+—/ T —5)* Yds + |g g(x
s | T =9 st ) = o(0)
_ Kool
- al' ()
kllx —yllso -
= loe o oy
al'(a)
< (ol Bl —
< FarD Yl
et par suite
2T -
F - F o < (=—+k — Y|loe
I1F(5) = Fa(@)lo < (g + Pl =

Donc Fj est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach (3.11) F3 admet

un seul point fixe qui est une solution du probléme (3.2).0

Notre deuxiéme résultat d’existence des solutions est basé sur le théoréme du point
fixe de Schaefer.
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Théoréme 3.2.2. Supposons que les hypothéses (H1),(H2)et I’hypothéses suivante :

(H5)II existe une constante M3 > 0, telle que

lg(u)| < M3, pour chaqueu € C(J,R).

sont satisfaites.

Alors le probleme aux limites a au moins une solution sur J.

Preuve On va utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer pour montrer que Fj3
défini par admet un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etapel :Fj est continue.

Soit {y,} une suite dans C([0,T],R). convergente pour la norme ||.||» vers une

limite y, c’est a dire :

lim |y, — ylle = 0.
n—00

il faut montrer que lim, . || F3(yn) — F3(y)||cc = 0.Pour tout ¢ € [0, 7]

Fy(y)(t) — Fs()(1)] < ﬁ /Ot|<tT—s>a-1||f<s,yn<s>>—f(sw(smds
b [ 1= (6D — Fssato)s

+|:7 — 1|g(yn) — 9(v)|

|t| T a—1
< Fagey =9 S £ () — s 0(s) s
T ! a—1 — f(s,x(s S
+@ / (=571 sup 175, 0(5) = 5 205Dl
= = U9(yn) — 9(v)]
o I = 7yl

al'(«)
+lg(yn) — 9(y)|
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Puisque f et g sont continues, alors || F3(y,) — F3(¥)|l.c —> 0,quand n — 0, d’ou la
continuité de Fj .

Etape2 : L’image de tout ensemble borné par Fj est un ensemble borné dans
C([0,T], R). En effet, il suffit de montrer que pour tout n* > 0, il existe une
constante positive 1 telle que pour tout y € By«, B,» = {y € C([0,T],R). ||y]lcc < n*},
on a || Fslloo<;. Par (H2)-(H5) on a pour tout ¢ € [0, 77,

1 t
[F5(y) ()] < —F( [t —5)* [ f(s,y(s))|ds
t Of
i [ = s
|t |
+|——1||g( )+ T|yT
< M1||y|| + M, (= 5 s
ING))
[t (M1 ly[|5 +M2)/ -
T — )™
TT(a) : ( 5)* 7| f(s,y(s))|ds
+lg()| + yr ]
Afln*a'i‘MQ ]\4177*Q+M2
< — T — T+ M
a al'(a) ” al'(a) + Mz +yr
donc
Myn*® + M M,n*® + M.
1F(y)]c < = 2pe 2241 2T 4 My +yr = 1,
al'(a) ol (a)

et par suite F3B,« est borné.
Etape3 : Limage du tout borné Fj est une ensemble équicontinu de C([0,7],R)..
Soient t1,t, € (0,7],%1 < to B,» un ensemble borné de C([0,T],R). et soity € B,
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Alors

Mi|yll% + M, [

[F3(y)(t2) — Fs(y) ()] < [(t1 = 5)* " = (t2 — 5)*']ds

Mﬁ((ﬁq M. ’ t2
1Y go+ 12 a—1
to — d
T T / (t = 5)"ds
ty — t) (My||yl|% + M) [T
(t2 1)(T1il|i/;|oo+ 2)/0 (T — 5)°~ds
to — 1 to — 1
HEZM + (2
Mm@ + M,
< 2 T e _ «@ a _ go
< T(a+1) [(ta — )" + 17 — t5]
MlT]*a —|— MQ
— " (ty — t1)¢
T(a+1) (b — 1)
To(Myn*s + M)
(t2 — t1)
t TE(CHI) ty—t
) My + (2 )yr
2(Min*® + My)
< _ (6%
< TT(a+ 1) (ta —t1)
Mg+ My,
TT(a+1) (tr = 1)
T Y (Mm@ + My)  Ms+ yr
o TT (o + 1) T )2 =)

Quand t; — t5, le membre droit de I'inégalité précédente tend vers 0. d’otu la

continuité de F3.

D’aprés I'étape 2 et 3 et le théoréme d’Ascoli-Arzéla Fs(B,-) est relativement com-
pact pour tout borné B,«, c’est a dire F3 est complétement continu, et d’aprés I'étape
1, Fj est continu. Par conséquent F3 : C([0,7],R) — C([0,T],R) est continu et
complétement continu.

Etape4 : Maintenant, il reste & montrer que £ = {y € C(JR) : y =
AF3(y) pour0 < A < 1} est borné. Soit y € E, alors y = AF3(y) pour 0 < A < 1.
Donc, pour chaque t € J . On a

1(8) = Mgy | (=9 s p(eDds— s [ (= h(s)ds=(=Dg(w) .
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alors, d’aprés (H2)-(H5), et pour tout ¢ € J, on a :

1 t ot
[Fs(y)(t)] < m/{) (t;s) |F(s,y(s))|ds
+Tr|t(|a) /0 (T =)' f(s,9(s))lds

= Dllow)] + Dy

MyllylE + My [
< 1||y||oo 2 / (t S)Q—Ids
| |(]\} ||) 15+ 0) [T
t 11 ||Y go 2 -1
T — 5)*ds + |g(y)] +
M &4 M,“®
< 1||y||oo 2 1—1( )

A o
MilyllS + Mo
T

al'(o) + M3 + yr.

Dong, pour tout ¢ € [0, 7], on a

Mylyl|S, + Mo Milyl|S, + M
[F ()|l < T ol () + T

OéF(Oé) —+ ]\43 + Yyr ‘= R

Cela montre que E est borné. Comme une conséquence du théoréme de point fixe
de Schaefer. On déduit que F3 admet au moins un point fixe qui est une solution du
probléme (3.2).0



Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des
solutions du probléme aux limites pour des équations différentielles d’ordre fraction-
naire au sens de Caputo avec conditions aux limites. Ces résultats ont été obtenus
par 'application de la théorie de point fixe, en particulier on a utilisé le théoréme de

point fixe de Banach, Schaefer et Schauder.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons quelques résultats d’existence et d’unicité des
solutions du probléme aux limites pour des équations différentielles d’ordre fraction-
naire au sens de Caputo. Ces résultats ont été obtenus par 1'utilisation du théoréme

de point fixe de Banach, Schaefer et Schauder.
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