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Introduction

Dans la théorie des probabilités, les processus de Dirichlet (après Peter Gustav Lejeune
Dirichlet) est une famille de processus stochastiques dont les réalisations sont des distri-
butions de probabilité. En d’autres termes, un processus de Dirichlet est une distribution
de probabilité dont la gamme est elle-même un ensemble de distributions de probabilité.
Il est souvent utilisé dans l’inférence bayésienne pour décrire les connaissances antérieures
sur la répartition des variables aléatoires : il est probable que les variables aléatoires soient
réparties selon une ou une autre distribution particulière.

Le calcul stochastique via régularisation est essentiellement connue dans le cas des inté-
grateurs continu X, voir par exemple [[26]], [[30]], avec un sondage dans [[31]]. Dans ce
cas, une théorie assez complète a été développée, voir, par exemple des formules pour des
processus avec des variations quadratiques finies (et plus générales), des équations stochas-
tiques différentielles, une formule de type Ito-Wentzell [[12]] et des généralisations au cas
des intégrateurs de type espace Banach, voir par exemple [[7]].

La notion de covariation [X,Y ] (ou variation quadratique [X,X]) pour deux processus X,
Y (resp. Un processus X) a été introduite dans le cadre de régularisations (voir [[28]]) et
de discrétisation aussi (voir [[13]]). Même s’il n’y a pas de théorème direct reliant les deux
approches, ils coïncident dans tous les exemples considérés dans la littérature. Si X est un
processus continu de variation quadratique finie, une formule Itô a été prouvée pour l’ex-
pansion de F (Xt), lorsque F ∈ C2, voir [[28]] ; Cela constitue la contrepartie du résultat

connexe pour les discrétisations, voir [[13]]. En outre, pour F de classe C1 et X une semi-
martingale réversible, une extension de l’existence a été établie dans [[29]].

Lorsque F est moins régulière que C1 , la formule d’Itô peut être remplacée par une dé-
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composition de Fukushima-Dirichlet pour le processus de Dirichlet faible X (par rapport
à une filtration donnée (Ft)). La notion de processus de Dirichlet est une généralisation
familière du concept de semimartingale et a été introduite par [[29]] et [[2]] dans le cadre
de la discrétisation. L’analogique de la décomposition de Doob-Meyer pour un processus
de Dirichlet est que c’est la somme d’une martingale locale M et d’un processus adapté A
avec une variation quadratique nulle. Ici, A est la généralisation d’un processus de variation
bornée.

Cependant, l’exigence de A pour avoir une variation quadratique nulle impose que A soit
continue, car un processus de variation bornée avec des sauts a une variation quadratique
finie non nulle, la généralisation de la semimartingale dans le cas de saut n’est pas néces-
sairement représentée par la notion de processus de Dirichlet.

Une généralisation naturelle devrait au moins inclure la possibilité que A soit un proces-
sus de variation bornée avec des sauts. Le concept de (Ft) - processus Dirichlet faible a
été introduite ensuite dans [[9]] et [[15]] pour un procédé continu X, et les applications
de contrôle stochastique ont été considérées dans [[14]]. Un tel processus est défini comme
la somme d’une martingale locale M et d’un processus adapté A tel que [A,N ] = 0 pour
chaque martingale locale continue N .
Cette notion se révèle être une généralisation correcte de la notion de sémimartingale dans
le cadre discontinu, et est étendue au cas des processus de sauts dans le travail significatif
[[3]], en utilisant les techniques de discrétisations. Dans le cas continu, une règle de chaîne

a été établie pour F (t,Xt) lorsque F appartient à la classe C0,1 et X est un processus de
Dirichlet faible, voir [[15]].
Un tel processus est en effet encore un processus Dirichlet faible (avec éventuellement aucune
variation quadratique finie). Concernant le calcul dans le cas de sauts, seulement quelques
foit ont été faites dans [[28]], [[27]], et plusieurs autres auteurs, voir le chapitre 15 de [[5]]
et les références qui s’y trouvent.

Par exemple, aucune formule de type d’Itô n’a été établie dans le cadre de la régularisation
et dans le cadre de la discrétisation, seuls très peu de résultats de règle de chaîne sont dispo-
nibles pour F (X), lorsque F (X) n’est pas une semimartingale. Dans cette direction, deux
résultats particuliers sont disponibles : l’expansion de F (Xt) lorsque X est une semimar-

tingale réversible et F est de classe C1 avec certaines conditions de support sur les dérivées
(voir [[10]]) et une règle de chaîne pour F (Xt) lorsque X est un processus de Dirichlet faible
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(càdlàag) et F est de classe C1, voir [[3]]. Le travail dans [[10]] a été poursuivi par plusieurs
auteurs, voir par exemple [[8]] et les références, élargissant le reste en utilisant les processus
locaux de type temps.

Contrairement au cas continu, la décomposition X = M+A n’est généralement pas unique.
Nous présentons la notion d’un processus Dirichlet faible spécial en ce qui a trait à la
filtration Ft. Un tel processus est un processus de Dirichlet Faible en admettant une dé-
composition X = M +A, où M est une martingale Ft-locale et où le processus orthogonal
A est prévisible. La décomposition d’un processus de Dirichlet faible spécial est unique, Un
tel processus constitue une généralisation de la notion de semimartingale dans le cadre de
processus de Dirichlet faibles. Nous remarquons qu’un processus Dirichlet faible continu est
un Dirichlet faible spécial.

Deux résultats significatifs sont le théorème (5.14) et le théorème 5.26 dans [[11]] ; Ils

concernent tous deux les expansions de F (t,Xt) où F est de la classe C0,1 et X est un
processus de Dirichlet faible à variation quadratique finie. Le théorème (5.14 dans [[11]]
indique que F (t,Xt) sera à nouveau un processus de Dirichlet faible, mais pas nécessaire-
ment à variation quadratique finie. Le théorème (5.26 dans [11]) concerne les cas où X et
F (t,Xt) sont des processus de Dirichlet faibles spéciaux. Une première étape significative
dans ce sens a été faite dans [[3]], où X appartient à une classe peu différente de processus
Dirichlet spéciaux faibles de sauts (d’énergie finie) et F ne dépend pas du temps et à déri-
vées à l’infini. Ils montrent que F (X) est de nouveau un processus de Dirichlet faible spécial.

L’objet de mon travail est l’étude d’un processus qui représente une des généralisation de
la notion de semimartingale : celle de "processus de Dirichlet", c’est à dire un processus
qui admet une décomposition en somme d’une martingale continue de carré intégrable et
d’un processus à variation quadratique nulle. A l’aide de la structure d’espace de Banach de
l’ensemble D des processus de Dirichlet, la stabilite de D par transformation de classe C1

et une formule d’itô. On prouve l’existence de densités d’occupation ainsi que de certaines
integrales stochastiques pour un certain type de processus de Dirichlet.
ce travail est réparti en trois chapitres :
le premier chapitre introduit les notions élémentaires et des définitions et propriétés sur les
processus de Dirichlet qui seront utilisés dans la suite de notre travail.
Le deuxième chapitre étudie les calculs stochastique par rapport à une classe des processus
qui ne sont pas des semimartingale, les processus de Dirichlet.
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Le troisième chapitre présente une application du processus de Dirichlet en finance ; Dans
laquelle on considère la loi de Dirichlet comme loi à priori pout l’éstimation de la volatilité



Chapitre 1

Généralité sur les processus
aléatoires

1.1 Définitions de base

Définition 1.1.1. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité et {Ft, t ≥ 0} une famille de sous
tribus de F .
On dit que {Ft, t ≥ 0} est une filtration si c’est une famille croissante, au sens où Fs ⊂ Ft
si s ≤ t
si {Ft, t ≥ 0} est une filtration sur un espace de probabilité (Ω,F ,P), on dit que
(Ω,F , {Ft, t ≥ 0},P) est un espace de probabilité filtré.

Propriété 1.1.1. 1. Un processus X est croissant si p.s. t→ Xt est une fonction crois-
sante, c’est-à-dire si Xt(ω) ≤ Xs(ω) pour tout t ≤ s, p.s. De même, on dira qu’un

processus est continu à droite, dérivable, de classe C2 . . . etc si la fonction t 7→ Xt(ω)
verifie p.s. la propriété considérée.

2. Un processus X est dit à variation finie (V.F.) sur [0, t] si

sup
0≤t0<...<tn≤t

( n∑
k=0
|Xtk+1 −Xtk |

)
< +∞.

Définition 1.1.2. (Temps d’arrêt)
Soit (Ω,F , {Ft, t ≥ 0},P) un espace de probabilité filtré . Un temp d’arrêt relativement à

(Ft) est une variable aléatoire τ à valeur dans R+ ∪{+∞} telle que {τ ≤ t} ∈ Ft pour tout
t ∈ Ft.
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La définition est équivalente à {τ > t} ∈ Ft pour tout t ∈ Ft par stabilité des tribus par
passage au complémentaire. Un temps d’arrêt doit étre vu comme un temps aléatoire qui
suit l’évolution aléatoire sous-jacente. La raison pour laquelle l’événement {τ ≤ t} et non
l’événement {τ = t} intervient dans la définition du temps d’arrêt vient du temps discret :
relativement à une filtration {Fn, n ≥ 0} un temps d’arrêt est plus simplement défini par
{τ = t} ∈ Fn pour tout n ∈ N.
On voit facilement que si S et T sont des temps d’arrêt, alors S ∧ T est un temps d’arrêt .

Définition 1.1.3. (Martingales à temps continu) Un processus (Mt)t∈T à valeurs réelles,
(Ft)t∈T adapté et intégrable est :
– Une (Ft)t∈T martingale si pour tout s < t ∈ T on a E(Mt | Fs) = Ms ;
– Une (Ft)t∈T surmartingale si pour tout s < t ∈ T on a E(Mt | Fs) ≤ Ms

– Une (Ft)t∈T sousmartingale si pour tout s < t ∈ T on a E(Mt | Fs) ≥ Ms

Ces définitions s’étendent aux vecteurs aléatoires de Rd, c.à.d. chaque composante doit être
respectivement une (Ft)t∈T -martingale, surmartingale, sousmartingale réelle.

Remarque 1.1.1. Si (Mt)t∈T est une martingale alors E(Mt) = E(M0) pour tout t ∈ T

Théorème 1.1.1. Soit X un processus et ϕ une fonction convexe telle que E | ϕ(Xt) |<∞
pour tout t.

1. Si X une martingale alors ϕ(Xt) est une sous martingale.

2. si X est une sousmartingale et ϕ est croissante (au sens large) alors ϕ(Xt) est une
sous martingale.

Définition 1.1.4. (processus arrêté)

Soit X un processus et T un temps d’arrêt. On note XT le processus définit par XT =
Xt∧T = Xt1{t<T} +XT1{t≥T} appelé processus arrété à T.

Théorème 1.1.2. (Théorémes d’arrêts)
Soit X une martingale uniformément intégrable continue à droite et T un temps d’arrêt.
Alors XT est aussi une martingale uniformément intégrable continue à droite. Il s’agit
également d’une Gt-martingale où Gt = Ft∧T .

Corollaire 1.1.1. Soit Y une v.a. intégrable et soient S et T des temps d’arrêts. Alors

E(E(Y | FS) | FT ) = E(E(Y | FT ) | FS) = E(Y | FS∧T )
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Théorème 1.1.3. Soit X un processus adapté à trajectoires càdlàg. On suppose E | XT |<
∞ et E(XT ) = 0 pour tous T.A. (fini ou pas). Alors X est une martingale uniformément
intégrable.

Définition 1.1.5. (Martingales locales)
On dit qu’un processus càd-làg adapté X = (Xt)t∈T est une martingale locale s’il existe une

suite Tn ↑ ∞ de temps d’arrêt tels que pour XTn
t 1{Tn>0} soit une martingale uniformément

intégrable pour tout n. On dit alors que les T.A .Tn localisent ou réduisent X .
On multiplie par 1{Tn>0} ce qui permet de prendre des conditions initiales X0 pas forcément

intégrable.
On a les notions équivalentes pour surmartingale locale et sousmartingale locale.

Définition 1.1.6. On dit qu’un temps d’arrêt T reduit ou localise un processus X si XT

est une martingale uniformément intégrable.

Propriétés 1.1.1. Soient M,N des martingales locales et S et T des temps d’arrêts

1. Si T localise M et S ≤ T p.s. alors S réduit M ;

2. La somme M +N est aussi une martingale locale ;

3. Si S et T localisent M alors S ∨ T réduit aussi M ;

4. Les processus MT et MT1{T>0} sont des martingales locales ;

5. Soit X un processus càdlàg et Tn ↑ ∞ une suite croissante de T.A. Telle que pour
chaque n fixé le processus XTn1{T>0} est une martingale locale. Alors X est une

martingale locale.

Corollaire 1.1.2. L’ensemble des martingale locales est un espace vectoriel.

Théorème 1.1.4. Si X est un processus qui est localement une martingale de carré inté-
grable alors X est une martingale locale.

Théorème 1.1.5. (Autre caractérisation des martingales locales.)
Soit M un processus càd-làg adapté et Tn ↑ ∞ p.s une suite de T.A. Alors si pour chaque
n le processus MTn1{Tn>0} est une martingale alors M est une martingale locale.

Définition 1.1.7. Soit X une (Ft)- processus adapeté .On dit que X est (Ft)- orthogonal
si [X,N ] = 0 pour tout N continu (Ft) martingal locale.
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Proposition 1.1.1. Si M est purement discontinue (Ft)-martingale locale. Alors :

[M,M ]t =
∑
s≤t

(∆Ms)2 (1.1)

Remarque 1.1.2. Soit W = (W 1, ...,Wn) un mouvement (F)-Brownian alors [W,W ∗]s =
(δi,j)s

1.2 processus de Dirichlet et processus de Dirichlet faible

1.2.1 processus de Dirichlet

Le processus de Dirichlet est un processus stochastique utilisé dans les modèles non paramé-
triques Bayésiens de données, particulièrement dans des modèles de mélange de processus de
Dirichlet (aussi connu sous le nom de modèles de mélange infinis). Il s’agit d’une distribution
par rapport aux distributions, c’est-à-dire que chaque tirage d’un processus Dirichlet est lui-
même une distribution. On l’appelle un processus de Dirichlet, car Dirichlet a distribué des
distributions marginales dimensionnelles finies, de même que le processus gaussien, un autre
processus stochastique populaire utilisé pour la régression bayésienne non paramétrique, a
des distributions marginales réparties en répartition finie gaussienne. Les distributions ti-
rées d’un processus Dirichlet sont discrètes, mais ne peuvent être décrites en utilisant un
nombre fini de paramètres, donc la classification comme modèle non paramétrique.

Définition 1.2.1. On dit que processus (F)-adapté X est un processus de Dirichlet, s’il
admet une décomposition X = M+A, où M est une martingale locale et A est un processus
de variation quadratique finie avec [A,A] = 0

1.2.2 Processus de Dirichlet faible

Les processus de Dirichlet faibles constituent une généralisation naturelle processus de
Dirichlet, ce qui se prolongent naturellement semimartingales. Processus de Dirichlet été
considérés par de nombreux auteurs. Soit (Ft)t≥0 une filtration fixe vérifiant les conditions
habituelles. (Wt) désignera un mouvement classique (F)-Brownian. Pour simplifier, nous
devons respecter le cadre des processus continus.

Définition 1.2.2. On dit que X est un processus de Dirichlet faible (F)-adapté, s’il admet
la décomposition X = M + A, où M est une martingale locale et le processus A est (F)-
orthogonal.
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Remarque 1.2.1. 1. La classe des processus de Dirichlet est plus grande que l’espace
du Semimartingales spéciales. Toute fonction continue admettant une variation qua-
dratique égale à zéro est un processus Dirichlet déterministe.

2. Toute fonction continue est un processus de Dirichlet faible déterministe pour toute
filtration :
En fait, considérons une martingale continue bornée N nulle en 0, nous avons

E

(∣∣ ∑
tni ∈Dn

(f(tni+1)− f(tni ))(Ntni+1
−Ntni

)
∣∣2) ≤ sup

tni

(f(tni+1)− f(tni ))2E(NT )2.

Et, de la continuité de f , ce dernier terme tend à 0 quand n→∞

Remarque 1.2.2. (i) la décomposition X = M + A du processus Dirichlet faible est
unique.
Pour voir cela, supposons que nous avons deux décompositions X = M +A = M ′+A′

avec A et A′ prévisible et vérifiant [A,N ] = [A,N ′] = 0 pour chaque martingale locale
continue N . Alors A−A′ est une martingale locale continue, est une martingale locale
prévisible, donc une martingale locale continue. Alors

[A−A′, A−A′]T = [A−A′, A]T − [A−A′, A′]T = 0

et on en déduit que A = A′.

(ii) Un processus de Dirichlet faible X admet une variation quadratique nulle. Nous savons
seulement que pour chaque martingale continue N la covariation [X,N ] existe.

(iii) Bien sûr, en général, la décomposition X = M +A avec une martingale M et un pro-
cessus prévisible A, n’implique pas que [A,N ] = 0 pour chaque Martingale continue
N , quand [A,N ] existe. Par exemple, prenons A comme un Martingale et N = A.
La classe de processus Dirichlet faible est beaucoup plus grande que la classe des pro-
cessus de Dirichlet .

Définition 1.2.3. On dit que X est un processus d’énergie finie si

sup
n
E

[ ∑
tni ∈Dn

(Xtni
−Xtni−

)2
]
< +∞ (1.2)

Cette "sup" sera notée εn(X).

Bien sûr, si X a une énergie finie, |Xt|2 est intégrable pour tout t ≤ T et aussi
∑
s≤T

∆X2
s

est intégrable.
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Théorème 1.2.1. Si X est un processus d’énergie finie, il peut être écrit comme une somme
X = M + A, où M est une martingale de carré intégrable et A est un processus prévisible
de telle sorte qu’il existe une suite (Dnj ) de (Dn) Satisfaisant pour chaque t ≤ T

E

[ ∑
t
nj
i ∈Dnj ,t

nj
i ≤t

(A
tnji
−A

tnji−1
)(N

tnji
−A

tnji−1
)
]
→ 0 (1.3)

comme j →∞ pour tout martingale N de carrés intégrable .

Remarque 1.2.3. La famille de processus à énergie finie est clairement stable en outre,
nous ne savons pas si cette stabilité est valable pour la famille de processus admettant une
variation quadratique. Bien sûr, cela est vrai pour la famille des processus Dirichlet et des
processus de Dirichlet faibles

Théorème 1.2.2. Supposons X est un processus à énergie finie. Les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) X est un processus de Dirichlet faible,

(ii) Pour chaque martingale locale continue N , la covariation quadratique [X,N ] est bien
définie,

(iii) Pour chaque martingale N localement de carrée intégrable, la covariation quadratique
[X,N ] est bien définie.

Si l’une de ces conditions est remplie, la décomposition X = M + A Comme un processus
de Dirichlet faible est une décomposition naturelle de X, et cette dernière décomposition est
unique.

Preuve. (i)⇒ (iii) soit X = M +A où M est une martingale locale et A est un processus
prévisible tel que [A,N ] = 0 pour toute martingale locale continue N . considérons La dé-

composition N = N c +Nd, où N c est la partie continue et Nd purement discontinue de N .
Par la définition d’un processusde Dirichlet faible, la covariation [X,N c] est bien définie.

Pour prouver l’existence de [X,Nd], nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 1.2.1. Supposons que X ait une énergie finie et que N soit une martingale inté-
grable localement de carrée qui représente la somme compensée de ses sauts. Alors X et N
admettent une covariabilité telle que

[X,N ]t =
∑
s≤t

∆Xs∆Ns. (1.4)
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Preuve. (Preuve de lemme)
En utilisant une suite de localisation des temps d’arrêt, on peut supposer que N est une
martingale de carrée intégrable. On peut donc trouver une suite (Np)p de martingales ayant

des variations finies et seulement un nombre fini de sauts, De sorte que Np → N dans H2

l’espace des martingales de carrés intégrables. Nous avons donc, pour p fixe,∑
tni ∈Dn,t

n
i ≤1

(Xtni+1
−Xtni

)(Np
tni+1
−Np

tni
) p→

∑
s≤t

∆Xs∆Np
s . (1.5)

quand n→∞. D’autre part,

E
∣∣∑

tni ∈Dn,t
n
i ≤1(Xtni+1

−Xtni
)(Np

tni+1
−Np

tni
)−

∑
tni ∈Dn,t

n
i ≤1(Xtni+1

−Xtni
)(Ntni+1

−Ntni
)
∣∣

E
∣∣(∑

tni ∈Dn,t
n
i ≤1(Xtni+1

−Xtni
)2
)1/2(∑

tni ∈Dn,t
n
i ≤1((Ntni+1

−Np
tni+1

)− (Ntni
−Np

tni
))2
)1/2∣∣

(εn(X))1/2E([N −Np, N −Np]t)1/2

qui tends vers 0 quand p→∞ puisque [N −Np, N −Np]t
p→ 0. Enfin,

E
∣∣∑

s≤t ∆Xs(∆Ns −∆Np
s

∣∣ ≤ E((∑s≤t ∆X2
s

)1/2(∑
s≤t(∆Ns −∆Np

s )2)1/2
≤ (εn(X))1/2E[[N −Np, N −Np]t]1/2,

qui tends vers zéro quand p tends vers l’infini, d’où
∑
s≤t ∆Xs∆Np

s Converge en L1 vers∑
s≤t ∆Xs∆Ns.

Ces trois convergences donnent le lemme. �

(iii)⇒ (ii) est évident.
(ii)⇒ (i) soit X = M+A est une décomposition du théorème 1.2.2 et soit N une martingale
locale continue. Définir Tp = inf{t : |Nt| ≥ p} alors (Tp) est une séquence de localisation

des temps d’arrêt. Nous allons prouver que pour chaque p, [A,NTp ] = 0, ce qui implique
que [A,N ] = 0.

Par hypothèse, nous avons la convergence Sn(X,NTp)t
p→ [X,NTp ]t.

Par conséquent, nous en déduisons que Sn(A,NTp)t
p→ [A,NTp ]t Nous allons montrer que,

en fait

Sn(A,NTp)T → [A,NTp ]T ∈ L1. (1.6)

Pour voir cela, il suffit de vérifier l’intégration uniforme de la séquence {Sn(A,NTp)T }.

L’écriture |Sn(X,NTp)T | ≤ Sn(X,X)1/2
T Sn(NTp , NTp)1/2

T , et en utilisant l’inégalité de Hol-
der, on obtient :
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E|Sn(X,NTp)T |4/3 ≤ (E[Sn(X,X)T ])2/3(E[Sn(NTp , NTp)2
T ])1/3 <∞.

Une preuve similaire donne E|Sn(M,NTp)T |4/3 <∞.

En conséquence, on déduit une intégrabilité uniforme de {Sn(A,NTp)T } et (1.6) est vrai.
Par conséquent, en particulier

E[Sn(A,NTp)T ]→ E[A,NTp ]T ,

et en raison de (1.3)

E[A,NTp ]T = 0 (1.7)

Notons que le processus [A,NTp ] a une variation finie, De plus, puisque N est continue,

[A,NTp ] est également un processus continu. par conséquent, pour obtenir [A,NTp ] = 0 il

suffit de prouver que [A,NTp ] est une martingale locale.
Considérons un temps d’arrêt borné τ ≤ T , les mêmes arguments que ci-dessus montrent
que E[Sn(A,NTp∧τ )T ] Converge vers E[[A,NTp∧τ ]T ] et (1.3) donne

E[[A,NTp ]T ] = E[[A,NTp∧τ ]T ] = 0.

Par conséquent, il suit facilement que le processus arrêté [A,N ]Tp est une martingale et

[A,N ]Tp = 0.
Puisque P (Tp = T ) ↑ 1, la preuve de la dernière implication est terminée.

Enfin, prenons X = M ′+A′ Toute décomposition naturelle de X. De la preuve de (ii)⇒ (i),
X = M ′ + A′ est une décomposition de X comme un processus de Dirichlet faible, mais
à partir de la remarque 1.2.2, une telle décomposition est unique. Cela prouve la dernière
affirmation du théorème. �

Définition 1.2.4. ( Dirichlet faible spécial)
On dit qu’un processus (F) adapté X est un processus de Dirichlet faible spécial s’il admet
une décomposition du type ci-dessus telle que, de plus, A soit prévisible.

Remarque 1.2.4. Évidemment, un processus de Dirichlet est un processus de Dirichlet
faible spécial .

Proposition 1.2.1. Soit X un processus Dirichlet faible spécial du type

X = M c +Md +A; (1.8)
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où M c est une martingale locale continue, et Md st une martingale locale purement discon-
tinue.
En supposant que A0 = Md

0 = 0, la décomposition (1.8) est unique. Dans ce cas, la décom-

position X = M c +Md +A sera appelée la décomposition canonique de X.

Preuve. Supposons que nous avons deux décompositions X = M c+Md+A = M c′+Md′+A′

avec A et A′ prévisibles, Vérifiant [A,N ] = [A′, N ] = 0 Pour tout N martingale locale
continue .

On fixe Ã = A−A′, M̃ c = M c −M c′ et M̃d = Md −Md′, par linéarité M̃ c + M̃d + Ã = 0
nous avons :

0 = [M̃ c + M̃d + Ã, M̃ c]

= [M̃ c, M̃ c] + [M̃d, M̃ c] + [Ã, M̃ c]

= [M̃ c, M̃ c],

donc M̃ c = 0 puisque M̃ c est une martingale continue. Il s’ensuit en particulier que Ã est
une martingale locale prévisible, donc une martingale locale continue, en particulier

0 = [M̃d, M̃d] + [Ã, M̃d] = [M̃d, M̃d]

et puisque M̃d
0 = 0, on en déduit M̃d = 0 et donc Ã = 0. �

Remarque 1.2.5. Pour tout X (F) processus de Dirichlet faible spécial est du type (1.8).
Chaque martingale locale M , peut être décomposé comme la somme d’une martingale locale

continue M̃ c et une martingale locale purement discontinuée M̃d

Corollaire 1.2.1. Soit X est un (F) Processus Dirichlet faible spécial. Alors pour chaque
t ∈ [0, T ],

(i) [X,X]t = [M c,M c]t +
∑
s≤t

(∆Xt)2 ;

(ii) [X,X]ct = [M c,M c]t

Proposition 1.2.2. Soit S est une (F) semimartingale qui est un processus Dirichlet faible
spécial. Alors, c’est une semimartingale spéciale.

Preuve. Soit S = M1 + V tel que M1 est une martingale locale et V est un processus à
variation bornée.
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Soit de plus S = M2 + A, où A est un (F)-processus orthogonal prévisible . Alors 0 =

V − A + M ou M = M2 − M1 donc A est une semimartingale prévisible, A est une
semimartingale spéciale, et donc par l’additivité S est une semimartingale spéciale aussi.
�

Exemple 1.2.1. Un exemple simple de processus Dirichlet faible est donné par un processus
Z qui est indépendamment de F, par exemple déterministe, de toute évidence, si Z un
processus à variation quadratique finie , il ne peut pas être Dirichlet. Cependant, il est
possible de montrer que [Z,N ] = 0 pour n’importe quelle F-martingale locale. En effet

∫ s

0
(Zr+ε − Zr)(Nr+ε −Nr)dr =

∫ s

0
dr(Zr+ε − Zr)

∫ r+ε

r

1
ε
dNλ

=
∫ s

0

dNλ

ε

∫ λ

(λ−ε)∨0
(Zr+ε − Zr)dr

=
∫ s

0

dNλ

ε

∫ λ

(λ−ε)∨0
Zr+εdr −

∫ s

0

dNλ

ε

∫ λ

(λ−ε)∨0
Zr)dr

L’expression précédente converge vers zéro puisque les deux derniers termes convergent .
L’intégrale d′Itô

∫ s
0 ZdN puisque N est également une martingale locale par rapport à la

filtration F agrandie avec Z.

Exemple 1.2.2. Soit f de classe C0(R), u ∈ C0,1(R+ × R).

1. Si f est C1, alors X = f(W ) est un processus (F)-Dirichlet.

2. u(t,Wt) est un processus (F)-Dirichlet faible, Mais pas Dirichlet en général.

3. F (W ) n’est pas toujours un processus de Dirichlet, même pas de variation quadratique
finie.

Exemple 1.2.3. Soit (Nt)t≥0 est (F)-martingale locale, G : R+×R+×Ω −→ R un champ
aléatoire continu tel que G(t, .) est (F)-adapté pour chaque t.défini

Xt =
∫ t

0
G(t, s)dNs.

Alors (Xt) est un processus (F)-Dirichlet faible avec une décomposition M +A, où

Mt =
∫ t

0
G(s, s)dNs.
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Supposons que [G(., s1);G(., s2)] existe pour tout s1, s2. Avec quelques autres Hypothèse
technique, on peut montrer que A est un processus de variation quadratique finie avec

[At] = 2
∫ t

0

( ∫ s2

0
[G(., s1);G(., s2)] ◦ dMs1

)
◦ dMs2

Cette intégrale de Stratonovich itérée peut s’exprimer comme la somme C1(t) + C2(t) où

C1(t) =
∫ t

0
[G(., s);G(., s)d[M ]s,

C2(t) = 2
∫ t

0

( ∫ s2

0
[G(., s1);G(., s2)]dMs1

)
dMs2 .

1.3 Décomposition de Fukushima-Dirichlet

Définition 1.3.1. Un processus réel D est appelé processus (F) -Dirichlet en Tt s’il est
(F)-adapté et peut être écrit comme

D = M +A, (1.9)

où

(i) M est une (F) martingale locale,

(ii) A est un processus de variation quadratique nulle tel que (pour des raisons de commo-
dité) A0 = 0.

A sera dit processus d’énergie nulle faible .
Un vecteur D = (D1...Dn) est dit Dirichlet s’il a toutes ses covariations mutuelles et chaque

Di est Dirichlet.

Remarque 1.3.1. Un (F)-semimartingale est un (F)-processus Dirichlet.

Exemple 1.3.1. Des exemples de tels procédés se présentent dans plusieurs situations ; par
exemple :
Si X est un(F)-semimartingale f ∈ C1(R) , f(x) est un F-processus de dirichlet si : u :

R+ × R −→ R est continue telle que ∂u
∂x Existe et est continue, alors (u(t, xt))t≥0 est un

processus de Dirichlet faible .

Remarque 1.3.2. La décomposition 1.9 est unique, en fait, soit

D = M1 +A1 = M2 +A2,
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où M1, M2, A1, A2 remplissent les propriétés (i) et (ii) de la Définition (1.3.1). Alors nous

avons M + A = 0 où M = M1 −M2 et A = A1 − A2 est telle que [A,N ] = 0 pour tout
(Fs) martingale locale N . Il suffit maintenant d’évaluer la covariation des deux membres
avec M pour obtenir [M,M ] = 0. Puisque A0 = 0 alors M0 = 0 et par conséquent M = 0.

Définition 1.3.2. Un vecteur D = (D1...Dn) est dit un processus de (F)-Dirichlet faible si

chaque Di est (F)-processus Dirichlet faible . Un vecteur A = (A1, ..., An) est dit un (F)-

Processus d’énergie nulle si chaque Ai est (Fs)-processus faible d’énergie nulle.

Proposition 1.3.1. Soit f ∈ C1,2(Tt × Rn). Soit X = (X1, ..., Xn)∗, ayant toutes ses
covariations, V un processus de variation borné indexé par Tt. Alors, pour 0 ≤ s ≤ t,

f(Vs, Xs) = f(Vt, Xt)
∫ s

t
∂xf(Vr, Xr)d−Xr

+
∫ s

t
∂vf(Vr, Xr)dVr

+ 1
2

∫ s

t
∂xxf(Vr, Xr)d[X,X∗].

Remarque 1.3.3. Soit X (respectivement A) un processus de variation quadratique finie
(respectivement nulle). Alors (X,A) a toutes ses covariations mutuelles et [X,A] = 0.

Proposition 1.3.2. Soit V = (V 1, ...V m) (respectivement X = (X1, ..., Xn)) un vecteur
de procédés en continu sur R+ avec les processus de variation bornée (ayant respectivement

tous ses covariations mutuelles).Soit f, g ∈ C
1
2 +γ,1(Rm × Rn (γ > 0). Alors ∀s ≥ 0

[f(V,X), g(V,X)]s =
n∑

i,j=1

∫ s

0
∂xif(V,X)∂xjf(V,X)d[Xi, Xj ]r.

1.3.1 La décomposition pour les fonctions C0,1

Nous allons maintenant étudier un résultat concernant les processus de Dirichlet faible.
Supposons (Ds)s∈Tt un (Fs)-Dirichlet avecla décomposition 1.9 où A est un processus de

variation quadratique nulle. Étant donnée une fonction C0,1 u de D, on ne peut s’attendre
à ce que Z = u(·, D) est un processus de Dirichlet. Cependant on peut espérer que c’est au
moins un processus Dirichlet faible . En effet, ce résultat est vrai même si D est un processus
de Dirichlet faible avec variation quadratique finie.
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Proposition 1.3.3. Supposons que (Ds)s≥0 , soit un (Fs)- processus Dirichlet faible ayant

toutes ses covariations mutuelles. Pour chaque u ∈ C0,1(R+ × Rn) nous avons s ≥ t,

u(s,Ds) = u(t,Dt) +
∫ s

t
∂xu(r,Dr)dMr + BD(u)s − BD(u)t, (1.10)

où

BD : C0,1(R+ × Rn)→ CF (R+ × Ω;Rn)

est une carte linéaire ayant les propriétés suivantes :

1. BD est continue ;

2. si u ∈ C0,1(R+ × Rn), alors

BD(u)s =
∫ s

0 ∂su(r,Drdr +
∫ s

0
∂xxu(r,Dr)d[M,M ]r +

∫ s

0
∂xu(r,Dr)d−Ar ;

3. si C0,1(R+ × Rn), alors (BD(u)s) est un processus de Dirichlet faible d’énergie nulle.

Corollaire 1.3.1. Supposons que (Dt)t≥0 soit un processus (F)-Dirichlet faible (vecteur)
ayant toutes ses covariations mutuelles.
pour chaque u ∈ C0,1(R × Rn), u(t,Dt) est un (F)- processus de Dirichlet faible avec la

partie martingale M̃ =
∫ t

0 ∂xu(s,Ds)dMs.

Remarque 1.3.4. Étant donné un temps d’arrêt borné τ Avec des valeurs dans Tt, il est
facile de voir que la décomposition (1.10) est toujours valable pour le processus arrêté Dτ .
En fait, étant donné N un (F)-martingale, et A un (F)-Processus d’énergie zéro faible ,
nous avons [N,Aτ ] = [N,A]τ = 0

Preuve. (De la Proposition) Sans restriction de généralité, nous nous fixerons t = 0. La
propriété 1)

BD(u)s = u(s,Ds)− u(0, D0)−
∫ s

0
∂xu(r,Dr)dMr,

Et en observant que le processus défini sur le côté droit a la propriété de continuité requise.
La propriété 2) découle de la Proposition 1.3.1 appliquée inversement. En effet,

si u ∈ C1,2(R+ × Rn), la proposition 1.3.1 peut être appliquée. En particulier

∫ s

0
∂xu(r,Dr)d−Dr
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Existe, cela implique que, ∫ s

0
∂xu(r,Dr)d−Ar

Existe puisque ∫ s

0
∂xu(r,Dr)d−Mr =

∫ s

0
∂xu(r,Dr)dMr

Est l’intégrale d’Ito classique.
Il reste à prouver le point 3) :

[u(., D)−
∫ .

0
∂xu(r,Dr)dMr, N ] = 0

Pour chaque dimension (Fr)-martingale locale N.
Pour simplifier les notations, on suppose que D est unidimensionnel. Donc D sera un pro-
cessus de variation quadratique finie. Puisque la covariation des semimartingales coïncide
avec la covariation classique[ ∫ .

0
∂xu(r,Dr)dMr, N

]
=
∫ .

0
∂xu(r,Dr)d[M,N ]r,

Il reste à vérifier que, pour tout s ∈ [0, T ],

[u(., D), N ]s =
∫ s

0
∂xu(r,Dr)d[M,N ]r.

Pour cela, nous devons évaluer l’u.c.p. Limite de,∫ s

0
[u(r + ε,Dr+ε)− u(r,Dr)]

Nr+ε −Nr

ε
dr

En probabilité. Cela peut être écrit comme la somme de deux termes :

I1(s, ε) =
∫ s

0
(u(r + ε,Dr+ε)− u(r + ε,Dr))

Nr+ε −Nr

ε
dr,

I2(s, ε) =
∫ s

0
(u(r + ε,Dr)− u(r,Dr))

Nr+ε −Nr

ε
dr

D’abord nous prouvons que I1(s, ε) va à
∫ t

0 ∂xu(r,Dr)d[M,N ]r.

I1(s, ε) =
∫ s

0
(u(r + ε,Dr+ε)− u(r + ε,Dr))

Nr+ε −Nr

ε
dr

=
∫ s

0
∂xu(r + ε,Dr)(Dr+ε −Dr)

Nr+ε −Nr

ε
dr +R1(s, ε), (1.11)
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Où R1(s, ε)→ 0 u.c.p.comme ε→ 0. En effet

R1(s, ε) =
∫ s

0

[ ∫ 1

0
[∂xu(r+ε,Dr+λ(Dr+ε−Dr))−∂xu(r+ε,Dr)]dλ

Nr+ε −Nr

ε
(Dr+ε−Dr)

]
dr

Et la réclamation suit par la continuité de ∂xu et de l’estimation

1
ε

∫ T
0 (Nr+ε −Nr)(Dr+ε −Dr)dr

≤
[

1
ε

∫ T
0 (Nr+ε −Nr)2dr · 1

ε

∫ T
0 (Dr+ε −Dr)2dr

] 1
2

[ε→∞]([N ] · [D])
1
2 . (1.12)

D’autre part, le premier terme de (1.11) peut être réécrit comme

∫ s

0
∂xu(r,Dr)(Dr+ε −Dr)

Nr+ε −Nr

ε
dr +R2(s, ε), (1.13)

où R2(s, ε)→ 0u.c.p. Discussion quant à R1(s, ε).l’integrale dans (1.13) tends ver u.c.p. à∫ s
0 ∂xu(r,Dr)d[M,N ]r, puisque d’après 1.12 les mesures (Nr+ε−Nr)(Dr+ε−Dr)

ε dr Convergent

faiblement vers d[N,D] quand ε → 0. Il reste à montrer que I2(s, ε) → 0 u.c.p. pour tout
s ∈ [0, T ] en tant que ε→ 0. En utilisant les théorèmes de localisation (par exemple comme
cela est habituellement fait par exemple dans [28], section IV.1), il suffit de supposer que u
soit avec support compact et N soit une martingale carrée et intégrable. alors nous évaluons

E
(

sup
0≤s≤T

|I2(s, ε)|2
)
. (1.14)

Maintenant, nous avons, l’échange d’intégrales

I2(s, ε) =
∫ s

0
[u(r + ε,Dr)− u(r,Dr)]

Nr+ε −Nr

ε
dr

=
∫ s

0
[u(r + ε,Dr)− u(r,Dr)]dr

∫ r+ε

r

1
ε
dNλ

=
∫ s

0

dNλ

ε

∫ λ

(λ−ε)∨0
[u(r + ε,Dr)− u(r,Dr)]dr.

L’inégalité de Doob implique que (1.14) est plus petit que

4E
{∫ T

0
d[N ]λ

(1
ε

∫
(λ−ε)∨0

[u(r + ε,Dr)− u(r,Dr)]dr
)2}

.
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Le fait que u soit uniformément continu sur des ensembles compacts et le théorème de la
convergence dominée de lebesgue implique le résultat.�

Corollaire 1.3.2. Soit S une (Fs) semimartingale dans R+, u ∈ C0,1(Tt × R). Alors

[u(·, S), S]t =
∫ t

0
∂xu(s, Ss)d[S]s.

Preuve. Soit S = M + V la décomposition de S avec M une martingale locale et V un
processus de variation finie avec V0 = 0. Alors

u(t, St) = u(0, S0) +
∫ t

0
∂xu(s, Ss)dMs + Ãt,

Où Ã est un processus faible d’énergie nulle. En particulier, un argument de localisation

classique montre Que [Ã,M ] = 0. D’autre part, évidemment [Ã, V ] = 0 ; Par conséquent,
par linéarité et Puisque la covariation des martingales locales est la convolution classique,
le résultat suit.�

Définition 1.3.3. (Fonctionnalités de conservation de la limite)
Définir B comme ensemble de non anticipatif Les fonctions F telles que pour chaque sous-
ensemble compact K de U , ChaqueR > 0 il existe une constante CK,R tel que :

∀t ≤ T, ∀(x, υ) ∈ D([0, t],K)× St, sup
s∈[0,t]

| υ(s) |< R⇒| Ft(x, υ) |< CK,R. (1.15)

En particulier si F ∈ B, il est "localement" délimité au voisinage d’un chemin donné i.e.

∀(x, υ) ∈ Ut × St, ∃C > 0, η > 0, ∀t ∈ [0, T ],∀(x′, υ′) ∈ Ut × St,

d∞((xt, υt), (x′, υ′)) < η ⇒ ∀t ∈ [0, T ], | Ft(x′, υ′) |≤ C (1.16)

1.3.2 La décomposition pour fonctions C
1
2 +γ,1

Si, dans la proposition 1.3.3, D est un processus de Dirichlet il est de classe C
1
2 +γ,1, γ > 0,

puis les résultats de la Proposition 1.3.3 et du corollaire 1.3.1 peuvent être mieux précisés.
Alors, c’est possible pour montrer que les processus de Dirichlet sont stables à travers les

transformations C
1
2 +γ,1, γ > 0.
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Proposition 1.3.4. Soit (Ds)s>0 un processus (Fs)-Dirichlet avec la décomposition (1.9).
l’énoncé de la proposition 1.3.3 tient

BD : C
1
2 +γ,1(R+ × Rn)→ CF (R+ × Ω;Rn)

Remplissant les propriétés a), b) et

c) si u ∈ C
1
2 +γ,1(R+ × Rn) puis (BD(u)s) est un processus de variation quadratique nulle.

Preuve. Les points a) et b) suivent de la même manière que pour la décomposition de C0,1.
Afin d’établir la propriété c), nous procédons à l’utilisation de la bilinéarité de la covariation.

nous montrera en effet que BD(u) est un processus de variation quadratique nulle. Nous
opérons avec le bilinéarité du processus de covariation et nous évaluons

(i) [u(·, D), u(·, D)],

(ii) [u(·, D),
∫ ·

0 ∂xu(r,Dr)dMr],

(iii) [
∫ ·
0 ∂xu(r,Dr)dMr,

∫ ·
0 ∂xu(r,Dr)dMr].

comme suit.
(i) Nous appliquons la Proposition 1.3.2 pour obtenir cela

[u(·, D), u(·, D)]s =
∫ s

0
∂xu(s,Dr)d[D,D∗]r∂xu(r,Dr)∗.

(ii) Réglage Nt =
∫ s

0 ∂xu(r,Dr)dMr, remarque 1.3.3 implique que (N,D) a tous ses rapports
mutuels supports ; donc encore, la proposition 1.3.2 implique que :

[u(·, D), N∗]s =
∫ s

0
∂xu(r,Dr)d[D,N∗]r.

D’autre part, par la remarque 1.3.3

[D,N∗]t = [M,N∗]s =
∫ s

0
∂xu(r,Dr)d[M,M∗]r∂xu(r,Dr)∗.

(iii) Le fait que la covariation de semimartingales coïncide avec la covariation classique
donne[ ∫ ·

0
∂xu(r,Dr)dMr,

∫ ·
0
∂xu(r,Dr)dMr

]
s

=
∫ s

0
∂xu(r,Dr)d[M,M∗]r∂xu(r,Dr)∗.

Enfin, par remarque 1.3.3 et la décomposition, nous obtenons cela

[D,D∗] = [M,M∗].

La bilinéarité de la covariation permet maintenant de conclure.
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Chapitre 2

calcul stochastique par les
processus de Dirichlet

2.1 Fonctions des processus Dirichlet

La fonction f(t, x) doit être différenciable par rapport À x dans un sens "presque partout",
nous commençons par définir

diff(f) = {(t, x) ∈ R+ × R : f(t, x) est différentiable en x}. (2.1)

Nous définissons également le sous-ensemble de R+ × R à laquelle f(t, x) est différentiable
par rapport à x dans un sens assez fort.

diffC(f) =
{

(t, x) : lim
s→t
y,z→x

(f(s, z)− f(z, y))/(z − y) existe
}
⊆ diff(f). (2.2)

Ici, la limite est prise sur tous les s ∈ R+ et y, z ∈ R avec y 6= z. Alternativement, diffC(f)
st l’ensemble des points auxquels Dxf est continu.
Le résultat de la décomposition et le suivant :

Théorème 2.1.1. Soit X un processus de Dirichlet de décomposition X = Y + Z, où Y
est une Semimartingale et Z est un processus càdlàg adapté de variation quadratique . Soit
f ∈ D0 satisfait ∫

1{(t,Xt)6∈diff(f)}d[X]ct = 0 (2.3)∫ ∫
1{(t,x)6∈diffC(f),P(Xt=x)>0} | dtf(t, x) | dx = 0, (2.4)



32
CHAPITRE 2. CALCUL STOCHASTIQUE PAR LES PROCESSUS DE

DIRICHLET

alors

f(t,Xt) =
∫ t

0
Dxf(s,Xs−)dYs + Vt, (2.5)

où V est un processus de variation quadratique continue nulle .

Pour prouver ce théoréme on a besoin de la série des lemmes ci-dessous.
L’équation (2.3) est trivialement satisfaite chaque fois que f est indépendant du temps .
Pour tout processus X et une partition stochastique P de R+, nous utilisons δpkX ≡ Xτp

k
−

Xτp
k−1

, donc l’expression

[X,Y ]pt ≡
∞∑
k=1

(Xτp
k
∧t −Xτp

k−1∧t
)(Yτp

k
∧t − Yτp

k−1∧t
). (2.6)

peut être écrite comme

[X,Y ]pt =
∑
k>0

δpkX
tδpkY

t.

Ici, Xt désigne le processus arrêté
Xt
s ≡ Xs∧t. Supposons maintenant que X, Y sont des processus càdlàg et S ⊆ R+ × Ω est

un ensemble bi-mesurable contenant seulment quelques instants finis dans chaque intervalle
de temps borné ( pour chaque ω ∈ Ω). Dans le but d’éliminer les points de discontinuité de
X et Y , on a besoin de limite suivante

lim
|P |→0

∞∑
k=1

1{]τp
k−1,τ

p
k

]∩S 6=φ}δ
p
kX

tδpkY
t =

∑
s≤t
1{s∈S}∆Xs∆Ys. (2.7)

Cela découle du fait que le côté gauche se réduit à une somme finie avec un terme pour
chaque instant dans ]0, t] ∩ S, et la convergence est presque sûrment uniforme sur des
intervalles de temps finis. Donc, définissez S pour être la collection de sous-ensembles bi-
mesurables de R+ ×Ω qui ne contiennent que plusieur instants finis dans chaque intervalle
de temps bornés (pour tout ω ∈ Ω). En fait, S peut être exprimé comme suit

S =
{ ∞⋃
n=1

[τn] : τn : Ω→ R+ ∪ {∞} sont mesurables et τn ↑ ∞
}
. (2.8)

Pour toute partition P et tout S ∈ S et t > 0 , on note [P, S, t] l’ensemble (aléatoire) des
k ∈ N tel que τpk < t et ]τpk−1, τ

p
k ] ∩ S est vide. En utilisant cette notation, on donne une

condition suffisante pour que [X,Y ]c = 0 soit satisfaite.
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Lemme 2.1.1. Soit X et Y deux processus càdlàg tel que X a une variation quadratique
continue nulle et [Y ] existe, alors la covariaion [X,Y ] existe et satisfait [X,Y ]c = 0.

Pour démontrer ce lemme, on a besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 2.1.2. Soit X et Y deux processus càdlàg adaptés tels que

inf
S∈S

lim sup
|P |→0

P
( ∑
k∈[P,S,t]

| δPKXδPKY |> ε

)
= 0 (2.9)

pour tous t, ε > 0. La limite est prise comme P en parcourant toutes les partitions de R+,
alors, la covariation quadratique [X,Y ] existe et [X,Y ]c = 0

Preuve. Tout d’abord, notons que pour chaque SinS et t > 0,∑
s<t

| ∆Xs∆Ys |≤
∑

s∈S,s<t
| ∆Xs∆Ys | + lim inf

|P |→0

∑
k∈[P,S,t]

| δPk XδPk Y | .

Par l’équation (2.9), le côté droit de cette expression doit, avec la probabilité 1, être fini pour
tout S ∈ S. Par conséquent, le processus à variation localement finie At =

∑
s≤t ∆Xs∆Ys

est bien défini.
montrons que [X,Y ] = A. Considérons l’identité suivante :

[X,Y ]Ps −As =
∞∑
k=1

1{]τp
k−1,τ

p
k

]∩S 6=φ}δ
P
KX

sδPk Y
s −

∑
u∈S

∆Xs
u∆Y s

u

+
∞∑
k=1

1{]τp
k−1,τ

p
k

]∩S=φ}δ
P
k X

sδPk Y
s −

∑
u6∈S

∆Asu

La limite (2.7) dit que les deux premiers termes du côté droit disparaissent comme | P |
tend vers 0 (Uniformément sur tous s < t), ce qui donne

lim sup
|P |→0

P
(

sup
s<t
| [X,Y ]Ps −As |≥ ε

)

≤ lim sup
|P |→0

P

( ∑
k∈[P,S,t]

| δPk XδPKY |≥ ε/2
)

+ P
( ∑
s 6∈S,s<t

| ∆As |≥ ε/2
)

pour tous t, ε > 0.Comme A est càdlàg et mesurable, S peut augmenter pour inclure tous
les temps de saut de A dans la limite, donc le dernier terme du côté droit peut être arbi-
trairement petit. En outre, par la condition du lemme, le premier terme peut également être
aussi petit que l’on veut. �
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Cela conduit à la condition nécessaire et suffisante suivante pour un processus à avoir une
variation quadratique continue nulle.

Lemme 2.1.3. Soit X un processus càdlàg.X est à variation quadratique continue nulle si
et seulement si

inf
S∈S

lim sup
|P |→0

P
( ∑
k∈[P,S,t]

(δPk X)2 > ε
)

= 0 (2.10)

pour tous t, ε > 0.

Preuve. Si 2.10 est satisfait, alors le lemme (2.1.2) avec Y = X donne le résultat.
Réciproquement, supposons que X est à variation quadratique continue nulle et considérons
l’identité suivante,

∑
k∈[P,S,t]

(δPk X)2 = [X]Pτ −
∑
s≤τ

(∆Xs)2 +
∑

s 6∈S,s≤τ
(∆Xs)2

+
∑

s∈S,s≤τ
(∆Xs)2 −

∑
τP
k
<t

1{]τP
k−1,τ

P
k

]∩S 6=φ}(δ
P
k X)2

Ici, τ est le maximum des temps d’arrêt τPk satisfaisant τPk < t.Comme X a une variation
quadratique continue nulle, les deux premiers termes du côté droit convergent vers zéro en
probabilité quand |P | tend vers à 0. Ansi, la limite de (2.7) montre que les deux derniers
termes disparaissent, cela donne

lim sup
|P |→0

P

( ∑
k∈[P,S,t]

(δPk X)2 > ε

)
≤
( ∑
s 6∈S,s<t

(∆Xs)2 ≥ ε
)
.

Le résultat vient en notant que nous pouvons augmenter S de telle sorte qu’elle contienne
touts les instants de saut de X à la limite.�

Le lemme 2.1.1 est une conséquence simple des lemmes 2.1.2 et 2.1.3.

Preuve. du lemme 2.1.1. Pour S ∈ S, t > 0 et une partition P , l’inégalité de Cauchy-
Schwarz donne

∑
k∈[P,S,t]

| δPk XδPk Y |≤
( ∑
k∈[P,S,t]

(δPk X)2
)1/2( ∑

τP
k
<t

(δPk Y )2
)1/2
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Comme la variation quadratique [Y ] est bien définie, nous pouvons prendre des limites quand
|P | → 0,

lim sup
|P |→0

P
( ∑
k∈[P,S,t]

| δPk XδPKY |> ε
)

≤ lim sup
|P |→0

P
(
[Y ]t

∑
k∈[P,S,t]

(δPk X)2 ≥ ε2)

≤ lim sup
|P |→0

P
(
K

∑
k∈[P,S,t]

(δPk X)2 ≥ ε2)+ P([Y ]t > K)

Pour tous ε,K > 0. Comme X a une variation quadratique continue nulle, le lemme 2.1.3
montre que le premier terme sur le côté droit de cette inégalité tend vers 0 si on prend la
borne inférieure sur tous les S ∈ S. Donc, en prenant la limite quand K →∞, on voit que
le deuxième terme sur le côté droit disparaît également. Donc le résultat est démontré suite
au lemme 2.1.2. �

Le reste de cette section est consacré à la démonstration du théorème 2.1.1. Soit V le
processus apparaissant sur le côté droit de (2.5),

Vt ≡ f(t,Xt)−
∫ t

0
Dxf(s,Xs−)dYs.

Il faut montrer qu’il s’agit d’un processus à variation quadratique continue nulle, et l’ap-
proche utilisée consiste à diviser δPk V en parties séparées,

δPk V = (f(τPk , XτP
k

)− f(σ,XτP
k

) + f(σ,XτP
k−1

)− f(τPk−1, XτP
k−1

) (2.11)

+
(
ζσδ

P
k X −

∫ τPk

τP
k−1

Dxf(t,Xt−)dYt (2.12)

+ (f(σ,XτP
k

)− f(σ,XτP
k−1

)− ζσδPk X). (2.13)

Ici, σ est un temps d’arrêt choisie de façon appropriée dans l’intervalle [τPK−1, τ
P
K ] et ζ est

un processus simple et prévisible qui, par définition, sont des combinaisons linéaires des
processus de la forme A1{t>τ} pour les temps d’arrêt τ et des varibles aléatoires bornées A,

Fτ -mesurables .
En utilisant le lemme 2.1.3, nous montrons que la contribution de chacun des trois termes
du côté droit de (2.11) à la partie continue de la variation quadratique de V peut être
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arbitrairement petite (en choisissant de manière appropriée σ et ζ).
Nous commençons par montrer que la contribution à la partie continue de la variation
quadratique provenant du premier terme sur le côté droit de (2.11) est nulle. L’idée est de
faire lisser les incréments de temps de f en utilisant l’identité suivante :

g(y) = 1
a

∫ y

y−a
((a− y + x)g′(x) + g(x))dx, (2.14)

qui est une application d’intégration par parties et s’applique à toute fonction absolument
continue g et tout a > 0.

Lemme 2.1.4. Soit X un processus càdlàg et soit f ∈ D0 satisfaisant (2.3). Alors, pour
tout t > 0,

ess inf
S∈S

lim sup
|P |→0

∑
k∈[P,S,t]

sup
s∈[τP

k−1,τ
P
k

]
(f(τPk , Xs)− f(τPK−1, Xs))2 = 0

Preuve. Pour tout u < υ ∈ R+ et x ∈ R, on utilis la notation suivante :

δu,υf(x) ≡ f(υ, x)− f(u, x).

Alors pour tout a > 0, en remplaçant g(x) = (δu,υf(x))2 dans (2.14), on trouve

(δu,υf(y))2 = 1
a

∫ y

y−a
(2(a− y + x)(δu,υDxf(x))δu,υf(x) + (δu,υf(x))2)dx

= 1
a

∫ y

y−a

∫ υ

u
(2(a− y + x)δu,υDxf(x) + δu,υf(x))dtf(t, x)dx.

Pour toute S ∈ S, il s’ensuit que si hP,Sa (u, x) est une fonction (aléatoire)

hP,Sa (u, x) = 1
a

∞∑
k=1

1{τP
k−1<u<τ

P
k
}1{]τP

k−1,τ
P
k

]∩S=φ} sup
S∈[τP

k−1,τ
P
K ]
1{x∈(Xs−a,Xs)}

× |2(a−Xs + x)δτp
k−1,τ

p
k
Dxf(x) + δτp

k−1,τ
p
k
f(x)|,

Alors

APS ≡
∑

k∈[P,S,t]
sup

s∈[τp
k
,τp
k−1]

(δτp
k−1,τ

p
k
f(Xs))2 ≤

∫ ∞
−∞

∫ t

0
hP,Sa (s, x)|dsf(s, x)|dx.
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Sans perte de généralité, on peut supposer que f(t, x) est Lipschitz continu en x avec le
coefficient K, auquel cas on à

lim sup
|P |→0

|hP,Sa (s, x)| ≤ 1{s 6∈S}ga(s, x),

ga(s, x) ≡ 1{XS−∧XS−a≤x≤XS−∨XS}

× (4K1{(s,x)6∈diffC(f)} + a−1|∆sf(s, x)|),

où ∆sf(s, x) ≡ f(s, x)− f(s−, x). Ainsi, par le théorem de la convergence bornée,

lim sup
|P |→0

APS ≤
∫ ∞
−∞

∫ t

0
1{s 6∈S}ga(s, x)|dsf(s, x)|dx.

Comme S ∈ S peut être augmenté pour inclure (dans la limite) tous les temps où f(s, x)
ou Xn n’est pas continu,

ess inf
S∈S

lim sup
|P |→0

APS ≤ 2K
∫ ∞
−∞

∫ t

0
1{XS−a≤x≤XS ,(s,x) 6∈diffC(f)}|dsf(s, x)|dx.

Aussi, a peut être choisi arbitrairement petit, donc

ess inf
S∈S

lim sup
|P |→0

APS ≤ 2K
∫ ∞
−∞

∫ t

0
1{x=Xs,(s,x)6∈diffC(f)}|dsf(s, x)|dx.

Enfin, (2.3) montre que le côté droit a une espérence nulle, donc il doit étre presque sûrement
égal à 0.�

Nous associons maintenant la contribution à la partie continue de la variation quadratique
de V à partir du deuxième terme sur le côté droit de (2.11).
Le processus prévisible ηs ci-dessous sera choisi pour être égal à Dxf(s,Xs−).

Lemme 2.1.5. Soit X = Y +Z, où Y est une semimartingale et Z est un processus càdlàg
adapté de variation quadratique continue nulle. Soit η processus uniformément borné et
prévisible et soit ζ un processus prévisible simple, posons :

BP
K ≡ sup

s∈[τp
k−1,τ

p
k

]

∣∣ζsδPk X − ∫ τp
k

τp
k−1

ηudYu
∣∣
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pour toutes partition P de R+. Alors

inf
S∈S

lim sup
|P |→0

P
( ∑
k∈[P,S,t]

(BP
k )2 ≥ ε

)
≤ P

( ∫ t

0
(ζ − η)2d[Y ] ≥ ε

)

pour tous t, ε > 0

Preuve. Tout d’abord, comme ζ est prévisible simple, il est constant par morceaux et il n’y
a qu’un nombre fini d’instants où il n’est pas continu. Nous pouvons donc restreindre les
S ∈ S qui contiennent tous les temps de discontinuité ζ. Dans ce cas, pour tout k ∈ [P, S, t]
et s ∈ (τpk−1, τ

p
k ], on a ζs = ζτp

k
. Donc pour k ∈ [P, S, t],

±BP
k = ζτp

k
δPk Z + (ζτp

k
δPk Y −

∫ τp
k

τp
k−1

ηsdYs)

= ζτp
k
δPk Z + δPk U,

où U est le processus U =
∫

(ζ − η)dY . Donc, l’inégalité triangulaire donne

( ∑
k∈[P,S,t]

(Bp
k)2
)1/2

≤ K
( ∑
K∈[P,S,t]

(δPKZ)2
)1/2

+
( ∞∑
k=1

(δPKU t)2
)1/2

, (2.15)

où K est une borne supérieure pour |ζ|. Comme Z a une variation quadratique continue
nulle, le lemme 2.1.3 donne

inf
S∈S

lim sup
|P |→0

P
( ∑
k∈[P,S,t]

(δPk Z)2 ≥ ε
)

= 0

pour tout ε > 0. Enfin, en utilisant la définition de la variation quadratique, le dernier terme

sur le côté droit de l’inégalité (2.15) converge en probabilité vers [U ]t =
∫ t

0(ζ−η)2d[Y ] quand
|P | → 0, ce qui achéve la démenstration du lemme. �
Nous passons maintenant au troisième terme sur le côté droit de 2.11. Cela nécessitera un
choix approprié de σ ∈ [τpk−1, τ

p
k ]. Plus précisément, pour tout partition P , nous choisirons

les temps d’arrêt (σpk)k∈N satisfaisant

τpk−1 ≤ σ
p
k ≤ τ

p
k−1, (2.16)

σpk > τpk−1quandτ
p
k > τpk−1, (2.17)
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pour chaque k. Une fois ces temps choisis, ils définissent une nouvelle partition P̃ donnée par

τ p̃k =

 τpk/2, Si k estpair ;
σp(k+1)/2, Si k estimpair.

Le choix de σPk sera faite avec l’aide du lemme suivant, dont la preuve utilise le théorème
de section facultative ([4], ouIV.84[17], théorème 4.7).

Lemme 2.1.6. Soient X un processus de Dirichlet, et ξ est un processus optionnel positif
uniformément borné par certain K ∈ R+.Pour chaque partition P , posons

DP
K ≡ ξσp

k
((Xτp

k
−Xσp

k
)2 + (Xσp

k
−Xτp

k−1
)2).

Alors, pour tout δ > 0, nous pouvons choisir les temps d’arrêt σpk satisfaisant les inégalités
(2.16) telle que

inf
S∈S

lim sup
|P |→0

( ∑
k∈[P,S,t]

Dp
k ≥ ε

)
≤ P

( ∫ t

0
(K1{|ξs|>δ} + δ)d[X]cs ≥ ε

)

pour tous t, ε > 0

Preuve. D’abord, soit X = Y + Z telle que Y est martingale locale continue et Z est un
processus a variation quadratique fini nulle.Posons

APK ≡ ξσp
k
((Yτp

k
− Yσp

k
)2 + (Yσp

k
− Yτp

k−1
)2)

BP
K ≡ ξσp

k
((Zτp

k
− Zσp

k
)2 + (Zσp

k
− Zτp

k−1
)2).

Soit S ∈ S l’inégalité triangulaire donne

( ∑
k∈[P,S,t]

DP
k

)1/2 ≤
( ∑
τp
k
<t

Apk
)1/2 +

( ∑
k∈[P,S,t]

BP
k

)1/2
≤

( ∑
τp
k
<t

Apk
)1/2 +

(
K

∑
k∈[P̃ ,S,t]

(δP̃k Z)2)1/2,
où P̃ est la partition définie par (2.1) . Si nous choisissons un ε′ < ε et on pose ε′′ =

K−1(
√
ε−
√
ε′)2, cela donne

P
( ∑
k∈[P,S,t]

DP
k ≥ ε

)
≤ P

(∑
τp
k

Apk ≥ ε
′)+ P

( ∑
k∈[P̃ ,S,t]

(δP̃k Z)2 ≥ ε′′
)
.
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Comme Z a une variation quadratique continue nulle, le lemme 2.1.3 dit que le second
terme du côté droit disparaît si on laisse |P | tend vers zéro et prendre la borne inférieure
les S ∈ S, ce qui donne

inf
S∈S

lim sup
|P |→0

P
( ∑
k∈[P,S,t]

DP
k ≥ ε

)
≤ lim sup
|P |→0

P
( ∑
τp
k
<t

Apk ≥ ε
′). (2.18)

Cela simplifie le problème du cas d’une martingale locale continue.
Nous faisons maintenant un choix pour les temps d’arrêt σPk . Pour toute partition P et

k ∈ N, L’ensemble des instants s ∈ (τpk−1, τ
p
k ] tel que ξs ≤ δ est optionnnel. Ainsi, par le

théorème de la section optionnelle, les temps d’arrêt δpk peuvent être choisis de telle sorte

que les inégalités (2.16) soient satisfaites, ξσP
k
≤ δ quand σPk < τPk et

P(σPk < τPk ) ≥ P(∃s ∈ (τPk−1, τ
P
k ) telque ξs ≤ δ)− 2−k|P |.

Il s’ensuit que

P(ξσp
k
> δ) ≥ P(∀s ∈ (τPk−1, τ

P
k ], ξs > δ) + 2−k|P |.

En outre, nous pouvons définir les temps d’arrêt

σ̃PK = inf{s ∈ (τPk−1, τ
P
k ] : ξs ≤ δ} ∪ {τPk }.

Par le choix de σPk et σP̃k , Les résiltat suivant est vérifié en dehors d’un ensemble de proba-

bilité au plus, 2−k|P | :

Apk ≤ δ((YτP
k
− YσP

k
)2 + (YσP

k
− YτP

k−1
)2) +K1{σP

k
=τP

k
}(YτP

k
− YτP

k−1
)2

≤ δ((δP̃2kY )2 + (δP̃2k−1Y )2) +K(Y
σP̃
k
− YτP

k−1
)2

= δ(δP̃2kY )2 + δ(δP̃2k−1Y )2 + 2K
∫ σP̃k

τP
k−1

(Ys − Yτp
k−1

)dYs +K

∫ σP̃k

τP
k−1

d[Y ]s,

où P̃ est la partition définie par 2.1 . Notons que ξs > δ quand s ∈ (τPk−1, σ
P̃
k ), cette inégalité

donne

APk ≤ δ(δP̃2kY )2 + δ(δP̃2k−1Y )2 +K

∫ τPk

τP
k−1

1{ξs>δ}d[Ys] + 2K
∫ τPk

τP
k−1

αPs dYs (2.19)



2.1 Fonctions des processus Dirichlet 41

à l’extérieur d’un ensemble avec une probabilité d’au plus 2−k|P | et avec

αPs ≡
∞∑
k=1

1{s∈(τP
k−1,σ̃

P
k
}(Ys − YτP

k−1
).

La continuité de Y implique que αP → 0 Comme |P | → 0, donne La convergence bornée
pour l’intégration stochastique donne

sup
s<t

∣∣ ∫ s

0
αPu dYu

∣∣→ 0,

on la probabilité quand |P | → 0. En sommant l’inégalité 2.19 sur k et prenant la limite
quand |P | → 0 on trouve

lim sup
|P |→0

P
( ∑
τP
k
<t

APk ≥ ε′
)

≤ lim sup
|P |→0

P
(
δ
∑
τ P̃
k
<t

(δP̃k Y )2 +K

∫ t

0
1{ξs>δ}d[Y ]s > ε̃

)
+ lim sup
|P |→0

∞∑
k=0

2−k|P |

≤ P
( ∫ t

0
(δ +K1{ξs>δ})d[Y ]s ≥ ε̃

)
,

Où ε̃ est un nombre réel dans l’ordre 0 < ε̃ < ε′. Le résultat suit maintenant de la combi-
naison de cette inégalité (2.18) et de laisser ε̃ croit vers à ε.�

Nous utilisons le Lemme 2.1.6 pour localiser la contribution à la partie continue de la
variation quadratique de V venant du troisième terme sur le côté droit de (2.11).

Lemme 2.1.7. Soient X un processus de Dirichlet et f : R+ × R → R est càdlàg en t et
Lipschitz continu en x. On choisit un processus optionnel borné ζ et h > 0. Soit

ξs ≡ sup
0<|a|≤h

| (f(s,Xs + a)− f(s,Xs))/a− ζs | .

Aussi, pour chaque partition P , On pose

CPk ≡ f(σPk , XτP
k

)− f(σPk , XτP
k−1

)− ζσP
k
δPk X.

Alors, pour tout δ > 0, les temps d’arrêt σPk satisfaisant les inégalités (2.16) peuvent être
choisies de telle sorte que

inf
S∈S

lim sup
|P |→0

P
( ∑
k∈[P,S,t]

(CPk )2 ≥ ε
)
≤ P

(
2
∫ t

0
(1{ξs>δ}K

2 + δ2)d[X]cs ≥ ε
)
,
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pour tous t, ε > 0 où K ∈ R est une borne supérieure pour ξ.

Preuve. Notons d’abord que nous pouvons restreindre a aux nombres rationnels dans la
définition ξ, il est donc la borne supérieure d’un ensemble dénombrable de processus option-
nels et donc il est lui-même optionnel .
pour tout partition P , on pose

aPk ≡ XτP
k
−XσP

k
, bPk ≡ XτP

k−1
−XσP

k
.

Donc, on peut réécrire CPk comme

CPk = 1{aP
k
6=0}((f(σPk , XσP

k
+ aPk )− f(σPk , XσP

k
))/aPk − ζσP

k
)aPk

− 1{bP
k
6=0}((f(σPk , XσP

k
+ bPk )− f(σPk , XσP

k
))/bPk − ζσP

k
)bPk

En particulier, si|apk| et |b
p
k| sont à la fois plus petites que h, alors

|CPk | ≤ ξσP
k

(|XτP
k
−XσP

k
|+ |XσP

k
−XτP

k−1
|)

et donc
(CPk )2 ≤ BP

k ≡ 2ξ2
σP
k

((XτP
k
−XσP

k
)2 + (XσP

k
−XτP

k−1
)2). (2.20)

Donc, si nous supposons que S ∈ S comprennent tous les temps s pour lesquels |∆Xs| ≥ h,

alors l’inégalité (2.20) se tiendra chaque fois que |]τPk−1, τ
P
k |] ∩ S = φ et τPk < t pour toutes

les partitions suffisamment fines P . Par conséquent,

P
( ∑
k∈[P,S,t]

(CPk )2 ≥ ε
)
≤ P

( ∑
k∈[P,S,t]

BP
k ≥ ε

)

en limite quand |P | → 0. Le résultat suit maintenant en appliquant le lemme 2.1.6 avec 2ξ2

au lieu de ξ, 2K2 à la place de K, et 2δ2 au lieu de δ.�

Enfin, pour cette section, nous avons rassemblé les résultats des Lemmes 2.1.4, 2.1.5 et 2.1.7
pour prouver le théorème 2.1.1.

Preuve. (Théorème 2.1.1)
Par la condition du théorème, X = Y + Z pour une semimartingale Y et processus de va-
riation quadratique nulle Z. En utilisant la décomposition 1.14, on peut supposer que Y est
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continu, donc [Y ] = [X]c. Il doit être montré que V défini par 2.5 a une variation quadra-
tique continue nulle. Par localisation, on peut supposer que f(t, x) est Lipschitz continu en
x avec le coefficient L, plutôt que juste localement Lipschitzienne.
Soit η le processus prévisible ηs = Dxf(s,Xs−), qui est uniformément borné par L. On
choisit également un processus simple prévisible ζ tel que |ζ| ≤ L.Pour tout h > 0, on pose :

ζhs ≡ sup
0<|a|≤h

|(f(s,Xs + a)− f(s,Xs))/a− ζs|,

qui est bornée par 2L. En supposant que, pour chaque partition P , les temps d’arrêt σPk
satisfait les inégalités 2.16 ont été choisies, 2.11 nous permet d’écrire

δPk V = APk +BP
k + CPk ,

avec

APk = f(τPk , XτP
k

)− f(σPk , XτP
k

) + f(σPk , XτP
k−1

)− f(τPk−1, XτP
k−1

),

BP
k = ζσP

k
δPk X −

∫ τPk

τP
k−1

ηsdYs,

CPk = f(σPk , XτP
k

)− f(σPk , XτP
k

)− ζσP
k
δPk X,

où σpk sont des temps d’arrêt satisfaisant les inégalités 2.16. En particulier,

(δPk V )2 ≤ 3(APk )2 + 3(BP
k )2 + 3(CPk )2. (2.21)

Si P̃ est la partition définie par 2.1, alors le Lemme 2.1.4 avec P̃ au lieu de P donne

ess inf
S∈S

lim sup
|P |→0

∑
k∈[P,S,t]

(APk )2 = 0,

pour tout t > 0. Donc, en appliquant les Lemmes 2.1.5 et 2.1.7, respectivement, au second
et troisième termes sur le côté droit de 2.21, pour tout δ > 0, les temps d’arrêt σPk peuvent
être choisis de sorte que

ess infS∈S lim sup|P |→0P
(∑

k∈[P,S,t](δPk V )2 ≥ ε
)

(2.22)

≤ P
( ∫ t

0(ζ − η)2d[X]ct ≥ ε/3
)

(2.23)

+P
(
2
∫ t

0(1{ξhs>δ}4L
2 + δ2)d[X]cs ≥ ε/3

)
(2.24)
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pour tout ε > 0. Aussi, chaque fois que (s,Xs) ∈ diff(f), alors la définition de ξh donne

ξhs → |Dxf(s,Xs)− ζs|,

quand h → 0. Par (2.3), cette limite tient presque partout en ce qui concerne la mesure∫ t
0 .d[X]c. Combinant cela avec l’inégalité 1{ξh>δ} ≤ δ−2(ξh)2, on peut prendre des limites

quand h→ 0 dans l’inégalité (2.22),

ess inf
S∈S

lim sup
|P |→0

P
( ∑
k∈[P,S,t]

(δPk V )2 ≥ ε
)

≤ P
( ∫ t

0
(ζ − η)2d[X]c ≥ ε/3

)
(2.25)

+ P
(
2
∫ t

0
(4δ−2L2(Dxf(s,Xs)− ζs)2 + δ2)d[X]cs ≥ ε/3

)
. (2.26)

Comme les processus previsible simples génèrent la tribu previsible σ-algèbre, le lemme de
la classe monotone montre qu’il existe une séquence de processus simples prévisibles ζn

satisfaisant

P
( ∫ t

0
(ζns − ηs)2d[X]cs ≥ ε

)
→ 0,

qand n→∞ , ∀ε > 0.
De plus, si η est bornée par L, alors ζn peut être aussi choisi de telle sort qu’elle soit bornée
par L.Ainsi, nous pouvons remplacer X par Y dans la partie droite de l’inégalité (2.25) et
en passant à la limite, on trouve :

ess inf
S∈S

lim sup
|P |→0

P
( ∑
k∈[P,S,t]

(δPk V )2 ≥ ε
)

≤ P
(
2
∫ t

0
(4δ−2L2(Dxf(s,Xs)− ηs)2 + δ2)d[X]ct ≥ ε/3

)
= P(2δ2[X]ct ≥ ε/3).

Cette dernière égalité est satisfaite parce que ηs = Dxf(s,Xs) quand ∆Xs = 0.
Le résultat suit maintenant en laissant δ diminuer à 0 et en appliquant le Lemme 2.1.3.�



2.2 Fonctionnalités des processus de Dirichlet 45

2.2 Fonctionnalités des processus de Dirichlet

Un processus de Dirichlet, ou un processus d’énergie finie, sur un espace de probabilité filtré
(Ω,B,Bt,P) est un processus càdlàg adapté qui peut être représenté comme la somme d’une
semimartingale et un processus continu adapté avec une variation quadratique nulle selon
Subdivisions dyadiqus.
Soit Y (t) = X(t) + B(t) étre un processus Dirichlet défini une somme de semimartingale
X sur un espace de probabilité filtré (Ω,B,Bt,P) et B un processus continu adapté B avec
une variation quadratique nulle le long de la subdivision diadyque. On note [X] le processus
de variation quadratique associé à X, [X]c la partie continue de [X], et µ(dtdz) La mesure
aléatoire à valeur entière décrivant les sauts de X.
Soit A un processus adapté avec des chemins cadlag. Notont que A ne doit pas être une
Semimartingale.
Nous appelons

∏
n = {0 = tn0 < tn1 < . . . < tnk(n) = T} une subdivision aléatoire si le tni Sont

des temps d’arrêt par rapport à (Bt)t∈[0,T ].

Lemme 2.2.1. si F ⊂ F∞ il satisfait la propriété de la limite locale :
∀(x, υ) ∈ Ut × St, ∃C > 0, η > 0,∀t ∈ [0, T ],∀(x′, υ′) ∈ Ut × St

d∞((xt, υt), (x′t, υ′t)) < ∀t ∈ [0, T ], |Ft(x′t, υ′t)| ≤ C (2.27)

Définition 2.2.1. Une fonction non anticipative F est censée avoir la propriété Lipschitz
locale horizontale si et seulement si :
∀(x, υ) ∈ Ut × St,∃C > 0, η > 0,∀t1 < t2 ≤ T, ∀(x′, υ′) ∈ Ut1 × St1,

d∞((xt1, υt1), (x′, υ′)) < η ⇒| Ft2(x′t1,t2−t1, υ′t1,t2−t1)− Ft1((x′t1, υ′t1)) |< C(t2 − t1) (2.28)

Proposition 2.2.1. (Changement de formule variables pour les processus de Dirichlet)
Soit

∏
n = {0 = tn0 < tn1 < . . . < tnk(n) = T} . Une suite de subdivision aléatoires de [0, T ]

tel que

(i) X a une variation quadratique finie sur
∏
n et B a une variation quadratique nulle le

long de
∏
n presque surement ,

(ii) supt∈[0,T ]−
∏
n
|Y (t)− Y (t−)|+ |A(t)−A(t−)| −→n−→∞ 0 P− p.s

Alors, il existe Ω1 ⊂ Ω avec P(Ω1) = 1 de sorte que pour toute fonction fonctionnelle

non anticipative F ∈ C1,2 satisfaisant
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1. F est prévisible dans la seconde variable au sens de

∀t ≤ T, ∀(x, υ) ∈ Ut × St, Ft(xt, υt) = Ft(xt, υt−) (2.29)

2. ∇2
xF et DF Satisfaire la propriété de la limite locale 2.27

3. F,∇xF∇2
xF ∈ F∞l

4. ∇xF A la propriété Lipschitz locale horizontale 2.28

L’égalité suivante s’accroche Ω1 pour tout t ≤ T :

Ft(Yt, At)− F0(Y0, A0) =
∫

]0,t]
DuF (Yu−, Au−)du+

∫
]0,t]

1
2 tr[∇

2
xFu(Yu−, Au−)d[X]c(u)]

∫
]0,t]

∫
Rd

[Fu(Y z
u−, Au−)−Fu(Yu−, Au−)−z∇xFu(Yu−, Au−)]µ(du, dz)

+
∫

[0,t]
∇xFu(yu−, Au−)dY (u) (2.30)

Où le dernier terme est l’intégrale Follmer

∫
]0,T ]
∇xFt(xt−, υt−)dπx = lim

n→∞

k(n)−1∑
i=0

∇xFtni (xn,∆x(tni )
tni −

, υntni −
)(x(tni+1)− x(tni )),

Le long de la subdivision
∏
n, défini pour ω ∈ Ω1 par :

∫
]0,t]
∇xFu(Yu−, Au−)dY (u) = lim

n

k(n)−1∑
i=0

∇xFtni (Y n,∆Y (tni )
tni −

, Antni −
)(Y (tni+1)− Y (tni ))1]0,t](tni )

(2.31)
Où (Y n, An)sont les approximations constantes par morceaux le long de

∏
n ,

défini dans :

xn(t) =
K(n)−1∑
i=0

x(ti+1−)1[ti,ti+1)(t) + x(T )1{T}(t)

υn(t) =
K(n)−1∑
i=0

υ(ti)1[ti,ti+1)(t) + υ(T )1{T}(t), hni = tni+1 − tni

de plus L’intégrale de Follmer Par rapport à toute autre subdivision aléatoire vérifiant (i)(ii),

est presque certainement égal à 2.31
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Remarque 2.2.1. Notons que la convergence de 2.31 Tient sur un ensemble Ω1 qui peut
être choisi indépendamment du choix de F ∈ C1,2

Preuve. Soit (
∏
n) une suite de subdivisions aléatoires vérifiant (i) et (ii). Alors il existe

un ensemble Ω1 avec P(Ω1) = 1 de sorte que pour ω ∈ Ω1(X,A) est une fonction cadlag
et (i) − (ii) . est vérifiée trajectoriellement .En impliquant le théorème (2.5 dans [6]]) à
(Y (., ω), A(., ω)) le long de la subdivision

∏
n(ω) montre que 2.30 reste vraie sur Ω1.

Pour montrer l’indépendance de la limite dans 2.31 Par rapport à la subdivision choisie,

nous notons que si
∏2
n est une autre suite de subdivisions aléatoires satisfaisant (i)-(ii),

alors il existe Ω2 ⊂ Ω avec P(Ω2) = 1 de sorte qu’on peut appliquer le théorème 2.21 pour
ω ∈ Ω2 nous avons donc

∫
]0,t]
∇xFu(Yu−, Au−).dΠ2

Y (u) =
∫

]0,t]
∇xFu(Yu−, Au−).dΠY (u)

sur Ω1 ∩ Ω2. puisque P(Ω1 ∩ Ω2) = 1 Nous obtenons le résultat. �



48
CHAPITRE 2. CALCUL STOCHASTIQUE PAR LES PROCESSUS DE

DIRICHLET

2.3 Intégrale stochastique pour des processus de Dirichlet

Quelque abréviation

1. martingale additif fonctionnel (MAF)

2. additif fonctionnel (MA)

3. fonctionnel additif continu positif (PCAF)

4. Fonction additive continue (CAF)

5. p.s presque sûrement

Définition 2.3.1. (i) Une suite croissante (Fk)k ∈ N des sous-ensembles fermés de E
s’appelle un ε-imbriqué si

∪k∈ND(ε)Fk est ε̃
1/2
1 Dense dans D(ε),

où
D(ε)Fk := {u ∈ D(ε)|u = 0m− p.s. sur F ck}

et F ck := E \ Fk, k ∈ N.

(ii) Un ensemble N ⊂ E s’appelle ε-exceptionnel si N ⊂ ∩k∈NF ck Pour un ε-imbriqué
(Fk)k∈N.
Une propriété détient ε-quasi-presque partout (abrégé ε-q.pp.)si elle détient en dehors d’un
ensemble ε-exceptionnelle.
(iii)Un ε-q.pp. Définie La fonction u sur E est appelée ε- quasi continue si elle existe Un
ε-imbriqué (Fk)k∈N tel que u|Fk est continue pour tout k ∈ N. Dans ce cas, nous écrivons
u ∈ C({Fk}).)

Définition 2.3.2. Une forme Dirichlet (ε,D(ε)) s’appelle quasi-régulière si :
(i)Il existe un ε-imbriqué composé de sous-ensembles compacts de E.

(ii) Il existe un sous-ensemble ε̃1/2
1 -dense de D(ε) dont les éléments ont ε-quasi continue

m-versions.
(iii)Il existe un un ∈ D(ε), n ∈ N, ayant ε-quasi continue m-versions ũn, n ∈ N, et Un
ensemble ε-exceptionnel N ⊂ E tel que {ũn|n ∈ N} Sépare les points de E \N .
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Rappelons que tout martingale additive fonctionnel localement de carré intégrable M sur
I(ζ) admet une fonction de saut φ sur E∂ ×E∂ disparaissant sur diagonale tels que 4Mt =

φ(Xt−, Xt),t ∈]0, ζp[Pm−p.s. . Quand M ∈ M0 , nous pouvons élargit cette dituation en
remplaçant ]0; ζp[ avec ]0;∞[ en raison de la décomposition de Fukushima et combinaison du

théorème 5.2.1 et du lemme 5.6.3 dans [24]. Les mêmes prises d’affirmation pour M ∈M0
loc

emplacement.

Lemme 2.3.1. Soit φ une fonction de Borel sur E × E disparaissant sur la diagonale.
Supposons que

N(1E×E(|φ|2 ∧ |φ|))µH ∈ S

Alors, il existe une martingale locale additive fonctionnel purement discontinue K sur I(ζ)
tel que Kt −Kt− = φ(Xt−, Xt) pour tout t < ζ, Px−p.s. pour q.p. x ∈ E.

Preuve. L’hypothèse implique que le processus compensé

K
(2)
t :=

∑
0<s≤t

φ(Xs−, Xs)·1{|φ(Xs−,Xs)|>1}1{s<ζ}−
∫ t

0

∫
E
N(Xs, dy)φ(Xs, y)·1{|φ(Xs,y)>1|}dHs

Est une martingale local additive fonctionnel sur I(ζ), et que

At :=
∫ t

0

∫
E
N(Xs, dy)[φ(Xs, y)]2 · 1{|φ(Xs,y)|≤1}dHs

Est une fonctionnel additif continue positive. Maintenant, si N est un MAF localement de
carré intégrable avec fonction de saut ϕ, la formule

Φ(N)t :=
∫ t

0

∫
E
φ(Xs, y) · 1{|φ(Xs,y)|≤1}ϕ(Xs, y)N(Xs, dy)dHs

définit une FAC localement de variation finie, et

[Φ(N)t]2 ≤ 〈N〉t · At, 0 < t < ζ,

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Un résultat de Kunita (Prop. 2.4 dans [18] Maintenant

nous dit qu’il y a une martingale local additive fonctionnel K(1) tel que Φ(N) ≡ 〈K(1), N〉

pour tout N . une martingale local additive fonctionnel K := K(1) + K(2) réponds à la
demande .�
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Définition 2.3.3. Soit M est une martingale local additive fonctionnel de carré-intégrable
sur I(ζ) avec fonction de saut ϕ. Supposons que pour q.pp. x ∈ E, Px−p.s.

∫ t

0

∫
E

(ϕ̂21{|ϕ̂|≤1} + |ϕ̂|1{|ϕ̂|>1})(Xs, y)N(Xs, dy)dHs <∞ pour chaque t < ζ, (2.32)

où ϕ̂(x, y) := ϕ(x, y) + ϕ(y, x). On définit, Pm − p.s. sur [0, ζ[,

Λ(M)t := −1
2(Mt +Mt ◦ rt + ϕ(Xt, Xt−) +Kt) pourt ∈ [0, ζ[, (2.33)

où Kt est le MAF local purement discontinu sur I(ζ) avec

Kt −Kt− = −ϕ̂(Xt−, Xt) pour chaquet < ζ,Px − p.s. (2.34)

pour q.pp. x ∈ E.

Remarque 2.3.1. i La condition 2.32 n’est rien d’autre que N(1E×E(|ϕ̂|2 ∧ |ϕ̂|))µH ∈ S.
En particulier, la condition 2.32 est satisfaite par la fonction de saut de tout élément
deM0.

ii Il résulte du théorème (2.13 dans [34]) que t 7−→ Λ(M)t est continue sur [0, ζ[. Il
est alors clair de la définition que Λ est un opérateur linéaire qui fait correspondre
chaque MAFs localement carré intégrable dans CAFs sur [0, ζ[, c’est à dire que
Λ(M)t = Λ(M)t ◦ rt Pm−p.s. sur {t < ζ}. En effet, −Kt :=

∑
s≤t ϕ̂(Xs−, Xs) −∫ t

0
∫
E ϕ̂(Xs, y)N(Xs, dy)dHs t < ζ Satisfaisant Kt = Kt ◦ rt Pm−p.s. sur {t < ζ} pour

un t > 0 fixé.

iii Si {Mn, n ≥ 1} est une suite de MAFs ayant une énergie finie convergente proba-
bilité vers M , alors il est facile de voir que Mn

t ◦ rt, ϕn(Xt−, Xt) = Mn
t − Mn

t− et

ϕn(Xt, Xt−) Converge vers Mt ◦ rt, ϕ(Xt−, Xt) = Mt −Mt− et ϕ(Xt, Xt−) en pro-
babilité, respectivement, sous Pm. Par conséquent, nous avons Λ(Mn)t converge vers
Λ(M)t en probabilité pour chaque t > 0.

iv Pour u ∈ F

Λ(Mu)t = −1
2(Mu

t +Mu
t ◦ rt + u(Xt−)− u(Xt)) = −1

2(Mu
t +Mu

t ◦ rt) = Nu
t

Pm−p.s. sur {t < ζ} pour chaque t ≥ 0 fixé. Puisque Λ(Mu)t et Nu
t sont continus en

t, nous avons Pm−p.s.

Λ(Mu)t = Nu
t pour tous t < ζ.
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En d’autres termes, Λ(M) coïncide sur [0, ζ[ avec Γ(M) défini par

Γ(Z)t = N
γ(Z)
t −

∫ t

0
γ(Z)(Xs)ds pour Z ∈M (2.35)

avec M = Mu pour u ∈ F . Nous allons montrer que Λ(M) défini ci-dessus coïncide
sur [0, ζ[ avec Γ(M) défini dans 2.35 lorsque M est un MAF d’énergie finie. Un AF
Z est dite pair (ou impair) si et seulement si Zt ◦ rt = Zt (ouZt ◦ rt = −Zt) Pm−p.s.

sur {t < ζ} pour tout t > 0. Pour un processus càdlàg Z avec Z0 = 0 et T > 0, on
définit

RTZt := (RTZ)t := ZT− − Z(T−t)− pour 0 ≤ t ≤ T,

avec la convention Z0− = Z0 = 0. Notont que RTZt ainsi défini est un processus
càdlàg en t ∈ [0, T ].

Lemme 2.3.2. Supposons que Z soit un càdlàg PrAF(Progressivement additif fonctionnel).
Alors, Pm−p.s.. Sur {T < ζ},

RTZt =

 Zt ◦ rT , si Z est pair

−Zt ◦ rT , si Z est impair
pour tout t ∈ [0, T ] (2.36)

Preuve. Soit Z être un càadlàg PrAF et soit T > 0. D’apres le Lemme suivant ,

Lemme 2.3.3. pout t, s > 0,

(i) θtrt+sω est s-équivalent à rsω si t+ s < ζ(ω) où s ≥ ζ(ω) ;

(ii) rtθsω Pré-t-équivalent à rt+sω. Est continu à s, alors rtθsω est t-équivalent à rt+sω.

on a

Zt ◦ rT = (ZT − ZT−t ◦ θt) ◦ rT = ZT ◦ rT − ZT−t ◦ rT−t, pour tout t < T. (2.37)

Lorsque Z est pair,

Zt ◦ rT = ZT − ZT−t = ZT− − Z(T−t)− = RTZt

Pm−p.s sur {T < ζ} Pour chaque 0 ≤ t ≤ T fixe. Puisque les deux côtés sont à droits
continus àdroits en t ∈ [0, T [, on a Pm−p.s . RTZt = Zt ◦ rT ∀t ∈ [0, T ]. Lorsque Z est un
AF impair de Z, (2.36) Peut être prouvé de manière similaire. �

Théorème 2.3.1. Pour un MAF M d’énergie finie, Λ(M) défini ci-dessus coïncide avec
Γ(M) défini dans 2.35, Pm−p.s. sur [0, ζ[.
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Preuve. Pour u ∈ F et 0 < t < T , puisque Nu est une CAF pair, par le lemme 2.36,

(Mu
t + 2Nu

t ) ◦ rt = (u(Xt)− u(X0) +Nu
t ) ◦ rT

= u(X(T−t)−)− u(XT−) +Nu
T− −Nu

(T−t)−

= Mu
(T−t)− −M

u
T−

= −RTMu
t .

Puisque (Mu
t + 2Nu

t ) ◦ rt et RTMu
t sont continues à droite en t, on a Pm−p.s. sur {T < ζ},

RTM
u
t = −(Mu

t + 2Nu
t ) ◦ rT , ∀ t ∈ [0, T ]. (2.38)

Pour u ∈ D(L) ⊂ F et u ∈ Fb, on définit Mt =
∫ t
0 v(Xs−)dMu

s , qui est un MAF d’énergie
finie.
Notons que, puisque u ∈ D(L),Nu

t = Lu(Xs)ds) est un processus continu de variation finie.
Pour chaque 0 < t < T fixé et n ≥ 1, on definit ti = it/n et si = T − t + ti. En utilisant
l’approximation standard de la somme de Riemann de l’intégrale d’Itô et du processus de
covariance [Mv,Mu], on a Pm−p.s. sur {T < ζ}

MT −MT−t + [Mv,Mu]T − [Mv,Mu]T−t

= lim
n→∞

(
n−1∑
i=0

v(Xsi)
(
Mu
si+1 −M

u
si

)
+
(
Mv
si+1 −M

v
si

)(
Mu
si+1 −M

u
si

))

= lim
n→∞

(
n−1∑
i=0

v(Xsi+1)
(
Mu
si+1 −M

u
si

)
+
(
Nv
si+1 −N

v
si

)(
Mu
si+1 −M

u
si

))

= lim
n→∞

n−1∑
i=0

v(Xsi+1)
(
Mu
si+1 −M

u
si

)

= lim
n→∞

n−1∑
i=0

v(XT−t+ti)
(
Mu
T−t+ti+1 −M

u
T−t+ti

)

= − lim
n→∞

(
n−1∑
i=0

v(Xti)
(
Mu
ti+1 −M

u
ti + 2Nu

ti+1 − 2Nu
ti

))
◦ rT

= −
(∫ t

0 v(Xs−)d(Mu
s + 2Nu

s )
)
◦ rT .

où, dans la troisième égalité, nous avons utilisé le fait que Nu a une énergie nulle, tandis
que dans la seconde à la dernière équation, nous avons utilisé l’égalité (2.38). Notons que
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l’intégrale stochastique pour Nu dans la dernière égalité est juste l’intégrale de Lebesgue-
Stieltjes puisque Nu est à variation finie.

Notons également que Xt = Xt−p.s. pour tout t > 0 fixé. Nous avons donc pour chaque
t < T fixe, Pm−p.s. sur {T < ζ},

RTMt +RT [Mv,Mu]t = −
(∫ t

0
v(Xs−)d(Mu

s + 2Nu
s )
)
◦ rT .

Puisque les deux côtés sont continus à droit en t ∈ [0, T ], on a Pm−p.s. sur {T < ζ}

RTMt +RT [Mv,Mu]t = −
( ∫ t

0
v(Xs−)d(Mu

s + 2Nu
s )
)
◦ rT pour tout t ∈ [0, T ]. (2.39)

Par le Théorèm((3.1) et (3.8) dans Nakao [[32]]),

∫ t

0
v(Xs−)dNu

s =
∫ t

0
v(Xs) ◦ dNu

s = Γ(M)t −
1
2〈M

v,c +Mv,j ,Mu,c +Mu,j〉t.

Il en résulte que Pm−p.s. sur {T < ζ}

RTMt + RT [Mv,Mu]t

= −(Mt + 2Γ(M)t − 〈Mv,c +Mv,j ,Mu,c +Mu,j〉t) ◦ rT

= −(Mt + 2Γ(M)t − 〈Mv,c +Mu,c〉t − 〈Mv,j ,Mu,j〉t) ◦ rT ∀t ≤ T.

Rappelons que

[Mv,Mu]t = 〈Mv,c,Mu,c〉t +
∑
s≤t

(Mv
s −Mv

s−)(Mu
s −Mu

s−)

= 〈Mv,c,Mu,c〉t +
∑
s≤t

(v(Xs)− v(Xs−))(u(Xs)− u(Xs−)).

Prenons t = T et notons que Γ(M) et 〈Mv,c, Nv,c〉 sont continus même AFs, on a à partir
de ce qui précède que Pm−p.s. sur {T < ζ},

Γ(M)t = −1
2(Mt +Mt ◦ rt + v(XT )(v(Xt−)− v(Xt)) +Kt),

où
Kt =

∑
s≤t

(v(Xs)− v(Xs−))(u(Xs)− u(Xs−))− 〈Mv,j ,Mu,c〉t
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est le MAF purement discontinu avec Kt − Kt− = (v(Xt) − v(Xt−))(u(Xt) − u(Xt−)).
constatons Mt −Mt− = ϕ(Xt−, Xt), oùϕ(x, y) = v(x)(u(y)− u(x)), et que

Kt −Kt− = −ϕ(Xt−, Xt)− ϕ(Xt, Xt−).

Cela montre que Γ(M)t = Λ(M)t Pm−p.s. sur {T < ζ} pour tout t ≥ fixe . Comme les deux
processus sont continus en t ∈ [0, ζ[, on a Pm−p.s..

Γ(M) = Λ(M) sur[0, ζ[,

pour un MAF M de la forme Mt =
∫ t

0 v(Xs−)dMu
s avec u ∈ D(L) et v ∈ Fb.Par le Lemme

(5.4.5 dans [[23] ]), tels MAF forment un sous-ensemble dense dans l’espace des MAFs
ayant une énergie finie. Ainsi, par le lemme (3.1 à Nakao [[32]] et la remarque 3.3 (iii)),
nous avons pour un MAF M général d’énergie finie, Pm−p.s. Γ(Mt) = Λ(M)t sur {0, ζ}, il
en résulte que Pm−p.s. pour tout t ≥ 0 fixé. Puisque les deux processus sont continus dans
t ∈ [0, ζ[ il en résulte que Γ(M) = Λ(M) sur[0, ζ[ Pm−p.s. .�

Théorème 2.3.2. Soit M un MAF localement de carré intégrable avec une fonction de
saut ϕ. Supposons que ϕ satisfait la condition (2.32). Alors pour tout t > 0, Pm−p.s.sur
{t < ζ},

lim
n→∞

n−1∑
l=0

(Λ(M)(l+1)t/n − Λ(M)lt/n)2 = 0, (2.40)

où la convergence est en probabilité par rapport à Pxm.p.s .x ∈ E

Preuve. Par Γ(z)t = N
γ(Z)
t −

∫ t
0 γ(Z)(Xs)ds pour Z ∈ M et Théorème 2.3.1, 2.40 tient

clairement lorsque M est un MAF d’énergie finie. Pour un MAF M , localement de carréin-
tégrable, il existe une suite croissante d’ensembles compacts {Fk, k ≥ 1 avec ∩∞k=1(E \ Fk)
Ayant une capacité nulle telle que 1Fk ∗M est un MAF ayant une énergie MAF finie pour
chaque k ≥ 1, et donc 2.40 est vérifier avec 1Fk ∗M à la place de M . ∀k ≥ 1

Λ(M)t = Λ(1Fk ∗M)t −
1
2K

k
t Pm−p.s. sur [0, τFk [,

où Kk
t est un MAF local purement discontinu sur I(ζ) avec. Kk

t −Kk
t− = 1F c

k
(Xt−)ϕ(Xt−, Xt)+

1F c
k
(Xt)ϕ(Xt, Xt−), t < ζ. puisque 1Fk ∗M ∈M0, on a

∫
E
N(1Fk×Eϕ

2)dµH =
∫
E
N(1E×Fkϕ

2)dµH <∞.
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Par conséquent, par le Lemme 2.32 nous avons l’existence d’une martingale locale purement
discontinue sur I(ζ) avec des sauts donnés par 1Fk(Xt−)ϕ(Xt−, Xt)+1Fk(Xt)ϕ(Xt, Xt−),t <

ζ. Donc on obtient l’existence de tels Kk
t . puisque est donné le support carré de Kk estt

donné par ∑
s≤t
1F c

k
(Xs−)ϕ2(Xs−, Xs) + 1F c

k
(Xs)ϕ2(Xs, Xs−),

et il disparaît à t < τFk , Nous avons pour tout t > 0 fixé,

lim
n→∞

n−1∑
l=0

(Λ(M)(l+1)t/n − Λ(M)lt/n)2 = 0 Pm−p.s. sur {0 < τFk}

En passant à la limite lorsque K ↑ ∞ cela donne 2.40 .�

Nous sommes maintenant en mesure de définir les intégrales stochastiques avec Λ(M) comme

intégrateur. Notez que pour f ∈ Floc, Mf,c est bien défini. De plus, pour f ∈ Floc et une
MAF local et de carré-intégrable M

t 7→ (f ∗M)t :=
∫ t

0
f(Xs−)dMs

est un MAF local est de carré-intégrable

Définition 2.3.4. (Intégrale stochastique)
Supposons queM est unMAF localement de carré intégrable et f ∈ Floc. Soit ϕ : E∂×E∂ →
R est une fonction de saut pourM , et supposer que ϕ satisfait la condition (2.32). On définit
l’intégral stochastique sur [0, ζ[ par,

∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s

:= Λ(f ∗M)t −
1
2〈M

f,c,M c〉t + 1
2

∫ t

0

∫
E

(f(y)− f(Xs))ϕ(y,Xs)N(Xs, dy)dHs, (2.41)

chaque fois que Λ(f ∗M) est bien définie et le troisième terme dans le côté droit de (2.41)
est absolument convergent.

Remarque 2.3.2. (i) Voici quelques conditions suffisantes pour chaque terme du côté droit
de 2.41 pour être bien défini. En plus des conditions de la définition (2.3.4), nous supposons
que Pm − p.s.
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∫ t

0

∫
E∂

(f(Xs)− f(y))2N(Xs, dy)dHs <∞, ∀ t < ζ (2.42)

et cela que ∫ t

0

∫
E
ϕ(y,Xs)2N(Xs, dy)dHs <∞, ∀t < ζ. (2.43)

Alors, les premier et le troisième termes du côté droit de (2.41) sont bien définis. C’est
parce que N(1E×E |ϕ̂|)µH ∈ S implique que N(1E×E |fϕ̂|)µH ∈ S, et

f(x)ϕ(x, y) + f(y)ϕ(y, x) = f(x)ϕ̂(x, y) + (f(y)− f(x))ϕ(y, x),

alors Λ(f ∗M) est bien définie sur [0, ζ[ compte tenu de la condition (2.32) pour f ∗M ,
(2.42) et (2.43).

La condition (2.42) est satisfaite lorsque f est une fonction bornée dans Floc ou f ∈ F . En

effet, lorsque f ∈ F , le côté gauche de (2.42) est juste 〈Mf,d〉t.
Lorsque f est une fonction bornée dans Floc, il existe une suite croissante d’ensembles
ouverts finie {Dn, n ≥ 1} avec ∪∞n=1Dn = E q.pp. et une suite de fonctions bornées {fn, n ≥

1} ⊂ F tel que f = fn sur pour tout n ≥ 1.notons que pour chaque n ≥ 1, Mfn,d est une
martingale purement discontinue de carrée intégrable et

Mfn,d
t −Mfn,d

t− = fn(Xt)− fn(Xt−)

Alors t 7→
∑
s≤t(fn(Xs) − fn(Xs−))2 est Px-intégrable pour q.pp.x ∈ E. Puisque f et fn

Sont bornées, nous avons pour tout n ≥ 1

t 7→
∑
s≤t

(f(Xs)− f(Xs−))21{s≤τDn},

est un processus croissant et Px-intégrable pour chaque t ≥ 0 fixé pour q.pp x ∈ E. Cela
implique que la prévisible duale existe une . Ainsi (2.42) tient pour chaque t < τDn et donc
pour chaque t < ζ.
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La condition (2.43) est satisfaite lorsque Md est Pm de carré-intégrable. En effet,

Em
[∑
s≤t

ϕ2(Xs, Xs−) : t < ζ
]

= Em
[
[Md]t ◦ rt : t < ζ

]
= Em

[
[Md]t : t < ζ

]
≤ Em

[
〈M〉t

]
≤ te(M) <∞

Alors le Corollaire 4.5 dans [[25]] nous dit que

lim
t→0

1
t
Em

[∑
s≤t

ϕ2(Xs, Xs−) : t < ζ
]

= lim
t→0

1
t
Em

[∑
s≤t

ϕ2(Xs, Xs−)
]
,

ce qui implique

Em
[ ∫ t

0

∫
E
ϕ(y,Xs)2N(Xs, dy)dHs

]
<∞,

pour tout t > 0 par son subadditivité. Par conséquent, nous obtenons (2.43).
(ii) On suppose que f ∈ F . Soit Kt une MAF locale purement discontinue sur I(ζ) avec
Kt −Kt− = −ϕ(Xt−, Xt)− ϕ(Xt, Xt−) sur ]0, ζ]. Alors

〈Mf,j ,M j +K〉t = −
∫ t

0

∫
E

(f(y)− f(Xs))ϕ(y,Xs)N(Xs, dy)dHs.

Dans ce cas, (2.41) peut être réécrit comme

∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s = Λ(f ∗M)t −

1
2〈M

f,c +Mf,j ,M c +M j +K〉t (2.44)

Sur [0, ζ[.

Alors, quand M = Mu pour u ∈ F et f ∈ F ∩ L2(E;µ〈u〉),
∫ t

0 f(Xs−)dΛ(M)s sur [0, ζ[ est

juste
∫ t

0 f(Xs) ◦ dΓ(M)s définie par.

∫ t

0
f(Xs)dNu

s := Γ(f ∗Mu)t −
1
2〈M

f,c +Mf,j ,Mu,c +Mu,j〉t, (2.45)

Cela montre que l’intégration stochastique donnée dans la définition (2.39) étend la défi-
nition de Nakao (2.45) d’une intégrale stochastique Introduit pour la première fois dans
[[32]].
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Théorème 2.3.3. L’intégrale stochastique dans (2.41) est bien définie . C’est-à-dire si M

et M̃ Sont deux MAF localement de carrés intégrables, de sorte que toutes les conditions

de la définition 2.3.3 pour M et M̃ Sont satisfaits et Λ(M) ≡ Λ(M̃) sur [0, ζ[, alors pour

chaque f ∈ Floc pour lesquels
∫ t

0 f(Xs−)dΛ(M)s et
∫ t

0 f(Xs−)dΛ(M̃)s sont bien définies,
nous avons Pm − p.s.∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s =

∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M̃)s sur [0, ζ[.

Preuve. Il est équivalent de montrer que

∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M − M̃)s = 0 sur [0, ζ[.

En prenant M au lieu de M − M̃ , on peut supposer que M̃ = 0. De plus un argument de
localisation permet de supposer que f est bornée. Soit ϕ : E∂ × E∂ → R est une fonction
de saut pour M . Soit Kt le MAF purement discontinu et localement de carré intégrable sur
I(ζ) avec

Kt −Kt− = −ϕ(Xt−, Xt)− ϕ(Xt, Xt−), t < ζ.

puisque Λ(M) ≡ 0, on a

Mt +Mt ◦ rt + ϕ(Xt, Xt−) +Kt = 0 sur [0, ζ[ (2.46)

Ainsi, par (2.37) et (2.46), sur {T < ζ},

Mt ◦ rT = MT ◦ rT −MT−t ◦ rT−t (2.47)

= −MT −KT +MT−t +KT−t − ϕ(XT , XT−) + ϕ(XT−t, X(T−t)−), (2.48)

pour chaque t ∈ [0, T ]. En utilisant l’approximation standard de la somme de Riemann et
(2.47), nous avons pour f ∈ F

(f ∗M)t ◦ rt + f(Xt)ϕ(Xt, Xt−)

= −(f ∗M)t − (f ∗K)t − [Mf ,M +K]t

= −(f ∗M)t − (f ∗K)t − 〈Mf,c,M c〉t +
∑
s≤t(f(Xs)− f(Xs−))ϕ(Xs, Xs−),

Pm− p.s. sur {t < ζ} pour tout t ≥ 0 fixé .Par conséquent, nous avons pour f ∈ Floc,Pm−
p.s. por tout t ∈ [0, ζ[

(f ∗M)t ◦ rt + f(Xt)ϕ(Xt, Xt−)
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= −(f ∗M)t − (f ∗K)t − 〈Mf,c,M c〉t +
∑
s≤t

(f(Xs)− f(Xs−))ϕ(Xs, Xs−), (2.49)

puisque les deux côtés sont continus à droite en t ∈ [0, ζ[. Soit K̃ le MAF local purement
discontinu sur I(ζ) avec

K̃t − K̃t− = −f(Xt−)ϕ(Xt−, Xt)− f(Xt)ϕ(Xt, Xt−) ∀t ∈ [0, ζ[.

Alors, pour f ∈ Floc, on a par (2.49),

Λ(f ∗M)t = −1
2
(
(f ∗M)t + (f ∗M) ◦ rt + f(Xt)ϕ(Xt, Xt−) + K̃t

)
= 1

2
( ∫ t

0
f(Xs−)dKs + 〈Mf,c,M c〉t −

∑
s≤t

(f(Xs)− f(Xs−))ϕ(Xs, Xs−)− K̃t
)
.

Ainsi

∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s

= Λ(f ∗M)t −
1
2〈M

f,c,M c〉t + 1
2

∫ t

0

∫
E

(f(y)− f(Xs))ϕ(y,Xs)N(Xs, dy)dHs

= 1
2

∫ t

0
f(Xs−)dKs −

1
2
∑
s≤t

(f(Xs)− f(Xs−))ϕ(Xs, Xs−)− 1
2K̃t

+ 1
2

∫ t

0

∫
E

(f(y)− f(Xs))ϕ(y,Xs)N(Xs, dy)dHs

On note que

K̃t = −
∑
s≤t

(f(Xs−)ϕ(Xs−, Xs) + f(Xs)ϕ(Xs, Xs−))

+
∫ t

0

∫
E

(f(Xs)ϕ(Xs, y) + f(y)ϕ(y,Xs))N(Xs, dy)dHs,

cela donne

Kt = lim
ε→0

(
−
∑
s≤t

(ϕ̂1|ϕ̂|>ε)(Xs−, Xs) + (N(ϕ̂1|ϕ̂|>ε) ∗H)t
)
, (2.50)
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où ϕ̂(x, y) := ϕ(x, y) + ϕ(y, x). Il s’ensuit que,

∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s = 0 pour tout t < ζ,

Pm − p.s. Cela prouve le théorème �

Remarque 2.3.3. La preuve ci-dessus montre en réalité que si Λ(M) = Λ(M̃) sur [0, T ]∩
[0, ζ[, alors ∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s =

∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M̃)s sur [0, T ] ∩ [0, ζ[.

2.4 Etude approfondie de l’intégrale stochastique

Théorème 2.4.1. Supposons que f ∈ Floc et que M soit un MAF localement de carré
intégrable satisfaisant le lemme 2.3.3 :
telle que Λ(M) est un processus continu A de variation finie sur [0, ζ[. Supposons que

l’intégrale stochastique t 7→
∫ t
0 f(Xs−)dΛ(M)s est bien défini. Alors

∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s =

∫ t

0
f(Xs)dAs sur [0, ζ],

où l’intégrale sur le côté droit est l’intégrale de Lebesgue-Stieltjes.

Preuve. Soit ϕ : E∂ × E∂ une fonction de Borel disparaissant sur la diagonale avec
ϕ(Xt−, Xt) = Mt −Mt− pour t ∈ [0, ζ[.Soit Kt le MAF purement discontinu localement
intégrable sur I(ζ) avec

Kt −Kt− = −ϕ(Xt−, Xt)− ϕ(Xt, Xt−), t ∈]0, ζ[.

Puisque Λ(M) = A sur [0, ζ[,

Mt ◦ rt + ϕ(Xt, Xt−) = −Mt −Kt − 2At, pour tout t ∈ [0, ζ[.

Ainsi, par (2.37), pour tout T > t > 0, sur {T < ζ},

Mt◦rT = −MT−KT+2AT+MT−t+KT−t+2AT−t−ϕ(XT , XT−)+ϕ(XT−t, X(T−t)−) (2.51)
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fixons Maintenant f ∈ Floc ; comme précédement, on peut supposer sans perte de généralité
que f est bornée. En utilisant l’approximation de somme Riemann standard, nous obtenons,
sur {t < ζ},

(f ∗M)t ◦ rt + f(Xt)ϕ(Xt, Xt−) = −(f ∗M)t − (f ∗K)t − 2(f ∗A)t − [Mf ,M +K + 2A]t

= −(f ∗M)t − (f ∗K)t − 2(f ∗A)t − 〈Mf,c,M c〉t

+
∑
s≤t

(f(Xs)− f(Xs−))ϕ(Xs, Xs−).

Par conséquent, on a Pm − p.s. pour toust {t < ζ},

= (f ∗M)t ◦ rt + f(Xt)ϕ(Xt, Xt−) (2.52)

= −(f ∗M)t − (f ∗K)t − 2(f ∗A)t − 〈Mf,c,M c〉t (2.53)

+
∑
s≤t

(f(Xs)− f(Xs−))ϕ(Xs, Xs−), (2.54)

puisque les deux côtés sont continus à droiet en t ∈ [t < ζ[.

Soit K̃ le MAF local purement discontinu sur I(ζ) avec

K̃t − K̃t− = −f(Xt−)ϕ(Xt−, Xt)− f(Xt)ϕ(Xt, Xt−), pour tout t ∈ [0, ζ[.

Alors, par (2.52), on a

Λ(f ∗M)t = −1
2

(
(f ∗M)t + (f ∗M) ◦ rt + f(Xt)ϕ(Xt, Xt−) + K̃t

)

= 1
2

(∫ t

0
f(Xs−)dKs + 2

∫ t

0
f(Xs−)dAs + 〈Mf,c,M c〉t

−
∑
s≤t

(f(Xs)− f(Xs−))ϕ(Xs, Xs−)− K̃t

)
.
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Ainsi ∫ t

0
f(Xs−dΛ(M)s = Λ(f ∗M)t −

1
2〈M

f,c,M c〉t

+ 1
2

∫ t

0

∫
E

(f(y)− f(Xs)ϕ(y,Xs)N(Xs, dy)dHs

= 1
2

∫ t

0
f(Xs−)dKs +

∫ t

0
f(Xs−)dAs

− 1
2
∑
s≤t

(f(Xs)− f(Xs−))ϕ(Xs, Xs−)− 1
2K̃t

+ 1
2

∫ t

0

∫
E

(f(y)− f(Xs))ϕ(y,Xs)N(Xs, dy)dHs.

Il résulte de 2.50 - (2.50) que∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s =

∫ t

0
f(Xs−)dAs, pour tout t ∈ [0, ζ[.

Cela prouve le théorème. � Notonss que si f, g ∈ Floc, alors fg ∈ Floc.

Théorème 2.4.2. Soit f, g ∈ Floc et soit M est un MAF localement de carré intégrable
satisfaisant 2.3.3. Alors∫ t

0
g(Xs−)d

( ∫ s

0
f(Xr−)dΛ(M)r

)
=
∫ t

0
f(Xs−)g(Xs−)dΛ(M)s, pour t < ζ, (2.55)

chaque fois que toutes les intégrales sont bien définies.

Preuve. Soit ϕ : Eσ × Eσ est une fonction de Borel disparaissant sur la diagonale avec

ϕ(Xt−, Xt = Mt−Mt− pour chaque t ∈]0, ζp[. Soit Kt et K̃t soyez les MAF locaux purement

discontinus sur I(ζ) avec Kt −Kt− = −ϕ(Xt−, Xt) − ϕ(Xt, Xt−), t ∈]0, ζ[ et K̃t − K̃t− =
−f(Xt−ϕ(Xt−, Xt) − f(Xtϕ(Xt, Xt−), t ∈]0, ζ[ espectivement. Ensuite, le côté gauche de
(2.55) est égal à∫ t

0 g(Xs−)dΛ(f ∗M)s − 1
2
∫ t

0 g(Xs−)d〈Mf,c,M c〉s + 1
2
∫ t

0
∫
E g(Xs)(f(y)− f(Xs))ϕ(y,Xs)N(Xs, dy)dHs

= Λ(fg ∗M)t − 1
2〈M

g,c, (f ∗M)c〉t + 1
2
∫ t

0
∫
E(g(y)− g(Xs))f(y)ϕ(y,Xs)N(Xs, dy)dHs

−1
2
∫ t

0 g(Xs−)d〈Mf,c,M c〉s + 1
2
∫ t
0
∫
E g(Xs)(f(y)− f(Xs))ϕ(y,Xs)N(Xs, dy)dHs

Λ(fg ∗M)t − 1
2〈M

fg,c,M c〉t + 1
2
∫ t

0
∫
E(f(y)g(y)− f(Xs)g(Xs))ϕ(y,Xs)N(Xs, dy)dHs∫ t

0 f(Xs−)g(Xs−)dΛ(M)s.
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Cela prouve le théoréme. �

Soit J la classe des processus de Dirichlet qui peurent être écrite comme une somme d’une
{F}-semimartingale Y et Λ(M) pour unMAF M localement de carré intégrable satisfaisant
la condition de la Définition 2.3.3. Les deux derniers théorèmes impliquent que l’intégrale
stochastique suivante est bien définie pour les intégrateurs Z ∈ J .

Définition 2.4.1. Pour f ∈ Floc et Z = Y + Λ(M) ∈ J , on définit sur [0, ζ[

∫ t

0
f(Xs−)dZs :=

∫ t

0
f(Xs−)dYs +

∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s,

quand cette dernier intégrale stochastique est bien définie.

Pour établir la formule d’Itô, on a besoin du théoréme suivant :

Théorème 2.4.3. Soit f ∈ Floc et soit M est un MAF localement carré intégrable tel que∫ .
0 f(Xs−)dΛ(M) est bien définie sur [0, ζ[.Alors pour tout t > 0, Pm-p.s.sur {t < ζ},

∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s = lim

n→∞

n−1∑
l=0

f(Xlt/n)(Λ(M)(l+1)t/n − Λ(M)lt/n). (2.56)

Ici, la convergence est en probabilité par rapport à Px pour m-p.e. x ∈ E

Preuve. par (2.37), Ms ◦ rt = Ms ◦ rt −Mt−s ◦ rt−s pour tout s < t. Soit ϕ : E∂ × E∂ →
R une fonction Borel nulle sur l’ensemble diagonale avec, ϕ(Xt−, Xt = Mt − Mt− pour
tout t ∈ [0, ζ[. Soit K est le MAF locale purement discontinue sur I(ζ) avec Kt − Kt− =
−ϕ(Xt−, Xt)− ϕ(Xt, Xt−) , t ∈]0, ζ[. Alors, pour tout t > 0 fixé, Pm-p.s. sur {t < ζ}

lim
n→∞

n−1∑
l=0

f(Xlt/n)(Λ(M)(l+1)t/n − Λ(M)lt/n)
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= 1
2(f ∗M)t −

1
2(f ∗K)t + 1

2 lim
n→∞

n−1∑
l=0

f(Xlt/n)(M(l+1)t/n ◦ r(l+1)t/n −Mlt/n ◦ rlt/n)

= −1
2(f ∗M)t −

1
2(f ∗K)t −

1
2 lim
n→∞

[ n−1∑
l=0

f(X(l+1)t/n)(M(l+1)t/n −Mlt/n)
]
◦ rt

= −1
2(f ∗M)t −

1
2(f ∗K)t −

1
2(f ∗M)t ◦ rt −

1
2[MF ,M ]T ◦ rt

= −1
2(f ∗M)t −

1
2(f ∗K)t −

1
2(f ∗M)t ◦ rt −

1
2〈M

f,c,M c〉t −
1
2
∑
s≤t

(f(Xs−)− f(Xs))ϕ(Xs, Xs−)

= Λ(f ∗M)t + 1
2K̃t −

1
2(f ∗K)t −

1
2〈M

f,c,M c〉t −
1
2
∑
s≤t

(f(Xs−)− f(Xs))ϕ(Xs, Xs−)

=
∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s,

où K̃ dans la deuxième à la dernière égalité est le MAF locale purement discontinu avec

Ks −Ks− = −f(Xs−)ϕ(Xs−, Xs)− f(Xs)ϕ(Xs, Xs−), s ∈]0, ζ] �

Remarque 2.4.1. (i) Le théorème 2.4.3 implique immédiatement les théorèmes 2.41 et
2.51.

(ii) Par 2.40, nous avons également

∫ t

0
f(Xs−)dΛ(M)s = lim

n→∞

n−1∑
l=0

f(X(l+1)t/n)(Λ(M)(l+1)t/n − Λ(M)lt/n) (2.57)

Par conséquent, nous pourrions représenter cette intégrale stochastique par∫ t
0 f(Xs)dΛ(M)s ou

∫ t
0 f(Xs) ◦ dΛ(M)s . Ici,

∫ t
0 f(Xs) ◦ dΛ(M)s est l’intégrale de type

Fisk-Stratonovich :

∫ t

0
f(Xs) ◦ dΛ(M)s = lim

n→∞

n−1∑
l=0

f(X(l+1)t/n) + f(Xlt/n)
2 (Λ(M)(l+1)t/n − Λ(M)lt/n).

(2.58)

(iii) Pour tout f ∈ Floc et M un MAF Pm- de carré intégrable, par l’approximation de

somme de Riemann 2.56, Nous pouvons étendre l’intégrale stochastique
∫ t

0 f(Xs−)dΛ(M)s
sans imposer de conditions supplémentaires.
En effet, soit {Gl} un ε-imbriqué de Borel finie et fl ∈ Fb avec f = fl m-p.e. sur Gl.

Par 2.56, non a
∫ t

0 fn(Xs−)dΛ(M)s =
∫ t

0 fm(Xs−)dΛ(M)s pour t < τGn et n < m.
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Nous pouvons donc définir
∫ t

0 f(Xs−)dΛ(M)s :=
∫ t
0 fl(Xs−)dΛ(M)s pour t < τGn.En

particulier, nous obtenons l’intégrale stochastique
∫ t

0 f(Xs−)dNu
s , sur ]0, ζ[, pour toute

f ∈ Floc et u ∈ F comme extention de l’intégrale stochastique de Nakao.

Théorème 2.4.4. (Formule d’Itô) Supposons que Φ ∈ C2(Rd) et u = (u1, ..., ud) ∈ Fd.Alors
Pm − p.s. sur {t < ζ} , on a

Φ(u(Xt))− Φ(u(X0))

=
∑d
k=1

∫ t
0
∂Φ
∂xk

(u(Xs−))duk(Xs) + 1
2
∑d
i,j=1

∫ t
0

∂2Φ
∂xi∂xj

(u(Xs−))d〈Mui,c,Muj ,c〉s

+
∑
s≤t

(
Φ(u(Xs))− Φ(u(Xs−))−

∑d
k=1

∂Φ
∂xk

(u(Xs−))(uk(Xs)− uk(Xs−))
)
.

Preuve. Notons que Φ ◦ u ∈ Floc et que

uk(Xt) = uk(X0) +Muk
t +Nuk

t = uk(X0) +Muk
t + Λ(Muk)t.

Cette version de la formule d’Itô découle des théorèmes 2.3.2 et 2.56 par une raisonnement
similaire à celui utilisé pour prouver cette formule pour les semimartingales.(Voir [33]). �
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Chapitre 3

Applications

3.1 Classes de volatilité

Soit (St) est le processus du cours des actions. Supposer que Xt = log(St), satisfait :

dXt = b(t,Xt)dt+ θ(t)h(Xt)dBt (3.1)

Où la fonction h(.) est supposée connue, le coefficient de volatilité θ(.) est une fonction
aléatoire du temps et va être estimée, et le coefficient derive b(t, x) est inconnu. Nous
observons une trajectoir du processus (Xt, t ∈ [0, T ]) échantillonné à des instants discrets
ti = i∆, pour i = 1, ..., N . Dans certaines conditions et après un changement de variable
(Voir par exemple. [[1]]), l’équation (3.1) se réduit à

dXt = bt(t,Xt)dt+ θ(t)dBt.

Une méthode raffinée pour estimer θ(t) consiste à utiliser des ondelettes. Considérons

(Vj , j ∈ Z) une analyse multi résolution r-régulière de L2(R) de sorte que la fonction d’échelle
associée Φ et la fonction wavelet ψ est à support compact.

Pour tout j, la famille {Φj,k(t) = 2j/2Φ(2jt− k), k ∈ Z} est une base orthogonale de Vj . Le

temps est échantillonné avec ∆ = 2−n,St, l’estimateur est alors :

θ2(t) =
∑
k

µj(n), k
Φj(n), k(t) (3.2)

pour j(n) < n, où

µj(n),k =
N−1∑
i=1

Φj(n),k(ti)(Xti+1 −Xti)2. (3.3)
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Supposons que nous avons observé n trajectoires X1, ..., Xl, ..., Xn Échantillonné comme
ci-dessus, et que nous voulons les classer en fonction de leur composante de volatilité, c’est-
à-dire que nous voulons classer les θ,ls estimés par (3.2).

On voit alors que nous venons d’appliquer l’algorithme dans [22] aux vecteurs µlj(n),k qui

sont des représentations de dimension finie de les θl, l = 1, ....

3.2 Commutation en régime Markovien avec Dirichlet préa-

lable. Application à la modélisation du prix des actions

Dans cette application , motivé par certains modèles mathématiques en finance portant
sur «Marchés de changement de régime», nous considérons le cas où le processus de temps
continu est une chaîne de Markov à temps continu dont l’état à l’instant t modélise l’état
du marché à l’instant t.

En effet, la volatilité étudiée dans (chapitre 5 dans [[22]] était constante pendant un certain
intervalle de temps de longueur aléatoire sans aucune hypothèse sur le processus de com-
mutation, ici la commutation dépend d’une chaîne de Markov dont les état représentent
les différents régimes. En outre, les différentes valeurs de la tendance et de la volatilité dé-
pendent de l’état de cette chaîne qui «choisit» ces valeurs parmi celles qui sont i.i.d. Ceux.
De toute évidence, nous avons affaire à la volatilité stochastique .
Dans cette approche, les régimes jouent le même rôle que les classes dans la classification :
chaque observation temporelle appartient donc à une classe qui i.e à un régime. Notre
contribution consiste à placer un processus Dirichlet d’avant sur l’espace des trajectoir de
la chaine de Markov Espace de la chaîne de Markov, qui est un espace de fonction càdlàg.
Cette idée est nouvelle car elle n’a jamais été utilisée dans la littérature.

3.2.1 Commutation en régime Markovien avec Dirichlet préalable :

Dans cette section, prenons ᾱ = H, La distribution d’une chaîne de Markov à temps continu
sur un ensemble fini d’états et nous proposons un nouveau modèle hiérarchique qui est spé-
cifié dans le cadre mathématique de la finance . Bien sûr, cela peut être utilisé de manière
similaire dans de nombreux autres cas. Nous considérons l’équation différentielles stochas-
tique du modèle Black-Scholes dans un environnement aléatoire avec un Dirichlet préable
sur l’espace des trajetoire de la chaîne, les états de la chaîne représentont l’environnement
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lié au marché Nous modélisons le prix des actions à l’aide d’un mouvement brownien géo-
métrique avec un dérive et variance en fonction de l’état du marché.
L’état du marché est modélisé par une chaîne de Markov en temps continu avec un Dirichlet
préalable. Dans ce qui suit, la notation σ sera utilisée pour désigner la variance plutôt que
les écarts-types.
Les notations suivantes seront adoptées :

1. n désigne le nombre de données observées et également la longueur d’une trajectoire
observée.

2. M désignera le nombre d’états de la chaîne de Markov.

3. L’espace d’états de la chaîne est notée S = {i : 1 ≤ i ≤M}.

4. N désigne le nombre de trajectoir simulées.

5. m désigne le nombre d’états distincts d’un trajectoir.

– Le cours des actions est dirigé par une SDE de type :

dSt
St

= β(Xt)dt+
√
σ(Xt)dBt, t ≥ 0,

où Bt est un mouvement brownien standard. Par la formule d’Itô, le processus
Zt = log(St) l’SDE suivante ,

dZt = µ(Xt)dt+
√
σ(Xt)dBt, t ≥ 0,

où µ(Xt) = β(Xt)− 1
2σ(Xt). Les données observées sant de la forme Z0, Z1, ..., Zn.

– Le processus (Xt) est supposé un processus de Markov en temps continu prenant des
valeurs dans l’ensemble S = {i : 1 ≤ i ≤M}. Les probabilités de transition de cette chaîne
sont indiquées par pij , i, j ∈ S et la matrice du taux de transition est Q0 = (qij)i,j∈S avec

λi > 0, qij = λipij si ß 6= j, et qii = −
∑
j 6=i

qij , i, j ∈ S.

On définit les log-retours, Yt = Zt − Zt−1 = log(St/St−1), t = 1, 2, ..., n .
Supposons que nous connaissons le chemin X = {Xs, 0 ≤ s ≤ n}. Soit Tj(t) le temps
passé par le chemin X dans l’état j dans l’intervalle de temps [t− 1, t]. on définit

µ(t) :=
M∑
j=1

µ(j)Tj(t); σ(t) :=
M∑
j=1

σ(j)Tj(t). (3.4)
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Donc, conditionnellent à la trajectoir X,Yt sont i.i.d. et suivant la loi . N (µt, σt), t =
1, 2, ..., n.

– pour tout i = 1, 2, ...,M . Les préalables sur µi = µ(i) et σi = σ(i) sont spécifiés par

µi ∼ind N (θ, τµ) avec θ ∼ N (0, A), A > 0, (3.5)

σi ∼ind Γ(υ1, υ2). (3.6)

– La chaîne de Markov {Xt, t ≥ 0} a priable D(σH), où H est une mesure de probabilité
sur l’espace de chemin de fonctions càdlàg D([0,∞], S). La distribution initiale selon H
est la distribution uniforme π0(1/M, ..., 1/M), et la matrice de taux de transition est Q
avec pij = 1/(M −1), et λi = λ > 0. Ainsi, la chaîne de Markov sous Q passera un temps
exponentiel avec une moyenne 1/λ Dans chaque état i et ensuite fait un saut à l’état j 6= i

Avec probabilité 1/(M − 1).

Une réalisation de la chaîne de Markov à partir du préalable est générée comme suit :
Générer un grand nombre de chemins Xi = {xis : 0 ≤ s ≤ n}, i = 1, 2, ..., N , pour H .
Générer le vecteur de probabilités (pi, i = 1, ..., N) à partir d’une distribution de Poisson
Dirichlet avec le paramètre α. Ensuite établie une réalisation de la chaîne de Markov à
partir de

p =
N∑
i=1

piδXi , (3.7)

qui est une mesure de probabilité sur l’espace des trajectoirs D([0, N ], S) Le paramètreλ
est choisi d’être aussi petit, de sorte que la variance est grande et, par conséquent, nous
obtenons une grande variété de chemins à échantillonner à un stade ultérieur. Le préalable
pour α est donné par,

α ∼ Γ(η1, η2). (3.8)

3.2.2 Estimation

L’estimation est effectuée en utilisant la simulation d’un grand nombre de trajectoire de
la chaîne de Markov, qui sera choisie en fonction d’un vecteur de probabilité (généré par
la rupture du bâton), puis en utilisant la technique d’échantillonnage de Gibbs bloqué.
Cette technique utilise la distribution a posteriori des différents paramètres. On note µ et
σ, les valeurs actuelles des vecteurs (µ1, µ2, ..., µn), respectivement (σ1, σ2, ..., σn). Soit Y le
vecteur des données observées (Y1, ..., Yn).
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Soit X = (x1, x2, ...., xn) le vecteur des valeurs actuelles des états de la chaîne de Markov
aux instants t = 1, 2, ..., n, respectivement. Soit X∗ = (x∗1, ..., x∗m) les valeurs distinctes dans
X.

3.2.3 Modification de l’ensemble de données observées

Pour obtenir la répartition conditionnelle des paramètres, nous avons d’abord Besoin d’ex-
traire le changement dans les retours logarithmiques entre les temps de saut de la chaîne
de Markov. Soit 0 = t0 < t1 < t2 < ... < tj les instants où le chemin X change d’état. On
définit les log-retours entre les instants de saut, Wk = log(Stk/Stk−1 , k = 1, 2, ..., J . Pour
obtenir des réalisations de Wk à partir du processus observé Y , nous devons simulons des
variables aléatoires gaussiennes conditionnées par leurs sommes.

Soit t ∈ {0, 1, ..., n} pour lequel la chaîne change d’état au moins une fois dans l’inter-
valle de temps [t− 1, t].Soit tk−1 < t− 1 < tk < ... < tk+p < t < tk+p+1, les instants de saut
qui se produisent dans [t− 1, t], pour certains p ≥ 1.

Soit V 1
t = log(Stk/St−1) et V 2

t = log(Stk/Stk+p). Alors,

Yt = V 1
t +

p∑
i=1

Wk+i + V 2
t . (3.9)

Supposons que pour certains i la chaîne X est dans l’état ji d’état dans l’intervalle de
temps [tk+i−1, tk+i), i = 0, 1, ..., p+ 1. soit s0 = tk − t− 1,si = tk+i − tk+i−1, i = 1, 2, ..., p,
et sp+1 = t − tk+p. Soit mj = µ(ji)si et υj = σ(ji)si , i = 0, 1, ..., p + 1. Rappelons
que Yt ∼ N (µt, σt), où µ(t), σ(t) sont définis dans (3.4) Il est facile à voir que la densité

conditionnelle conjointe de (V 1
t ,Wk+1, ...,Wk+p) sachant {Yt = y}

f(u0, u1, . . . , up) = C
p∏
i=0

exp
(
− 1

2
vi + vp+1
vivp+1

(
ui −

vp+1mi + vi(y −mp+1)
vi + vp+1

)2
)
, (3.10)

où C est une constante qui dépend de y et des paramètres. Ainsi on peut simuler les variables
V 1
t ,Wk,Wk+1, ...,Wk+p par des Gaussiens indépendants, puis, obtenie V 2

t en utilisant (3.9).

En utilisant la procédure ci-dessus, nous pouvons obtenir une réalisation pour tous les Wk

pour lesquels [tk−1, tk] ⊆ [t−1, t], pour t ∈ {0, 1, ..., n}. Maintenant, pour tout k pour lequel
il existe un q ≥ 0, Tel que t− 1 ≤ tk−1 < t < t+ 1 < ... < t+ q ≤ tk < t+ q + 1, On peut
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obtenir Wk en utilisant la relation

Wk = V 2
t +

q∑
i=1

Yt+i + V 1
t+q+1. (3.11)

Notons que les valeurs W dépendent de la trajectoire X et elles sont calculées à chaque
itération.

3.2.4 La procédure d’échantillonnage de Gibbs

Nous sommes maintenant prêt à estimer les distributions postérieures des paramètres à
l’aide d’échantillonnage de Gibbs. Chaque itération produit une réalisation des paramètres
de leur distribution postérieure approximative. Chaque itération se compose d’un grand
nombre d’échantillons obtenus de manière récursive pour chaque paramètre conditionnée
par les valeurs actuelles des paramètres et d’autres données.
– Conditionnellement à µ. Pour chaque j ∈ X∗ considérons

(µj |θ, τµ, σ,X,W ) ∼ind N (µ∗j , σ∗j ), (3.12)

où

µ∗j = σ∗j

( ∑
k:Xtk−1=j

Wk

σj(tk − tk−1) + θ

τµ

)

σ∗j =
(
nj
σj

+ 1
τµ

)−1

, et

et nj étant le nombre de fois que j se produit dans X. Pour tout j ∈ X \X∗, on simule
de manière indépendante µj ∼ N (θ, τµ).

– Conditionnellement à σ. pour tout j ∈ X \X∗ considérons

(σj |µ, v,X,W ) ∼ind Γ(v1 + nj
2 , υ

∗
2,j), (3.13)

où

υ∗2,j = υ2,j +
∑

k:Xtk−1=j

(Wk − µj(tk − tk−1))2

2(tk − tk−1) .

Ainssi pour chaque j ∈ X \X∗, on simule de manière indépendante σj ∼ Γ(υ1, υ2).
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– Conditionnellement à X

(X|p) ∼
N∑
i=1

p∗i δXi , (3.14)

où

p∗i =
m∏
j=1

( ∏
k:=xi,∗

ti
k−1

=j

1
(2πσj(tk − tk−1))

1
2
e
− 1

2σj
(W i

k−µj(tk−tk−1))2)
pi, (3.15)

où (xi,∗1 , ..., xi,∗m ) désigne les valeurs uniques actuelles m = m(i) des états et tik, W i
k sont

définis au paragraphe 3.2.3 pour le chemin Xi, i = 1, ..., N
– Conditionnellement à p

p1 = V ∗1 , et pk = (1− V ∗1 ) · · · (1− Vk−1)V ∗k , k = 2, 3, · · ·, N − 1 , (3.16)

où

V ∗k ∼ind β
(

1 + rk, α

)
,

rk = 1 si i = k et 0 sinon .
– Conditionnellement à α

(a|p) ∼
(
N + η1 − 1, η2 −

N−1∑
i=1

log(1− V ∗i )
)
,

où les valeurs V ∗ sont celles obtenues dans la simulation de p dans l’étape ci-dessus.
– Conditionnellement à θ

(θ|µ) ∼ N (θ∗, τ∗), (3.17)

où

θ∗ = τ∗

τµ

M∑
j=1

µj ,

et

τ∗ = (M
τµ

+ 1
A

)−1

Preuve. (a) Le calcul des distributions postérieures pour µ, σ et θ suit de la même manière
que dans [[21]]. Ici, Xt = s signifie que la variable de classe est égale à s.
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(b) Conditionnel pour X

P{X = Xi|p, µ, σ,W} = P{W |p, σ,X = Xi, µ}P{X = Xi|σ, µ, p}P{µ, σ}

=
m∏
j=1

( ∏
k:=xi,∗

ti
k−1

=j

1
(2πσj(tk − tk−1))

1
2
e
− 1

2σj
(W i

k−µj(tk−tk−1))2)
pi,

où Xi = (xi1, ..., xin et (xi,∗1 , ..., xi,∗m représentent les valeurs uniques actuelles m dans
le chemin Xi.

(c) Conditionnellement à p Le schéma de Sethuraman (stick-breaking) peut être étendu aux
distributions bêta à deux paramètres, voir [[20]] :

Soit Vk
∞∼ β(ak, bk),pour tout k = 1, ..., N . Soit

p1 = V1, et pk = (1− V1)...(1− Vk−1)Vk, k = 2, 3, ..., N − 1

Nous allons écrire le vecteur aléatoire ci-dessus, en bref comme

p ∼ SB(a1, b2, ..., aN−1, bN−1).

Par Connor et Mosimann (1969), la densité de p est

(
N−1∏
k=1

Γ(ak − bk)
Γ(ak)Γ(bk)

)pa1−1
1 ....p

aN−1−1
N−1 p

bN−1−1
N ×(1−P1)b1−(a2−b2)...(1−PN−2)bN−2−(aN−1−bN−1),

où Pk = p1 + ...+ pk.
De ce fait, il suit facilement que la distribution est conjugué pour l’échantillonnage
multinomial, et par conséquent la distribution a posteriori de p sachant X, où ak = 1
et bk = α pour tout k,

SB(a∗1, b∗1, ..., a∗N−1, b
∗
N−1),

où

a∗k = 1 + rk

b∗k = α

et rk égal à 1 si i = k et 0 sinon , k = 1, ..., N − 1. �



conclusion

• Dans ce mémoire, je me suis intéréssée à l’étude d’une classe de processus qui ne sont
pas des semimartingales ; les processus de Dirichlet et Dirichlet faible . J ’ai étudié
le calcul stochastique via ces processus en se basant sur de nouvelles approches qui
consistent à décomposer ces processus en deux processus habituellement reconnus en
calcul stochastique classique (calcul d’Itô).

• On a rencontré des difficultés en termes de structure d’espace dans lequel les conditions
d’intégrabilité par rapport au processus de Dirichlet sont satisfaites ainci que l’écriture
de la formule d’Itô associée à ce type de processus .

• Comme perspectives, on pourra étudier les conditions de la résolution des équations dif-
férentielles stochastiques dirigées par les processus de Dirichlet et ensuite regarder le
comportement des solutions (propriété de Markov, périodicité, comportement asymp-
totique ; etc).
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