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Introduction

La résolution explicite et/ou l'etude qualitative des propriétés des solutions
d’equations différentielles est un probléme qui se pose dans la majorité des dis-
ciplines scientifiques. Lorsqu’il s’agit de modéliser avec précision le mouvement
de corps complexes tels que des avions, des fusées ou des satellites, 'usage des
approximations classiques de la mécanique rendrait les prévisions trop imprécises
et ceci conduit & faire intervenir des équations différentielles dont la complexité
théorique rend vaine toute tentative de résolution exacte. Dans ce cas, il est au
contraire important de mettre en place des méthodes de calcul approché des so-
lutions suffisamment précises pour permettre une prédiction aussi réaliste que
possible. La résolution numeérique des équations différentielles représente donc un
champ de travail important en mathématiques, qui utilise des outils tout & fait
élaborés. Ce n’est cependant pas a cet aspect auquel nous nous intéressons dans
ce mémoire.

Notre objectif est, dans un premier temps, d’acquérir une bonne maitrise des
techniques de résolution explicite vues en premiére année et d’étendre ces tech-
niques a la résolution de quelques nouvelles classes d’équations non linéaires. Il
s’agira ensuite de s’intéresser a des propriétés moins "calculatoires" des solutions,
c’est-a-dire A des propriétés dont la démonstration ne fasse pas directement appel
a la détermination explicite de ces solutions.

Rappelons que I'on appelle "équation différentielle" toute relation du type

Entre la variable x, une fonction y de x et certaines de ses dérivées. Si n est
le plus grand degré de dérivation de y dans I'équation, on dit que ’équation est
"d’ordre n". On dit que y est solution de I’équation sur un intervalle I si y est n
fois dérivable sur I et si, pour tout = € I,
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Si J est un intervalle contenant [ (i.e.l C J), si y et z sont solutions respec-
tivement sur [ et J, et si la restriction de z a I est égale a4 y (en d’autres termes,
les fonctions y et z coincident sur I), on dit que "z est un prolongement de y".
L’une des qualités d’une solution d’équation différentielle est d’étre définie sur
I'intervalle le plus grand possible, ¢’est-a-dire de n’admettre aucun prolongement
sinon elle-méme. Une telle solution est dite "maximale". Nous verrons qu’il est
parfois possible de montrer que les solutions maximales sont définies sur tout R
(ou au contraire seulement sur un intervalle borné) sans calculer ces solutions,
mais en utilisant seulement des propriétés de I’équation.

Ce mémoire est organisé dela maniére suivante :
Le chapitre un est consacré aux notations , définitons et théorémes utilisés tout
au long du mémoire. Dans le chapitre 2 on exposera la théorie de résolution des
équations différentielles ordinaires et en particulier le probléme de cauchy. Enfin
dans le chapitre 3 il s’agit de 'etude qualitative des EDO et en particulier a
I’'etudes des notions de consistance, de stabilité et de convergence des solutions.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on introduira certains théorémes , définitions et notations
qu’on utilisera tout au long de ce mémoire

1.1 Notations

Nous commencons ce chapitre par quelques notations utilisées dans les cha-
pitres qui suivent :

e R : Ensemble des nombres réelles.
e N : Ensemble des nombres naturelles.
e R" : Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des rééels.

e |.| : Valeur absolue ou module.

|.]| : norme sur R™ .

2'(t) = 4 : dérivée temporelle de x.

@ : Téme dérivée.

B, ={x € R™,||.|| < r} la boule de centre 0 € R" et de rayon r > 0
e (EDO) : Equation différentielle ordinaire.

e (EDP) : Equation différentielle aux dérivée partielle.

On note £ = R*", n > 1 et x = (xq,....,x,) un élément de E. Sa norme
||| & sera 'une quelconque des normes usuelles sur R" (on rappelle que toutes les
normes sont équivalentes sur F). Soit D un ouvert de R x E et f: D — E une
fonction continue. Pour tout (¢t,2) € D, on notera f(t,x) = (fi(t,z), ...., fu(t,2))
ou chaque fonction f; est continue de D dans R. La notation (a,b) recouvre tous
les intervalles de R de la forme [a,b],]a, b], [a,b] ou ]a,b]. De méme, on utilisera
par exemple la notation (a,b] pour ne pas préciser la nature de lintervalle en a.
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Dans ce mémoire, on s’intéresse aux équations différentielles ordinaires (notées en
abrégé edo) du premier ordre, sous forme normale (ou résolue) :

(1) = f(t, (1)) (E)

Commencons par préciser la notion de solution pour ce type d’équation .

1.2 Définitions

Définition 1.2.1. Une solution de (E) est un couple (¢, J) ou J est un intervalle
de R et o = (p1,....., ) est une fonction dérivable sur J a valeurs dans E telle
que (t,o(t)) € D pour tout t € J et

oi(t) = filt,pt)), VteJ Vi=1,..,n

On remarque tout de suite que, f et ¢ étant deux fonctions continues, par com-
position ' = (), .....,¢l) est également continue sur J et o est de classe C' sur
J. On notera p € C'(J).

Exemple 1.2.1. pourn =2, z = (') € R? et

1
2

st == (o) o) ) ()

ot a(t),b(t),c(t) et d(t) sont des fonctions réelles continues, [’équation

() = f(t,2(1))
est appelée équation linéaire du premier ordre.

Exemple 1.2.2. Pour n = 1, f(t;z) = a(t)z + b(t)z* ot a(t) et b(t) sont des
fonctions continues et a € R\{0,1}, l’edo (E) est une équation de Bernoulli.

Exemple 1.2.3. L ’équation x'(t) = a(t)x?(t)+b(t)x(t) +c(t) pour laquellen = 1,
f(t;z) = a(t)x® + b(t)x + c(t) ou a(t), b(t) et c(t) sont trois fonctions continues,
est une équation de Riccati. Le probléme (F) peut avoir de nombreuses solutions
sur un intervalle donné Par ezemple, pourn =1, D =R xR et f(t,x) =1 l’edo :

d)=1, (11

admet p(t) =t + ¢ comme solution sur R pour tout ¢ € R. On introduit la notion
de probleme de Cauchy :
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Définition 1.2.2. Soit (ty,x¢) € D. Résoudre le probléme de Cauchy :

{ 2'(t) = f(t, )

13(t0) = X

consiste & déterminer un couple (p,J) ot J est un intervalle de R contenant t,
et ¢ une fonction dérivable (p € C') de J dans E telle que (t,o(t)) € D pour
tout t € J, @' (t) = f(t,p(t)) pour tout t € J et ¢(ty) = xo. En intégrant 'edo
du probléme de Cauchy (PC) entre to et t et en tenant compte de la condition
x(tg) = xo, on obtient :

o(t) =m0 + / f(s,(s))ds,  (PCI)

ot il faut comprendre :

to

Réciproquement, toute fonction p vérifiant (PCI) est bien une solution C' de (PC).
Nous utiliserons souvent ’équivalence entre les deuz formulations (PC) et (PCI)
dans la suite du mémoire.

En reprenant ’exemple précédent, on voit que si l'on ajoute a l’équation (1.1)
la condition x(0) = 0, on doit fizer la constante ¢ et lunique solution définie
sur R est o(t) = t. Nous verrons plus tard cependant que ce n’est pas toujours
aussi simple et que sans hypothéses supplémentaires, notamment sur la fonction f,
lunicité de la solution n’est pas assurée en général pour le probléme de Cauchy. Les
formulations (E) et (PC), bien que ne faisant intervenir que la dérivée premicére
de x(t), recouvrent en fait une large classe de problémes. En effet, il est souvent
possible de mettre sous la forme (E) des edo dans lesquelles apparaissent des
dérivées a un ordre quelconque. Considérons pour simplfier que les fonctions x(t)
sont & valeurs dans R (i.en = 1). Soit D un ouvert de R x RP avec p > 1 et
f : D — R une fonction continue. En notant ) (t) la dérivée k-éme de x(t),
toute équation différentielle ordinaire du p-éme ordre associée a f qui s’écrit :

2@(t) = f(t,2(t), 2’ (), e, (@), ()
peut se mettre sous la forme (E). Notons en effet x1(t) = x(t) et w41 (t) = 2O (t)
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pourt=1,.... ,p— 1 et introduisons
33'1<t) l’g(t)
.TQ(t)
X(t) = ’ € RPetF(t,X) =
) zp(t)
l'p(t) f(tvxl(t)v“'axp<t))

L’edo (E,) devient alors :

X'(t) = f(t, X(1))
Le probléme de Cauchy correspondant o [’équation ci-dessus s’obtient en ajoutant
une condition du type X (to) = Xo ot tyg € R et Xy € RP. Ceci correspond a la
donnée de x(ty), To(ty), ......, 2P~ (to). Nous allons introduire maintenant la notion
de solution approchée. Ces solutions ne seront en général pas aussi réquliéres que
les solutions exactes dont nous venons de parler.

Définition 1.2.3. On dira qu’une fonction ¢ a valeurs dans E est C' par mor-
ceaux sur un intervalle J de R si :
1. ¢ est conlinue sur J.

2. 1l existe un ensemble fini S = {t1,......t,} de points de J tels que ¢ soit
Cl sur J\S et lim, ,,+ ¢'(t) et lim, ,,- ¢'(t) existent mais ne coincident pas
forcément.

Nous avons alors :

Définition 1.2.4. Soit € > 0 et J un intervalle de R. On dira que p € C(J) est
une solution e-approchée de (E) si :

1. (t,(t)) € D, Vt e J
2. ¢ est C* par morceauz sur J (on note S les points ot @' n'est pas définie).
3. 1" () = [t o()le <&, VEe J\S

1.3 Théorémes

Théoréme 1.3.1. (théoréme des accroissements finis sur R) Soit f une
fonction continue sur un intervalle [a, b], & valeurs dans R, dérivable sur |a, b/.
Alors il existe ¢ €]a, b] telle que :

f(b) = f(b) = f(c)(b—a)

ou il existe 6 €]0, 1] tel que :
f(b) = fla) = fa+6(b—a))(b—a)
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Une autre version ( plus faible) de ce résultat est l'inégalité des accroissements

finis :

Théoréme 1.3.2. (I’inégalité des accroissements finis) Soit f une fonction
continue sur un intervalle [a, b, 4 valeurs dans R, dérivable sur [a,bf. soit M >0
telle que |f'(z)| < M, pour tout x € [a,b], alors |f(y) — f(x)] < M|y — x| pour
tout x,y € la,bl.

On en déduit une premiére extension du théoréeme des accroissements finis pour
les fonctions définies sur un ouvert d’un espace vectoriel normé E a valeurs dans

R.

Théoréme 1.3.3. (Taylor-Lagrange). Supposons que f soit de classe CP™' sur
I. Alors, pour tout h € R tel que xo+ h appartienne a I, il existe 6 €]0, 1] tel que
l'on ait :

B+l

PR CRRLD

Pk
flao+h) =) %f(k)(xo) +
k=0

(notons ici que 6 dépend de h).

Théoréme 1.3.4. (Taylor avec reste intégral). Supposons que f soit de classe
CP*L sur I. Alors, pour tout h € R tel que xo + h appartienne a I on a :

p

Plaot ) =31 0 gy 4
0 SR T (p)!

p+1

/ 1(1 — )P fPH) (34 4 th)dt
0



Chapitre 2

Résolution numérique d’'une EDO

Ce chapitre concerne la résolution numérique approchée d’équations, et de sys-
témes d’équations, différentielles ordinaires. De telles équations interviennent dans
de nombreux problémes issus de la modélisation mathématique de phénomeénes
physiques ou biologiques et se rencontrent par conséquent dans des disciplines
aussi variées que l'ingénierie, la mécanique ou I’économie . L’élaboration de tech-
niques de résolution approchée des équations différentielles ordinaires constitue un
vaste domaine d’études et de recherches depuis plus de trois siécles et notre objec-
tif est d’en offrir au lecteur un premier apercu. Aprés quelques rappels concernant
les bases de la théorie des équations différentielles ordinaires, nous décrivons des
méthodes de résolution numérique parmi les plus classiques et analysons leurs pro-
priétés au moyen de techniques générales. Les notions de consistance, de stabilité
et de convergence , occupent ici une place centrale.[1]

2.1 Définition des EDO

Soit une fonction x(t¢) définie sur un intervalle de R et de classe C? (continiment
dérivable d’ordre p). On appelle équation différentielle d’ordre p une équation de
la forme :

F(t,z,x 2, ....,2P) =0

On appelle forme canonique d’une EDO une expression du type :
P = f(t,x,x/,x”, Lz

Seul ce type d’équations sera considéré . [5]
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Toute équation différentielle canonique peut étre écrite comme un systéme
d’équations différentielles du premier ordre en introduisant p — 1 fonctions défnies
comme :

1 =

!

To =X
_ .p—1

Tp =70

2.2 Solution des EDO

Nous considérons une équation différentielle ordinaire du premier ordre :
a'(t) = f(t,2(1)) (1)

La premiére notion qu’il est important de préciser est celle de solution d’une
équation différentielle ordinaire. Elle est 1'objet de la définition suivante. [6]

Définition 2.2.1. (solution d’une équation différentielle ordinaire) On
appelle solution de l’équation différentielle ordinaire tout couple (J,x), avec
J un intervalle de R et x une fonction dérivable sur J a valeurs dans R tels que
léquation (1) est satisfaite et (t,z(t)) appartient & D pour tout t appartenant
J.

Définition 2.2.2. (prolongement d’une solution d’une équation différen-
tielle ordinaire) Soit (J,x) et (J,z) deuz solutions de I’équation différentielle
(1). On dit que (J,Z) est un prolongement de (J,x) si J C J et Ty = x. Le
prolongement induisant une relation d’ordre sur [’ensemble des solutions d’une
équation, on a la définition et le résultat suivants.

Définition 2.2.3. (solution mazimale d’une équation différentielle ordi-
naire) On dit que le couple (J, ) est une solution mazximale de ’équation diffé-
rentielle (1) si elle n’admet pas d’autre prolongement qu’elle-méme.

Théoréme 2.2.1. Toute solution de [’équation différentielle (1) se prolonge en
une solution mazimale (non nécessairement unique).
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Remarque Lorsque le domaine D est de la forme D = [ x Q , avec I un
intervalle de R et un ouvert de R, il est tout & fait possible que la solution
maximale (J, x) d’un probléme de Cauchy soit telle que J n’est pas égal & I. Ceci
conduit a 'introduction la définition suivante.

Définition 2.2.4. (solution globale d’une équation différentielle ordi-
naire) Une solution de ’équation différentielle (1) est dite globale si elle est
définie sur Uouvert I tout entier. On observera que toute solution globale est maxi-
male, mais que la réciproque n’est pas vraie.

2.3 Le probléme de cauchy

On appelle probléme de Cauchy ou probléme & la valeur initiale le probléme
qui consiste a trouver une fonction x(t) définie sur U'intervalle [tg, T telle que : [8]

2(t) = f(t,z) ; Vt € [to, T
I(to) = X9

Si la fonction f est continue et vérifie une condition de Lipschitz par rapport a

la deuxiéme variable alors le probléme admet une solution unique. On dit que le

probléme est bien posé.

2.4 Existence locale des solutions

Historiquement, il a d’abord été démontrée que le probléme de Cauchy (PC)
admettait localement une solution unique. le mathématicien italien Peano en s’ap-
puyant sur un résultat d’Ascoli a démontré : [1]

Théoréme 2.4.1. Soit (ty,z9) €D et soit a > 0 et b > 0 tels que le cylindre
C=|t—to| <a,llz—x||g < bsoit inclus dans D. On note :

b
M = sup |f(t,2)|g et @« =min(a, —)
(t.z)eC M

alors pour tout € > 0 il existe une solution "approchée au probléeme de Cauchy
(PC) sur Uintervalle [to — «, to + a.

Définition 2.4.1. Un ensemble de fonctions F définies sur un intervalle réel I
et a valeurs dans E, est dit uniformément équicontinu si pour tout € > 0, il existe
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0. > 0 tel que :

1f(t)— fD|g<eVfeFetvVtiecl|t—i <o.

Nous aurons besoin également du :

Lemme 2.4.1. (Ascoli) Soit I un intervalle borné de R et C(I) l'espace vectoriel
des fonctions continues sur I a valeurs dans E, muni de la norme

| flloo = supse; || f(t)||e- Alors tout sous ensemble F de C(I), borné et uniformé-
ment équicontinu est relativement compact.

Théoréme 2.4.2. (Ascoli-Peano) Soit (to,z9) € D et soient a > 0 et b > 0
tels que le cylindre C' = {|t — to| < a, ||z — xo||p < b} soit inclus dans D. On note

b
M = sup(t,z)||f(t,z)||r et & = min(a, M)

alors il existe (au moins) une solution ¢ au probléme de Cauchy (PC) sur linter-
valle [ty — a;to + .

Corollaire 2.4.1. Soitf € C(D). Alors pour tout (to;x0) € D, il existe un voi-
sinage de to dans R sur lequel le probleme de Cauchy (PC) admet une solution.
Avant de nous intéresser au probléeme de l'unicité des solutions, voici un exemple
simple qui montre qu’un probleme de Cauchy peut avoir une infinité de solutions
méme sur un voisinage arbitrairement petit autour de la condition de Cauchy.

2.5 Unicité locale des solutions

On commence par un Lemme technique mais qui sera trés utile dans la suite :

1]

Lemme 2.5.1. (Gronwall) Soit i) une fonction continue définie sur un inter-
valle [a,b] C R et d valeurs dans RT. On suppose qu’il existe ty € [a,b] et trois
constantes A > 0,B > 0 et C' > 0 telles que :

t
P(t) < A+ B]/ W(s)ds| + C(t —to| Vt € [a, ]
to
Alors, pour tout t € [a,b] on a Uestimation :

C
¢(t) S AeB\tfto\ + E<€B|t7t0| . 1)
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Définition 2.5.1. On dira que f est lipschitzienne en x (uniformément par rap-
port a t), et on notera f € Lip(D), sl existe k > 0 tel que :

[t z1) = f(t, 22)||e = kl|v1 — 22|E, Y(t 21), (¢ 22) € D

Remarquer que cette notion n’entraine pas que f est continue sur D comme le
prouve l'exemple suivant : D =R2 f(t,z) =1sit>0et f(t,2) =0 sit <0. En
revanche, si f est lipschitzienne au sens classique, c¢’est a dire il existe k > 0 tel
que :

[f(t1, 1) = (2, z2)lle < K([t1 — to| + |lz1 — 22l£), V(t1,21), (t2,22) € D
alors f est en particulier lipschitzienne en x uniformément en t.

Application 1 (du Lemme de Gronwall) Soit f € Lip(D) N C(D) avec
pour constante de Lipschitz k > 0. Soient ¢; et o deux solutions respectivement
€1 et eg-approchées de (E) sur un méme intervalle [a,b] et telles que, pour un
certain a < tg < b on ait :

l1(to) — wa(to)||e <6

Alors, pour tout ¢ € [a,b] :

€1+ ¢&9

loa(t) = p2(t)ll e < detrol + (eMrol — 1), (@)

Démonstration : En reprenant la démonstration du Théoréme 2.4.2, on a 1’écri-
ture des solutions e-approchées sous forme intégrale :

@i(t) = pi(to) +/ttf(§0i(5),3) + Ay(s)ds, i=1,2

avec ||A;(s)|le <e&;, i =1,20n pose ¢¥(t) = ||p1(t) — pa(t)||r et on a :

t
Y(t) < lgi(to) — e2(to)lle + / [£(¢1(s),8) = f(pa(s), )| eds + €1 + 2|t — to|
to
Or, f étant Lipschitzienne en x uniformément en ¢ :

1 (p1(s), 8) = f(p2(s), 8)lle < Ellpr(s) — pa(s)lle = kip(s)

On applique alors l'inégalité du Lemme de Gronwall pour obtenir (G).

Théoréme 2.5.1. (Cauchy-Lipschitz) Soit f € C(D) N Lip(D) et avec les
mémes notations que pour le Théoréme 2.4.2, il existe une unique solution au
probleme de Cauchy (PC) sur lintervalle [ty + o, to + «.
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Démonstration : Le Théoréme 2.4.2 nous assure de 'existence d’au moins
une solution ¢; sur 'intervalle considéré. On note , une éventuelle autre solution
et on introduit la fonction continue

Y(t) = lle1(t) — w2(t)|le

définie sur [ty — «, tg + a]. Les fonctions ¢ et oo étant des solutions du probléme
de Cauchy, elles s’écrivent, sous la forme intégrale (PCI) :

¢
@i(t) = g +/ f(s,0i(8))ds, Vte[to—a,to+al, i=1,2
to

On obtient en particulier que :

o(t) = H/t f(8,991(5))—f(&wz(S)dSHES/t 1 (s, 01(5)) = f (5, p2(s)[ s

puis, f étant lipschitzienne en x uniformément en ¢ sur D, il existe £ > 0 telle que

1f(s,01(5)) — f(s,p2(8))lp < kll1(s) — pa(s)|& pour tout s € [to — a,to + af ,
ce qui nous donne :

t

vt < [ Holo)lds
to

On conclut ensuite en appliquant le Lemme 2.5.1 de Gronwall avec A =0, B =k

et C' = 0. Introduisons une nouvelle définition :

Définition 2.5.2. On dira que f est localement lipschitzienne sur D st pour tout
(t,x) € D il existe une boule B={(t',2') € D, ||x —2'||g <e, [t—t|<e}CD
et une constante k > 0 telles que f soit lipschitzienne sur B. On note alors
f € Lipie(D). Dans cette définition la constante de lipschitz n’est valable que
localement.

Théoréme 2.5.2. (Unicité globale) Soit f € C(D)NLipi,(D) et soient (p1, J1)
et (pa, Jo) deux solutions de (E) telles que Jy N Jy # . Si il existe un point t0 de
J1 N Jy tel que @1 (t0) = pa(to) alors o1 = @o sur Jy N Js.

Démonstration : Les ensembles J; et Jo sont des intervalles. Il en est donc
de méme de J = J; N Jy qui est en particulier connexe et non vide puisqu’il
contient to. On note I = {t € J telsque 1(t) = ¢a(t)}. Montrons que I est
ouvert et fermé dans J ce qui entrainera que I = J. Les fonctions (p; et ¢y étant
continues, on en déduit que I est fermé. Soit ¢; € I, notons x1 = ¢1(t1) = @a(ty).
Alors (t1,z1) € D et selon le Théoréme 2.5.1, le probléme de Cauchy :

7(t) = f(t,x(t), w(t) =
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admet une unique solution sur [t; — «,t; + a] On en déduit que ¢ = @y sur cet
intervalle et que |t; — a, s + @[C I et donc que I est ouvert. On considterera ta
partir de maintenant que I'on a toujours f € Lip;,.(D)NC(D) ou plus simplement
f € Lip(D)NC(D), c’est ta dire qu’il existe toujours une solution unique pour le
probléme de Cauchy (PC).

2.6 Prolongement des solutions locales, solutions
maximales

Commencons par poser quelques définitions : [3]

Définition 2.6.1. Soit (p1,J1) et (2, o) deux solutions de (E). On dit que
(p2, J2) prolonge (p1,J1) st J1 C Jy et o1 = o sur Jy. Une solution (p,J) de
(E) est dite mazimale si elle n’admet aucun prolongement.

Théoréme 2.6.1. (Existence d’une solution maximale) Soit f € C(D)N

Lipioe(D). Alors par tout point (to, zo) € D il passe une unique solution maximale
au probleme de Cauchy (PC).

Démonstration : Considérons I’ensemble S de tous les couples (¢, J) de so-
lutions au probléme de Cauchy (PC). Si (@1, J1) et (2, J2) sont deux tels couples
alors J; N Jy n’est pas vide car il contient £y et 3 = @9 sur J; N Jy d’aprés le
Théoréme 2.5.2. Soit I la réunion de tous les intervalles J. Sur I on peut donc
définir la fonction ¢ par ¢ = ¢ sur J pour tout (p,J) € S. Cette fonction est la
solution maximale cherchée.

La question & laquelle nous allons répondre maintenant est : pourquoi une solu-
tion maximale, définie sur un intervalle borné, ne peut-elle étre prolongée sur un
intervalle plus grand ?

Théoréme 2.6.2. On suppose que S est un ouvert de R™ et que D =la,b[x 2.
Soient f € C(D) N Lipioe(D) et (to,x0) € D. Si (¢, (T-,T4)) est une solution
mazimale du problteme de Cauchy (PC), alors on a lalternative suivante :

— ou bien Ty = b, ou bien T, < b et pour tout compact K de ) il existe

t < Ty tel que p(t) ¢ K.

— Enoncé analogue pour T-_.

Démonstration : Supposons que 7'y < b et qu’il existe un compact K tel
que p(t) € K pour tout t € (ty,T4). Alors, comme f € C(D), il existe M > 0 tel
que || f(t,z)||p < M pour tout (t,x) € [ty, T} ] x K. Soit (t,), une suite croissante
tendant vers T’y et telle que tg < t,, < T} pour tout n. En écrivant la solution ¢
sous forme intégrale, on obtient que :

tm
le(tm) = e(ta)lle < / 1 (s, 0(s)lle < Mty — tnl, Ym >n
tn
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La suite (¢,), é¢tant de Cauchy, il en est de méme pour ((t,)), qui est donc
convergente. Notons z; = lim,,_,, ¢(t,). Alors x; € K C Qetonadonc (T, x1) €
D. La solution du probléme de Cauchy

2(t) = f(t,a (), 2(Ty) = x

admet selon le Théoréme 2.4.2 une solution locale qui prolonge ¢ au dela de T,.
Ceci contredit la maximalité de ¢. On procéde de facon analogue pour 7T_.

Si € est borné, ce Théoréme se traduit par : Le point de R x E de coordonées
(t,(t)) tend vers un point de la frontiére du cylindre |a; b[xQ quand ¢ — T, et
t— 1.



Chapitre 3

Etude Qualitative des solutions
numériques des équations
différentielles ordinaires

3.1 Introduction

dans ce chapitre on s’interessera a I’étude qualitative des solution numériques
des équations différentielles on 'occurence : la consistance, la stabilité et la conver-
gence. Ces trois notions nous permettent de mieux comprendre le comportement
de I'erreur du méme nom ainsi que de calculer la valeur minimale de ’erreur de
la perturbation des solutions par des valeurs voisines de la solution. La notion de
convergence nous permet d’évaluer 'erreur entre la solution exacte et la solution
calculée par le schema numérique. [12]

Notion de schéma numériques

On considére une équation différentielle /() = f(t,z(t)), dans laquelle f sa-
tisfait aux conditions du théoréme de Cauchy-Lipschitz, et on notera dans toute
la suite ¢ — z(t) la solution unique sur [tg,to + 7], dont le graphe est contenu
dans un cylindre de sécutité [ty — T, to + T] x B(xg, o).

On appelera parfois z la "solution exacte", par opposition aux solutions appro-
chées notées t — x(t).
Pour I’évaluation approchée de z(t), la stratégie générale est la suivante :

— Définir un schéma numérique : on appelle ainsi les formules de récurrence
associées a une méthode numérique de résolution des équations différen-
tielles. Il s’agit d'une méthode de calcul de valeurs approchées notées x,
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des z(t,), ot les t,, sont les termes d’une subdivision & N pas de [to, to+ T :

tg <t1 < .ooenn.n. <tn=ty+T
Le n'™ pas est noté h, = tp,4 1 — tn (on commence a l'indice 0), et le pas
maximum est Ay = MaXo<p<n—1 Ny
On peut considérer la fonction affine par morceaux z(t) telle que pour tout
n, z(t,) = x,, ce qui donne précisément :

t—t,
B

SE(t) = Tn + (anrl - xn) Si t € [tn>tn+l]
— Evaluer ||z(t) — 2(t)|| pour t € [t,, t,+1] et trouver un majorant (en fonction
de f et de la méthode utilisée) de

sup( sup [|lz(t) — z(t)]])
n te[tn,tn+l]
— Etudier le comportement de cette majoration en fonction de la subdivision
et particulierement lorsque Ay, — 0

Définition 3.1.1. Un schéma numérique a un pas explicite est une équation de
récurrence de la forme :

Tpt1 = Tp + Ty + Wy ®(tn, Tn, hy)
tn+1 = tn + hn

Le domaine de définition de ® contient au moins U x 0 et on doit vérifier dans
chaque situation concréte que l'itération est compatible avec ce domaine de défi-
nition. Mentionnons d’autres types de schémas numériques dont ’étude dépasse
le cadre de ce cours. Dans les méthodes implicites la fonction ® dépend aussi de
Tni1. Dans un schéma numérique explicite a q pas ® dépend aussi d’un nombre
fize de termes précédemment calculés, xp_qy1..... 2y, €t la méthode doit étre com-
plétée par une initialisation, pour le calcul des q premiers termes.

Définition 3.1.2. Un schéma numérique a un pas implicite est de la forme :

Tp+1 = Tp + hnq)(tna Tny Tp+1, hn)
tn+1 =t, + hn

Dans le cas d’une méthode implicite il s’agira le plus souvent de s’assurer que
[’équation

r =z, + h®(t,, x,, x, hy)
a une solution unique du moins pour tout h assez petit. Dans les cas les plus
courants cela résultera du théoréme des fonctions implicites.
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Définition 3.1.3. Un schéma numérique & q pas explicite est de la forme :

Tpg1 = Tn + Ry @ (b, Ty ooy T—g, By
tn+1 =1, + hn

avec n = Ng,......N — 1. Bien sur la calcul de x, n’est possible qu’a partir de
[indice q et la méthode doit étre complétée par une initialisation, le calcul des q
premiers termes, par ezemple par une méthode a un pas. L’erreur de consistance
au pas n est par définition 'erreur commise sur T,.1, lorsqu’on prend pour les
valeurs précédentes des yy les valeurs exactes z(ty), ce qui donne la définition
sutvante ot nous n’explicitons que pour les méthodes a un pas.

Définition 3.1.4. L’erreur de consistance est la suite

en = Z(tns1) — Tpa1(tn, 2(tn), hp) = 2(tns1) — 2(tn) — ha®(tn, 2(tn), ha)

Définition 3.1.5. On dit qu’un schéma numérique est d’ordre p, si e, = o(h?™!)
, lorsque h,, — 0

L’ordre d’une méthode est une indication importante qui avec la propriété dite de
stabilité qui dépend de f gouverne la convergence de x(t) vers z(t). Nous conclue-
rons seulement cette section par un résultat admis qui donne une premiere idée
intuttive de la notion d’erreur de consistance :

Définition 3.1.6. Une méthode numérique est dite consistante si

N-1
lim ) " len| =0
hmax—0
n=0

Théoréme 3.1.1. Une méthode a un pas est consistante si el seulement si quel
que soit (t,x) € U, on a :
O(t,x,0) = f(t,x)

Démonstration :

Nous donnons plus loin une démonstration détaillée qui fait appel & un maniement
de sommes de Riemann. Intuitivement on peut justifier cet enoncé en remarquant
que par le théoréme des accroissements finis 1.3.1,2(¢,,41) — 2(t,,) est de 'ordre de
hn?' (tn) = haf(tn, 2(th)),

Donc que Perreur de consistance e, = z(t,11) — 2(tp) — hy®(t,, 2(tn), hy) est de
Vordre de [f(t,, 2(tn)) — P(tn, 2(tn), hn)]-Fn.

Si la condition de I’énoncé n’est pas remplie cette difféerence est pour h tendant
vers zéro de l'ordre de h, avec un facteur multiplicatif ne tendant pas vers zéro.
Le cumul des erreurs d d’arrondi serait donc de 'ordre du cumul des h,, ¢’est a
dire de la quantité fixe T', donc ’erreur ne tendrait pas vers 0 avec le pas.
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3.2 Quelques exemples de méthodes a un pas

3.2.1 Méthode d’Euler.

On a déja décrit cette méthode appelée aussi méthode de la tangente qui
correspond au cas de la fonction :

O(t,x,h) = f(t, )

indépendante de ¢, définie sur U x R.
Calcul de ’erreur de consistance

en = Z(tn + hn) - Z(tn> - hn ’ f(tm Z(tn))

= 2(t, + hp) — 2(tn) — hn - 2' (L)
par définition de z

Lorsque f est de classe C!, z est de classe C? et I'erreur de consistance prend la
forme suivante gréce a la formule de Taylor.

1
n = 22" (t) + o(h2)

1
= SRR (k) + o(12)

Ainsi la méthode d’Euler est d’ordre un.

3.2.2 Meéthode de Taylor d’ordre p.

On suppose ici que f est de classe CP : On a vu alors que z est de classe CP™1
et on a défini des fonction f*!, construite par récurrence a partir de f et de ses
dérivées partielles telles que z(k)(t) = fI=U(t, 2(t)); pour k = 1,..,p+1: La
formule de Taylor a 'ordre p 4+ 1 s’écrit alors :

PPty 2(tn) R+ o(hEH)

[k: 1
2(tn+hy) +Zhnk' tn,z(tn))+(p+1)!

ou avec la formule de Taylor Lagrange :

2(tp+hn) +Zhnk' Fl=1( <t"))+(pi1)!

Pt 40h,, 2(t,+0h,))hETE, 6 €]0,1]



3.2 Quelques exemples de méthodes & un pas 24

Ceci suggére le schéma numérique suivant obtenu en remplacant les valeurs in-
connues z(tx) par les xy.

oy T =t S he L E 2,
PP thgr =t + hy
La fonction ® associée & cette méthode est :
P 1
_ k=1 1 flk—1]
®(t,y,h) = ;h o (tn, )

Le résultat suivant généralise celui qu’on a déja trouvé pour la méthode d’Euler

(7).

Proposition 3.2.1. La méthode de Taylor (T?) est du point de vue de Uerreur
de consistance d’ordre p. Plus précisément, si on considére un cylindre de sécurité
C =[to—T;ty+ T)|B(xo,7), on a une majoration :

n < Gy S, I k)
c (t,x)e

En effet selon la formule de Taylor qui a servi de base a la méthode on obtient
directement (en prenant la formule de Taylor avec reste de Lagrange) :

= ﬁf[p}(tn + Ohy, 2(tn + Ghn))hpﬂ e +1)l SUp(z)ec |7t ) ||

3.2.3 Meéthode du point milieu.

Notons M,, le point de coordonnées (t,,z(t,)) du graphe de z. Le segment

[M,,, M, 1] a une pente plus proche en général de 2'(t,, + h2") pente de la tangente

u "point milieu" que de 2/(¢,), pente de la tangente en M,,, comme le montre la
figure ci-dessous :
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On peut donc considérer qu’une approximation de z(t,1) a partir de z(¢,,) meilleure
que lexpression z(t,) + f(tn, 2(t,)) de la méthode d’Euler est :

h h h
2(tn) + b2 (tn + 7n) = 2(tn) + haf(tn + 7na z2(tn + 771)) (1)
Dans le schéma numeérique que nous avons en vue on peut prendre par récurrence
x, approximation de z(t,).
Comme z(t, + %) n’est pas connu non plus, il convient d’en chercher une ap-
proximation notée x, 1. Le schéma d’Euler suggére de prendre z,, 1 = z, +

%" f(tn, z,).0On aboutit ainsi donc¢ au schéma numérique :

Tpyl = Tn + h?”f(tnv Tn)
_ hn
(M) pn—f(tn+77xn+%)
Tnt1 = T + hnpn
lny1 = tn + hn

Ce schéma est encore une méthode & un pas explicite dans laquelle 'expression
explicite de ® obtenue en développant p,, est :

I, hy
O(t,x,h) = f(t, + 7,&:” + 7f(tn,xn))

Proposition 3.2.2. La méthode (M) est d’ordre 2 deés que f est de classe C*.

Démonstration : On écrit le schéma (M) avec z,, = z(t,) ce qui donne
I'erreur de consistance
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Z(tn + hn) - Z(tn) - hnpn y AVeC P, = f(tn + h?nwrn + %f(tm Z(tn)))

Comme p,, est une approximation de z'(¢, + %"), on a interét a décomposer en
ainsi :

2(ty + hp) — 2(tn)—"h,2' (t, + %")
= h, (2 (t + h;) Pn)

On trouve d’abord en apppliquant la formule de Taylor jusqu’au terme en h3 aux
deux fonctions z et 2’ :

el
en:e;—i—e;’”avec{ "
e

er = z(tn + hn) — 2(t,) — hp2' (tn) — hy (2 (8 + %) — 2'(ty))

h? h3 h h2
2" 2(tn) + FRZ(S) (tn) + o(h3) — hn(fz”(tn) + —20(t,)o(h2))

3

h3 .
— n(3) 3y — ' r[2] 3
522D (1) + o(h) = S2fP(tn, 2(ta)) + o(h)

d’autre part on peut appliquer la formule de Taylor par rapport a la variable x
dans Pexpression de €/, ce qui donne

h, h, h, hy,
_of hn hn hn
- hn%(tn + ?a 9n>[2(tn + 7)) - Z(tn)?)f(tna xn)]

avec 0, sur le segment |z(t,) + 2) f(t,, 2,), 2(t, + 222)) =] Tyl 2(tn + b2 ))[ Du

fait que 0, = x, + O(h,), et du fait que —i est de classe C' on déduit que

8f(t + M g,) = 8f(tn,:zcn) + O(hy,) et finalement tenant compte de 2/(¢ ) =
f(tn, 2(tn )) et en appliquant encore la formule de Taylor a l'ordre 2 & z(t, + %) :

(9 hn / ]-th " h”
= (5 () - O (2 (1) + 22" (1) = 52) (0, 72)
h3of hy Of

= S or (tnvxn>2,/(tn>0(hi>— S Or (n7xn>fm(tmz(tn))""O(hi)

En apparence ce calcul semble restreint au cas scalaire m = 1, mais en fait il est
intégralement valable en général a condition de considérer que %(t, x).v désigne
la valeur sur le vecteur v € R™ de 'application linéaire R” — R™ dérivé partielle
de f au point (t,2) € U C R x R™.
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Exemple 3.2.1. On considére [’équation ©’' = —x, avec les données initiales ty =
0; 20 = 1, et la subdivision de [0,1] de pas constant 1L0 s th =1 ,n=0,..,10 :

La solution exacte est connue : z(t) = e~t, ce qui permet de comparer aisément
différentes méthodes quant a leur précision en fonction du pas. La comparaison
est proposée en exercice et on constatera des erreurs respectives de [’ordre de
2.107%107%,2.107° pour les schémas (T*)(T?) et (T?) : On verra aussi que pour
atteindre la méme précision que par 10 pas avec (T?), le nombre de pas nécessaires
serait de :

— 100 pas dans le cas de la méthode de Taylor d’ordre 2.

— 10000 pas dans le cas de la méthode d’Euler.
Vérifier au passage que la méthode du point milieu donne sur cet exemple la méme
formule que T2 Cet exemple montre que la méthode d’Euler n’est pas assez précise
pour qu’on puisse s’en contenter dans la pratique. L’augmentation du nombre de
pas est en effet préjudiciable a cause du cumul des erreurs d’arrondis, qui pour
une méthode donnée impose une borne a la précision. Le choix d’une méthode
résulte d’un compromis entre la sophistication du schéma utilisé qui doit rester
raisonnable et le gain d’efficacité.

3.3 Etude générale de la convergence des méthodes
A un pas : consistance et stabilité

3.3.1 Consistance, stabilité et convergence
La notion de consistance d’un schéma

Il s’agit du bon comportement de I'erreur du méme nom.

Définition 3.3.1. Une méthode numérique est dite consistante si
N-1
li ol =0
i, 2 le

La notion de stabilité

Dans la pratique les valeurs de z,, sont perturbées par des valeurs voisines 7,
pour deux raisons :

1. Erreurs d’arrondi : on représente en machine la valeur x,, issue du calcul
par un nombre décimal & ¢ chiffres : |y, — yn|, est alors Uerreur d’arrondi
majoré en valeur relative par 107 %z,,.
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2. Incertitude expérimentale Dans la plupart des problémes concrets la "vraie"
valeur (notion mythique...) de xy est remplacée par une valeur Z, tirée
d’une expérience, d’une hypothése .. etc : |To — 2| est donc majorée par
un nombre qui dépend de la précision expérimentale.

La méthode ne peut donc étre utile que si la perturbation sur |z, — x|
provoquée par une faible perturbation |Zo — x| des données initiales et par
les erreurs d’arrondi sur les termes Z,, antérieurs est faible.

Définition 3.3.2. Une méthode est dite stable s’il existe S > 0 tel que quelle que
soient les suites , définies par récurence par les formules :

Tpi1 = Ty + hy (L, T, hy)
Tp1 = Tp + hpn®(tn, Tn, hy) + €5

on a ’

N-1
oax |Tn — 2| < S(|%0 — 2ol + HZ:O lenl)
Remarque 3.3.1. (Remarques sur l’évaluation de U’erreur) Dans ces for-
mules €, est une erreur d’arrondi qu’on majore dans la pratique en erreur relative
par 0,5.1077 en fonction de la précision de la machine : q est le nombre de chiffres
dans Uécriture en virgule ottante et si x, € [10*71,10¥[ avec k € Z, erreur d’ar-
rondi absolue est au plus 0,5.10"79. La quantité |y — x,|, de son coté doit étre
évaluée (donc majorée) en fonction de la nature (physique ou autre) du probléme
modélisé. Ainsi, selon la définition, on ne peut donc pas espérer une précision
relative a priori meilleure que :

sX (N +1)x0,51071'

pour une écriture de réels avec 16 chiffres signicatifs. Par conséquent, le fait qu’une
méthode soit stable n’est pas une garantie d’obtenir des résultats numériquement
fiables lorsqu’on se heurte a l'un des deux écueuils suivants :

- Lorsqu’on on prend un pas trés petit, donc N trés grand N le cumul des erreurs
d’arrondis peut provoquer une erreur trop élevée.

- La constante de stabilité S peut étre trés grande de Uordre de 1076 ou plus
ce qui ote toute crédibilité aux résultats obtenus. C’est le cas de probléeme dits
numériquement mal posés. C’est aussi le cas, lorsqu’on cherche les solutions pour
[to, to+T), avec T trop grand. En effet que S croit exponentiellement avec T'. Voir
la formule finale dans la démonstration du théoréeme 3.3.8 avec une constante de
stabilité en S = elT | et la sous section 3.4 avec le facteur SCT = e*TCT pour
le facteur d’amplification de erreur.
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La notion de convergence

Faisant abstraction des contraintes pratiques que nous venons d’évoquer on
a quand méme les résultats théoriques suivants, de démonstration trés facile,
qui relient les deux notions de consistance et de stabilité a la convergence de la
méthode :

Définition 3.3.3. Une méthode numérique est dite convergente st pour toute
solution exacte z définie sur un intervalle [to,to+T] et toute suite (x,) construite,
selon le schéma numérique considéré, o partir de xq et d’une subdivision de [to, to+
T], on a la relation de convergence uniforme :

lim max |z, — z(t,)| =0
hmax_)OIOﬁZ(tg) 0<n<N

Théoréme 3.3.1. Une méthode numérique a un pas qui est stable et consistante
est convergente.

Démonstration : Posons 7, = z(t,). Dans ce cas erreur de consistance est
par définition le réel e, qui compléte la formule :

Z(tn+1> = jn#»l = fn =+ hn®(tn7 fna hn) + €n

Donc e, joue pour la suite des z(t,) le role de la correction ¢, associé en général
4 une suite z,. D’aprés la définition de la consistance on a donc :

N-1
_ < _
s [2(t) = ] < S(12(0) =l + 3 en)

L’hypothése de consistance donne alors immédiatement le résultat annoncé.

3.3.2 Quelques conditions suffisantes et/ou nécessaires de
consistance ou de stabilité.

Dans cet énoncé on suppose que ® remplit la condition suivante presque tou-
jours réalisée dans les exemples usuels :

® est continue sur un ouvert contenant U X [—hg, ho|

Théoréme 3.3.2. Une méthode a un pas est consistante si et seulement si quel
que soit (t,x) €U, on a :
O(t,2,0) = f(t,x)
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Démonstration : D’aprés le théoréme des accroissement finis 1.3.1, il existe quel
que soit n un réel ¢, €|t,,t, 1] tel que :

en = 2(tns1) — 2(tn) — hn®(tn, 2(tn), hn)
= hp+ 2 (tn) — hpy®(tn, 2(tn), hy)
= hn[f(cn, 2(cn)) — (tn, 2(tn) hn)]
= hy[f(cn, 2(cn)) — ®(cn, 2(cn), 0)] + hu[P(cn, 2(cn), 0) — P(tn, 2(Ln), hn)]

Pour clarifier les calculs qui suivent on écrira au moment opportun ce résultat
sous la forme :

en = hn(A, + By)
A, = flen, 2(cn)) — P(cp, 2(cp), 0)
B, = ®(cp, 2(¢n),0) — O(t,, 2(tn), hn)

D’aprés 'uniforme continuité de ® sur C' x [—hg, hg] ot C est le polycylindre de
sécurité sur lequel on travaille :

Ve > 0,dn > 0, > 0, telsque
(|h| <m t =t| <n,|z—2| <a)=|P(t,x,0)— O, 2 h)|)

Par ailleurs, quitte & diminuer 7, on peut s’assurer en utilisant 'uniforme
continuité de z sur [to, to+71] que |h,| < n = |2(c,) —2(t,)| < o, donc finalement
en enchainant les deux implications précédentes par transitivité :

|hn| < m = |®(cn, 2(cn),0) — P(tn, 2(tn), hn| < €

On en tire
N—-1
iz <1 = ho|®(cn, 2(cn),0) = D(tn, 2(tn), hn)| < €Y hy = €T
n=0

Autrement dit avec les notations abrégées e, = h,(A,, + B,), on a obtenu

N-1

Rmaz <M = Z hn|By| < €T

n=0
N-1 ) . .
Donc .~y hn|B,| tend vers zéro quand Ay,q, — 0. Or on peut par ailleur écrire
les majorations suivantes :

N

N
’Z(|en’ — hn|An|)| < Z |len| = halAxl|
n=0

n=0
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N N
n=0 n=0

) , N N .
On a donc démontré que > " len| — >, _o hn|Ays| tend vers zéro avec hpeq. Or
on reconnait dans la suite

Zhn|An| = Zhn‘f@mz(cn)) — ®(cn, 2(cn), 0)|

une suite de sommes de Riemann de I'intégrale I = tZOJrT |f(t,z(t)—P(t, 2(t),0)],

donc une suite qui tend vers I. Le résultat obtenu nous donne alors aussi :

N
fim D lenl =1
n=0
La condition de consistance est équivalente au fait que cette limite est nulle donc
a
t0+T
[ 1) - vt s0.0] =0
10
La nullité de cette intégrale de fonction positive continue impose pour tout ¢ :

f(t,2(t) = @(t, 2(t), 0)

. Dans tout ce raisonnement la condition initiale (¢, o) est arbitraire, et 1’égalité
f(to,yo) = ®(to, xo, 0)est valable pour tout (tg, ) € U

Théoréme 3.3.3. Une condition suffisante de stabilité :
S1 ® est Lipschitzienne par rapport a la variable x, la méthode est stable. De plus
si L est la constante de Lipschitz pour ®, la constante de stabilité est S = e*T .

Démonstration : On reprend les notations de la définition 3.3.2 et on pose :
Op = |Tp — x|
Par définition de la constante de Lipschitz pour .
|D(t,x1,h) — D(t, 29, h)| < Ll|zg — x4

quel que soient (¢,x1,h) et (£, 9, h) dans le domaine de définition de ®. La majo-
ration suivante découle aussitot de la définition de la suite de 0,, et de la condition
de Lipschitz :

6)n—&-l - ‘i’n+1 - $n+1| - |jn — Tp + hn(q)<tn7 5771: hn) - @(tn,xn, hn)) + En‘ (1)

< (14 hoL)0, + |en| (2)
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Lemme 3.3.1. Lemme de Gronwall discret . Les inégalités (2) impliquent :

n—1
en S eL(tn—tO)QO + Z €L(tn_ti)‘6i|
i=0
Démonstration : C’est un exercice élémentaire sur les fonctions R — R de
vérifier que Vo € R, 1 4+ x < € et on a donc

1+ h,L < elhn

Le lemme se déduit par une récurrence sans mystére de cette majoration et de
'inégalité (2). L’étape de récurrence de n a n + 1 s’écrit ainsi :

9n+1 S (1 + hnL)en + €n

n—1
< (Lt ha D)0 + et + e
=0
n—1

< et [eHnmgy 3 Mt g + e
1=0

n—1

_ €L(t"+1_t0)90 + Z eL(tn+1_ti+1)|€i| -+ |€n|
=0
n—1
_ eL(t"HitO)eo + Z eL(t'rH»l*trkl) |€z‘
=0

On déduit de ce lemme que pour tout n,
n—1
0, < e+ lel)
i=0

Ceci termine la démonstration du théoréme de stabilité avec la constante de sta-
bilité :

S = et
Remarque : Ces calculs ne sont corrects que tant que les (t,,, T, hy,) et (tn, T, hy)
restent dans le domaine ot ® est Lipschitzienne de constante L.

Corollaire 3.3.1. Si f est Lipschitzienne en x, les méthodes d’Euler et du milieu
sont convergentes.
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Démonstration : D’aprés le théoréeme 3.3.1 il suffit pour cela d’établir la
consistance et la stabilité. - La consistance est une conséquence directe du théo-
reme 3.3.2, et de I'égalité ®j,—o = f. C’est aussi valable pour la méthode de Taylor
T,. La stabilité se déduit du théoréme 3.3.3 et du fait que ® est Lipschitzienne :
pour la méthode d’Fuler, c’est immédiat car f = ®, et pour la méthode du milieu
cela résulte des calculs suivants :

h h
¢=f(t+§a$+§f(tafﬂ))

Donc si f est Lipshitzienne en x de constante de Lipschitz L on obtient :

D21, 1) = (1,2, )| < D[y — 2+ 0 70, 2) — F,2)])

hL
S L|$1 _$2| + 7|f(taxl> - f(tax2)|

h
S (L + §L2)’I1 — ZE2|

D’ou le caractére lipschitzien de ® avec la constante de Lipschitz A = L + %L2,
si on se limite a des pas h assez petits c’est a dire assujettis & une condition :
0<h<o

Note : On montre aussi que lorsque f est de classe CP la méthode de Taylor 7T,
est convergente.

3.3.3 Ordre d’'une méthode a un pas et erreur globale.
Méthode d’ordre p

Définition 3.3.4. Une méthode consistante est dite d’ordre p si pour tout compact
K il existe C' > 0, tel que pour toute solution z(t), de graphe (t, z(t)) contenu dans
K, Uerreur de consistance satisfait a la condition :

len| < ChPH

Mentionnons une caractérisation de ["ordre p qui s applique a la méthode de Taylor
de méme indice et généralise le critére de consistance déja énonceé :

Proposition 3.3.1. Sous [’hypothese que ® est de classe CP, la méthode est
d’ordre p si et seulement si les conditions suivantes sont remplies :

9L (t,2,0) = 5 fU(t, ) pour 0 <1< p—1
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Démonstration : Rappelons d’abord que I'erreur de consistance est :

en = 2(ths1) — 2(tn) — hy®(ty, 2(tn), hn)

La démonstration est similaire (en plus compliqué) a celle de la caractérisation de
la consistance, qui correspond au cas p = 1. En appliquent la formule de Taylor
Lagrange on a l'existence de ¢,,d, €lt,,t,+1] tels que :

hk h» B+l
_ — n (k) »(P) n (pt1)
2(tnt1) — 2(tn) = hp2'(t) + ... + k‘z (tn) + ... + = p (tn)+p+1!zp (tn)
P pk hptl
_ n rlk-1] [p)
- P k'f (tnaz(tn))+p+1'fp(cn7z(cn))
hl 8l he=t oP1d
h? oP®
+F%(d ,2(dn), dy)]
On en tire
p . _ln U(t,, 2(t, ))_alq)(tn,z(tn),()))]_i_hﬁ“<f[p](cn,z(cn))_ap(l)(dn,z(dn),dn))
[! [+1 Oh! p! p+1 OhP

Pour que cette expression soit un DL en h, de la forme o(h2), il faut et il suf-
fit que tous les termes (];—%l(f m(tffl(t")) - alq)(t*g;l(t”)’o)) soient nuls ce qui fournit
la condition de I’énoncé puisque par tout point (fp,xg) passe une unique solu-
tion locale. Le reste fournit la majoration de I’énoncé avec la constante C' =
mﬂf[p] |l + i”ngfHkx[O,é] ol les normes utilisées sont les normes du sup || @ ||
et les solution sont supposée confinés dans un ensemble compact K.

Pour justifier I’existence des f¥ on remarque que grace a I’hypothése de consis-
tance on a f = ®h = 0, qui est donc bien de classe C*. Le cas [ = 0 de la
conclusion de I’énoncéredonne la condition de consistance, avec un démonstration

simplifiée par le fait qu’on suppose ici ® de classe C! et pas seulement continue.

3.4 La constante SCT de majoration de I’erreur
globale

On considére une méthode consistante et stable de constante de stabilité S
qui est d’ordre p avec un facteur multiplicatif C'. On a les majorations d’erreurs
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suivantes. D’abord le cumul des erreurs de consistance (qui n’est pas l’erreur
globale ) est :

D en <CY BT < CO | ha)hh = SCTHE,,

En effet 1a somme de tous les pas est Y (¢,.1—t,) = T si on travaille sur I'intervalle
[to, to + T'] : Par définition de la stabilité, on trouve alors :

max |z, — 2(t,)| < S(Jxo — z(to)| + CThHY )

max

L’erreur est donc majorée dans le cas d’absence d’erreur sur la condition initiale
par

SCThE

max



Conclusion

Ce mémoire a été consacré a I'etude qualitative des solutions numériques des équa-
tions différentielles ordinaires en 1'occurence les notions de consistance, stabilité
et convergence. Comme perspectives d’avenir, on prévoit de poursuivre 'etude
qualitative des solutions pour d’autres notions telles que la régularité et la control-
labilité des solutions. On souhaite élargire cette étude aux équations aux dérivées
partielles (EDP).
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