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Chapitre 1
Introduction

L’étude d’une variables Y conditionnée par une variable X est un sujet trés impor-
tant en statistique. En stat non paramétrique, la régression est I'outil principal pour
répondre a cette question. Cependant, cet outil n’est pas trés adapté a certaines situa-
tions. Citons par exemple, le cas ou la densité conditionnelles de la variable réponse
est dissymétrique ou encore le cas ou elle est multimodales. Le but de ce mémoire
est d’étudier certains models conditionnels dans le cas ou la variable explicative est

fonctionnelle ou infiniment dimensionné.

1.1 Statistique non parametrique fonctionnelle

Depuis plusieurs décennies, nombreux sont les staticiens qui ont développé des applica-
tions permettent le traitement de variables aléatoires fonctionnelles. Ce développement
technologique a exigé la modernisation des méthodes statistiques comme outils d’ana-
lyse et de controle. L’étude de modeles non paramétriques liés a la distribution condi-

tionnelle a été largement considérée en statistique non paramétrique.

1.2 Modeles conditionnelles

Les premiers résultats sur ces modeles ont été obtenus par Roussas (1969,[31]). 11
a traité l'estimation de la fonction de répartition conditionnelle par la méthode
a noyau en utilisant des observations markoviennes. Il a établi la convergence en
probabilité de l'estimateur construit. Stute (1986,[33]) a ajouté des résultats sur la

convergence presque complete de 'estimateur a noyau de la fonction de répartition
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torielle. L’estimation de cette dans un cadre fonctionnel a été introduite par Fer-
raty et al. (2006,[11]). Ils ont construit un estimateur a double noyau pour la fonc-
tion de répartition conditionnelle et ils ont précisé la vitesse de convergence presque
complete de cet estimateur lorsque les observations sont indépendantes et identique-
ment distribuées. Le cas des observations a-mélangeantes a été étudié par Ferraty et
al. (2005,[18]). Plusieurs auteurs ont traité l'estimation de la fonction de répartition
conditionnelle comme une étude préliminaire de I’estimation des quantiles condition-
nels. Citons par exemple, Ezzahrioui et Ould-Said (2005,2006,[12],[13]) qui ont étudié
la normalité asymptotique de cet estimateur dans les deux cas (i.i.d. et a-mélangeant).
Ferraty et Vieu (2000,[15]) ont établi la convergence presque complete d'un estima-
teur a noyau de ce modele non paramétrique dans le cas i.i.d. En s’inspirant des
développements récents de la théorie des probabilités de petites boules, Ferraty et
Vieu (2004,[19]) ont généralisé ces derniers résultats au cas a-mélangeant. Dans le
cadre d’observations fonctionnelles a-mélangeantes, Masry (2005,[28]) a montré la
normalité asymptotique de 'estimateur de Ferraty et Vieu (2004,[22]) pour la fonction
de régression. nous renvoyons a Ferraty et Vieu (2011,[17]) ainsi qu’a Delsol (2011,[7]).
Des résultats sur 'uniforme intégrabilité ont été établis par Delsol (2007,2009,[],[9])
et Delsol et al. (2011,[7]). D’autres travaux se sont intéressés a l'estimation de la
fonction de régression en utilisant différentes approches : la méthode des k plus
proches voisins par Burba et al. (2008,[1] ), les techniques robustes par Azzidine
et al. (2008,[2]), Attouch et al. (2009,[1]) et Crambes et al. (2008,[0]), I'estimation
par la méthode simplifiée de polynome locaux par Barrientos-Marin et al. (2010,[3]).
L’estimation de la fonction de densité conditionnelle et ses dérivées, en statistique
fonctionnelle, a été introduite par Ferraty et al. (2006,[11]). Ces auteurs ont obtenu la
convergence presque complete dans le cas i.i.d. Ferraty et al. (2005,[18]) ont établi la
convergence presque complete d’un estimateur a noyau du mode conditionnel défini
par la variable aléatoire maximisant la densité conditionnelle. Alternativement, Fz-
zahrioui et Ould-Said (2005, 2006,[12],[13]) ont estimé le mode conditionnel par le
point qui annule la dérivée de I'estimateur a noyau de la densité conditionnelle. Ces
derniers se sont concentrés sur la normalité asymptotique de I'estimateur proposé dans
les deux cas (i.i.d. et mixing). La précision des termes dominants de I'erreur quadra-
tique de I'estimateur a noyau de la densité conditionnelle a été obtenue par Laksaci

(2007,[21]). Nous renvoyons a Laksaci et al. (2010,[25]) pour la question du choix du
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tive fonctionnelle. Ali laksaci et al. (2013,[23]) ont utilsent la méthode du polynome
locaux. Ferraty et al. (2008,[21]) ont établi la convergence presque complete d'un
estimateur a noyau de la fonction de hasard conditionnelle, lorsque les observations
sont indépendantes et identiquement distribuées. Dans le méme contexte, Ezzahrioui
(2007,[10]) a étudié la normalité asymptotique. Le cas a-mélangeant a été traité par
Quintela-Del-Rio (2010,[31]). Ce dernier a établi la convergence presque complete et la
normalité asymptotique de I'estimateur proposé par Ferraty et al. (2008,[21]). Laksaci
et Mechab (2010,[23]) ont fait sur l'estimation de la fonction de hasard conditionnelle
pour des données fonctionnelles spatialement dépendantes. Collomb et al.(1987,[5])
ont établi la convergence uniforme de ’estimateur du mode conditionnelde cet estima-
teur. Dans cet article, Collomb a donné un exemple d’un processus a-mélangeant ot le
mode conditionnel prévoit mieux que la régression. Samanta et Thavaneswaran (1990)
ont étudié la normalité asymptotique. Motivé par sa supériorité sur la régression en
prévision, le mode conditionnel a fait 'objet de plusieurs travaux : Quintela-Del-Rio
et Vieu (1997,[32]) sur le processus a-mélangeant, Ould-Said (1997,[29]) pour le cas
ergodique, Louani et Ould-Said (1999,[26]) pour la normalité asymptotique dans le
cas des observations fortement mélangeantes. Loannides et Matzner-Lober (2004,[27])
proposent un estimateur pour le mode conditionnel lorsque les variables sont entachées

d’erreurs.

1.3 Objectifs

Dans ce mémoire, on se propose d’étudier 'estimateur de certains modeles condi-
tionnelles dans le cadre non paramétrique fonctionnelle. Plus précisement, on liste
en bref les notations utilisées ainsi que les résultats asymptotiques obtenus. Dans le
deuxieme chapitre, on considere le probleme de I’estimation du modeles conditionnels,
dont on traite sa convergence presque complete, sous des conditions assez générales,
on étudions la convergence uniforme pour I'estimateur a noyau de quatre différentes
en considérons le cas indépendant. de la régression, de la fonction de répartition
conditionnelle ainsi de la densité conditionnelle. En suite, nous dérivons des résultats
portant sur I'estimation de la fonction de hasard conditionnelle ou bien celle du mode

conditionnelle. A la fin, on donne quelques commentaires générale.



124 Notations et définitions CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Soient (€2, A, P) un espace de probabilité et {A;},. > une famille des variables aléatoires
définie sur (2, A, P) a valeurs dans un espace probabilisable (IE, £). On note (o” ); i dans Zu{—oo oo},
la tribu engendrée par {Ay,7 < k < j} et par Ly(o]) l'espace des variables aléatoires

o]- mesurable et de carrée sommable.

Définition 1.4.1 Soit {A;},_; une famille des variables aléatoires définie sur (€2, A, P)
a valeurs dans un espace probabilisable (IE,&). On dit que la famille {A;,i € Z} est
a- mélangent si la suite

ay = sup |P(AN B) — P(A)P(B)]

k +
{keZ,Ae@w,BeUnf;C

tend vers 0 quand n tend vers l'infinie. La suite o, est appelée coefficient de mélange
forte.

Définition 1.4.2 On dit que qu’une famille {A;,i € Z} de variables aléatoire d va-
leurs dans un méme espace probabilisable (£, ) est algébriquement a-mélangeante, s’il

existe deux constantes cER*T et ac€R*t telles que les coefficients de melange verifient

a(n) <en

Définition 1.4.3 On dit que qu’une famille {A;,i € Z} de variables aléatoire d va-
leurs dans un méme espace probabilisable (IE.c) est géometriquement a-mélangeante,
s’il existe deuz constantes sER*T et t€]0,1[ telles que les coefficients de melange ve-
rifient

a(n) < st™.

Définition 1.4.4 Une fonction K de RP dans R est dite noyau d’ordre k, k € N¥,

St !
T,y (K) =0, V(iy,... 1) € RY  wérifiant i; <k, 1< j <p.
et
T,(K) #0, Vj < k.
ot
T,..i,(K) = / ul, ... ,u;”K(ul, ceup)duy, . duy,.
R

et

T;(K) = /Ru?K(ul, coup)dug, . dug,.
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Lemme 1.5.1 (/25],2004)Soit Ay,..., A, des variables aléatoires réelles centrées,
indépendantes et identiquement distribuces, telles qu’il existe deux réels positifs d et
0 vérifiant :

A <det EA? <§

Alors, pour tout € €]0, %[ on a

p|n! " A,
s
=1

cette inégalité a été donnée par W.Hoeffding en ([25],1963).

n52
>e| < 2e 157,

1.6 Cas d’une variable explicative fonctionnelle

1.6.1 Présentation des Modéles

On s’intéresse a des modeles non-paramétrique fonctionnel de Y en X, ou Y est une
variable aléatoires réelle et X est une variable aléatoire a valeurs dans un espace
semi-métrique qui sont definies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P). Dans un

tel cadre, nous cherchons a estimer I'opérateur fonctionnel ¢ défini par

my(z) = Elp(y) /X = 1]

ol ¢ une fonction des valeurs réelles. Notons que cette fonction peut perendre plu-
sieurs modéles non-paramétrique, lorsque ¢ = Id on trouve la regression. L’estimateur

de la fonction de la régreéssion est notée par my(x) tel que

Zj:K (@) o(Y7)

, Ve e F

Tel que K est un noyan et hx = hg, est un nombres de paramétre réel strictement
positif , et on adopte la convention 0/0=0.
Ainsi, si p = [j_oo 4 (t) avec (y € R), on trouve la fonction de répartition conditionnelle

de Y sachant X = z, notée F* est défini par

Fely) =P (Y <y /X =x)
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e (020
Fo(y) = =5

> (<(%5))

On suppose que cette distribution conditionnelle de Y sachant X est absolument

continue par rapport a la mesure de lebesgue dont, on désigne par f* la densité
conditionnelle et f*U) la dérivée d’ordre j de cette densité conditionnelle.

De F‘”(y), on déduit un estimateur de la densité conditionnelle, noté fx, défini par

ZK xd(z, X;)) H (hy'(y — Vi)
fily) = = ., YyeR, VzeF

hHZ hidd(z, X))

Ou H est noyau et hy est suite de réels positifs.
Apartir de ces derniers estimateurs, on peut trouver la fonction de Hasard qui est
défini par :

h“(y)z%, vy, F*(y)<1, VYzeF

et son estimateur .
ho(y) = ()
1= Fr(y)
Pour I'estimateur du mode conditionnel, on suppose qu’il existe un compact S ou le
mode est unique. On note par §(z) ce mode. L’estimateur de ce dernier est obtenu
par la maximisation de I’estimateur de la densité conditionnelle. Plus précisément, on
estime 0(x) par 0(x) tel que

~ ~

f(6) = sup f*(y)

yes



Chapitre 2

Estimation de la fonction de

régression

Le but principale de ce chapitre est d’étudier la convergence uniforme d’un estimateur
a noyau pour la fonction de régression d’une variable aléatoire fonctionnelle. Nous
donnons avec précision la vitesse de convergence de cet estimateur. Ces résultats ont

été obtenues lorsque les observations sont indépendants et identiquements distribuées.

2.1 convergence presque complete uniforme

2.1.1 Hypotheses

Dans ce qui suit x désigne un point fixe dans F, Si étre un compact fixe de R.

H1 Sur la variable explicative
Vo e Sy, 0<Co(h) <P(X € Bz, h) < C¢(h) < o
H2 Sur le modele non paramétrique
b >0, tel que Yoy, a0 € Sz, |my(r1) — my(22)| < ed’(z1, 22)
H3 Sur la variable de réponse
Vm>2, E(leW)|"/X =2) < dn(z) < C <0

avec 0,,(z) continue sur Sx

15



164 Sue le HoWPITRE 2. ESTIMATION DE LA FONCTION DE REGRESSION

Le noyau K est liptishitzienne a support compact sur [0, 1] tel que K(0) =1 et
—0<C<K({t)<C <0
H5 Les fonction ¢ et 1g, sont tel que :
~i)3C >0, I >0,Vn<ny,o(n)<C
n
—ii) 3C' > 0,3y > 0,V0 < n < 770,/ o(u)du > Cno(n)
0

1 2 1 h
— iii) pour n suffisament large, (log ) < g %81 - no(hx)
no(hg) n logn

logn

H6 La fonction d’entropie vérifié Zexp ((1 — B)bs, ( )) < 0o, pour 5 > 1
1

1=

Remarque 2.1.1 (H1) est la fonction de concentration qui controle la régularité
de notre modéle fonctionnel (H2)-(H4) des conditions standars pour le modéle non
paramétrique (Hb51,1i) est la dérivé de ¢ qui tend vers zero et joue le role de la fonction
lipshizienne lorque le noyau K(0)=1 ou le noyau est continue et l'autre cas lorsque
le noyau n’est pas continue Hiii est la condition topologique qui controle la fonction

d’entropie de Sr, tel que g, n'est pas ni large ni petit

2.1.2 Résultats

On établit le résultat suivant :

Théoreme 2.1.1 sous les hypothéses (H1) — (H6), et pour Sp C F on a

y (logn)
" i
sup [i(2) = mo(a)| = OUG) +0 | \| — o |

2.1.3 Démontration des résultats techniques

La démonstration de ce théoréme est basée sur la décomposition suivante :

Bg() — mo(e) = —— [gp() — Egu(x)] + f(lx)

[Ege(x) = my(z)]
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15(0) = e D K(hiddla, X)) p(Y)

K(hi'd(z, X1))

et
fcp(x) = !

EX(hd(z, X1)) ;K (hic'd(, X))

Ainsi, ce théoréme est une conséquence directe des lemmes suivants :

Lemme 2.1.1 sous les hypothéses (H1), (H4)— (H6) on a :

wS}- (lo7g1n)

sup ’f(x) — 1’ = Op.co W

zeSF
Corollaire 2.1.1 sous les hypotheses de lemme 2.1.1 on a :
ZIP’ ( inf f 1) < o0
z€SF 2
Lemme 2.1.2 Sous les hypotheses (H1), (H2), (H4)-(H6) on a :

sup | Eg,(z) — my(x) |= O (h)

zeSFE

Lemme 2.1.3 Si les hypotheses du théoreme sont satisfait, alors :

logn
U [9,(2) — Edp(@)] = Open <M>

TESFE n¢(hk>
preuve du lemme (2.1.1) On note pour tout i =0, - -, n, avec
K(hd(z, X;
KZ(I') — ( K_1<x7 ))
E[K (hy d(z, X;)]
Soit k(x) = arg min d(x,z). On considére le décomposition suivante :

ke{1,2,--Nc(Sr))

sup | f(z) —Ef(x) | < sup | f(z) = flaww) |+ sup | flaaw) — Ef(@rw) |

TESF fES]: . xGS]: ,
A Ay
+ sup [Ef(zr@) —Ef(2) |
fes}- J/

-

As
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n

1
A < sup —
JJES]:TL

1 1
E[Kmx)]m) ~ Bl (an)]

Ki(Th(a))

< jsup = Z | Ki(%) = Ki(@rie)) | LB ) U B i) (X0)

JUES}‘

La condition (H4) de Lipschitz sur K nous permet d’écrire directement
Ay < sup < zn: Z;
vesy N4
avec
Z; = mﬂB(m,hK)UB(zk(m),hK)(Xi)

.0 st 10 - 0(5) e Vo2 - ()
D’aprés 'hypothése( H5),on a

€ € logn
A =o +Opeo | —4| ——
! (hK> P (hK ncb(hx)>

Donc il suffit de prendre les hypotheses (H51) et (H5ii) pour obtenir

_ 1/J5f (E)
= O ( m/s(hK))

De la méme maniere, la condition (H4) nous permet d’écrire

Ay <csup (A + A + Ajs)

rESE

Maintenant, pour évaluer ces termes, nous appliquons une inégalité norme pour des

sommes de variables aléatoires bornées de telle sorte que :

Ay = hK Z |Ki(x i(Tr(@)) LB (k)N B (g oy ) (X))

Ap = hK ZK B(l"hK QW(Xi)

1
Az = —2— Ki s X;

De toute évidence, nous avons pour le premier cas :
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o wS}.(E)
i

la méme idée pour démontrer A;,, donc on pent ecrire :

1

C n
Ap < E_;W tel que. Wi = 25T 0 1By ) (1)

D’aprés (H5), on a

€ elogn
Ap=0—= )+ 0,0
- (as(hK)) : ( n¢(hK)2>
On obtient le méme resultat pour A;3
€ elogn
Ai3=0 + Opco
b (¢(hK>> ’ ( n¢<hK>2>

e pour As, on a pour n > 0

P <A2 > Vsp () > =P ( max | f(xr@) — Ef (wra)] > 1 Vs (€) )

ne(hx) ke{1,-Ne(S7)} no(hk)
; ; Vs (€)
< N P —E —
On pose
1
Ay = —— (Ki(zz) — E[Ki(z
Sous les hypotheses (H1) et (H4) et Ve =1,...,N(Sx),¥Vi=1,...,n,
Ay = O(p(hi)™), et aussi var(Ay) = O (¢(hx)™")
On applique maintenant I'inegalite de Bernstein (2.1.1,[25]), on obtient,
¢ 7 "(ﬂs]_.(e) 1 |¢ wS}'(E)
P zr) —Ef(xy)| > = Pl - Api| >

< 2exp {—n*s, ()}
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dij (6)
né(hi)

ke{l,-,Ne(Sx)}

N(Sr) max P <|f<xk> —Ef(x)] > 1 ) < EN(SF)' P

Puisque E N.(Sr)'™” < oo, on obtient
n=1
sy (€)
Ay = Oa.co Z
i < ng(hx)

A < B (s 170) - flane))

x€SE

< sup |[Ef(zrw) — Ef(2)]

rESF

e Pour Aj, il est claire que

La preuve est similaire a Ay, pour obtenir

_ ws}'(e)
Ag—O( n¢(hK)>

Preuve de corollaire(2.1.1)

inf

N 1 o~
f(x)‘ <—=3dxeSr telque 1-— f(z)>
TESF 2

Donc, on déduit par le lemme précédente que

P ( inf |f(z)] < %) <P (Sup 1= fla)] > l)

IES}' wES]: 2

par conséquent
[e'e) ‘ N 1
>F (g ol < 3) <o

Preuve de lemme(2.1.2)On a

g () —my(z)] = — mg(2)

1 n
ME [; Ki(z)p(Y)

1
< |gm @] - (o)
1
par conséquent, on a
1

Vo € S, |Egy(z) — my(z)] <
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1
Cm [E(K ()50 n0) (X1)d" (X5, )]

< Chl

Vo € Sr,  |Egy(z) — my(x)

IN

Cette derniére inégalite donne la preuve puisque C' ne dépend pas de x Preuve de
lemme(2.1.3)

sup [g(2) — Egy(2)] < sup |9o(2) = G (k)| + sup [Go(Tr@)) — Egeo ()]

zESF zGSF B 363}‘ B
By B,
+  sup |[Ege(2a(z) — Egp(@)]
N y
By

Sous (H1) on a :

1 1
B = o K(@)p(Y) - K@) (Y,
' xseusljf ZHE[Kl(x)] ()p(Y3) nE[K, ()] (@) p(Y2)
< sup —/5—~ Z ’90 HK Ki(xk(z))“IB(x:hK)UB(Zk(z),hK)

zeSy 1

Maintenant, pour le terme Al, on considere K est lipshitzienne sur [0, 1] :

B, < %; Z;, avec J;= % zseusli IB(2,hic) U B(@ie) i)
D’aprés l'inegalite exponentielle([25]) ,on note

Elle"V)l = EE(e(M)|™X)] = /5m(x)dPx <C < oo, (2.1)
Ce qui implique que e

€
E(|12:]™) < W)t

Alors on applique le corollaire de Ferraty et Vieu (, 2006) avec
a’® = m, on obtient By = O, ( %)

L’hypothese (H5) permet de déduire que

_ ¢S}" (6)
P O ( n¢>(hK>>
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_ wsr(e)
oo (5E)

Pour By, la méme preuve de lemme(2.1.1) ;nous avons Vn > 0

(B ) = P (i, 0 500> 200

A A wsr(e)
< N(Sr) ke{l,r-%é\iii(sf)}lp) (|g<.0(l'k) —Eg,(zx)| > n¢(h;<)>

Le reste de la preuve est basé sur I'inégalité exponentielle par Ferraty et Vieu (2006)
En effet :

Alors
E|T,

" =0 (¢(hi)™" )

pour tous 1 > 0

1/}5”; (6)

Par conséquent, par un choix approprié de n > 0

’ (’g“”(x’“) — Ege(r)| >n ) < 2N (SF)

log NE<SF)

A A < ¢ 1-8
Ne(Sr) KG{I?'I,?\Z((S:F)}P (!gw(a?k) B, (i)l >n no(hy) > < EN(5F)

o

comme Z N.(SF)'™? < oo , nous obtenons que

_ ws}'<€>




Chapitre 3

La fonction de répartition

conditionnelle

Le but principale de ce chapitre est d’étudier la convergence uniforme de 'estima-
teur a noyau de la fonction de répartition conditionnelle. Sous des conditions assez
générale, nous établissons la convergence presque complete d’un estimateur a noyau.

On obordera également le cas indépendant

3.1 Propriétés asymptotique

3.1.1 Hypotheses

On garde les mémes hypothéses du cas président et on ajoute les conditions suivantes :

(B2) V(yl,yg) < SR X SR,\V/(J,’l,IL‘Q) c SF X SF
|F7 (y1) — F™ ()| < e (d(a1, 22)™ + |1 — 12]™)

(B6) Pour la fonction d’entropie

inﬂiz exp {(1 — B) ¢s, (bin)} < 0
n=1

pour 5> 1

Théoreme 3.1.1 Sous les hypothese (H1) — (H6) et (B2),(B6), on a

sup sup [F7(3) — F7(0)] = O (1) + Oy 1/ 2202)
TESF YyESR n¢(hK)
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Preuve de théoréme(3.1.1) Le preuve est basée sur la décomposition suivante :

)= F) = o [(F) - BEw) + (B W) - Fw)]
v ZW (gi, i)
Fp
A (i d(, X))y,
vy = =g (K (hd(z, X1))
et
K X))

= IE (K (hld(z, X1))

Ainsi, ce théoréme est une conséquence directe des lemmes suivantes :

Lemme 3.1.1 Sous les hypothéses (H2) et (H4), on a

sup sup
rESF yeSr

F*(y) ~ EF ()| = O (W)

Lemme 3.1.2 Sous les hypothéses du théoreme, on a

R R logn
B ) ~ B3 0)] = Oy [ /2212

sup sup
TESF YESR

Preuve de lemme(3.1.1)
V(z,y) € Sr X Sg,

EF%(y) — F*(y) = ——

N ]EKl(l’)E [(K1<x>HB(z,hK)(X1)) (FX1<y) - Fx(y))}

et si la condition (B2) est satisfant on a,

V(z,y) € Sr X Sk, IB(@nx) |FX1 (y) — Fx(y)‘ < C’h%

Alors

<
Chl

IN
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Fuly) ~ EF ()] = 0 (1)

sup sup
TESF YyESR

Preuve de lemme (3.1.2) Soit S un compact, il existe un recouvrement fini tel que :

ti,---,t,, € Sg, avec

Zn
SR C U (t]’ — ln,tj —+ ln)
j=1

_L 1
avec [, =n 22 et Z, < n?2, on prendre

o . .
) =arg _ min |y —1|

On peut écrire :

sup sup [Fu(y) —EFg(y)| < sup sup |[Fx(y) — Fy' (y)

z€SF yeSr z€SF yeSr
Dy
+sup sup [ A (y) — EFY (t)
TESFE yGSR
Dy
+sup sup [EEV (1) — BEV© (1)
z€SF yeSr
Dy
+ sup sup EFJJ\C,'“(Z) (tiw) — EF;“”) (v)
TESFE yGSR
Dy
+ sup sup (EFY™ (y)) — EF§(y)
z€SF yeSR
Ds

En ce qui concerne Dy et Ds, on utilise la méme preuve de A; et Az, hypothese (H5i)

_ wS}-<€> e _ ¢S}‘(€)
Dl‘Op”< n¢<hK>>’ L O( n¢<hK>>

e Pour le terme Dy, pour tout j < Z,, et x € SF

EFV @ (t; —1,) < sup  EFVC (y) <EFFO(t +1,)
ye(tjfln,tfrln)

et

Fro(t;—1,) < sup F(y) < FYO (4 1) (3.1)
ye(tj—ln,tj+ln)
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Y1, Y2 € Sg et pour tout z € Sr

BE () ~ EF ()] = [0 B (K0P () = e B (50 ()| <

Cly - ?/2|b2
Par (3.1) et (3.1.2) et la condition [, = n % implique

ws}'<€)
Dy < Dy+ 0O ( W)

FJ@(S)) — EES™(S))

avec D4 = max max max
ke(la"'Ne(S}')) 1§j§Zn SjZ[tj—ln,tj+ln]

Ainsi, il reste a étudier D4. Pour les démontrer, on utilise les mémes arguments de

As et la condition (B2)
_ ws}' (I)
Pi= O ( n¢<hK'>>

donc

sup sup |Fy ™ (Sj¢)) — EFV (Sjy)

z€SF yeSR

_ ¢Sf<m)
" O ( n¢<hK>>



Chapitre 4

Estiamtion de la densité

conditionnelle

Dans cette contribution on se propose d’étudier la convergence uniforme d’un esti-
mateur a noyan pour la densité conditionnelle dans le cadre non paramétrique pour

une variable fonctionnelle dans le cas indépendant.

4.1 Hypothéses

On grade les mémes hypotheses de théoreme précédente et ajoute les conditions sui-
vantes :

(H7) La fct H est continue et liptishitzienne tel que :

[t H(t)dt < 0
J H(t)dt < oo

logn

H (3r+1)/2 1— 1
( 8);71 exp (( B)vx( " )) < oo pour (3 >
(H9)V(y1,y2) € Sg X SR,V(Il,[EQ) €SrxSr

74 ) = £ ()] < C (& (@1,2) + |y — 10l

(H10)pour r € (0,1), lim n"hyg = oo pour n > 0 lorsque

n——oo

(log n)° logn\ _ 11" p(hi)
nt=ré(hy) < Vss ( ) = logn
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—0<C<K(t)<(C' <0

’

1. dx > 0,39 > 0,Vn < no, p(n) < C, si K(1) =0
n
2. tel que : 3C' > 0,3y > 0,V0 < n < 770,/ o(u)du > Cneo(n)
0
3. Vo € S£,0 < Cp(h) <P (X € B(z,h)) < C'¢(h) < oo

Remarque 4.1.1 les hypothéses (H7)-(H10) de régularité qui caractérisant l’espace
fonctionnel de notre modele. Tandis que les autre hypothéses sont des conditions

téchniques, elles sont nécessaire pour prouver les théoréme.

4.1.1 Reésultats

On établit le résultat suivant :

Théoréme 4.1.1 Sous les hypothéses (H1)-(HY4), on a :

1
der %

nt=ré(hx)

~

sup sup |f*(y) — f”‘“(y)‘ =0 (hl}é) +0 (hl}j) + Opco

zeSF yeSR

Preuve de théoréme(4.1.1) le preuve est basée sur la décomposition suivente :

rr ez _ _ 1
[ y) = f(y) 7o)

L—

( Fay) — Effv(@/)) - (fx(y) - Ef?@(y)ﬂ

avec

Lemme 4.1.1 Sous les hypotheses (H4)-(H7), et (H9) on a :

sup sup
z€SF yeESR

F7(5) = EFff ()] = O (nig) + O (nig)

Lemme 4.1.2 Sous les hypothése du théoréme, on a

sup sup
reSF yeSR

‘%@—Eﬁ@ﬂ=@w<ﬁﬂ%ﬂ>

n*=ré(hx)
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n

> Ki(x)Hi(y)] — [*(y)

i=1

Bf0)~ F*0) = mprE
- mE[Kl(x) (E(Hi(y)/X1) = f*(y))]

L’intégrale par parties donne :
W UE (Hy(y)/ X)) — / H( ) F¥(2)dz

par le changement de variable t = (y — z)/hy, on arriver a :

i (L 0)/X0) = [ HO£% (5= hurt)

Donc
ha'E (Hi(y)/X1) = f7(y)] < /RHu) |14y = hart) = f*(y)| dt

L’hypothese (HT), nous permet d’écrire
[ E(H(y)/X0) = f*(y)] < C / H (t)(h3 + |t hi)dt
R

Par conséquent, pour (z,y) € Szx Sg et (H7) implique le résultat du lemme. Preuve
de lemme 4.1.2

La démonstartion est trés similaire a celle du lemme. En effet, on considere le re-
couvrement S C (tj(y) — ln, tiy) +ln) avec [, = n"3T"3 et Z, < Cn3™3. On a la

décomposition suivante :

fa(y) - Efﬁ(y)‘ < sup sup N (y) = N (L))

fo(y) - ffv’“(”)(y)‘ + sup sup

z€SF yeESR LL‘ES]: YyESR
L1 Lo
AT (2 AT
-+ sup sup ka( )( ») —Efy Ot i)
TESF yESlR
Ly
+ sup sup [EfY (t5) — Ef ()
r€SF yeSR
L4
AT A
+ sup sup [Ef(y) — Ef5(v)|
TESF YESR

-

Ls
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A; pour Ly et (H5) on obtient

B Vg, (€) B Vs (€)
Ll - Op.co < —nl_rqb(hK)> 5 L5 - Op.co ( —nl_rqb(hK)) (41)

Concernant le terme Lo, en utilisant la condition lipshiezienne sur le noyau H, on

pent écrire

Algffk(x)(y) - f]ffk(w) (tj(y))’ < Cm ZZI Ki(Ty()) {Hz(y) - Hi(tj(y)”
C n
< P ZZI Zi
avec 1
Z; = m (ani(xk(l?))

D’aprés I'inégalite des sommes exponentielle([25]), on peut écrire

. N L, [y logn
f (?J) f ( J(y)) (h2 ) . (h%{ n¢(hK)>

3/2—1/2

Ainsi, en utilisant les faits que lim n"hy = oo et [, =n~ , nous obtenons

n—aoo

_ _¥s(©) ) gL _¥sp(e)
L2 - Op.co ( nl’"¢(hK)) 9 t L4 Op.co ( nl’“¢(hK)> (42)

Enfin, pour toute n > 0,

Vs (€)
Pl Lz > —r
( 320 NhH¢(hK)
=P max max ‘ I () — BV (2 )‘ > _Yss(0)
je{1,2-Zn} ke{1,2,--,Nc(Sx)} I nhgo(h
< Z,N(Sr) max ) O (1) — EFe (t) Ysgle)
- ‘ jef1,2-,Z, } kefl, 2 Ne (Sx)} J Y ] y nthb

Cette derniere peut étre traitée a 1’aide de 'inégalité de Bernstein (]

On pose
1

i = hupo(hi)

[Ki(zx) Hi(tjy)) — E (Ki(xr) Hi(ti)) ]

On obtient



L HYPOTHEGIR ) < € (hyro(hue)) ™ et E(‘Aff)gﬁ(hm i

N (i) — Ef )

wen o

s .. (€)
> nth;(hK)>
< 2exp {—Cn*s,(€)}

par conséquant Z, = O (I.1) = O (n%T*'%). Pour Cn* = 3, on a

3 , Vs (€)
ZnNe P (ti) — Efa (¢ — 2
(57) B, ket 2% 5 ( W) = EIN (tw)] > 1 nhip¢(hi)
< CZ,N.(SF)t=
Le fait que lim n"hy = oo et H8, on obtient
n—-+00
Vs (€)
L = O co B S 43
o ( () )

On combine (4.1), (4.2) et (4.3) pour achever le lemme

logn
sup sup | ) — By )] = O ( M)

TESF YyESR nl_rqb(h'K)
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Chapitre 5

Application

5.1 Estimation de la fonction de Hasard

Ce chapitre est porte essentiellement sur 1’étude de la convergence presque complete
d'un estimateur a noyau dans le méme cas indépendant a partir des éstimateurs de

la densité et la fonction de répatition conditionnelle.

5.1.1 Hypotheses

On a les mémes hypotheses du théoréme (4.1.1) et si (H 12) et (H 13) :

(F112) Y- 00 exp{ (1 = ), (£ )} < o0 pour 5> 1

n=0

(H13) 341 > 0,09,tel que Vz € Sz, Vy € Sk, F*(y) < 01 < 1 et f*(y) < 9

Théoréme 5.1.1 Sous les hypothéses de théoreme (4.1.1) et (H 12)-(H 13), on a :

X 1/}3 (logn)
sup sup |h*(y) — h" = O(h%) + O(h?2) 4+ O, ——n
zGSB:yESI']; (y> (y) ( K) ( k) . n1_7«¢(hK>

Preuve de théoréeme(5.1.1)

On considere la décomposition suivante :

1

) Wl < s (0 - P+ ) - P

— F(y)|
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. C )
sup sup |h*(y) — h*(y)| < —— ———— Sup sup [f(y) —f(y)}
2€SF yeSa inf inf (1 — F*(y)) zeSr yese
rESF YyESR
sup sup [ (y) (F*(y) = F*(y) )]
+x€5]: yESR
Ccler}gf}‘ ylélsz(l B F <y))

Finalement, ce théoreme est une conséquence des résultats suivants

Lemme 5.1.1 Sous les hypothese( H1)-(HG6) et (B2)-(B6), on a

sup sup |F*(y) = F*(y)| = O (hf) + Opeo Vs (52)
z€SF yeSr n¢(hK)
Lemme 5.1.2 Sous les conditions (H1)-(H4), on a
. , , s, 1T
st sup [0~ EF )] = 0 (1) o (45) + Ones |\ 00

Lemme 5.1.3 Sous les I’hpotheses du théoréme (5.1.1), on a

30 > 0, tel que : ZP{ inf inf
n=1

rE€SF yeSk

1—ﬁx(y)"r’<5} < 00

5.1.2 Démonstration

La preuve des lemmes (5.1.1) et (5.1.2) sont identique & celle des théoremes (3.1.1)
et (4.1.1) pour cela il suffit de démonstration seulemt le lemme (5.1.3)

If suffit de remarquer que

inf inf |1 —F””(y)‘ < (1 — sup sup Fx(y)) /2
rESF yeSR TESF YESR
— sup sup [F) = F¥0)] 2 (1 sup sup 720 ) 2
zeSF YyeESR TESF YyeESR

En terme de probabilité, on obtient

. . o A < - x
;IP’ (z%rg;ylggR 1-F (y)‘ > (1 sup sup F (?/)) /2)

IGS]: yESR
< ZIP’ (sup sup
n=1

z€SFr yeSr

)= P2 (1- s s P ) /2) < o

r€SE yeSR

11 suffit, donc, de prendre § = (1 — sup sup F ””(y)) /2 et appliquer les résultats des
zE€SF yeSk
lemmes pour achever la démonstration du lemme.
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Le but est d’étudier une autre alternatif est le mode conditionnelle qui est la valeur
qui maximise la densité conditionnelle sur un compact fixe. Dans notre contexte

fonctionnel, on suppose qu'il existe un point unique #(x) dans S vérifiant

J7(0(x)) = max f*(y)

yeS

Ce modele a un garnd intérét en statistique, notamment dans I'analyse de la densité.

L’estimateur naturel de ce dernier, noté é(x), est tel que

~

f7(0) = sup f*(y)

yeSs

5.2.1 Hypotheses

Afin d’étudier la convergence presque complete de I'estimateur é(a:) On gardre les

hypotheses du théoreme (4.1.1)et on ajoute (H14) et (H15)

(H14) Veo > 0,39 > 0,Vr : S — Sk,
sup [0(z) —r(z)| = e = sup |f* (r(x)) — f* (0(z))| = 7
r€SE z€SE
(H15) Pour j > 1,Vx € Sz, la fct f* est fct continue et differentiable d’ordre j sur

y € Sk et vérifier la condition suivante :
PO (9(x)) =0si1 <1< jet f2U)() est continue uniformément sur Sg tel que

| £ (0(z))| > C >0

avec f*U) est la fonction de la densité conditionnel d’ordre j

5.2.2 Résultats

Corollaire 5.2.1 Sous les hypotheses du théoréme (4.1.1) et si la densité condition-
nelle f* satisfait (H14) et (H15)

TESFE nl_rgb(hK)

[sup (6) - 9(9:))1 — O () + 0 (h2) + Oy <—1/’Sf (52) )



preuve du corollaire(5.2.1) CHAPITRE 5. APPLICATION

On considere le développement de taylor pour la fonction f# au voisinage du point 6,
ceci est possible car la fonction f* est de classe C7 alors
il 5 -1 A j
A 0(x) —0(z O0(x) —0(x)) .o,

|
=1 J:

ou #* est un point entre 6 et 6. L’hypothese (b) nous permet de conclure,

(B(z) — f(x))’

i fl“(ﬂ(g*)

fo(0(x)) = f7(0(x)) =

Ceci implique que,

S [ () fx(y>‘ +sup ) —fz(y)‘
< 2sup|f7(y) —f”“’(y)‘
Alors,
j2sup |77 (w) = *(v)|
) j o
(0(z) — 0@)Y | < —= s
Donc,
. —1
sup [0) 000 <€ (fnf 70 @) sup sup [ - )
TESF TESF z€SF YESR

Il suffit de montrer que,
>p ( inf f*0) (6*(x)) < T) <00 (5.1)

La démonstartion de (5.1) est identique a celle du (2.1.1). En combinant ce résultat

avec le theoréme(4.1.1) pour obtenir le résultat du corollaire.



Conclusion

En considérant ces modele, on peut mentionner les remarques suivants :

1. Ce modele est insensible a l'effet de la dimension, parce qu’il nous permet de
transfomer le probleme de prévision a partir d’une variable fonctionnelle de

dimension infinie a une prévision avec variable explicative de dimension un.

2. L’utlisation d’une semi-métrique qui donne une forte concentration a la mesure
de probabilité de la variable fonctionnelle, est alors une solution originale de ce

probleme de dégradation de la vitesse.

3. Le choix du parametre de lissage a une importance dans l'estimation par la
méthode du noyau. L’expression de notre de convergence, décompose principa-
lement en deux parties : partie biais proportionnelle a h et partie dispersion
inversement proportionnelle a h. Les vitesses de convergences données dans
les théoremes précédents nous permettent de faire un choix optimal de ce pa-
rametre. En effet, il suffit de choisir un parametre de lissage qui minimise ’erreur

en moyenne d’ordre p ou presque complete donnée dans les théoremes ci-dessus.
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