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1.4 Notations et définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5 Outils . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.6 Cas d’une variable explicative fonctionnelle . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Chapitre 1

Introduction

L’étude d’une variables Y conditionnée par une variable X est un sujet trés impor-

tant en statistique. En stat non paramétrique, la régression est l’outil principal pour

répondre à cette question. Cependant, cet outil n’est pas trés adapté à certaines situa-

tions. Citons par exemple, le cas où la densité conditionnelles de la variable réponse

est dissymétrique ou encore le cas où elle est multimodales. Le but de ce mémoire

est d’étudier certains models conditionnels dans le cas où la variable explicative est

fonctionnelle où infiniment dimensionné.

1.1 Statistique non paramètrique fonctionnelle

Depuis plusieurs décennies, nombreux sont les staticiens qui ont développé des applica-

tions permettent le traitement de variables aléatoires fonctionnelles. Ce développement

technologique a exigé la modernisation des méthodes statistiques comme outils d’ana-

lyse et de contrôle. L’étude de modèles non paramétriques liés à la distribution condi-

tionnelle a été largement considérée en statistique non paramétrique.

1.2 Modèles conditionnelles

Les premiers résultats sur ces modèles ont été obtenus par Roussas (1969,[34]). Il

a traité l’estimation de la fonction de répartition conditionnelle par la méthode

à noyau en utilisant des observations markoviennes. Il a établi la convergence en

probabilité de l’estimateur construit. Stute (1986,[33]) a ajouté des résultats sur la

convergence presque complète de l’estimateur à noyau de la fonction de répartition

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONd’une variable aléatoire vectorielle conditionnellement à une variable explicative vec-

torielle. L’estimation de cette dans un cadre fonctionnel a été introduite par Fer-

raty et al. (2006,[14]). Ils ont construit un estimateur à double noyau pour la fonc-

tion de répartition conditionnelle et ils ont précisé la vitesse de convergence presque

complète de cet estimateur lorsque les observations sont indépendantes et identique-

ment distribuées. Le cas des observations a-mélangeantes a été étudié par Ferraty et

al. (2005,[18]). Plusieurs auteurs ont traité l’estimation de la fonction de répartition

conditionnelle comme une étude préliminaire de l’estimation des quantiles condition-

nels. Citons par exemple, Ezzahrioui et Ould-Säıd (2005,2006,[12],[13]) qui ont étudié

la normalité asymptotique de cet estimateur dans les deux cas (i.i.d. et a-mélangeant).

Ferraty et Vieu (2000,[15]) ont établi la convergence presque complète d’un estima-

teur à noyau de ce modèle non paramétrique dans le cas i.i.d. En s’inspirant des

développements récents de la théorie des probabilités de petites boules, Ferraty et

Vieu (2004,[19]) ont généralisé ces derniers résultats au cas a-mélangeant. Dans le

cadre d’observations fonctionnelles α-mélangeantes, Masry (2005,[28]) a montré la

normalité asymptotique de l’estimateur de Ferraty et Vieu (2004,[22]) pour la fonction

de régression. nous renvoyons à Ferraty et Vieu (2011,[17]) ainsi qu’à Delsol (2011,[7]).

Des résultats sur l’uniforme intégrabilité ont été établis par Delsol (2007,2009,[8],[9])

et Delsol et al. (2011,[7]). D’autres travaux se sont intéressés à l’estimation de la

fonction de régression en utilisant différentes approches : la méthode des k plus

proches voisins par Burba et al. (2008,[4] ), les techniques robustes par Azzidine

et al. (2008,[2]), Attouch et al. (2009,[1]) et Crambes et al. (2008,[6]), l’estimation

par la méthode simplifiée de polynôme locaux par Barrientos-Marin et al. (2010,[3]).

L’estimation de la fonction de densité conditionnelle et ses dérivées, en statistique

fonctionnelle, a été introduite par Ferraty et al. (2006,[14]). Ces auteurs ont obtenu la

convergence presque complète dans le cas i.i.d. Ferraty et al. (2005,[18]) ont établi la

convergence presque complète d’un estimateur à noyau du mode conditionnel défini

par la variable aléatoire maximisant la densité conditionnelle. Alternativement, Ez-

zahrioui et Ould-Säıd (2005, 2006,[12],[13]) ont estimé le mode conditionnel par le

point qui annule la dérivée de l’estimateur à noyau de la densité conditionnelle. Ces

derniers se sont concentrés sur la normalité asymptotique de l’estimateur proposé dans

les deux cas (i.i.d. et mixing). La précision des termes dominants de l’erreur quadra-

tique de l’estimateur à noyau de la densité conditionnelle a été obtenue par Laksaci

(2007,[24]). Nous renvoyons à Laksaci et al. (2010,[25]) pour la question du choix du



1.3. OBJECTIFS 11paramètre de lissage dans l’estimation de la densité conditionnelle à variable explica-

tive fonctionnelle. Ali laksaci et al. (2013,[23]) ont utilsent la méthode du polynôme

locaux. Ferraty et al. (2008,[21]) ont établi la convergence presque complète d’un

estimateur à noyau de la fonction de hasard conditionnelle, lorsque les observations

sont indépendantes et identiquement distribuées. Dans le même contexte, Ezzahrioui

(2007,[10]) a étudié la normalité asymptotique. Le cas α-mélangeant a été traité par

Quintela-Del-Rio (2010,[31]). Ce dernier a établi la convergence presque complète et la

normalité asymptotique de l’estimateur proposé par Ferraty et al. (2008,[21]). Laksaci

et Mechab (2010,[23]) ont fait sur l’estimation de la fonction de hasard conditionnelle

pour des données fonctionnelles spatialement dépendantes. Collomb et al.(1987,[5])

ont établi la convergence uniforme de l’estimateur du mode conditionnelde cet estima-

teur. Dans cet article, Collomb a donné un exemple d’un processus α-mélangeant où le

mode conditionnel prévoit mieux que la régression. Samanta et Thavaneswaran (1990)

ont étudié la normalité asymptotique. Motivé par sa supériorité sur la régression en

prévision, le mode conditionnel a fait l’objet de plusieurs travaux : Quintela-Del-Rio

et Vieu (1997,[32]) sur le processus α-mélangeant, Ould-Säıd (1997,[29]) pour le cas

ergodique, Louani et Ould-Säıd (1999,[26]) pour la normalité asymptotique dans le

cas des observations fortement mélangeantes. Loannides et Matzner-Løber (2004,[27])

proposent un estimateur pour le mode conditionnel lorsque les variables sont entachées

d’erreurs.

1.3 Objectifs

Dans ce mémoire, on se propose d’étudier l’estimateur de certains modèles condi-

tionnelles dans le cadre non paramétrique fonctionnelle. Plus précisèment, on liste

en bref les notations utilisées ainsi que les résultats asymptotiques obtenus. Dans le

deuxième chapitre, on considère le problème de l’estimation du modèles conditionnels,

dont on traite sa convergence presque complète, sous des conditions assez générales,

on étudions la convergence uniforme pour l’estimateur à noyau de quatre différentes

en considérons le cas indépendant. de la régrèssion, de la fonction de répartition

conditionnelle ainsi de la densité conditionnelle. En suite, nous dérivons des résultats

portant sur l’estimation de la fonction de hasard conditionnelle ou bien celle du mode

conditionnelle. A la fin, on donne quelques commentaires générale.



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION1.4 Notations et définitions

Soient (Ω,A, P ) un espace de probabilité et {∆i}i∈Z une famille des variables aléatoires

définie sur (Ω,A, P ) à valeurs dans un espace probabilisable (IE, ξ). On note (σji )i 6=j dans Z∪{−∞,+∞},
la tribu engendrée par {∆k, i < k < j} et par L2(σ

j
i ) l’espace des variables aléatoires

σji - mesurable et de carrée sommable.

Définition 1.4.1 Soit {∆i}i∈Z une famille des variables aléatoires définie sur (Ω,A, P )

à valeurs dans un espace probabilisable (IE, ξ). On dit que la famille {∆i, i ∈ Z} est

α- mélangent si la suite

αn = sup
{k∈Z,A∈σk−∞,B∈σ+∞

n+k}
|P (A ∩B)− P (A)P (B)|

tend vers 0 quand n tend vers l’infinie. La suite αn est appelée coefficient de mélange

forte.

Définition 1.4.2 On dit que qu’une famille {∆i, i ∈ Z} de variables aléatoire á va-

leurs dans un même espace probabilisable (IE,ε) est algébriquement α-mélangeante, s’il

existe deux constantes c∈R∗+ et a∈R∗+ telles que les coefficients de melange verifient

α(n) ≤ cn−a.

Définition 1.4.3 On dit que qu’une famille {∆i, i ∈ Z} de variables aléatoire á va-

leurs dans un même espace probabilisable (IE,ε) est géometriquement α-mélangeante,

s’il existe deux constantes s∈R∗+ et t∈]0,1[ telles que les coefficients de melange ve-

rifient

α(n) ≤ stn.

Définition 1.4.4 Une fonction K de Rp dans R est dite noyau d’ordre k, k ∈ N∗,
si :

Ti1,...,ip(K) = 0, ∀(i1, . . . , ip) ∈ Rp∗ vérifiant ij < k, 1 ≤ j ≤ p.

et

Tj(K) 6= 0, ∀j ≤ k.

où

Ti1,...,ip(K) =

∫
R
ui11 , . . . , u

ip
p K(u1, . . . , up)du1, . . . , dup.

et

Tj(K) =

∫
R
ukjK(u1, . . . , up)du1, . . . , dup.



1.5. OUTILS 131.5 Outils

Lemme 1.5.1 ([25],2004)Soit ∆1, . . . ,∆n des variables aléatoires réelles centrées,

indépendantes et identiquement distribuées, telles qu’il existe deux réels positifs d et

δ vérifiant :

|∆1| ≤ d et E∆2
1 ≤ δ2.

Alors, pour tout ε ∈]0, δ
2

d
[ on a

p

[
n−1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣∣ > ε

]
≤ 2e−

nε2

4δ2 .

cette inégalité a été donnée par W.Hoeffding en ([25],1963).

1.6 Cas d’une variable explicative fonctionnelle

1.6.1 Présentation des Modéles

On s’intéresse à des modèles non-paramétrique fonctionnel de Y en X, où Y est une

variable aléatoires réelle et X est une variable aléatoire à valeurs dans un espace

semi-métrique qui sont definies sur un même espace probabilisé (Ω,A,P). Dans un

tel cadre, nous cherchons à estimer l’opérateur fonctionnel ϕ défini par

mϕ(x) = E [ϕ(y)�X = x]

où ϕ une fonction des valeurs réelles. Notons que cette fonction peut perendre plu-

sieurs modéles non-paramétrique, lorsque ϕ = Id on trouve la regression. L’estimateur

de la fonction de la régrèssion est notée par m̂ϕ(x) tel que

m̂ϕ(x) =

n∑
i=1

K

(
d(x,Xi)

h

)
ϕ(Yi)

n∑
i=1

K

(
d(x,Xi)

h

) , ∀x ∈ F

Tel que K est un noyan et hK = hK,n est un nombres de paramétre réel strictement

positif , et on adopte la convention 0/0=0.

Ainsi, si ϕ = I]−∞,y](t) avec (y ∈ R), on trouve la fonction de répartition conditionnelle

de Y sachant X = x, notée F x est défini par

Fx(y) = P (Y ≤ y�X = x)



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONOn estime la fonction de répartition conditionnelle par

F̂ x(y) =

n∑
i=1

K

(
d(x,Xi)

h

)
I(Yi≤y)

n∑
i=1

(
K

(
d(x,Xi)

h

))
On suppose que cette distribution conditionnelle de Y sachant X est absolument

continue par rapport à la mesure de lebesgue dont, on désigne par fx la densité

conditionnelle et fx(j) la dérivée d’ordre j de cette densité conditionnelle.

De F̂ x(y), on déduit un estimateur de la densité conditionnelle, noté f̂x, défini par

f̂x(y) =

n∑
i=1

K
(
h−1K d(x,Xi)

)
H
(
h−1H (y − Yi

)
hH

n∑
i=1

(
K
(
h−1K d(x,Xi)

)) , ∀y ∈ R, ∀x ∈ F

Où H est noyau et hH est suite de réels positifs.

Apartir de ces derniers estimateurs, on peut trouver la fonction de Hasard qui est

défini par :

hx(y) =
fx(y)

1− F x(y)
, ∀y, F x(y) < 1, ∀x ∈ F

et son estimateur

ĥx(y) =
f̂x(y)

1− F̂ x(y)

Pour l’estimateur du mode conditionnel, on suppose qu’il existe un compact S où le

mode est unique. On note par θ(x) ce mode. L’estimateur de ce dernier est obtenu

par la maximisation de l’estimateur de la densité conditionnelle. Plus précisément, on

estime θ(x) par θ̂(x) tel que

f̂x(θ̂) = sup
y∈S

f̂x(y)



Chapitre 2

Estimation de la fonction de

régression

Le but principale de ce chapitre est d’étudier la convergence uniforme d’un estimateur

à noyau pour la fonction de régression d’une variable aléatoire fonctionnelle. Nous

donnons avec précision la vitesse de convergence de cet estimateur. Ces résultats ont

été obtenues lorsque les observations sont indépendants et identiquements distribuées.

2.1 convergence presque complète uniforme

2.1.1 Hypothèses

Dans ce qui suit x désigne un point fixe dans F , SR être un compact fixe de R.

H1 Sur la variable explicative

∀x ∈ SF , 0 < Cφ(h) ≤ P(X ∈ B(x, h)) ≤ C
′
φ(h) <∞

H2 Sur le modèle non paramétrique

∃b > 0, tel que ∀x1, x2 ∈ SF , |mϕ(x1)−mϕ(x2)| ≤ cdb(x1, x2)

H3 Sur la variable de réponse

∀m ≥ 2, E (|ϕ(Y )|m/X = x) < δm(x) < C <∞

avec δm(x) continue sur SF

15



16 CHAPITRE 2. ESTIMATION DE LA FONCTION DE RÉGRESSIONH4 Sue le noyau

Le noyau K est liptishitzienne à support compact sur [0, 1] tel que K(0) = 1 et

−∞ < C < K(t) < C
′
< 0

H5 Les fonction φ et ψSF sont tel que :

– i) ∃C > 0, ∃η0 > 0,∀η < η0, φ
′
(n) < C

– ii) ∃C > 0, ∃η0 > 0, ∀0 < η < η0,

∫ η

0

φ(u)du > Cηφ(η)

– iii) pour n suffisament large,
(log n)2

nφ(hK)
< ψSF

(
log n

n

)
<
nφ(hK)

log n

H6 La fonction d’entropie vérifié
∞∑
i=1

exp

(
(1− β)ψSF

(
log n

n

))
<∞, pour β > 1

Remarque 2.1.1 (H1) est la fonction de concentration qui controle la régularité

de notre modèle fonctionnel (H2)-(H4) des conditions standars pour le modèle non

paramétrique (H5i,ii) est la dérivé de φ qui tend vers zero et joue le role de la fonction

lipshizienne lorque le noyau K(0)=1 où le noyau est continue et l’autre cas lorsque

le noyau n’est pas continue H5iii est la condition topologique qui controle la fonction

d’entropie de SF , tel que ψSF n’est pas ni large ni petit

2.1.2 Résultats

On établit le résultat suivant :

Théorème 2.1.1 sous les hypothèses (H1)− (H6), et pour SF ⊂ F on a

sup
x∈SF

|m̂ϕ(x)−mϕ(x)| = O(hbK) +O


√√√√√ψSF

(
log n

nh

)
nφ(hK)

 , p.co

2.1.3 Démontration des résultats techniques

La démonstration de ce théoréme est basée sur la décomposition suivante :

m̂ϕ(x)−mϕ(x) =
1

f̂(x)
[ĝϕ(x)− Eĝϕ(x)] +

1

f̂(x)
[Eĝϕ(x)−mϕ(x)]

+
mϕ(x)

f̂(x)

[
1− f̂(x)

]



2.1. CONVERGENCE PRESQUE COMPLÈTE UNIFORME 17Tel que

ĝϕ(x) =
1

EK(h−1K d(x,X1))

n∑
i=1

K(h−1K d(x,Xi))ϕ(Yi)

et

f̂ϕ(x) =
1

EK(h
−1

K d(x,X1))

n∑
i=1

K(h−1K d(x,Xi))

Ainsi, ce théoréme est une conséquence directe des lemmes suivants :

Lemme 2.1.1 sous les hypothèses (H1), (H4)− (H6) on a :

sup
x∈SF

∣∣∣f̂(x)− 1
∣∣∣ = Op.co

√ψSF
(
logn
n

)
nφ(hK)


Corollaire 2.1.1 sous les hypothèses de lemme 2.1.1 on a :

∞∑
n=1

P
(

inf
x∈SF

f̂(x) <
1

2

)
<∞

Lemme 2.1.2 Sous les hypothèses (H1), (H2), (H4)-(H6) on a :

sup
x∈SF

| Eĝϕ(x)−mϕ(x) |= O
(
hbK
)

Lemme 2.1.3 Si les hypothèses du théoreme sont satisfait, alors :

sup
x∈SF

|ĝϕ(x)− Eĝϕ(x)| = Op.co

(
ψSF ( logn

n
)

nφ(hk)

)

preuve du lemme (2.1.1) On note pour tout i = 0, · · · , n, avec

Ki(x) =
K(h−1K d(x,Xi))

E[K(h−1K d(x,Xi)]

Soit k(x) = arg min
k∈{1,2,···Nε(SF ))

d(x, xk). On considére le décomposition suivante :

sup
x∈SF

| f̂(x)− Ef̂(x) | ≤ sup
x∈SF

| f̂(x)− f̂(xk(x)) |︸ ︷︷ ︸
A1

+ sup
x∈SF

| f̂(xk(x))− Ef̂(xk(x)) |︸ ︷︷ ︸
A2

+ sup
x∈SF

|Ef̂(xk(x))− Ef̂(x) |︸ ︷︷ ︸
A3



18 CHAPITRE 2. ESTIMATION DE LA FONCTION DE RÉGRESSIONEn ce qui concerne A1, on a,

A1 ≤ sup
x∈SF

1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ 1

E[K1(x)]
Ki(x)− 1

E[K1(xk(x))]
Ki(xk(x))

∣∣∣∣
≤ c

φ(hK)
sup
x∈SF

1

n

n∑
i=1

∣∣Ki(x)−Ki(xk(x))
∣∣ IB(x,hK)

⋃
B(xk(x),hK)(Xi)

La condition (H4) de Lipschitz sur K nous permet d’écrire directement

A1 ≤ sup
x∈SF

c

n

n∑
i=1

Zi

avec

Zi =
ε

hKφ(hK)
IB(x,hK)

⋃
B(xk(x),hK)(Xi)

Donc, Z1 = O
(

ε
hKφ(hK)

)
, E(Z1) = O

(
ε
hK

)
et V ar(Z1) = O

(
ε2

h2φ(hK)

)
D’aprés l’hypothése(H5),on a

A1 = o

(
ε

hK

)
+Op.co

(
ε

hK

√
log n

nφ(hK)

)

Donc il suffit de prendre les hypothèses (H5i) et (H5ii) pour obtenir

A1 = Op.co

(√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)

De la même manière, la condition (H4) nous permet d’écrire

A1 ≤ c sup
x∈SF

(A11 + A12 + A13)

Maintenant, pour évaluer ces termes, nous appliquons une inégalité norme pour des

sommes de variables aléatoires bornées de telle sorte que :

A11 =
1

nφ(hK)

n∑
i=1

|Ki(x)−Ki(xk(x))|IB(x,hK)∩B(xk(x),hK)(Xi)

A12 =
1

nφ(hK)

n∑
i=1

Ki(x)IB(x,hK)∩B(xk(x),hK)(Xi)

A13 =
1

nφ(hK)

n∑
i=1

Ki(xk(x))IB(x,hK)∩B(xk(x),hK)(Xi)

De toute évidence, nous avons pour le premier cas :



2.1. CONVERGENCE PRESQUE COMPLÈTE UNIFORME 19

A11 = Op.co

(√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
la même idée pour démontrer A12, donc on pent ecrire :

A12 ≤
c

n

n∑
i=1

Wi, tel que Wi =
1

φ(hK)
IB(x,hK)

⋂
B(xk(x),hK)(Xi)

D’aprés (H5), on a

A12 = O

(
ε

φ(hK)

)
+Op.co

(√
ε log n

nφ(hK)2

)
On obtient le même resultat pour A13

A13 = O

(
ε

φ(hK)

)
+Op.co

(√
ε log n

nφ(hK)2

)

A1 = Op.co

(√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
• pour A2, on a pour η > 0

P

(
A2 > η

√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
= P

(
max

k∈{1,···Nε(SF )}
|f̂(xk(x))− Ef̂(xk(x))| > η

√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)

≤ Nε(SF) max
k∈{1,···,Nε(SF )}

P

(
|f̂(xk)− Ef̂(xk)| > η

√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)

On pose

∆ki =
1

E[K1(xk)]
(Ki(xk)− E[Ki(xk)])

Sous les hypothèses (H1) et (H4) et ∀k = 1, . . . , Nε(SF), ∀i = 1, . . . , n,

∆ki = O(φ(hK)−1), et aussi var(∆ki) = O
(
φ(hK)−1

)
On applique maintenant l’inegalite de Bernstein (2.1.1,[25]), on obtient,

P

(∣∣∣f̂(xk)− Ef̂(xk)
∣∣∣ > η

√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
= P

(
1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆ki

∣∣∣∣∣ > η

√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
≤ 2 exp

{
−cη2ψSF (ε)

}



20 CHAPITRE 2. ESTIMATION DE LA FONCTION DE RÉGRESSIONLe fait que ψSF (ε) = logNε(SF) et de choisir η > 0 tel que cη2 = β on a :

Nε(SF) max
k∈{1,···,Nε(SF )}

P

(
|f̂(xk)− Ef̂(xk)| > η

√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
≤ ćNε(SF)1−β

Puisque
∞∑
n=1

Nε(SF )1−β <∞, on obtient

A2 = Oa.co

(√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
• Pour A3, il est claire que

A3 ≤ E
(

sup
x∈SF

|f̂(x)− f̂(xk(x))|
)

≤ sup
x∈SF

|Ef̂(xk(x))− Ef̂(x)|

La preuve est similaire à A1, pour obtenir

A3 = O

(√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
Preuve de corollaire(2.1.1)

inf
x∈SF

∣∣∣f̂(x)
∣∣∣ ≤ 1

2
=⇒ ∃x ∈ SF , tel que 1− f̂(x) ≥ 1

2
=⇒ sup

x∈SF

∣∣∣1− f̂(x)
∣∣∣ ≥ 1

2

Donc, on déduit par le lemme précédente que

P
(

inf
x∈SF

|f̂(x)| ≤ 1

2

)
≤ P

(
sup
x∈SF

|1− f̂(x)| > 1

2

)
par conséquent

∞∑
n=1

P
(

inf
x∈SF

|f̂(x)| < 1

2

)
<∞

Preuve de lemme(2.1.2)On a

|Eĝϕ(x)−mϕ(x)| =

∣∣∣∣∣ 1

nE[K1(x)]
E

[
n∑
i=1

Ki(x)ϕ(Yi)

]
−mϕ(x)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ 1

E[K1(x)]
E [K1(x)ϕ(Y1)]−mϕ(x)

∣∣∣∣
≤ 1

E[K1(x)]
[E(K1(x)) |mϕ(X1)−mϕ(x)|]

par conséquent, on a

∀x ∈ SF , |Eĝϕ(x)−mϕ(x)| ≤ 1

E[K1(x)]
[E(K1(x))|mϕ(X1)−mϕ(x)|]



2.1. CONVERGENCE PRESQUE COMPLÈTE UNIFORME 21Ainsi, avec les hypothéses(H1), (H2), on a

∀x ∈ SF , |Eĝϕ(x)−mϕ(x)| ≤ C
1

E(K1(x))

[
E(K1(x))IB(x,hK)(X1)d

b(X1, x)
]

≤ ChbK

Cette derniére inégalite donne la preuve puisque C ne dépend pas de x Preuve de

lemme(2.1.3)

sup
x∈SF

|ĝϕ(x)− Eĝϕ(x)| ≤ sup
x∈SF
|ĝϕ(x)− ĝϕ(xk(x))|︸ ︷︷ ︸

B1

+ sup
x∈SF

|ĝϕ(xk(x))− Eĝϕ(xk)|︸ ︷︷ ︸
B2

+ sup
x∈SF

|Eĝϕ(xk(x))− Eĝϕ(x)|︸ ︷︷ ︸
B3

Sous (H1) on a :

B1 = sup
x∈SF

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

1

nE[K1(x)]
Ki(x)ϕ(Yi)−

1

nE[K1(x)]
Ki(xk)ϕ(Yi)

∣∣∣∣∣
≤ sup

x∈SF

1

nφ(hK)

n∑
i=1

|ϕ(Yi)||Ki(x)−Ki(xk(x))|IB(x,hK)
⋃
B(xk(x),hK)

Maintenant, pour le terme A1, on considère K est lipshitzienne sur [0, 1] :

B1 ≤
c

n

n∑
i=1

Zi, avec Zi =
εϕ(Yi)

hKφ(hK)
sup
x∈SF

IB(x,hK)
⋃
B(xk(x),hK)

D’aprés l’inegalite exponentielle([25]) ,on note

E [|ϕm(Y )|] = E [E(|ϕ(Y )|m|X)] =

∫
δm(x)dPX < C <∞, (2.1)

Ce qui implique que

E (|Z1|m) ≤ cεm

hmKφ(hK)m−1

Alors on applique le corollaire de Ferraty et Vieu (, 2006) avec

a2 =
ε

hKφ(hK)
, on obtient B1 = Op.co

(√
ε log n

nhkφ(hK)

)
L’hypothèse (H5) permet de déduire que

B1 = Op.co

(√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)



22 CHAPITRE 2. ESTIMATION DE LA FONCTION DE RÉGRESSIONOn suit les mêmes étapes pour obtenir

B3 = Op.co

(√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)

Pour B2, la même preuve de lemme(2.1.1) ,nous avons ∀η > 0

P

(
B2 > η

√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
= P

(
max

{k∈1···Nε(SF )}
|ĝϕ(xk)− Eĝϕ(xk)| > η

√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)

≤ Nε(SF ) max
k∈{1,···Nε(SF )}

P

(
|ĝϕ(xk)− Eĝϕ(xk)| > η

√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)

Le reste de la preuve est basé sur l’inégalité exponentielle par Ferraty et Vieu (2006)

En effet :

Γki =
1

E[K1(xk)]
[Ki(xk)ϕ(Yi)− E(Ki(xk)ϕ(Yi))]

Alors

E|Γki |m = O
(
φ(hk)

−m+1
)

pour tous η > 0

P

(
|ĝϕ(xk)− Eĝϕ(xk)| > η

√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
≤ 2Nε(SF)−cη

2

Par conséquent, par un choix approprié de η > 0

Nε(SF) max
K∈{1···,Nε(SF )}

P

(
|ĝϕ(xk)− Eĝϕ(xk)| > η

√
logNε(SF )

nφ(hk)

)
≤ ćNε(SF )1−β

comme
∞∑
n=1

Nε(SF)1−β <∞ , nous obtenons que

B2 = Op.co

(√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)



Chapitre 3

La fonction de répartition

conditionnelle

Le but principale de ce chapitre est d’étudier la convergence uniforme de l’estima-

teur à noyau de la fonction de répartition conditionnelle. Sous des conditions assez

générale, nous établissons la convergence presque complète d’un estimateur à noyau.

On obordera également le cas indépendant

3.1 Propriétés asymptotique

3.1.1 Hypothèses

On garde les mêmes hypothéses du cas président et on ajoute les conditions suivantes :

(B2) ∀ (y1, y2) ∈ SR × SR,∀ (x1, x2) ∈ SF × SF

|F x1(y1)− F x2(y2)| ≤ c
(
d(x1, x2)

b1 + |y1 − y2|b2
)

(B6) Pour la fonction d’entropie

∞∑
n=1

n
1

2b2 exp

{
(1− β)ψSF

(
log n

n

)}
<∞

pour β > 1

Théorème 3.1.1 Sous les hypothese (H1)− (H6) et (B2), (B6), on a

sup
x∈SF

sup
y∈SR

|F̂ x(y)− F n(y)| = O
(
hb1K
)

+Op.co

√ψSF ( logn
n

)

nφ(hK)


23



24 CHAPITRE 3. LA FONCTION DE RÉPARTITION CONDITIONNELLE3.1.2 Démontration

Preuve de théorème(3.1.1) Le preuve est basée sur la décomposition suivante :

F̂ x(y)− F x(y) =
1

F̂D

[(
F̂ x
N(y)− EF̂ x

N(y)
)

+
(
EF̂ x

N(y)− F x(y)
)]

+
F x(y)

F̂D

(
EF̂D − F̂D

)
où

F̂N(y) =

n∑
i=1

K(h−1K d(x,Xi))I(Yi≤y)

nE
(
K(h−1K d(x,X1)

)
et

F̂D =

n∑
i=1

K(h−1K d(x,Xi))

nE
(
K(h−1K d(x,X1)

)
Ainsi, ce théorème est une conséquence directe des lemmes suivantes :

Lemme 3.1.1 Sous les hypothèses (H2) et (H4), on a

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣F x(y)− EF̂ x
N(y)

∣∣∣ = O
(
hb1K
)

Lemme 3.1.2 Sous les hypothèses du théorème, on a

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣F̂ x
N(y)− EF̂ x

N(y)
∣∣∣ = Op.co

√ψSF ( logn
n

)

nφ(hK)


Preuve de lemme(3.1.1)

∀ (x, y) ∈ SF × SR,

EF̂ x
N(y)− F x(y) =

1

EK1(x)
E
[(
K1(x)IB(x,hK)(X1)

) (
FX1(y)− F x(y)

)]

et si la condition (B2) est satisfant on a,

∀ (x, y) ∈ SF × SR, IB(x,hK)

∣∣FX1(y)− F x(y)
∣∣ ≤ Chb1K

Alors

∀ (x, y) ∈ SF × SR,
∣∣∣EF̂ x

N(y)− F x(y)
∣∣∣ ≤ C

EK1(x)
EK1(x)hb1K

≤ Chb1K
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sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣Fx(y)− EF̂ x
N(y)

∣∣∣ = O
(
hb1K
)

Preuve de lemme (3.1.2) Soit S un compact, il existe un recouvrement fini tel que :

t1, · · · , tzn ∈ SR, avec

SR ⊂
Zn⋃
j=1

(tj − ln, tj + ln)

avec ln = n
− 1

2b2 et Zn ≤ n
1

2b2 , on prendre

j(y) = arg min
j∈{1,2,···Zn}

|y − tj|

On peut écrire :

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣F̂ x
N(y)− EF̂ x

N(y)
∣∣∣ ≤ sup

x∈SF
sup
y∈SR

∣∣∣F̂ x
N(y)− F̂ xk(x)

N (y)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

D1

+ sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣F̂ xk(x)
N (y)− EF xk(x)

N (tj(y))
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

D2

+ sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣EF̂ xk(x)
N (tj(y))− EF̂

xk(x)
N (tj(y))

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D3

+ sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣EF̂ xk(x)
N (tj(y))− EF̂

xk(x)
N (y)

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
D4

+ sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣EF̂ xk(x)
N (y))− EF̂ x

N(y)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

D5

En ce qui concerne D1 et D5, on utilise la même preuve de A1 et A3, hypothèse (H5i)

D1 = Op.co

(√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
, et D3 = Op.co

(√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)
• Pour le terme D2, pour tout j ≤ Zn et x ∈ SF

EF̂ xk(x)
N (tj − ln) ≤ sup

y∈(tj−ln,tj+ln)
EF̂ xk(x)

N (y) ≤ EF̂ xk(x)
N (tj + ln)

et

F̂ xk(x)(tj − ln) ≤ sup
y∈(tj−ln,tj+ln)

F̂
xk(x)
N (y) ≤ F̂

xk(x)
N (tj + ln) (3.1)



26 CHAPITRE 3. LA FONCTION DE RÉPARTITION CONDITIONNELLEEn suite, on utilise la condition de type Hölder sur F x et montrons que pour tout

y1, y2 ∈ SR et pour tout x ∈ SF

∣∣∣EF̂ x
N(y1)− EF̂ x(y2)

∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

EK1(x)
E
(
K1(x)FX1(y1)

)
− 1

EK1(x)
E
(
K1(x)FX1(y2)

)∣∣∣∣ ≤
C |y1 − y2|b2

Par (3.1) et (3.1.2) et la condition ln = n
− 1

2b2 implique

D2 ≤ D4 +O

(√
ψSF (ε)

nφ(hK)

)

avec D4 = max
k∈(1,···Nε(SF ))

max
1≤j≤Zn

max
Sj=[tj−ln,tj+ln]

∣∣∣F̂ xk(x)
N (Sj)− EF̂

xk(x)
N (Sj)

∣∣∣
Ainsi, il reste à étudier D4. Pour les démontrer, on utilise les mêmes arguments de

A2 et la condition (B2)

D4 = Op.co

(√
ψSF (x)

nφ(hK)

)

donc

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣F̂ xk(x)
N (Sj(y))− EF̂

xk(x)
N (Sj(y))

∣∣∣ = Op.co

(√
ψSF (x)

nφ(hK)

)



Chapitre 4

Estiamtion de la densité

conditionnelle

Dans cette contribution on se propose d’étudier la convergence uniforme d’un esti-

mateur à noyan pour la densité conditionnelle dans le cadre non paramétrique pour

une variable fonctionnelle dans le cas indépendant.

4.1 Hypothéses

On grade les mêmes hypothèses de théorème précédente et ajoute les conditions sui-

vantes :

(H7) La fct H est continue et liptishitzienne tel que :

{ ∫
|t|b2H(t)dt < 0∫
H(t)dt <∞

(H8)
∞∑
n=1

n(3r+1)/2 exp

(
(1− β)ψF(

log n

n
)

)
<∞ pour β > 1

(H9)∀(y1, y2) ∈ SR × SR,∀(x1, x2) ∈ SF × SF

|fx1(y1)− fx2(y2)| ≤ C
(
db1(x1, x2) + |y1 − y2|b2

)
(H10)pour r ∈ (0, 1), lim

n−→∞
nrhH =∞ pour n > 0 lorsque

(log n)ε

n1−rφ(hK)
< ψSF

(
log n

n

)
<
n1−rφ(hK)

log n

27



28 CHAPITRE 4. ESTIAMTION DE LA DENSITÉ CONDITIONNELLE(H11) K est un noyau et lipshitzienne du [0, 1], K(1) = 0, tel que :

−∞ < C < Ḱ(t) < C ′ <∞

1. ∃x > 0,∃η0 > 0,∀η < η0, ´φ(η) < C, si K(1) = 0

2. tel que : ∃C > 0,∃η0 > 0,∀0 < η < η0,

∫ η

0

φ(u)du > Cηφ(η)

3. ∀x ∈ SF , 0 < Cφ(h) ≤ P (X ∈ B(x, h)) ≤ C ′φ(h) <∞

Remarque 4.1.1 les hypothèses (H7)-(H10) de régularité qui caractérisant l’espace

fonctionnel de notre modèle. Tandis que les autre hypothèses sont des conditions

téchniques, elles sont nécessaire pour prouver les théorème.

4.1.1 Résultats

On établit le résultat suivant :

Théorème 4.1.1 Sous les hypothèses (H1)-(H4), on a :

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣f̂x(y)− fx(y)
∣∣∣ = O

(
hb1K
)

+O
(
hb2H
)

+Op.co

√ ψSF
logn
n

n1−rφ(hK)


Preuve de théoréme(4.1.1) le preuve est basée sur la décomposition suivente :

f̂x(y)− fx(y) =
1

f̂D(x)

[(
f̂xN(y)− Ef̂xN(y)

)
−
(
fx(y)− Ef̂xN(y)

)]
+
fx(y)

f̂D

[
1− f̂D

]
avec

f̂xN(y) =
1

nhHE
(
K
(
d(x,X1)
hK

)) n∑
i=1

K

(
d(x,Xi)

hK

)
H

(
y − Yi
hH

)

Lemme 4.1.1 Sous les hypothèses (H4)-(H7), et (H9) on a :

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣fx(y)− Ef̂xN(y)
∣∣∣ = O

(
hb1K
)

+O
(
hb2H
)

Lemme 4.1.2 Sous les hypothèse du théorème, on a

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣f̂xN(y)− Ef̂xN(y)
∣∣∣ = Op.co

(
ψSF ( logn

n
)

n1−rφ(hK)

)



4.1. HYPOTHÉSES 29Preuve de lemme (4.1.1) Nous avons

Ef̂xN(y)− fx(y) =
1

nhHEK1(x)
E

[
n∑
i=1

Ki(x)Hi(y)

]
− fx(y)

=
1

hHEK1(x)
E [K1(x) (E(H1(y)/X1)− fx(y))]

L’intégrale par parties donne :

h−1H E (H1(y)/X1) =
1

hH

∫
R
H
(
h−1H (y − z)

)
fX1(z)dz

par le changement de variable t = (y − z)/hH , on arriver à :

h−1H E (H1(y)/X1) =

∫
R
H(t)fX1 (y − hHt) dt

Donc ∣∣h−1H E (H1(y)/X1)− fx(y)
∣∣ ≤ ∫

R
H(t)

∣∣fX1(y − hHt)− fx(y)
∣∣ dt

L’hypothèse (H7), nous permet d’écrire

∣∣h−1H E(H1(y)/X1)− fx(y)
∣∣ ≤ C

∫
R
H(t)(hb1K + |t|b2hb2H)dt

Par conséquent, pour (x, y) ∈ SF×SR et (H7) implique le résultat du lemme. Preuve

de lemme 4.1.2

La démonstartion est trés similaire à celle du lemme. En effet, on considère le re-

couvrement S ⊂
(
tj(y) − ln, tj(y) + ln

)
avec ln = n−

3
2
r− 1

2 et Zn ≤ Cn
3
2
r+ 1

2 . On a la

décomposition suivante :

∣∣∣f̂xN(y)− Ef̂xN(y)
∣∣∣ ≤ sup

x∈SF
sup
y∈SR

∣∣∣f̂xN(y)− f̂xk(x)N (y)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

L1

+ sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣f̂xk(x)N (y)− f̂xk(x)N (tj(y))
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

L2

+ sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣f̂xk(x)N (tj(y))− Ef̂
xk(x)
N (tj(y)

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
L3

+ sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣Ef̂xk(x)N (tj(y))− Ef̂
xk(x)
N (y)

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
L4

+ sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣Ef̂xk(x)N (y)− Ef̂xN(y)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

L5



30 CHAPITRE 4. ESTIAMTION DE LA DENSITÉ CONDITIONNELLEDe même que pour l’étude de A1 terme, nous obtenons on suit les même étapes de

A1 pour L1 et (H5) on obtient

L1 = Op.co

(√
ψSF (ε)

n1−rφ(hK)

)
, L5 = Op.co

(√
ψSF (ε)

n1−rφ(hK)

)
(4.1)

Concernant le terme L2, en utilisant la condition lipshiezienne sur le noyau H, on

pent écrire

∣∣∣f̂xk(x)N (y)− f̂xk(x)N (tj(y))
∣∣∣ ≤ C

1

nhHφ(hK)

n∑
i=1

Ki(xk(x))
∣∣Hi(y)−Hi(tj(y))

∣∣
≤ C

n

n∑
i=1

Zi

avec

Zi =
1

h2Hφ(hK)

(
lnKi(xk(x)

)
D’aprés l’inégalite des sommes exponentielle([25]), on peut écrire

f̂xk(x)(y)− f̂xk(x)(tj(y)) = O

(
ln
h2H

)
+Op.co

(
ln
h2H

√
log n

nφ(hK)

)

Ainsi, en utilisant les faits que lim
n−→∞

nrhH =∞ et ln = n−3/2−1/2, nous obtenons

L2 = Op.co

(√
ψSF (ε)

n1−rφ(hK)

)
, et L4 = Op.co

(√
ψSF (ε)

n1−rφ(hK)

)
(4.2)

Enfin, pour toute η > 0,

P

(
L3 > η

√
ψSF (ε)

nhHφ(hK)

)

= P

(
max

j∈{1,2···,Zn}
max

k∈{1,2,···,Nε(SF )}

∣∣∣f̂xk(x)N (tj(y))− Ef̂
xk(x)
N (tj(y))

∣∣∣ > η

√
ψSF (ε)

nhHφ(hK)

)

≤ ZnNε(SF) max
j∈{1,2···,Zn}

max
k∈{1,2,···,Nε(SF )}

P

(∣∣∣f̂xk(x)N (tj(y))− Ef̂
xk(x)
N (tj(y))

∣∣∣ > η

√
ψSF (ε)

nhHφ(hK)

)
Cette dernière peut être traitée à l’aide de l’inégalité de Bernstein ([25]).

On pose

∆i =
1

hHφ(hK)

[
Ki(xk)Hi(tj(y))− E

(
Ki(xk)Hi(tj(y))

)]
On obtient



4.1. HYPOTHÉSES 31E(|∆i|) ≤ C (hHφ(hK))−1 et E(|∆i|2) ≤
C

hHφ(hK)

∀j ≤ Zn, P
(∣∣∣f̂xkN (tj(y))− Ef̂xkN (tj(y))

∣∣∣ > η
√

ψSF (ε)

nhHφ(hK)

)
≤ 2 exp {−Cη2ψSF (ε)}

par conséquant Zn = O (l−1n ) = O
(
n

3
2
r+ 1

2

)
. Pour Cη2 = β, on a

ZnNε(SF) max
j∈{1,2···,Zn}

max
k∈{1,2,···,Nε(SF )}

P

(∣∣∣f̂xkN (tj(y))− Ef̂xkN (tj(y))
∣∣∣ > η

√
ψSF (ε)

nhHφ(hK)

)

≤ CZnNε(SF)1−Cη
2

Le fait que lim
n−→+∞

nrhH =∞ et H8, on obtient

L3 = Op.co

(√
ψSF (ε)

n1−rφ(hK)

)
(4.3)

On combine (4.1), (4.2) et (4.3) pour achever le lemme

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣f̂N(y)− Ef̂N(y)
∣∣∣ = Op.co

√ ψSF ( logn
n

)

n1−rφ(hK)


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Chapitre 5

Application

5.1 Estimation de la fonction de Hasard

Ce chapitre est porte essentiellement sur l’étude de la convergence presque complète

d’un estimateur à noyau dans le même cas indépendant à partir des éstimateurs de

la densité et la fonction de répatition conditionnelle.

5.1.1 Hypothèses

On a les mêmes hypothèses du théorème (4.1.1) et si (H 12) et (H 13) :

(H12)
∞∑
n=0

n(3r+1)/2 exp{(1− β)ψSF

(
log n

n

)
} <∞ pour β > 1

(H13) ∃δ1 > 0, δ2,tel que ∀x ∈ SF , ∀y ∈ SR, F x(y) < δ1 < 1 etfx(y) ≤ δ2

Théorème 5.1.1 Sous les hypothèses de théorème (4.1.1) et (H 12)-(H 13), on a :

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣ĥx(y)− hx(y)
∣∣∣ = O(hb1K) +O(hb2k ) +Op.co

√ ψSF ( logn
n

)

n1−rφ(hK)


Preuve de théorème(5.1.1)

On considère la décomposition suivante :

|ĥx(y)− hx(y)| ≤ 1

|1− F̂ x(y)|

(
|f̂x(y)− fx(y)|+ |fx(y)|

|1− F x(y)|
|F̂ x(y)− F x(y)|

)
33



34 CHAPITRE 5. APPLICATIONDonc

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣ĥx(y)− hx(y)
∣∣∣ ≤ C

inf
x∈SF

inf
y∈SR

(1− F̂ x(y))
sup
x∈SF

sup
y∈SR

[
f̂(y)− f(y)

]

+

sup
x∈SF

sup
y∈SR

[hx(y)
(
F̂ x(y)− F x(y)

)
]

inf
x∈SF

inf
y∈SR

(1− F̂ x(y))

Finalement, ce théorème est une conséquence des résultats suivants

Lemme 5.1.1 Sous les hypothese(H1)-(H6) et (B2)-(B6) , on a

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣F̂ x(y)− F x(y)
∣∣∣ = O

(
hb1K
)

+Op.co

√ψSF ( logn
n

)

nφ(hK)


Lemme 5.1.2 Sous les conditions (H1)-(H4), on a

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣fx(y)− Ef̂x(y)
∣∣∣ = O

(
hb1K
)

+ o
(
hb2H
)

+Op.co

√ ψSF
logn
n

n1−rφ(hK)


Lemme 5.1.3 Sous les l’hpothèses du théorème (5.1.1), on a

∃δ > 0, tel que :
∞∑
n=1

P
{

inf
x∈SF

inf
y∈SR

∣∣∣1− F̂ x(y)
∣∣∣ r < δ

}
<∞

5.1.2 Démonstration

La preuve des lemmes (5.1.1) et (5.1.2) sont identique à celle des théorèmes (3.1.1)

et (4.1.1) pour cela il suffit de démonstration seulemt le lemme (5.1.3)

If suffit de remarquer que

inf
x∈SF

inf
y∈SR

∣∣∣1− F̂ x(y)
∣∣∣ ≤ (1− sup

x∈SF
sup
y∈SR

F x(y)

)
/2

=⇒ sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣F̂ x(y)− FX(y)
∣∣∣ ≥ (1− sup

x∈SF
sup
y∈SR

F x(y)

)
/2

En terme de probabilité, on obtient∑
n=1

P
(

inf
x∈SF

inf
y∈SR

∣∣∣1− F̂ x(y)
∣∣∣ ≤ (1− sup

x∈SF
sup
y∈SR

F x(y)

)
/2

)
≤
∑
n=1

P
(

sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣F̂ x(y)− F x(y)
∣∣∣ ≥ (1− sup

x∈SF
sup
y∈SR

F x(y)

)
/2

)
<∞

Il suffit, donc, de prendre δ =

(
1− sup

x∈SF
sup
y∈SR

F x(y)

)
/2 et appliquer les résultats des

lemmes pour achever la démonstration du lemme.



5.2. ESTIMATION DU POINT À HAUT DENSITÉ 355.2 Estimation du point à haut densité

Le but est d’étudier une autre alternatif est le mode conditionnelle qui est la valeur

qui maximise la densité conditionnelle sur un compact fixe. Dans notre contexte

fonctionnel, on suppose qu’il existe un point unique θ(x) dans S vérifiant

fx(θ(x)) = max
y∈S

fx(y)

Ce modèle a un garnd intérêt en statistique, notamment dans l’analyse de la densité.

L’estimateur naturel de ce dernier, noté θ̂(x), est tel que

f̂x(θ̂) = sup
y∈S

f̂x(y)

5.2.1 Hypothèses

Afin d’étudier la convergence presque complète de l’estimateur θ̂(x). On gardre les

hypothèses du théorème (4.1.1)et on ajoute (H14) et (H15)

(H14) ∀ε0 > 0, ∃η > 0,∀r : S −→ SR,

sup
x∈SF

|θ(x)− r(x)| ≥ ε0 =⇒ sup
x∈SF

|fx (r(x))− fx (θ(x))| ≥ η

(H15) Pour j > 1,∀x ∈ SF , la fct fx est fct continue et differentiable d’ordre j sur

y ∈ SR et vérifier la condition suivante :

fx(l) (θ(x)) = 0 si 1 ≤ l < j et fx(j)(.) est continue uniformément sur SR tel que

∣∣fx(j) (θ(x))
∣∣ > C > 0

avec fx(j) est la fonction de la densité conditionnel d’ordre j

5.2.2 Résultats

Corollaire 5.2.1 Sous les hypothèses du théorème (4.1.1) et si la densité condition-

nelle fx satisfait (H14) et (H15)

[
sup
x∈SF

(
θ̂(x)− θ(x)

)j]
= O

(
hb1K
)

+O
(
hb2H
)

+Op.co

(
ψSF

(
logn
n

)
n1−rφ(hK)

)



36 CHAPITRE 5. APPLICATIONpreuve du corollaire(5.2.1)

On considère le développement de taylor pour la fonction f z au voisinage du point θ,

ceci est possible car la fonction fx est de classe Cj alors

fx(θ̂(x))− fx(θ(x)) =

j−1∑
l=1

(θ̂(x)− θ(x))l−1

l!
fx(l)(θ) +

(θ̂(x)− θ(x))j

j!
fx(j)(θ∗)

où θ∗ est un point entre θ et θ̂. L’hypothèse (b) nous permet de conclure,

fx(θ̂(x))− fx(θ(x)) =
(θ̂(x)− θ(x))j

j!
fx(j)(θ∗)

Ceci implique que,

(θ̂(x)− θ(x))j =
j!(fx(θ̂(x))− fx(θ(x))

fx(j)(θ∗)

Ainsi,∣∣∣fx(θ̂(x))− fx(θ(x))
∣∣∣ ≤ ∣∣∣fx(θ̂(x))− f̂x(θ̂(x))

∣∣∣+
∣∣∣f̂x(θ̂(x))− fx(θ(x))

∣∣∣
≤ sup

y∈S

∣∣∣fx(y)− f̂x(y)
∣∣∣+ sup

y∈S

∣∣∣f̂x(y)− fx(y)
∣∣∣

≤ 2 sup
y∈S

∣∣∣fx(y)− f̂x(y)
∣∣∣

Alors, ∣∣∣(θ̂(x)− θ(x))j
∣∣∣ ≤ j!2 sup

y∈S

∣∣∣fx(y)− f̂x(y)
∣∣∣

fx(j)(θ∗)

Donc,

sup
x∈SF

∣∣∣θ̂(x)− θ(x)
∣∣∣j ≤ C

(
inf
x∈SF

fx(j) (θ∗(x))

)−1
sup
x∈SF

sup
y∈SR

∣∣∣f̂x(y)− fx(y)
∣∣∣

Il suffit de montrer que,

n∑
i=1

P
(

inf
x∈SF

fx(j) (θ∗(x)) < τ

)
<∞ (5.1)

La démonstartion de (5.1) est identique à celle du (2.1.1). En combinant ce résultat

avec le thèoréme(4.1.1) pour obtenir le résultat du corollaire.



Conclusion

En considérant ces modèle, on peut mentionner les remarques suivants :

1. Ce modèle est insensible à l’effet de la dimension, parce qu’il nous permet de

transfomer le problème de prévision à partir d’une variable fonctionnelle de

dimension infinie à une prévision avec variable explicative de dimension un.

2. L’utlisation d’une semi-métrique qui donne une forte concentration à la mesure

de probabilité de la variable fonctionnelle, est alors une solution originale de ce

problème de dégradation de la vitesse.

3. Le choix du paramètre de lissage à une importance dans l’estimation par la

méthode du noyau. L’expression de notre de convergence, décompose principa-

lement en deux parties : partie biais proportionnelle à h et partie dispersion

inversement proportionnelle à h. Les vitesses de convergences données dans

les théorèmes précédents nous permettent de faire un choix optimal de ce pa-

ramètre. En effet, il suffit de choisir un paramètre de lissage qui minimise l’erreur

en moyenne d’ordre p ou presque complète donnée dans les théorèmes ci-dessus.

37
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des espaces vectoriels semi-normés. C.R.Acad.Sci.,Paris.330, No 2 ,139-142.

[16] Ferraty,F.,Vieu,P.(2011) .Non Parametric functional data analysis. Theory and

Practice . Springer.Verlag.

[17] Ferraty, F., Vieu, P. (2006). Nonparametric functional data analysis. Theory and

Practice. Springer-Verlag.

[18] Ferraty, F., Rabhi, A. and Vieu, P. (2005). Conditional quantiles for dependent

functional data with application to the climatic El Niño phenomenon. Sankhya. 67

, 378-398.

[19] Ferraty, F., Vieu, P. (2004). Nonparametric models for functional data, with

application in regression times series prediction and curves discrimination. J. Non-

parametric Statist. 16, 111-125.

[20] Ferraty, F. Laksaci, A., Vieu, P. (2005). Functional time series prediction via

conditional mode estimation. C. R. Math. Acad. Sci. Paris. 340, 389-392.

[21] Ferraty, F., Rabhi, A., Vieu, P. (2008). Estimation non paramétrique de la fonc-

tion de hasard avec variable explicative fonctionnelle. Rom. J. Pure Applied Math.

52, 1-18.

[22] Ferraty, F., Vieu, P. (2004). Nonparametric models for functional data, with

application in regression times series prediction and curves discrimination. J. Non-

parametric Statist. 16, 111-125



BIBLIOGRAPHIE 41[23] Laksaci, A., Mechab, B. (2010). Estimation non parametrique de la fonction

de hasard avec variable explicative fonctionnelle cas des donnees spatiales. Rev :

Roumaine, Math Pures Appl. 55, 35-51.

[24] Laksaci, A. (2007). Convergence en moyenne quadratique de l’estimateur à noyau
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[29] Ould-Säıd, E. (1997). A note on ergodic processes prediction via estimation of

the conditional mode function. Scand. J. Statist. 24, 231-239.

[30] Quintela-del-Rio, A., Vieu, P. (1997). A nonparametric conditional mode esti-

mate. J. Nonparametr. Statist. 8, No.3, 253-266.

[31] Quintela-del-Rio, A. (2010). On non-parametric techniques for areacharacteristic

seismic hazard parameters. Geophys. J. Int. 180, 339-346

[32] Quintela-del-Rio, A., Vieu, P. (1997). A nonparametric conditional mode esti-

mate. J. Nonparametr. Statist. 8, No.3, 253-266.

[33] Stute, W.(1986) On almost sure convergence of conditional empirical distribution

functions.Ann.Probab. 14 891-901

[34] Roussas, G.(1969) Nonparametric estimation of the transition distribution func-

tion Markov process. Ann. Math.Staist.40 1386-1400


	Introduction
	Statistique non paramètrique fonctionnelle
	Modèles conditionnelles 
	Objectifs
	Notations et définitions
	Outils
	Cas d'une variable explicative fonctionnelle
	Présentation des Modéles


	Estimation de la fonction de régression
	convergence presque complète uniforme
	Hypothèses
	Résultats
	 Démontration des résultats techniques


	 La fonction de répartition conditionnelle
	Propriétés asymptotique
	Hypothèses
	Démontration 


	Estiamtion de la densité conditionnelle
	Hypothéses
	Résultats


	Application
	Estimation de la fonction de Hasard
	Hypothèses
	Démonstration

	Estimation du point à haut densité 
	Hypothèses 
	Résultats



