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3.3 Cas dépendant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Introduction générale

La modèlisation statistique de données fonctionnelles est actuellement au coeur d’une

dynamique qui touche de nombreux statisiens, qu’ils soient théorique ou appliquées.

L’engouement de cette thématique est justifié par la potentialité en termes d’ap-

plications qu’elle offre. En effet, dans de nombreux domaines les observations sont

représentées par des variables aléatoires fonctionnelles. A ce sujet, l’estimation de la

fonction de Hasard joue un role cruciale, de part la variété de ses possibilités d’ap-

plications, est une question importante en statistique. Ce sujet peut être abordé sous

plusieurs angles selon la complexité du problème posé : présence éventuelle de cen-

sure dans l’èchantillon observé (phénomène conrant dans les applications médicales

par exemple), présence éventuelle de dépendance entre les variables observées ou

bien présence de variables explicatives. De nombreuses techniques pour traiter de cas

différentes situation mais toutes ne traitent que de variables alèatoires explicatives

réelles ou multidimensinnelles. Ainsi, l’estimation d’un taux de hasard en pésence

de variable explicative fonctionnelle est une question d’actualité à laquelle ce travail

propose d’apporter un élément de réponse. Comme toute étude asymptotique en sta-

tistique non paramétrique fonctionnelle la difficulté technique se situe dans le fait

de la non-existence de la mesure de Lebesgue dans les espaces de dimension infinie.

Cette étude met en évidence la propriété de concentration de la mesure de proba-

bilité de la variable fonctionnelle considérée sur les petites boules. Hystoriquement,

l’estimation de la fonction de hasard est très abondante, lorsque les observations sont

vectorielles. Citons, par exemple, Watson et Leadbetter [7], Roussas [8], Lecoutre et

Ould-Said [11], Estèvez et al[9] et Quintela-del-Rio [14] pour des références récentes.

Dans tous ces travaux les auteurs considérent des observations indépendantes ou des

données dépendantes issues de séries temporelles. Dans le cas spatial, la littérature

est trés restreinte, il n’y a qu’un seul travail de Li et Tran [12]. Ces derniers ont

obtenu, dans un contexte spatial, la normalité asymptotique d’un estimateur à noyau

de la fonction de hasard. Les premiers résultats sur l’estimation non paramétrique

9



10 TABLE DES MATIÈRESde ce modèle, en statistique fonctionnelle, ont été obtenus par Ferraty et al [3]. Ils

ont étudié la convergence presque complète d’un estimateur à noyau pour la fonction

de hasard d’une variable aléatoire réelle conditionnée par une variable explicative

fonctionnelle. La normalité asymptotique de ce dernier estimateur été obtenue, dans

le cas α-mélangeant, par Quintela-del-Rio [14]. Nous renvoyons à Ferraty et al [3].

pour la convergence presque complète uniforme sur la composante fonctionnelle de ce

modèle non paramétrique. Ferraty et al [6] ont étudiée le cas des observations spatia-

lement dépendantes La littérature sur cette estimation est relativement restreinte en

statistique fonctionnelle. Ezzahrioui [2] (2007) a étudié la normalité asymptotique. Le

cas α-mélangeant a été traité par Quintela-Del-Rio [14] (2010). Ce dernier a établi la

convergence presque complète et la normalité asymptotique de l’estimateur proposé

par Ferraty et al. (2008). Ferraty et al [5] (2008) ont établi la convergence presque

complète d’un estimateur à noyau de la fonction de hasard conditionnelle, lorsque

les observations sont indépendantes et identiquement distribuées. Laksaci et Mechab

[1] (2010) sur l’estimation de la fonction de hasard conditionnelle pour des données

fonctionnelles spatialement dépendantes.

Le présent document est divisé en trois chapitres et il considère les deux cas des obser-

vations sont indépendantes et identiquement distribuées et le mélange fort. Le premier

chapitre est consacré à l’introduction des définitions et outils techniques utilisées pour

l’élaboration de nos résultats. En particulier, nous rappelons la définition de processus

de mélange, les définitions de différents modes de convergence. On trouvera, aussi,

dans ce chapitre un nombre trés important d’outils nécessaires pour l’élaboration des

nos résultats. Dans le deuxième chapitre, on présente le problème de prévision d’une

manière générale et on montre que l’approche non paramétrique devient naturelle,

notamment, lorsqu’on ne dispose pas a priori d’aucune information sur la loi des ob-

servations. Dans ce Chapitre, on a estimé la fonction de hasard conditionnelle, par la

méthode du noyau d’une réponse réelle conditionnellement à une variable fonction-

nelle lorsque les données sont complètes et nous avons démontré convergence presque

complète uniforme sur un compact fixe lorsque les observations sont fonctionnelles

et indépendant. On trouve aussi la convergence uniforme lorsque les données sont

imcomplètes dans le chapitre trois.



Chapitre 1

Notations et définitions

Soient (Ω,A, P ) un espace de probabilité et {∆i}i∈Z une famille des variables aléatoires

définie sur (Ω,A, P ) à valeurs dans un espace probabilisable (E, ξ). On note (σji )i 6=j dans Z∪
{−∞,+∞}, la tribu engendrée par {∆k, i < k < j} et par L2(σji ) l’espace des va-

riables aléatoires σji - mesurable et de carrée sommable.

Définition 1.0.1 Soit {∆i}i∈Z une famille des variables aléatoires définie sur (Ω,A, P )

à valeurs dans un espace probabilisable (IE, ξ). On dit que la famille {∆i, i ∈ Z } est

α- mélangent si la suite

αn = sup
{k∈Z,A∈σk−∞,B∈σ+∞

n+k}
|P (A ∩B)− P (A)P (B)|

tend vers 0 quand n tend vers l’infinie. La suite αn est appelée coefficient de mélange

forte.

Définition 1.0.2 On dit que qu’une famille {∆i, i ∈ Z} de variables aléatoire á va-

leurs dans un même espace probabilisable (IE,ε) est algébriquement α-mélangeante, s’il

existe deux constantes c∈R∗+ et a∈R∗+ telles que les coefficients de melange verifient

α(n) ≤ cn−a.

Définition 1.0.3 On dit que qu’une famille {∆i, i ∈ Z} de variables aléatoire á va-

leurs dans un même espace probabilisable (IE,ε) est géometriquement α-mélangeante,

s’il existe deux constantes s∈R∗+ et t∈]0,1[ telles que les coefficients de melange ve-

rifient

α(n) ≤ stn.

11



12 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DÉFINITIONSDéfinition 1.0.4 Une fonction K de Rp dans R est dite noyau d’ordre k, k ∈ N∗,
si :

Ti1,...,ip(K) = 0, ∀(i1, . . . , ip) ∈ Rp ∗ vérifiant ij < k, 1 ≤ j ≤ p.

et

Tj(K) 6= 0, ∀j ≤ k.

où

Ti1,...,ip(K) =

∫
R
ui11 , . . . , u

ip
p K(u1...up)du1, . . . , duj.

et

Tj(K) =

∫
R
ukjK(u1...up)du1, . . . , duj.

1.1 Outils

Lemme 1.1.1 ([4], 2004) Soit ∆1, . . . ,∆n des variables aléatoires réelles centrées,

indépendantes et identiquement distribuées, telles qu’il existe deux réels positifs d et

δ vérifiant :

|∆1| ≤ d et E∆2
1 ≤ δ2.

Alors, pour tout ε ∈]0, δ
2

d
[ on a

p

[
n−1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣∣ > ε

]
≤ 2e−

nε2

4δ2 .

cette inégalité a été donnée par W.Hoeffding en ( (1.1.1), [4] ,1963 ). Les lemmes

suivants donnent les deux version de l’inégalité de Fuk Nagaeve

Lemme 1.1.2 ([4], 2004) Soit {∆i, iεN} une suite des variables aléatoires réelles

α-mélangeante, de coefficient de mélange αn vérifiant :

∃c ∈ R∗+, a ∈ R∗+ α(n) ≤ cn−a

et si ∀i‖∆i‖∞ <∞, alors, pour tout ε > 0 et r > 0, on a

P

[
|

n∑
k=1

∆k| > 4ε

]
≤
(

1 +
ε2

rS2
n

)−r
2

+ 2ncr−1

(
2r

ε

)a+1

. (1.1)



1.1. OUTILS 13Lemme 1.1.3 ([4], 2004) Soit {∆i, iεN} une suite des variables aléatoires réelles

α-mélangeante, de coefficient de mélange αn vérifiant :

∃c ∈ R∗+, a ∈ R∗+ α(n) ≤ cn−a

et si ‖∆i‖∞ <∞,∀i, alors, pour tout λ > 0 et r > 1, on a

P [|
∑n

i=1 ∆i| > 4λnIEK1(x)] = P [|sn| > 4λnIEK1(x)]

≤ C

(
1 +

λ2n2(IEK1(x))2

rsn,l

)−r
2

+C
n

r

(
r

λnIEK1(x)

) p(a+1)
a+p

.

où

sn =
n∑
i=1

∆i.

Pour calculer l’expression de S2
n, définie dans le lemme précédent, on utilise le lemme

suivant :

Lemme 1.1.4 ([4], 2004) Soit {∆i, iεN} une suite des variables aléatoires réelles

α-mélangeante, de coefficient de mélange αn vérifiant :

∃c ∈ R∗+, a ∈ R∗+ α(n) ≤ cn−a

et si ‖∆i‖∞ <∞,∀i, alors, pour tout ε > 0 et r > 0

S2
n =

n∑
i=1

n∑
j=1

|cov(∆i,∆j)|.

pour calculer l’expression de S2
n, définie dans le lemme précédent, on utilise le lemme

suivant :

Lemme 1.1.5 ([4], 2004) Soit {∆i, iεN} une suite des variables aléatoires réelle α-

mélangeante, de coefficient des mélange αn, telle que ‖∆i‖∞ <∞,∀i. On a pour tout

i 6= j :

|cov(∆i,∆j)| ≤ 4‖∆i‖∞‖∆j‖∞α|i−j|.

et dans le cas fonctionnelle on introduit

|cov(∆i,∆j)| ≤ C(α|i−j|)
(p−2)
p .



14 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET DÉFINITIONSLemme 1.1.6 ([4], 2004) Soit {∆i, iεN} une suite des variables aléatoires réelle α-

mélangeante, de coefficient des mélange αn, telle que ‖∆i‖∞ <∞, ∀i. On a pour tout

i 6= j :

|cov(∆i,∆j)| ≤ C(α|i−j|)
(p−2)
p .



Chapitre 2

Données complètes

L’objective de ce chapitre est montrer la convergence presque complète de l’estimateur

à noyau de la fonction de hasard conditionnelle lorsque les observations sont fonction-

nelles et complètes. Comme toute étude asymptotique non paramétrique fonctionnelle

Cette étude met en évidence la propriété de concentration de la mesure de probabilité

de la variable fonctionnelle considérée sur les petites boules. Ce chapitre est dévisé en

trois Sections. La première Section est consacrée à la présentation du modèle et à la

construction de l’estimation de la fonction de hasard conditionnelle, dans la deuxième

Section, on s’intèresse à la convergence presque complète unforme sur un compact fixe

S de l’estimateur construit dans le cas où les observations sont indépendantes iden-

tiquement distribuées (i.i.d). Tandits que, dans la dernière Section on traitera le cas

où les observations sont α-mélangeantes.

2.1 Modèle

Soit (Z, X) un couple de variable aléatoire à valeur dans F × R où F est un espace

semi-métrique. Ce chapitre est consacré au problème général de l’estimation d’une

fonction de hasard conditionnelle d’une variable aléatoire réelle X sachant une variable

aléatoire Z à valeur dans un même espace probabilisé (Ω, A,P). On désigne par F z la

fonction de répartition conditionnelle de X sachant Z = z par

F z(x) = P(X ≤ x)|Z = z)

on suppose que cette distribution est absolument continue par rapport à la mesure

de Lebesgue dont, on désigne par fx la densité conditionnelle. Par ailleurs, on estime

15



16 CHAPITRE 2. DONNÉES COMPLÈTESla fonction de répartition conditionnelle par

F̂ z(x) =

n∑
i=1

K(h−1
K d(z, Zi))H(h−1

H (x−Xi))

n∑
i=1

K(h−1
K d(z, Zi))

où K est un noyau, H est une fonction de répartition et hK = hK,n(resp.hH = hH,n)

est une suite de réels positifs. De F̂ z(x), on déduit un estimateur de la densité condi-

tionnelle, notée f̂ z(x), défini par

f̂ z(x) =

n∑
i=1

K(h−1
K d(z, Zi))H

′
(h−1

H (x−Xi))

hH

n∑
i=1

K(h−1
K d(z, Zi))

∀x ∈ R

où H ′ est la dérivée de H. En ce qui concerne l’estimateur de la fonction de hasard

conditionnelle, notée ĥz, (parfois appelé aussi taux de survie ou fonction de risque)

s’interpréte comme la probabilité instantanée de sortir de l’état que l’on observe à la

date x, sachant que le sujet est encore dans cet états en x,

hZ(x) = lim
∆x→0

P(X ≤ x+ ∆x|X ≥ x, Z)

∆
, x > 0

Son estimateur peut se construire de la manière suivantes :

ĥz(x) =
f̂ z(x)

1− F̂ z(x)

2.2 Cas i.i.d.

Le but de cette section est d’étudié le modèle de la fonction de hasard conditionnelle

dans lequel les observations sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d).

Ainsi, lorsque la dimension de l’espace F n’est pas nécessairement finie.

Hypothèses

On fixe un point x de l’espace fonctionnel F et on considère les hypothèses suivantes :

(H1) Sur la variables explicative

∀h > 0, φz(hK) = P(Z ∈ B(z, hK)) = P(Z ∈ {z′ ∈ F , d(z, z′) < h}) > 0



2.2. CAS I.I.D. 17(H2) Sur le modèle non paramétrique

∃Az <∞,∃b1, b2 > 0,∀(x1, x2) ∈ S2,∀(Z1, Z2) ∈ N2
z

|F z1(x1)− F z2(x2)| ≤ Az(d(z1, z2)b1 + |x1 − x2)b2|

|f z1(x1)− f z2(x2)| ≤ Az(d(z1, z2)b1 + |x1 − x2|b2)

(H3) ∃ν <∞,∀(x, z′) ∈ S × Nz, f
z′(x) ≤ ν

(H4) ∃β <∞,∀(x, z′) ∈ S × Nz, F
z′(x) ≤ 1− β

(H5) le noyau H est dérivable tel que

– i)∃A <∞,∀(x1, x2) ∈ R2, |H ′(x1)−H ′(x2)| ≤ A|x1 − x2|
– ii)H ′ est de support compact [−1, 1] et H ′(t) > 0,∀t ∈ [0, 1]

– iii) ∀(t1, t2) ∈ R2, |H(t1)−H(t2)| ≤ C|t1 − t2|
– v)∃ν > 0, lim

t∈∞
|y|1+ν |H(t)| = 0

– vi)
∫
|t|b2H(1)(t)dt <∞

(H6) Le noyau fonctionnel K vérifié les conditions suivantes

– i) K est à support compact [0, 1],

– ii)∃A1, A2, ∀t ∈ (0, 1), 0 < A1 < K(t) < A2 <∞

(H7) La longeur de la fenêtre hK vérifie les conditions :

lim
n→0

hK = 0, et lim
n→0

log n

nhHφnhK
= 0

(H8) La longeur de la fenêtre hH vérifie les conditions suivantes :

lim
n→∞

hH = 0, et ∃a > 0, lim
n→∞

nαhH =∞

Remarque 2.2.1 Les hypothèses (H1) sur la fonction de concentration et (H2) −
(H4) sont des conditions de régularité portant sur la loi conditionnelle qui caractérisent

l’espace fonctionnel de notre modèle. Tandis que les autres hypothèses sont des condi-

tions téchniques qui garantissent le bon comportement des estimateurs F̂ z et f̂ z.

2.2.1 Résultat

Théorème 2.2.1 Sous les hypothèses (H1)-(H8), on a

sup
x∈S
|ĥz(x)− hz(x)| = o(hb1K) + o(hb2H ) + op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)
(2.1)



18 CHAPITRE 2. DONNÉES COMPLÈTEStel que

ĥz(x) =
f̂ z(x)

1− F̂ z(x)
et hz(x) =

f z(x)

1− F z(x)

Preuve du théorème (2.2.1)

La démonstration du théorème est basée sur la décomposition suivante :

ĥz(x)− hz(x) =
1

1− F̂ z(x)

((
f̂ z(x)− f z(x)

)
+ hz(x)

(
F̂ z(x)− F z(x)

))
D’où, pour tout x ∈ S et pour une constante c <∞

sup
x∈S
|ĥz(x)− hz(x)| ≤ c

sup
x∈S
|f̂ z(x)− f z(x)|+ sup

x∈S
|F̂ z(x)− F z(x)|

inf
x∈S
|1− F̂ z(x)|

 (2.2)

La démonstration du théorème repose sur les résultats suivants

sup
x∈S
|F̂ z(x)− F z(x)| = o(hb1K) + o(hb2H ) + op.co

(√
log n

nφz(hK)

)

sup
x∈S
|f̂ z(x)− f z(x)| = o(hb1K) + o(hb2H ) + op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)

∃η > 0 tel que
∑
n

P
(

inf
x∈S
|1− F̂ z(x)|

)
<∞

dont les démonstration sont basées, respectivement, sur les décompositions suivantes

F̂ x(z)−F x(z) =
1

F̂ x
D

{(
F̂ z
N(x)− EF̂ z

N(x)
)
−
(
F z(x)− EF̂ z

N(x)
)}

+
F z(x)

F̂ z
D

(EF̂ z
D−F̂ z

D)

(2.3)

f̂ z(x)− f z(x) =
1

f̂ zD

{(
f̂ zN(x)− Ef̂ zN(x)

)
−
(
f z(x)− Ef̂ zN(x)

)}
+

f z(x)

f̂ zD
(Ef̂ zD − f̂ zD)

Finalement, le théorème est une conséquance des résultats suivants.

Lemme 2.2.1 sous les hypothèses (H1), (H5) et (H6) on a

|F̂ z
D − EF̂ z

D| = op.co

(√
log n

nφz(hK)

)
(2.4)



2.2. CAS I.I.D. 19Lemme 2.2.2 sous les hypothéses (H1) et (H2) on a

sup
x∈S
|F z(x)− EF̂ z

N(x)| = o(hb1K) + o(hb2H ) (2.5)

Lemme 2.2.3 sous les hypothéses (H1) et (H8) on a

sup
x∈S
|F̂ z
N(x)− EF̂ z

N(x)| = Op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)
(2.6)

Corollaire 2.2.1 sous les hypothéses de théorème on a

∃η > 0,
∑
n

P(F̂ z
D < η) <∞ (2.7)

Dans les preuves suivants nous noterons pour tout i ∈ N

Ki(x) = K(h−1
K d(z, Z1)), Hi(x) = H(h−1

H (x−Xi))

2.2.2 Démonstration

Preuve du lemme 2.2.1

on a :

F̂ z
D − EF̂ z

D =
1

nEK1

n∑
i=1

(
K

(
d(z, Zi)

hK

)
− EK

(
d(z, Zi
hK

))
Où

∆i =
1

nEK1

(
K

(
d(z, Zi)

hK

)
− EK

(
d(z, Zi
hK

))
d’aprés l’hypothèse (H1), on a

CEIB(z,hK)(Zi) < EK1 < CEIB(z,hK)(Zi)

alors

Cφx(hK) < EK1 < Cφx(hK)

et puisque la fonction K est bornée, on peut majorer diretement

|∆i| <
c

φz(hk)
, E(∆2

i ) <
c′

φz(hk)

On applique l’inégalité de Hoeffdings (1.1.1, [4], 1963) aux variables ∆i

P
(
|F̂ z
D − EF̂ z

D| > ε
)

= P

(
1

n

∣∣∣∣∣∑
n

∆i

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ 2 exp

(
−nε2C

4φz(hK)

)
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ε = ε0

√
log n

nφz(hK)

On arrive, pour tout ε0 > 0 à

P

(
|F̂ z
D − EF̂ z

D| > ε

√
log n

nφz(hk)

)
≤ 2n−cε

2
0

Pour un choix convenable de ε, la sèrie de terme gènèral n−cε
2

converge. On peut

écrire
+∞∑
n=1

P

(
|F̂ z
D − EF̂ z

D| > ε

√
log n

nφz(hk)

)
< +∞

Il suffit de choisir ε0 >
1√
C

pour que la série converge.

Preuve du lemme 2.2.2

Du fait que les variables aléatoires sont identiquement distribuées, on a

EF̂ z
N(x)− F z(x) = (EK1(z))−1 [EK1(z)H1(t)− F z(x)]

= (EK1(z))−1E (K1(z) [E(H1/Z)− F z(x)])

En intégrant par parties, on montre que

E(H1(t)/Z) =

∫
R
H
(
h−1
H (x− z)

)
f z(µ)dµ = h−1

H

∫
R
H
′
(h−1

H (x− z))F x(z)dz

On considérons le changement de variable t = x−µ
hH

on obtient

E (H1(t)/Z) =

∫
R
H(1)(t)F z(x− hHt)dt

donc

|E(H1(t)/Z)− F z(x)| ≤
∫
R
H
′
(t)|F z(x− hHt)− F z(x)|dt

Sous (H2), on a

∀x ∈ S, IB(z,hK)|E(H1(t)/Z)− F z(x)| ≤
∫
R
H
′
(t)(hb1K + |t|b2hb2H)dt



2.2. CAS I.I.D. 21CommeH
′
est une densité de probabilité, alors, l’hypothèse (H5) achève la démonstration

du lemme.

Preuve de lemme (2.2.3)

On utilise le recouvrement suivant

S ⊂
sn⋃
k=1

(τk − ln, τk + ln)

avec

ln = Cτ−1
n = Cn−c

tel que c > 0, C > 0 et τ1, · · · , τsn sont des points de S.

Ainsi, on utilise la décomposition suivante :

P

(
sup
x∈S

∣∣∣F̂ z
N(x)− EF̂ z

N(x)
∣∣∣ > ε

√
log n

nφz(hK)

)
≤ P

(
sup
x∈S

∣∣∣F̂ z
N(x)− F̂ z

N(τx)
∣∣∣ > ε/3

√
log n

nφz(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

A1

+P

(
sup
x∈S

∣∣∣F̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(τx)
∣∣∣ > ε/3

√
log n

nφz(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

A2

+P

(
sup
x∈S

∣∣∣EF̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(x)
∣∣∣ > ε/3

√
log n

nφz(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

A3

En ce qui Concerne le terme A1, on a

1

F̂ z
D

∣∣∣F̂ z
N(x)− F̂ z

N(τx)
∣∣∣ ≤ 1

nF̂ z
DEK1(z)

n∑
i=1

Ki(z) |Hi(x)−Hi(τx)|

≤ c|x− τx|
hH

(
1

nEK1

n∑
i=1

Ki

)

≤ ln
hH

F̂ z
D

≤ c
ln
hH



22 CHAPITRE 2. DONNÉES COMPLÈTESPar la définition de ln et sous l’hypothèse (H8) on obtient,

ln
hH

= o
(√

log n(nφz(hk))−1
)

Pour le terme A2, on a

P

(
sup
x∈S
|F̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(τx)| > η

√
log n

nφz(hK)

)

= P

(
max

k∈(1,···,τn)

∣∣∣F̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(τx)
∣∣∣ > η

√
log n

nφz(hK

)

≤ sn max
k∈(1,···,τn)

P

(
|F̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(τx)| > η

√
log n

nφz(hK)

)
et

F̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(τx) =
1

n

n∑
i=1

∆i

avec

∆i =
1

EK1

(HiKi − EHiKi)

Pour appliquer l’inégalité de Hoeffding (1.1.1, [4]) aux variables ∆i, il faut majorer

les deux termes |∆i| et E∆i. En effet, pour le premier terme |∆i|,
on a

|∆i| ≤ Cφz(hK)−1

Pour le deuxième terme E∆2
i , on a

E∆2
i =

EH2
iK

2
i

(EK1)2
− E2(HiKi)

(EK1)2

≤ E(K2
i E(H2

i |X))

(EK1)2

≤ Cφz(hK)−1

Donc

P
(
|F̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(τx)| > ε
)

= P

(
1

n

n∑
i=1

|∆i| > ε

)
≤ 2 exp

(
−nε2C

4φz(hK)

)
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ε = ε0

√
log n

nφz(hK)

On arrive, pour tout ε0 > 0 à

P

(
|F̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(τx)| > ε0

√
log n

nφz(hK)

)
< 2n−Cε

2
0

donc ∑
n

P

(
|F̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(τx)| > ε0

√
log n

nφz(hK)

)
<
∑
n

2n−Cε
2
0

Il suffit de choisir ε0 >
1√
C

pour que la série converge.

Concernant le terme A3, d’aprés A1, on a

sup
x∈S
|EF̂ z

N(τx)− EF̂ z
N(x)| ≤ c

ln
hH

Preuve du corrolaire (2.2.1)

On a

EF̂ z
D = 1

alors

P
(
|F̂ z
D| ≤ 1/2

)
≤ P

(
|F̂ z
D − EF̂ z

D| > 1/2
)

Donc,
n∑
i=1

P
(
|F̂ z
D| ≤ 1/2

)
≤

n∑
i=1

(
P|F̂ z

D − EF̂ z
D| > 1/2

)
<∞

Ainsi, le résultat est une conséquence du lemme précedent.

Pour la deuxième décomposition, on a

f̂ z(x)− f z(x) =
1

f̂ zD

{
(f̂ zN(x)− Ef̂ zN(x))− (f z(x)− Ef̂ zN(x))

}
+

f z(x)

f̂ zD
[Ef̂ zD(x)− f̂ zD(x)]

La preuve est trés voisine de celle du théorème précédente avec une une légère modi-

fication dans la définition de l’estmateur en remplaçant F̂ z(x) par f̂ z(x). La preuve

est basée sur un décomposition similaire. Ainsi, il suffit de montrer les équations

suivantes :



24 CHAPITRE 2. DONNÉES COMPLÈTESLemme 2.2.4 sous les hypothèses (H1) et (H2) on a

sup
x∈S
|f z(x)− Ef̂ zN(x)| = o(hb1K) + o(hb2H ) (2.8)

Lemme 2.2.5 sous les hypothèses (H1) et (H8) on a

sup
x∈S
|(f̂ zN(x)− Ef̂ zN(x)| = op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)
(2.9)

Lemme 2.2.6 sous les hypothèses (H1) et (H8) on a

sup
x∈S
|(f̂ zD(x)− Ef̂ zD(x)| = op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)
(2.10)

Corollaire 2.2.2 sous les hypothèses (H1) et (H8) on a

n∑
i=1

P
(

inf
x∈S
|f̂ zD(x)| > ε

)
<∞ (2.11)

Preuve du lemme 2.2.4

On a, par équidistribution des observations

Ef̂ zN(x)− f̂ z(x) =
1

hHEK1

[
EK1H

(1)

(
x−X1

hH

)
− hHf z(x)

]
=

1

hHEK1

E
(
K1

[
E(H(1)(h−1

H (x−X1))/Z)− hHf z(x)
])

on a :

E(H(1)(h−1
H (x−X1))/Z) =

∫
R
H(1)

(
x− u
hH

)
f z(u)du

On fait un changement de variable t = x−u
hH

|E(H
(1)
1 (h−1

H (x−X1))/Z)− hHf z(x)| = hH

∫
R
H

(1)
1 (t)|f z(x− hHt)− f z(x)|dt

≤ hH

∫
R
H(1)(t)|f z(x− hHt)dt− f z(x)|

on a l’hypothése (H3) pour obtenir

|E(H
(1)
1 (h−1

H (x−X1))/Z)− hHf z(x)| ≤ chH

∫
R
H(1)(hb1k + |t|b2hb2H)dt



2.2. CAS I.I.D. 25Comme H(1) est une densité de probabilité, alors l’hypothèse (H3) achève la preuve

du lemme.

Preuve du lemme 2.2.5

On montre que

sup
x∈S
|f̂ zN(x)− Ef̂ zN(x)| ≤ sup

x∈S
|f̂ zN(x)− f̂ zN(τx)|︸ ︷︷ ︸

B1

+ sup
x∈S
|f̂ zN(τx)− Ef̂ zN(τx)|︸ ︷︷ ︸

B2

+ sup
x∈S
|Ef̂ zN(τx)− Ef̂ zN(x)|︸ ︷︷ ︸

B3

Concerne le terme B1

sup
x∈S

∣∣∣f̂ zN(x)− f̂ zN(τx)
∣∣∣ ≤ sup

x∈S

(
1

nhHEK1

n∑
i=1

Ki|H(1)
i (x)−H(1)

i (τx)|

)

D’aprés l’hypothèse (H5) on a

1

f̂ zD
sup
x∈S

(
1

nhHEK1

n∑
i=1

Ki|H(1)
i (x)−H(1)

i (τx)|

)
= sup

x∈S

C|x− τx|
nh2

HEK1

n∑
i=1

Ki

≤ sup
x∈S

C|x− τx|
h2
H

≤ C
ln
h2
H

Comme ln = Cn−c, alors

sup
x∈S

∣∣∣f̂ zN(x)− f̂ zN(τx)
∣∣∣ ≤ Cn−c

h2
H

≤ C

nch2
H

Par conséquent,

sup
x∈S

∣∣∣f̂ zN(x)− f̂ zN(τx)
∣∣∣ = o

(√
log n

nhHφzhH

)
Pour le terme B2

P

(
sup
x∈S
|f̂ zN(τx)− Ef̂ zN(τx)| > η/3

√
log n

nhHφz(hK)

)
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= P

(
max

x∈(1,...,sn)
|f̂ zN(x)− Ef̂ zN(τx)| > η/3

√
log n

nhHφz(hK)

)

≤ Sn max
x∈(1,...,sn)

P

(
|f̂ zN(τx)− Ef̂ zN(τx)| > η/3

√
log n

nhHφz(hk)

)

on a aussi

|f̂ zN(τx)− Ef̂ zN(τx)| =
1

n

n∑
i=1

(
H

(1)
1 (τx)Ki

hHEK1

− E(H
(1)
1 (τm)Ki)

hHEK1

)

=
1

n

n∑
i=1

∆∗i

On applique maintenant l’inégalité d’Hoeffding (lemme (1.1.1, [4] ). Du fait que le

noyau K est borné, alors, on peut dire

|∆∗i | ≤
c

nhHφz(hH)

Il suffit d’évaluer,

V ar∆i ≤ E(Γ2
i )

alors

EΓ2
i =

E(K2
iH

1
i (τ 2

x))

(hHEK1)2

=
EK2

i E(H1
i (τ 2

x)/Z)

(hHEK1)2

donc∣∣∣∣ 1

hH
E(H

(1)
1 (τx)

2)/Z − f z(τx)
∫
R
H(1)2(x)dx

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
I

=

∣∣∣∣ 1

hH
EH(1)2

(
τx − x
hH

)
− f z(τx)

∫
R
H(1)2(x)dx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ 1

hH

∫
R
H(1)2

(
τx − z
hH

)
f z(t)dt− f z(τx)

∫
R
H(1)2(t)dt

∣∣∣∣
par un changement des variables τk − z = u, on obtient

I =

∣∣∣∣∫
R

1

hH
H(1)2

(
u

hH

)
f z(τx − u)du− f z(τx)

∫
R
H(1)2 (t) dt

∣∣∣∣



2.2. CAS I.I.D. 27On pose, t =
u

hH
, on obtient

=

∣∣∣∣∫
R

1

hH
H(1)2

(
u

hH

)
(f z(τx − u)− f z(τx)) du

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
|u|≤M

1

hH
H(1)2

(
u

hH

)
(f z(τx − u)− f z(τx)) du

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
|u|>M

1

hH
H(1)2

(
u

hH

)
(f z(τx − u)) du

∣∣∣∣
≤ C sup

|u|≤M
|f z(τx − u)− f z(τx)|

∫
|u|≤M

H(1)2
(
u

hH

)
du

+

∣∣∣∣∫
|u|≤M

H(1)2
(
u

hH

)
(f z(τx − u)− f z(τx)

∣∣∣∣
On prend t =

u

hH
⇒ du = hHdt et on a |u| > M ⇒ |u| > A/hH

≤ C sup
|u|≤M

|f z(τx − u)− fx(τx)|+
∣∣∣∣∫
|u|>A/hH

H(1)2(t) (f z(τx − thH)− f τx(τx)hHdt
∣∣∣∣

≤ C sup
|u|≤M

|f z(τx − u)− fx(τx)|+
∣∣∣∣∫
|u|>A/hH

H(1)2(t) (f z(τx − th)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
|u|>A/hH

H(1)2(t)f z(τx)

∣∣∣∣
≤ C sup

|u|≤M
|f z(τx − u)− fx(τx)|︸ ︷︷ ︸

B1

+

∣∣∣∣∫
|u|>M/hH

tH(1)2(t)
f z(τx − thH)

t

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
B2

+ f z(τx)

∫
|u|>M/hH

H(1)2(u)dt︸ ︷︷ ︸
B3

D’aprés l’hypothèse (H5, iii) on a

∀ε > 0,∀M > 0,∃nA,ε, B2 +B3 < ε

et puisque fx est continue, alors

∀ε > 0,∃nM,ε,∀M ≤Mε, B1 < ε

Ainsi

lim
n→∞

E(H
(1)
1 (τx)

2/Z) = f z
∫
R
H(1)2(t)dt

et puisque

0 < EK1 < Cφx(hK), et EK2
1 < C ′φx(hK)
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EΓ2
i = O(h−1

H φx(hK)−1)

On applique maintenant l’inégalité de Hoeffdings (1.1.1, [4]), on obtient

P

(
|f̂ zN(τx)− Ef̂ zN(τx)| > η

√
log n

nhHφz(hK)

)
= P

(
1

n

∞∑
n=1

|∆i| > η

√
log n

nhHφz(hK)

)

≤ 2 exp

(
−cn

η2 logn
nhHφz(hK )hHφz(hK)

)
≤ cn−cη

2

en choisisant η de façon que cη2 = 2
3
α + 2

3
. on obtient

P

(
sup
x∈
|f̂ zN(τx)− Ef̂ zN(τx)| > η

√
log n

nhHφz(hK)

)
≤ cSnn

−cη2

≤ n−cη
2

c/ln

≤ n−1−α

D’où

sup
x∈S

∣∣∣f̂ z(τx)− Ef̂ zN(τx)
∣∣∣ = op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)
Pour le terme B3

d’aprés B1 on a
1

f zD
sup
x∈S

∣∣∣f̂ z(x)− Ef̂ zN(τx)
∣∣∣ ≤ C

ln
h2
K

Donc
1

f zD
sup
x∈S

∣∣∣Ef̂ z(τx)− Ef̂ zN(x)
∣∣∣ ≤ C

ln
h2
K

Preuve du corrolaire (2.2.2)

On a

P
(
|f̂ zD| ≤ 1/2

)
≤ P

(
|f̂ zD − Ef̂ zD| > 1/2

)
Donc

n∑
i=1

P
(
|f̂ zD| ≤ 1/2

)
≤

n∑
i=1

(
P|f̂ zD − Ef̂ zD| > 1/2

)
Donc il reste de montrer que

n∑
i=1

P
(

inf
x∈S
|1− F̂ z(x)|

)
<∞
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inf
x∈S
|1− F̂ z(x)| ≤

(
1− sup

x∈S
F̂ z(x)

)
/2

=⇒ sup
x∈S
|F̂ z(x)− F z(x)| ≥

(
1− sup

x∈S
F̂ z(x)

)
/2

En terme de probabilité, on obtient

n∑
i=1

P
(

inf
x∈S
|1− F̂ z(x)| ≤

(
1− sup

x∈S
F̂ z(x)

)
/2

)

≤
n∑
i=1

P
(

sup
x∈S
|F̂ z(x)− F z(x)| ≥

(
1− sup

x∈S
F̂ z(x)

)
/2

)
<∞

2.3 Cas dépendant

Le but est consacré à la généralisation du résultats donné dans le cas précèdent à des

observations mélageantes. On fixe comme objectif la convergence presque complète

uniforme de l’estimateur à noyau de la fonction de hasard conditionnelle défini dans

la première section. Notons que les autres propriétés asymptotique se généralisent de

la même manière.

2.3.1 Hypothèses

Dans cette section on garde les mêmes notations ainsi que les mêmes hypothèses du

cas indépendant et ajoute aussi les hypothèses suivantes :

(H’1) La suite (Xi, Zi)i∈N est α-mélangeante tels que

∃a, c ∈ R∗+, ∀n ∈ N, α(n) ≤ cn−a

(H’2) La densité jointe de (Xi, Xj) sachant (Zi, Zj) existe et est bornée, et

∃ε1 ∈]0, 1], 0 < sup
i 6=j

P((Zi, Zj) ∈ B(z, h)×B(z, h)) = o
(
φz(h))1+ε1

)
(H’3)

∃ε1 ∈]0, 1[, a >
1 + ε1
ε1ε2

, et hHφz(hK) = o(n−ε2)

Remarque 2.3.1 Les hypothèses (H ′1)− (H ′3) sont ajoutés pour éviter l’expression

de covariance dans la vitesse de convergence. Autrement dit, on peut démontrer la

convergence presque complète sans ces hypothèses. Cependant, la vitesse de converence



30 CHAPITRE 2. DONNÉES COMPLÈTESsera donné en fonction de covariance des observations et elle sera lente par rapport à

la vitesse du cas indépendant. Ainsi, nous établissons la convergence presque complète

avec la même précision, mais, sous des conditions un plus fort que le cas indépendant.

Théorème 2.3.1 sous les hypothèses du théorème (2.2.1) et (H ′1)− (H ′3) on a

sup
x∈S

∣∣∣ĥz(x)− hz(x)
∣∣∣ = o(hb1K) + o(hb2H ) + op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)
(2.12)

2.3.2 Démonstration

preuve du théorème (2.3.1)

La démonstartion est basé sur les mêmes aruments analytiques utilisés dans preuve

du théorème (2.2.1), on peut dire que la propriété de l’indépendance des observations

n’aucune influence sur la partie biais de la vitesse. Ainsi, nous allons évalué la partie

de dispersion laquelle est basée sue le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 Sous les hypothèses (H1)− (H8) et (H ′.1)− (H ′.3) on a

S2∗
n = o(nhK) + o(n2α(hK log n)−1) (2.13)

où

S2
n∗ =

n∑
i=1

∑
i 6=j

|cov(∆i,∆j)|

et

∆i = K

(
z − Zi
hK

)
H

(
x−Xi

hH

)
− E

(
K

(
z − Zi
hK

)
H

(
x−Xi

hH

))

Lemme 2.3.2 Sous les hypothèses (H1)− (H8) et (H ′.1)− (H ′.3) on a

sup
x∈S
|F̂ z
D − EF z

D| = o

(√
log n

nφz(hK)

)
, p.co (2.14)

Lemme 2.3.3 Sous les hypothèses (H1)− (H8), et (H ′1−H ′3) on a

sup
x∈S
|F̂ z
N(x)− EF̂ z

N(x)| = o

(√
log n

nφz(hK)

)
, p.co (2.15)

Lemme 2.3.4 Sous les hypothèses du théorème, on a

sup
x∈S
|f̂ zN(x)− Ef̂ zN(x)| = o

(√
log n

nhHφz(hK)

)
, p.co (2.16)



2.3. CAS DÉPENDANT 31Preuve du lemme 2.3.1

Par définition de ∆i, on a

d’une part

cov(∆i,∆j) = E(∆i∆j)

= E
(
K

(
z − Zi
hK

)
H

(
x−Xi

hH

)
K

(
z − Zj
hK

)
H

(
x−Xj

hH

))
+ E

(
K

(
z − Zj
hK

)
H

(
x−Xj

hH

))
E
(
K

(
z − Zj
hK

)
H

(
x−Xj

hH

))
≤ C

∣∣∣∣K (z − ZjhK

)
K

(
z − Zj
hH

)∣∣∣∣+ E
∣∣∣∣K (z − ZjhK

)∣∣∣∣E ∣∣∣∣K (z − ZjhH

)∣∣∣∣
Par ailleurs,

|cov(∆i,∆j)| ≤ C
(
E(IB(z,hK)(Zi)IB(z,hK)(Zj)) + E(IB(z,hK)(Zi))E(IB(z,hK)(Zj)

)
≤ C(P(Zi, Zj) ∈ B(z, hK)×B(z, hK) + P(Zi ∈ B(z, hK)P(Zj ∈ B(z, hK))

= o(φz(hK)1+ε + o(φ2
z(hK)

D’autre part, nous avons d’aprés l’inégalité de covariance (1.1.5, [4])

|cov(∆i,∆j)| ≤ Cα(|i− j|)

A l’aide de ces équations on montre que

S2∗
n = (nφz(hK))

En effet, on utilise les techniques de Masry (1.1.5, [4] 1986) et on partage la somme

sur les deux ensembles

S1 = {(i, j) tel que 1 ≤ j − i ≤ mn}

S2 = {(i, j), tel que mn + 1 ≤ j − i ≤ n− 1}

Par ailleurs

S∗2n =
n∑
i=1

n∑
i 6=j=1

|cov(∆i,∆j)|

=
∑
S1

|cov(∆i,∆j)|+
∑
S2

|cov(∆i,∆j)|

≤ C
∑
S1

(φz(hK)1+ε + φ2
z(hK) + C

∑
S2

α(|i− j| > un)
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≤ C

n∑
i=1

∑
1≤|j−i|≤mn

φz(hK)1+ε +
n∑
i=1

∑
|j−i|>mn

α(|i− j| > un)

≤ Cnmn(φz(hK)1+ε + (φ2
z(hK) + n2α(un)

≤ Cnmn(φz(hK)1+ε + (φ2
z(hK))) + n2(un)−a

On prend un = φz(hK)−ε, on obtient, alors

S∗2n = o(nφz(hK))

et

S2
n = S∗2n + nV ar(∆1)

et

V ar(∆i) ≤ Cφz(hK)

d’où,

S2
n = o(nφz(hK)

Preuve du lemme 2.3.3

On applique l’inégalité de Fuk-Nagaev (Rio 1990, [4], 1.1.2) aux variables ∆i, on

obtient,

P
(∣∣∣F̂ z

N(τx)− EF̂ z
N(τx)

∣∣∣ > 4ε
)
≤ C

{
n

r

(
r

εnEK1

)a+1

+

(
1 +

ε2n2(EK1)2

rS2
n

)− r
2

}

Si on prend ε = ε0

√
log n

nφz(hK)
, on obtient

P
(∣∣∣F̂ z

N(τx)− EF̂ z
N(τx)

∣∣∣ > 4ε0

√
log n

nφz(hK)

)

≤ 4

(
η2 log n

16r

)−r/2
+2ncr−1

(
8r
√
nφz(hK)

nφz(hK)ε0
√

log n

)
+2ncr−1

(
8r

ε0

)a+1

(n log nφz(hK))−(a+1)/2

≤ 4n−ε0/32 + cn−(a+1)n(1−(a+1)/2)ran((a−3)/2−β(a+1)/2(log n)−(a+1)/2

On choisi r = C(log n)2, et τn = nc

τn max
k∈(1,···,sn)

P

(∣∣∣F̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(τx)
∣∣∣ > 4ε0

√
log n

nφz(hK)

)
≤ Cn−

η2

32
+c + cn−1+c−(

β(a+1)
2

)

(log n)(3a−1)/2



2.3. CAS DÉPENDANT 33Pour ε0 suffisamment grand, on a

∃ν > 0, τn max
k∈(1,···,sn)

P

(∣∣∣F̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(τx)
∣∣∣ > 4ε0

√
log n

nφz(hK)

)
≤ cn−1−ν

Finalement
n∑
i=1

(
P
(

sup
x∈S

∣∣∣F̂ z
N(τx)− EF̂ z

N(τx)
∣∣∣ > 4ε

))
<∞

Preuve du lemme 2.3.4

On a

P

(
sup
x∈S

∣∣∣f̂ zN(τx)− Ef̂ zN(τx)
∣∣∣ > ε

√
log n

nhHφz(hK)

)

≤ c
ln

max
mn∈(m1,···,mn)

P

(∣∣∣f̂ zN(τx)− Ef̂ zN(τx)
∣∣∣ > ε

√
log n

nhHφz(hK)

)

on a aussi

f̂ zN(τx)− Ef̂ zN(τx) =
1

nhHEK1

n∑
i=1

H
(1)
i (τx)Ki − E(H

(1)
i (τx)Ki)︸ ︷︷ ︸

Λ∗i

et

S
′2
n =

n∑
i=1

n∑
j=1

∣∣cov(Λ∗i ,Λ
∗
j)
∣∣

Pour calcule S
′2
n en utilisant la même méthode que dans S2

n et prenant

un =
1

φz(hK)ε
,

on obtient

S
′2
n = o(nhHφz(hK)).

On applique l’inégalité de Fuk-Nagaev (Rio 1990, [4], 1.1.2) aux variables ∆i, on

obtient

P

(
sup
x∈S

∣∣∣f̂ zN(xm)− Ef̂ zN(xm)
∣∣∣ > ε

√
log n

nhHφz(hK)

)
< Cl−1

n (C ′1 + C ′2)

avec

C ′1 = 4(1 +
ε2

rS ′2n
)
−r
2 et C ′2 = 4cnr−1

(
rε+1

ε

)



34 CHAPITRE 2. DONNÉES COMPLÈTESD’aprés l’hypothèse H ′3 et avec un choix de r = c(log n)2 et ln = n−
3
2
a+ 1

2

∃v > 0, pour n assez grand, on a

l−1
n (C ′1 + C ′2) ≤ Cn−1−v

Finalement

sup
x∈S

∣∣∣f̂ zN(τx)− Ef̂ zN(τx)
∣∣∣ = o

(√
log n

nhHφz(hK)

)



Chapitre 3

Données censurées

Dans ce chapitre nous nous intéressons à la convergence presque complète de l’esti-

mateur à noyau de la fonction de hasard conditionnelle avec une variable explicative

fonctionnelle et incomplètes. De même que le chapitre précédent, la diffculté tech-

nique réside dans l’absence d’une mesure de référence classique. De plus, en statis-

tique nonparamétrique vectorielle, l’étude de la normalité asymptotique nécessite un

calcul asymptotique exact des termes du biais et de la variance qui est basée sur la

dérivabilité des modèles non-paramétriques. Cependant, la structure topologique de

notre espace fonctionnel est trop faible pour définir cette notion. Ici nous considérons

un espace fonctionnel semi-métrique. Ainsi, l’impact principal de cette contribution

est la généralisation en dimension infinie des résultats déjà existants en statistique

multi-variée mais sous des conditions moins restrictives. Dans la pratique, lors d’appli-

cations médicales en particulier, on peut se trouver en présence de variables censurées.

Ce problème est habituellement modélisé en considérant une variable positive C dite

de censure, et les variables aléatoires observées ne sont pas les couples (Xi, Zi) mais

seulement (Ti,∆i, Zi) où Ti = min(Xi, Ci) et ∆i = IXi≤Ci .
L’objectif de ce chapitre est d’adapter ces idées au cadre de variable explicative Z

fonctionnelle, et de construire un estimateur de type noyau de la fonction de hasard

conditionnelle hz adapté aux échantillons censurés.

3.1 Modèle

Soit (Ti,∆i, Zi) un échantillon d’un couple de variable aléatoire où Ti = min(Xi, Ci)

et ∆i = IXi≤Ci , X à prend ses valeurs dans R et Z à valeurs dans un espace semi-

35



36 CHAPITRE 3. DONNÉES CENSURÉESmétrique (F, d(, ; , )) de dimension infinie.

Le probleme général dans ce chapitre est l’estimation de la fonction de hasard condi-

tionnelle, d’une variable aléatoire réelle X sachant une variable aléatoire à valeurs

dans un espace fonctionnel, pour des données censurées dans le cas indépendantes et

α-mélangeantes. On peut définir l’estimateur de la fonction de hasard coditionnelle à

partir des estimateurs suivantes :

ϕ̂z(t) =

n∑
i=1

K(h−1
K d(z, Zi))H

′(h−1
H (t− Ti))∆i

hHEK(h−1
K d(z, Zi))

K est un noyau, H ′ est la dérivé de H, hK , (resp hH)) est une suite de nombre réel

positif. et

L̂z(t) =

n∑
i=1

K(h−1
K d(z, Zi))H(h−1

H (t− Ti))

EK(h−1
K d(z, Zi))

Finalement, l’estimation de la fonction de la fonction hasard conditionnelle dans le

cas imcomplète est définie par :

ĥz(t) =
ϕ̂z(t)

1− L̂z(t)

3.2 Cas indépendant

3.2.1 Hypothèses

On garde les hypothèse du cas précédent et on ajoute les conditions suivantes :

H1a Les triplet (Xi, Ci, Zi) sont i.i.d 1.

H2a Conditionnellement à Zi, les variables X et C sont indépendantes

H3a ∃Az <∞, ∃b1, b2 > 0,∀(t1, t2) ∈ S2,∀(z1, z2) ∈ N2
z :

|Lz1(t1)− Lz2(t2)| ≤ Az(d(z1, z2)b1 + |t1 − t2|b2)

|ϕz1(t1)− ϕz2(t2)| ≤ Az(d(z1, z2)b1 + |t1 − t2|b2)

H4a ∃µ <∞, ϕz
′
(t) < µ, ∀(t, z′) ∈ R+ ×Nz

H5a ∃µ <∞, Lz
′
(t) < 1− η, ∀(t, z′) ∈ R+ ×Nz

1. indépendant et identiquement distribuée



3.2. CAS INDÉPENDANT 373.2.2 Propriétés Asymptotique

Théorème 3.2.1 Sous les hypothése (H1)-(H8) et (H1a)-(H5a) on a

sup
t∈S

∣∣∣ĥz(t)− hz(t)∣∣∣ = o(hb1K) + o(hb2H ) +Op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)

Preuve du théorème(3.2.1)

La démonstration du théorème est une consequence de la décomposition suivante

ĥz(t)− hz(t) =
1

1− L̂z(t)
(ϕ̂z(t)− ϕz(t)) +

hz(t)

1− L̂z(t)

(
L̂z(t)− Lz(t)

)
D’ou pour tout x ∈ S et C > 0

sup
t∈S
|ĥz(t)− hz(t)| ≤ C

sup
x∈S
|ϕ̂z(t)− ϕz(t)|+ sup

x∈S

∣∣∣L̂z(t)− Lz(t)∣∣∣
inf
x∈S
|1− L̂z(t)|

 (3.1)

D’aprés la décomposition (3.1), il suffit de montrer que

sup
x∈S

∣∣∣L̂z(t)− Lz(t)∣∣∣ = o(hb1K) + o(hb2H) + op.co

(√
log n

nφz(hK)

)
(3.2)

sup
x∈S
|ϕ̂z(t)− ϕz(t)| = o(hb1K) + o(hb2H) + op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)
(3.3)

On peut dire que (3.3)écrire sous la forme

ϕ̂z(t)− ϕz(t) =
1

ϕ̂zD
{(ϕ̂zN(t)− Eϕ̂zN(t))− (ϕz(t)− Eϕ̂zN(t))}

+
ϕz(t)

ϕ̂zD
[ϕ̂zD − Eϕ̂zD]

tel que

ϕ̂zN(t) =

n∑
i=1

KiH
′

i∆i

hHEK1

, ϕ̂zD(t) =

n∑
i=1

Ki

hHEK1

.

La preuve est bassée sur les lemmes suivantes :

Lemme 3.2.1 Sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3a) on a

sup
t∈S
|ϕz(t)− Eϕ̂zN(t)| = o(hb1K) + o(hb2H ) (3.4)



38 CHAPITRE 3. DONNÉES CENSURÉESLemme 3.2.2 Sous les hypothèses (H1), (H5), (H6) et (H4a) on a

sup
t∈S
|ϕ̂zN(t)− Eϕ̂zN(t)| = op.co

(√
log n

nφz(hK)

)
(3.5)

Lemme 3.2.3 Sous les hypothèses (H1), (H8) et (H4a) on a

|ϕ̂zD(x)− Eϕ̂zD(x)| = op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)
(3.6)

Preuve de (3.2.1) :

Les observations sont indépendant et identiquement distribuée.

Eϕ̂zN(t) = E

(
1

nhHEK1(z)

n∑
i=1

Ki(z)Hi(t)∆i

)
=

1

hHEK1(z)
E
(
K1(z)E

(
H1(t)I(X1≤C1)/Z1

))
=

1

hHEK1(z)
E
(
K1(z)E

(
H1(t)SZ1

1 (X1)/Z1

))
d’autre part on a

E(H1(t)Sz1/Z1) =

∫
H
′
(
t− u
hH

)
SZ1

1 (u)fZ1(u)du

= hH

∫
H
′
(v)ϕZ1(t− vhH)dv

= hH

(
ϕz(t) + o

(
hb2H + hb

1

K

))
Preuve de (3.2.2) ;

Soit ε > 0. On utilise la même démarche que lors de la preuve du théorème précédente

et on recouvre S par un nombre fini d’intervalles

S ⊂
τn⋃
k=1

]tk − ln, tk + ln[

P

(
sup
x∈S
|ϕ̂zN(t)− Eϕ̂zN(t)| > ε

√
log n

nφz(hK)

)

≤ P

(
sup
x∈S
|ϕ̂zN(t)− ϕ̂zN(τt)| > ε/3

√
log n

nφz(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

A1
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+ P

(
sup
x∈S
|ϕ̂zN(τt)− Eϕ̂zN(τt)| > ε/3

√
log n

nφz(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

A2

+ P

(
sup
x∈S
|Eϕ̂zN(τt)− Eϕ̂zN(t)| > ε/3

√
log n

nφz(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

A3

Pour le terme A1 et pour tout t ∈ S, on a

|ϕ̂zN(t)− ϕ̂xN(τt)| =

∣∣∣∣∣ 1

nhHEK1(z)

n∑
i=1

∆iKi(z)(Hi(t)−Hi(τt)

∣∣∣∣∣
≤ C

nhHEK1(z)

n∑
i=1

Ki(z)
|t− τt|
hH

≤ Cϕ̂zDlnh
−2
H

En prenant ln = Cun = Cn−c, on arrive à

1

ϕ̂zD
|ϕ̂zN(t)− ϕzN(τt)| ≤

C

h2
Hn

c

Implique qu’il existe

C

h2
Hn

c
= o

(√
log n

nφz(hK)

)
Par conséquent

sup
t∈S
|ϕ̂zN(t)− ϕ̂xN(τt)| = o

(√
log n

nφz(hK)

)
Pour le deuxième terme

ϕ̂zN(τt)− Eϕ̂zN(τt) =
1

n

n∑
i=1

∆∗i

Pour cela il est nécessaire de trouver des majorants pour |∆i| et pour E∆2
i , pour

appliquer l’inégalité de Hoeffdings (1.1.1, [4], 1963), en reprenant les calculs et on

arrive à

|∆i ≤
C

φz(h)

Pour le moments d’ordre deux de ∆i, on pose

Wi =
1

h2
H(EK1(z))2

EK2
i (z)H2

i (τt)∆
2
i



40 CHAPITRE 3. DONNÉES CENSURÉESTel que

EW 2
i =

1

h2
H(EK1(z))2

EK2
i (z)H2

i (τt)∆
2
i

≤ C
1

h2
H(EK1(z))2

EK2
i (z)E(H2

i (τt)/Zi))

≤ C
1

hHφz(h)
E

(
K2
i (z)

∫
1

hH
H
′
(
τt − u
hH

)2

fZi(u)du

)

= O

(
1

hHφz(h)

)
Il est évident que

E∆2
i = V ar(τi) ≤ Eτ 2

i ≤
C

hHφz(hK)

Pour tout ε > 0, on a

sup
x∈S

(
|ϕ̂zN(τx)− Eϕ̂zN(τx)| > ε/3

√
log n

nφz(hK)

)

=
τn∑
k=1

max
τk

(
P

(
|ϕ̂zN(τt)− Eϕ̂zN(τt)| > ε/3

√
log n

nφz(hk)

))
≤ 2

τt∑
k=1

n−c−(ε20/β)

Un choix convenable de ε0 permet de conclure que,

sup
x∈S
|ϕ̂zN(τt)− Eϕ̂zN(τt)| = 0

(
log n

nφz(hK)

)
, p.co

En ce qui concerne le dernier terme

|Eϕ̂N(τt)− Eϕ̂N(t)| ≤ Cln
φz(hH)hH

On obtient

|Eϕ̂N(τt)− Eϕ̂N(t)| ≤ Cn−c

h2
Hφz(hK)

≤ C

nch2
Hφz(hK)

On montre l’existence de

sup
x∈S
|Eϕ̂N(τt)− Eϕ̂N(t)| = o

(√
log n

nh2
Hφz(hH)

)

La démonstration de (3.2) est identique à celle de (2.3). Puisque l’estimateur L̂ est le

même que la fonction de répartition conditionnelle, donc la démontration est similaire

au cas complète.



3.3. CAS DÉPENDANT 413.3 Cas dépendant

Dans cette section on généralise les résultats du cas précédent à des observations

mélangeantes. on étudie la convergence presque complète uniforme.

3.3.1 Hypothèses

On garde les mêmes notations, ainsi les mêmes hypothèses et on ajoute les condi-

tions ci-dessous permettent de trouver la même vitesse de convergence que le cas

indépendant.

– Hb1 Sur la corrélation des observations

Les observations sont algébriquement α− mélangeante, c’est à dire qu’il existe deux

constantes c ∈ R∗+ et a ∈ R ∗+ telles que les coefficients de mélange vérifiant,

α(n) ≤ cn−a

– Hb2 Sur la concentration mixte des variables fonctionnelles

∃ε1 ∈]0, 1[, 0 < sup
i 6=j

P((Zi, Zj) ∈ B(z, h)×B(z, h)) = o(φz(hK))1+ε)

– H3b Sur le paramètre de lissage

∃ε2 ∈]0, 1[, a >
1 + ε1
ε1ε2

, et hHφz(hK) = o(n−ε2

3.3.2 Propriétés Asymptotique

Théorème 3.3.1 Sous les hypothése de théorème (3.2.1) et (Hb1,Hb2,Hb3) on a

sup
t∈S

∣∣∣ĥz(t)− hz(t)∣∣∣ = o(hb1K) + o(hb2H ) + op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)

Démonstration

Le caracrère de l’indépendance des observations n’intervient pas dans la partie biais.

Autrementdit, les vitesses de convergence de la partie biais serons les mêmes dans

le cas des mélanges. Cependant, la partie dispersions est basé sur les deux lemmes

suivants :



42 CHAPITRE 3. DONNÉES CENSURÉESLemme 3.3.1 Sous les hypothèses du théorème, on a

sup
t∈S
|ϕ̂zN(t)− Eϕ̂zN(t)| = op.co

(√
log n

nφz(hK)

)
(3.7)

Lemme 3.3.2 Si les conditions sont satisfait, on a

|ϕ̂zD(t)− Eϕ̂zD(t)| = op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)
(3.8)

Démonstration du lemme 3.3.1

On garde les mêmes arguments utilisés dans la démonstration du lemme du cas

précédent, ainsi que le même recouvrement du compact S. Il est clair que le choix de

coefficient de mélange nous permet de montrer que le premier et le troisième terme de

la décomposition sont de type o

(
log n

nhHφz(hK)

)
et on démontre seulement le deuxième

terme

sup
t∈S
|ϕ̂zN(τt)− Eϕ̂zN(τt)| = op.co

(√
log n

nhHφz(hK)

)
En effet

ϕ̂zN(τt)− Eϕ̂zN(τt) =
1

nφz(hK)

n∑
i=1

Wi

tel que

Wi = KiHi∆i − E(KiHi∆i)

En utilisant l’inégalité exponentielle de Fuk-Nagaev (lemme(1.1.2), [4]), on obtient

pour tout ε > 0 et pour tout r > 1

P

(∣∣∣∣∣ 1

nφz(hK)

n∑
i=1

Wi

∣∣∣∣∣ > 4ε

)
≤ 4

(
1 +

ε2

rS2
n

)−r/2
+ 2ncr−1

(
2r

ε

)a+1

où

S2
n =

n∑
i=1

n∑
j=1

|cov(Wi1,Wi2)|

et par suite

|cov(Wi1,Wi2)| ≤ |E(Wi1Wi2)|

En vertu de l’hypothèse (Hb2) on a

|EWi1Wi2| ≤
C

(h2
HEK1(z))2

φz(hK)1+ε1 (3.9)

= 0(h−2
H (max(φz(hK)−1+ε1 , 1))) (3.10)



3.3. CAS DÉPENDANT 43et

cov(Wi1,Wi2) ≤ Ch−2
H φz(hK)−2α(|i1 − i2|)

Puisque

S2
n =

n∑
i=1

var(Wi) +
∑

0<|i1−i2|≤vn

cov(Wi1,Wi2) +
∑

|i1−i2|>vn

cov(Wi1,Wi2)

Finalement

S2
n = 0

(
n

hHφz(hK)

)
+ 0

(
nvnh

−2
H max(φz(hK)−1+ε1 , 1

)
+ o

h−2
H φz(hK)−2

∑
|i1−i2|>vn

α(|i1 − i2|)


Il sufit de prendre vn = φz(hK)−ε1 pour obtenir

S2
n = O

(
n

hHφz(hK)

)

ϕ̂zN(τt)− Eϕ̂zN(τt) = o
(
n−1
√

log nS2
n

)
, p.co (3.11)

alors

P

(∣∣∣∣∣ 1

nhHφz(hK)

n∑
i=1

Wi

∣∣∣∣∣ > 4ε

)
≤ 4

(
1 +

ε2

rS2
n

)−r/2
+ 2ncr−1

(
2r

ε

)a+1

On revient à l’inégalit de Fuk nagaev (lemme(1.1.2), [4]), on remplace S2
n par son

approximation asymptotique et on prend r = C(logn)2

(resp. ε = ε0 (nhHEK1)−1
√
nhHφz(hK) log n) on obtient

P

(
|ϕ̂zN(τt)− Eϕ̂zN(τt)| > 4ε0

√
S2
n log n

nhHEK1

)
≤ C

n

(log n)2

(
(log n)2

ε0
√
nhHφz(hK) log n

)a+1

+Cexp

(
−C(logn)2

2
log

(
1 +

ε20nhHφz(hH) log n

CS2
n(log n)2

))
.

Le dernier terme de la partie gauche est tel que

exp

(
−C(log n)2

2
log

(
1 +

ε20
16C log n

))
≤ exp

−(ε20/32)(log n)
log
(

1 +
ε20

16Clogn

)
ε20

16C logn

 .



44 CHAPITRE 3. DONNÉES CENSURÉESEn raison que lim log(1+x)/x = 0 quad x tend vers 0, on peut trouver, sous un choix

convenable de ε0 un ν > 0 vérifiant

exp

(
−C(logn)2

2
log

(
1 +

ε20nhHφz(hK) log n

CS2
n(log n)2

))
≤ n−1−ν .

Concernant le premier terme, on utilise l’hypothèse (Hb3), laquelle nous permet

d’écrire on montre que

φz(hK) < n−ε2h−1
H

Ainsi,

h
−(a+1)/2
H n1− (a+1)

2 φz(hK)−(a+1)/2 < n−1−ν

En regroupant les inégalités précédentes, on peut trouver un ν > 0 tel que

P

(
ϕ̂N(τt)− Eϕ̂N(τt)| > 4ε0

√
S2
n log n

nhHEK1

)
) ≤ Cn−1−ν

Finalement, et comme

EK1(x) = O(φz(hK)0

on obtient (
ϕ̂zN(τt)− Eϕ̂zN(τt)| > 4ε0

√
S2
n log n

nhHEK1

)
= o

(√
logn

nhHφx(hH)

)
.



Conclusion

On peut monsionnée quelques remarques,

1. Dans le cas infin dimensionnel, la dégradation de la vitesse est liée à la faible

concentration de la mesure de probabilité de la variables explicative fonction-

nelle, il s’agit d’un problème de concentration.

2. L’utlisation d’une semi-métrique qui donne une forte concentration à la mesure

de probabilité de la variable fonctionnelle, est alors une solution originale de ce

problème de dégradation de la vitesse.

3. Les vitesses des convergences obtenues sont insensibles aux corrélations des ob-

servations. Cependant, certains hypothèses supplémentaires ont été introduites

afin de prendre en compte la dépendance des observations.

4. Les données censurées sont des observations pour lesquelles la valeur exacte

d’un évènement n’est pas toujours connue.

5. Les données censurées proviennent du fait qu’on n’a pas accés à toute informa-

tion : au d’observer des réalisations indépendentes et identiquement distribuées

de durées X, on observe la réalisation de la variable X soumis à diverse pertur-

bations, indépendants ou non du phénomène étudié. Dans la suite, la variable

durée de survie T est définie comme le délai écoulé entre la date d’origine T0 et

la date de survenue de l’événement. Donc, ∆ = 1 si l’événement est observer

d’où Xi = Ti. On observe les vraies durées ou les durées complètes. ∆ = 0 si

l’individu est censuré d’où Xi = Ci. On observe les durée imcomplètes (cen-

surées).

45



46 CHAPITRE 3. DONNÉES CENSURÉES
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[1] G. Estévez-Pèrez, A. Quintela-del-Rio and P. Vieu, Convergence rate for

cross-validatory bandwidth in kernel hazard estimation from dependent

samples. J. Statist. Plann. Inference 104 (2002), 1-30.
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