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Chapitre 1
Introduction

Dans cette mémoire on aborde I’étude de la stabilité des opérateurs de Fredholm
par rapport aux petites perturbations. Le mathématicien Suédois Erik Ivar Fredholm
(1866 — 1927) s’est principalement intéressé a la physique mathématique. Dans le
langage mathématique la théorie de Fredholm est connue par la théorie des équations
intégrales. Fredholm s’intéressait a la résolution du probléme suivant : étant donnée
une fonction continue g sur [0; 1], peut-on trouver f continue sur [0;1] qui vérifie

I’équation intégrale

Ve € [0; 1], f(x) =/0 k(z;y) f(y)dy + g(x)

Si le noyau k est continu sur le carré [0; 1] x [0; 1], il résulte du théoréme d’Ascoli que
Popérateur intégral est compact de C([0; 1]) dans lui-méme, donc le probléme revient

a résoudre une équation de la forme

(I =Te)f =g

Fredholm découvre que l'indice de (I —T}) est nul, ce qui le conduit & formuler ce qui
est resté connu sous le nom d’alternative de Fredholm. Vingt cinq ans plus tard les
équations intégrales sont devenues un domaine important de recherche mathématique.
Notamment apres l'introduction des espaces de Hilbert c¢’est une étape importante
dans le développement de la théorie quantique.

Dans un sens plus large, la structure abstraite de la théorie de Fredholm est donnée

en termes de théorie spectrale d’opérateurs de Fredholm et de noyaux de Fredholm
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sur les espace de Hilbert, ceci établi en particulier la théorie quantique qui décrit le
comportement de la matiére de particules - atomes, électrons, et semblables - dans des
petits intervalles, qui a conduit & des découvertes remarquables pour les physiciens. Ce
qui attire dans cette théorie, c’est la propriété de stabilité des opérateurs de Fredholm
sous une petite perturbation, ce résultat a été introduit pour la premiére fois par F.V.
Atkinson en 1951 dans [At] pour le cas borné, tout en concluant que 'ensemble des
opérateurs de Fredholm est ouvert dans I’ensemble des opérateurs bornés et 'indice
est constant sur chaque composante connexe de I’ensemble résolvant essentiel (de
Fredholm). Un autre type de stabilité par rapport aux perturbations a était établit
au cours de la méme année c’est la stabilité aux perturbations compact. Cette notion a
été généralisée successivement au cas non borné par M.G. Krein et M.A. Krasnolesky
dans [KrKr| et par B. Sg. Nagy dans [Na| en 1952 et en 1987 par J. P. Labrousse
et B. Mercier [LaMe]. ils ont introduit sur I’espaces des opérateurs fermés C(H) une

métrique g définie par

9(A, B) = || Poray — Po ||

ou Pgay, Pap) sont respectivement les projections orthogonales dans H x H sur
le graphe de A noté G(A) et sur le graphe de B noté G(B). Plusieurs auteurs ont
étudié la structure topologique de ’espace C(H) et donneérent des résultats intéressants
[Kal, [La2], [CoLa]..... En 1963 H.O. Cordes et J. PH. Labrousse ont introduit une
autre métrique p (plus pratique) équivalente & la métrique g sur C (H) et par suite
énoncerent le premier théoréeme de stabilité des opérateurs de Fredholm non bornés
et conclurent encore que l’ensemble des opérateurs de Fredholm non bornés noté
F(H) est un ouvert dans C(H). D’autre part dans J. Ph. Labrousse et B. Mercier
[LaMe],est étendue a I'ensemble C(H) la notion d’équivalence compacte des opérateurs
de C(H) : A ~ B si et seulement si (A — B) est compact sur H. Plusieurs résultats
ont été dégagés a l'aide de cette relation ” ~ 7 on peut notamment citer la correction
spectrale par une perturbation compacte, le théoréeme de Weyl, ’algebre de Calkin,...
etc. La relation 7 ~ 7 permet aussi d’étendre a la classe des opérateurs de Fredholm
de C(H) un certain nombre de résultats et de propriétés spectrales [LaMe]. Notons
aussi 'emploi de la théorie de Fredholm dans la définition du spectre essentiel d'un

opérateur de C(H), notion déja employée dans divers sens par plusieurs auteurs, en



particulier si A € F(H), B € C(H) alors A~ B = B € F(H).
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Chapitre 2

Concepts liés aux théorie des
groupe quotient et théorie des

opérateurs

2.1 Espaces quotients

L’objectif de ce chapitre est de formaliser cette situation pour un groupe quelconque.
Autrement dit, étant donné un groupe G et un sous-groupe H, a quelles conditions
peut-on définir un ensemble quotient G/H et une application canonique 7 : G —
G/H, de telle sorte que la loi de G induise sur G/H une loi interne le munissant
d’une structure de groupe et que 7 soit un morphisme de groupes ?

On va montrer qu’a tout sous-groupe H d’un groupe G est associée une relation d’équi-
valence R définie sur GG. Si cette relation d’équivalence satisfait certaines conditions
de compatibilité, la loi interne de G induit une loi interne sur ’ensemble des classes
d’équivalence G/R qui munit cet ensemble d’une structure de groupe et la projection
canonique 7 : G — G/R est un morphisme de groupes. On montrera qu’inversement,
a toute relation d’équivalence R définie sur un groupe G et satisfaisant les conditions
de compatibilité, est associé un sous-groupe H de G tel que la relation R soit la
relation associée au sous-groupe H. Ceci conduit & la notion de sous-groupe normal.
Pour plus de détail le lecteur peut se reporter a [A.C], [A.M], [L.S] et [C.J]
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2.2 Classes modulo un sous-groupe

On considére un groupe G, H un sous-groupe de G, et on définit sur G la relation

(zRy) == (27 'y € H).

Proposition 2.2.1. 1. La relation R est une relation d’équivalence.

2. Soit x un élément de G, sa classe d’équivalence pour la relation R est [’ensemble
xH = {zh,h € H}.

Définition 2.2.1. La relation R est appelée relation d’équivalence a gauche modulo

H, et xH la classe a gauche de x modulo H.
Remarque 2.2.1. 1. On définit une relation d’équivalence a droite modulo H par
(rRy) <= (zy~ ' € H)
et la classe a droite de x modulo H est [’ensemble
Hz ={hz,h € H}.

Lorsque mous aurons a considérer les relations a gauche et a droite modulo H, nous
noterons ces deux relations respectivement g’R et Ry .

2. Quel que soit h dans H, on a
Hh=H=hH

et H est la classe a droite et a gauche de l’élément neutre de G modulo H .
3. St le groupe G est abélien, en notant sa loi additivement, les relations d’équivalences

définies ci-dessus s’écrivent
(rRy) < ((z —y) € H),

et les relations d’équivalences (resp. les classes) a gauche et & droite modulo H coin-

cident.
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Notation 2.2.1. On note (G/H), (resp. (G/H)q ) l'ensemble des classes d’équiva-
lence des éléments de G pour la relation & gauche (resp. & droite) modulo H. Ces

ensembles sont aussi appelés ensembles quotients & gauche (resp. a droite) modulo H.

Définition 2.2.2. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle indice
de H dans G, qu’on note |G : H|, le cardinal de l’ensemble (G/H),(ou(G/H)q).

Théoréme 2.2.1. (de Lagrange). Si G est un groupe fini, pour tout sous-groupe H
de G on a
G| = |H|[G : H].

2.3 Groupes quotients

On va maintenant étudier la situation ot G est un groupe.

Proposition 2.3.1. Soient G un groupe et R une relation d’équivalence définie sur
G, compatible avec la loi de G. Alors l'ensemble quotient G /R, muni de la loi induite

par la loi de G (définie par (T,y) — Ty ), est un groupe.

Preuve 2.3.1. C’est une conséquence directe de la proposition (2.2.1), qui assure que
la loi sur le quotient est bien définie, et de la remarque (2.2.1). Une autre fagcon de
dire les choses est la suivante : notant m : G — G /R Uapplication de passage au

quotient, la loi sur le quotient G /R est définie par

m(z)m(y) = m(zy).

On est donc amené a déterminer les relations d’équivalences compatibles avec la loi

de G.

Proposition 2.3.2. Pour tout sous-groupe H d’un groupe G, la relation Ry (resp.
aR ) est compatible o droite (resp. o gauche) avec la loi de composition de G.

Réciproqguement, si une relation R définie sur un groupe G est compatible & droite
(resp. & gauche) avec la loi de composition du groupe G, alors il existe un unique

sous-groupe H de G tel que

R =Ry (resp.R =g R).



CHAPITRE 2. CONCEPTS LIES AUX THEORIE DES GROUPE
10 QUOTIENT ET THEORIE DES OPERATEURS

Un sous-groupe H d’un groupe G est dit normal (ou distingué) dans G si
Ruy=uR.

On note alors H/G

2.4 Sous-groupes normaux et morphismes

Théoréme 2.4.1. Soient G et G' deux groupes et f un élément de Hom(G,G"). Alors
[ induit un isomorphisme f de G/ker(f) sur Im(f).

Remarque 2.4.1. Le théoréme ci-dessus peut étre démontré a partir du théoréme de
factorisation des applications. En effet, on sait que si E et E' sont des ensembles et
f  E — FE est une application, on définit sur E une relation d’équivalence R par

TRy si et seulement si

On considére E /R 'ensemble des classes d’équivalence des éléments de E et l'appli-
cation f définie comme ci-dessus est une bijection de E/R sur Im(f). Il suffit alors

de vérifier que Uapplication f est un morphisme de groupes.

Théoréme 2.4.2. Soient G un groupe, H un sous-groupe normal de G,
7:G— G/H

la projection canonique.
i. Le morphisme w induit une correspondance biunivoque entre les sous-groupes (resp.

sous-groupes normaux) de G contenant H et les sous-groupes (resp. sous-groupes nor-
mauzx) de G/H.

1. S1 K est un sous-groupe de G, alors HK est un sous-groupe de G contenant H et
m(K)=HK/H.

Théoréme 2.4.3. (de passage au quotient). Soient G et G' deux groupes, H (resp.
H' ) un sous-groupe normal de G (resp. G'),

7:G—G/H (respr: G' — G'/H')
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la projection canonique. Pour tout f € Hom(G,G") tel que f(H) C H', il existe un
unique f € Hom(G/H,G'|H') tel que

fom=mof.

Convention. L’expression « le diagramme suivant

A L
gl g
cC — D

est commutatif » signifie que les applications f, f', g, ¢ satisfont a la condition
gof=Ffog

Preuve 2.4.1. Démonstration du théoréme (2.4.3). Considérons le diagramme sui-
vant :

¢ L @

7] 7

a/H L a/m

Si le morphisme f existe et fait commuter le diagramme, il doit vérifier

et, tout élément de G/H s’écrivant w(x) pour x € G, cette égalité impose l'unicité de

f.
Montrons que l'égalité ci-dessus définit bien une application f, i.e. que f(m(x)) est

indépendant du représentant x choisi dans G pour décrire sa classe dans G/H. Si

on axyt e H, donc
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D’ou

fr(@)m(y) = fla(zy)

Remarque 2.4.2. En particulier, si H C ker(f), il existe un unique morphisme
fe Hom(G/H,G") tel que f = fom. On dit que f factorise & travers .

2.5 Quotient d’un espace vectoriel normé

Soient E un espace vectoriel normé et ' un sous-espace vectoriel fermé de E. On

rappelle que E/F est le quotient de E par la relation d’équivalence R définie par :

TRy & x—yekF.

Pour les opérations évidentes, F//F' est un espace vectoriel et 'application quotient
7 : F — E/F est linéaire.
Pour

¢ =mn(x)€ E/F
on pose

el = it {lyl: 7@ =€
— imf{|z—y|: ye F}

Théoréme 2.5.1. (Quotient d’un espace vectoriel normé )
1. L’application & — ||£]| est une norme sur E/F ;

2. m: E+—— E/F est continue, de norme <1 ;
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3. m: E+—— E/F est une application ouverte ;

4. Si E est un espace de Banach, alors E/F lest aussi

Lemme 2.5.1. Soit ' C E un sous-espace fermé d’un espace normé (E,|.|g) et

7w E — E/F Uapplication quotient associée. Alors
<7TUE) = UE/F-

Proposition 2.5.1. Soit F' C E un sous-espace fermé d’un espace normé (E, || . ||g).
Alors,

L ||+ F |g/r<|| x ||p pour tout x € E ;

2. Pour tout x € E et pour tout € > 0, il existe T € E tel que

T+ F=x+F

et
1T e<ll 4+ F [|g/F +e.

Preuve 2.5.1. 7 C 7 Soit x € Ug,
|m(@)|le/r = |2+ Fllg/r < [lz||E <1,

donc w(x) € E/F et m(Ug) C Ug/p.
7 27 Soit v + E € Ugyr, alors par le point (2) de la proposition (2.5.1), il existe
T € E tel que

m(T) =T+ F=x+F

et
1Zl|le < llz+ Fllg/r+e

pour tout € > 0. En d’autres termes, il existe T € Ug tel que
(@) =2+ F=x+F.

Par conséquent, Ug/p C ©(Ug).
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2.5.1 Propriété universelle de ’espace quotient

Soient E et F' des espaces normés et A : ' — F un opérateur linéaire. Soit encore
H C ker(A) un sous-espace fermé de E et 7w : E — FE/H ’application quotient.
Alors, il existe un unique opérateur linéaire S : E/H — F tel que A = So7 .

Autrement dit le diagramme suivant commute :

E A F
Tl  Jas

E/H
De plus,
Im(S) = Im(A);
S est une application ouverte si et seulement si A est une application ouverte; S est

borné si et seulement si A est borné et si A est borné, alors
151 = 1Al

Preuve 2.5.2. 1. L’existence et l'unicité d’une application linéaire S : E/H — F

tel que
A=Som

et de méme image que A constitue la propriété universelle algébrique du quotient.
2. Montrons que S est une application ouverte si et seulement si A est une applica-
tion ouverte. Supposons d’abord que S soit une application ouverte. ™ est aussi une

application ouverte par la proposition (2.5.1) . Par conséquent,
A=Som

est ausst une application ouverte en tant que composition de deux applications ou-
vertes.

Réciproquement, supposons que A soit une application ouverte et soit U un ouvert de
E/H. Alors,
S(U) = S(x(x1(U))) = A(x1(U)).7x(U)

est un ouvert de E puisque w est continu et donc

S(U) = A(=(U))
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est un ouvert de I puisque A est ouverte. Par conséquent S est une application
ouverte.

Montrons que S est borné si et seulement si A est borné. Par le lemme (2.5.1).
W(UE) = UE/H-
Par conséquent :

sup{[|S(z + H)||/ x+ H € Ug/u} =sup{||S(n(z))|| /= € U}
= sup{||Az| / x € Ug}

Ainsi S est borné si et seulement si A est borné et si A est borné, alors ||S|| = || Al

2.5.2 Théoréme d’isomorphisme

Soient F et F' des espaces de Banach et A : E — F un opérateur linéaire borné.

Supposons de plus que Im(A) soit un fermé de F'. Alors :
E/ker(A) ~ A(E)

Preuve 2.5.3. Le noyau de A est fermé en tant que pré-image par une applica-
tion continue du fermé {0} de F. Nous pouvons donc considérer l'espace quotient

E/ker(A) ainsi que l'unique opérateur induit S : E/ker(A) — F tel que
A= Som,
fourni par la propriété universelle du quotient. Il vient,

ker(S) = {x+ker(A) /x € FE et Son(x)=0}
= {x+ker(A)/ x € ker(A)}
= {0+ker(A)}

L’opérateur S est donc un opérateur linéaire borné et injectif de l’espace de Banach
E/ker(A) dans l'espace de Banach A(E). 1l s’agit donc d’un isomorphisme. D’ot
l’assertion.

Finalement, en application de la propriété universelle du quotient, nous obtenons un

test de continuité des opérateurs linéaires de rang finit entre deux espaces normés.
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2.5.3 Projections

Définition 2.5.1. 1. On dit qu’un sous-espace fermé F d’un espace normé E admet

un supplémentaire topologique s’il existe un sous-espace fermé H de E tel que
E=F&H
2. On dit qu’un opérateur P : EE — E est une projection si
P(P(z)) = P(x), Vee E

de plus;
E=PE)+(I—-P)E=ImP +kerP

Corollaire 2.5.1. F' et H sont des espaces supplémentaires dans E, alors F' < E/H.

Preuve 2.5.4. (C’est une conséquence immédiate du premier théoréme d’isomorphie

appliqué a la projection dimage F' et de noyau H.



Chapitre 3
Généralités sur les opérateurs

Dans le cas d'un opérateur borné, on pouvait toujours supposer que son domaine
est 'espace tout entier. Dans le cas d’'un opérateur non borné il n’en est pas de
méme; le domaine de I'opérateur devra toujours étre précisé et, lorsqu’on effectuera
des opérations algébriques sur des opérateurs non bornés, les questions de domaine
devront étre examinées avec soin. Donc 1’étude des domaines est indispensable pour
ce type d’opérateurs voir [M.S.B|, [N.B], [H.B|, [M.T] et [P.LB].

3.0.4 Opérateurs bornés
Définitions

Un opérateur A sur un espace de Banach F est une application linéaire de E dans
lui méme.

Un opérateur continu ou borné est un opérateur tel que

sup || Az[| < +o0.
Jloll=1

On note L(E) l'espace vectoriel des opérateurs bornés sur £. [M.S.B|

Topologies sur les opérateurs bornés

On peut définir plusieurs topologies sur ’espace des opérateurs, on en utilisera prin-

cipalement deux :
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1. La topologie en norme d’opérateur
2. La topologie faible qui est la plus petite topologie rendant continues les applications
o, définies sur L(E) par

azi(A) = I(A(z))

pour x € F/, | € E*.

Spectre d’un opérateur

L’ensemble résolvante d’un opérateur A est I’ensemble
p(A)={ e C, N\ — A€ GL(E)}.
[’ensemble résolvante est un ouvert de C.
On définit le spectre
o(A) =C—p(A).
On définit alors la résolvante de A comme

Ry(A) = (M — AL,
Théoréme 3.0.2. (Identité de la résolvante). Soit A un opérateur sur un Banach
E, ona:
1. Pour A et u dans une méme composante connexe de p(A)
B\(A) = Bu(A) = (A = p) Ra(A) Ry (A) (3.1)
De plus sur cette composante connexe, les résolvantes commutent.

2. A — Ry(A) est analytique en sur p(A).
Preuve 3.0.5. Soit A\ € p(A), on définit la série

R(z) = RA\(A)(I + Z(A — 2)"Ry(A))

|71 et vérifie

qui converge en norme si |z — \| < ||Rx(A)
R(z)(z] —A)= (2] —A)R(z)=1
d’ot

R(z) = R.(A).

L’égalité de (3.1) et la commutativité sont immédiates.
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Adjoints

Si E est un espace de Hilbert, on rappelle que si A € L(E) alors 3!B € L(E) tel que
< Az, y >=<uz, By >.
On note alors B = A*, c’est I'adjoint de A.

Définition 3.0.2. (Opérateur auto-adjoint, normal, unitaire). On rappelle les
définitions suivantes :

1. A est auto-adjoint si A* = A

2. A est normal s’il commute avec son adjoint

3. A est unitaire si AA* = 1.

Théoréme 3.0.3. 5i A est auto-adjoint alors
1. 0(A) est inclus dans R

2. Les sous espaces propres de A sont orthogonauz.

Opérateurs compacts

Parmi les opérateurs bornés, on distingue les opérateurs compacts, et on note leur
espace vectoriel IC(E). Ce sont opérateurs qui envoient les parties bornés de E sur

des parties relativement compactes de F'.

Exemple 3.0.1. Les opérateurs de rang finis sont compacts par le théoréme de Riesz.
On a plusieurs propriétés et caractérisation intéressantes de la compacité des opéra-

teurs :

Proposition 3.0.2. Si (z,,) (suite a valeur dans un Hilbert H) converge faiblement

vers x, et si A est compact, alors A(z,) converge vers Az au sens de la norme.

Preuve 3.0.6. La suite ||x,|| est bornée par le théoréme de Banach-Steinhaus. On

ratsonne ensuite par ’absurde.

Proposition 3.0.3. Si A, est une suite d’opérateurs compacts qui converge vers A

pour la norme d’opérateur, alors A est compact.
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Proposition 3.0.4. Si A ou B est compact, alors AB est compact.

Proposition 3.0.5. Sur un Hilbert séparable, A est compact si et seulement si il est

la limite au sens de la norme d’opérateur d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Théoréme 3.0.4. (Théoréme Analytique de Fredholm). Soit D une domaine de
C et f: D — K(H) une fonction analytique, alors on a lalternative suivante :
1.Vze D, (I — f(z)) n’est pas inversible

2. I — f(2) est inversible en dehors d’un ensemble discret de D, et cet inverse est une
fonction méromorphe sur D dont les résidus sont de rang fini. De plus, I — f(z) est

toujours injective.

Corollaire 3.0.2. (Alternative de Fredholm). Soit A un opérateur compact sur

H, alors I — A est inversible si et seulement si I — A est injective.

Théoréme 3.0.5. (Hilbert-Schmitt). Soit A un opérateur compact auto-adjoint
sur H. Alors il existe une base de Hilbert de vecteurs propres que l’on peut ordonner

de maniére a ce que la suite des valeurs propres tende vers 0.
Proposition 3.0.6. Soient E, F, I, G des espaces de Banach et des opérateurs bornés
F—F—I—G
s A R
tel que A soit compact. Alors

1. K(E, F) est un sous-espace fermé de B(E, F).
2. la composition Ro Ao S est un élément de K(E, F).

Opérateurs non bornés

Un opérateur non continu ne peut pas étre défini sur H tout entier, on cherche alors
a le définir sur un domaine D(A) qui ait des bonnes propriétés, comme par exemple

qu’il soit dense.

Exemple 3.0.2. 1. Sur R, la dérivée seconde est définie sur H>.
2. (Les Potentiels) Sur L*(E), si V est une fonction de E dans C, la multiplication
parV dans L*(E) est définie sur

(/€ 2(B), [ Vie)f(ayds <o}

X
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StV est finie presque partout, alors ce domaine est dense.

Définition 3.0.3. (Opérateur fermé). A est fermé si et seulement si son graphe
est fermé.

Si Uopérateur est fermé, on garde les mémes définitions de spectre, résolvante. De plus
si l’opérateur est défini sur un domaine dense, on conserve l’identité de la résolvante.
On traitera maintenant avec des opérateurs fermés dont le domaine de définition est

dense.

3.0.5 Opérateurs a image fermée :

Théoréme 3.0.6. Soient E, ' deux espaces de Banach et A € B(E, F'). Alors A est

d’image fermée si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel que
|Az|| > c.d(z, ker A) Ve e B

Preuve 3.0.7. Soit
E = E/ker A.

Comme E est un espace de Banach, E reste un espace de Banach, muni de la norme
définie par
|Z]| = d(z,ker A).

Ainsi, nous pouvons définir A: E — F par

Comme A € B(E, F), Ae B(E, F). De plus, A est injective et

ImA = Im A.

Supposons que A soit un opérateur & image fermée. Alors, par linéarité (et donc
continuité) de ,Z, nous pouvons affirmer que Al ImA — E est un opérateur
fermé entre espaces de Banach. Ainsi, par le théoréeme du graphe fermé, A7t est un

opérateur borné et A~' est un opérateur borné et

|A@)] = [A@)] > [IAY 2]t = A7) td(a, ker A)
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ce qui est la relation cherchée si ’'on pose
c= A
Réciproquement, supposons qu’il existe ¢ tel que :
|Az|| > c.d(z, ker A) Vr € E.
Soit (z,), une suite telle que
A(z,) — Az =y.

Ainsi, (T,) est une suite de Cauchy. Comme nous venons d’affirmer que E est un
espace de Banach, (T,) converge vers un T € E

Par conséquent,

Alzy) = A@E,) — A@) = Az =y
Ainsi, A est un opérateur o image fermée.

Théoréme 3.0.7. Soit A € B(E,F), comme précédemment. Si il existe un sous-

espace fermé Fy tel que Im A® Fy est fermé, alors A est un opérateur & image fermée.

Preuve 3.0.8. Posons Ay : E x Iy — F, lopérateur défini par
Ao(x,y0) = Az + yo.

Muni de la norme donnée par

Gz, Il = Nzl + Nyl

E x Fy est un espace de Banach. Comme A € B(E, F), Ay est un opérateur linéaire
borné d’image
ImAO =ImA + Fg.

Par hypothése,
Im AO =ImA + FQ

est fermé. De plus,
ker Ag = ker A x {0},
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caryo < Im A, Vyo € Fy. On utilise le théoréme précédent pour affirmer qu’il existe

c >0 tel que :

[Az]] = [[Ao(z,0)[| = e. d((z,0), ker Ag)
= cd(z,ker A).

Par le méme théoréme, on conclut que Im A est fermée.

Corollaire 3.0.3. Soit A € B(E, F), comme avant. Si Im A admet un supplémen-
taire, alors A est un opérateur a image fermée. Ce corollaire s applique en particulier

lorsque la codimension de ["image est finie.

Preuve 3.0.9. Il s’agit d’un résultat immédiat du théoréme précédent, vu que si Im A

admet un supplémentaire, il existe Fy tel que
ImA® Fy=F
qui est fermé. Par le théoréme, Im A doit donc étre fermée.

Théoréme 3.0.8. Soit A € B(E, F), comme avant. Si A(B) est fermé dans F' pour

tout sous-ensemble fermé et borné BE, alors A est d’image fermée.

Preuve 3.0.10. Ab absurdo, supposons que Im(A) ne soit pas fermée. Par la preuve
du théoréme (3.0.6), on peut construire une suite (x,) telle que A(x,) converge vers
0 avec

d(x,, ker A) =1, Vn € N.

Soit (z,), une suite de ker A telle que
|len — zn| <2, Vn € V.

Posons a présent V, la fermeture de l'ensemble {x, — z,|n € N}. Comme V est
un sous-ensemble fermé et borné de E, A(V) est fermé dans F par hypothése du
théoréme.

Remarquons également que
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ainsi 0 € A(V'). Nous avons donc lexistence d'un u € V Nker A tel que
[ = (g = 2ng) || < 1/2
pour un certain ng € N. Cela implique
d(x,, ker A) < 1/2,

ce qui contredit

d(x,, ker A) = 1.
Ainsi, Im A est fermée.

Lemme 3.0.2. Soit £ un espace de Banach, A € K(A), alors I — A est & image
fermée et

dim(ker(/ — A)) = codim(Im(/ — A)) < oo.
Preuve 3.0.11. Nous divisons cette preuve en 2 parties :
1. Vérifions d’abord que (I — A)(B) est fermé dans E pour tout sous-ensemble fermé
et borné BE. Soit B, un sous-ensemble fermé et borné de E et considérons une suite

(x,) d’éléments de B telle que
lim (I —A)(x,) =y

Comme A est compact, la suite A(z,) admet une sous-suite convergente A(z,,).Ainsi,

il existe xg € B avec :

xo= lim z,, = lim (I — A)(x,,) + A(z,,))

n—--auo=Qo n—m:~aRo

Et donc
y = —A)(xo) € (I - A)(B).
Ainsi, (I — A)(B) est fermé dans E.
2.Vu que nous venons de vérifier que (I — A) satisfait les hypothéses du théoréme
précédent, par celui-ci, nous pourrons conclure que Im(I — A) est fermée.
Il reste a vérifier que n(I — A) < oo et d(I — A) < o0.

3.La premiére assertion est facile a montrer Comme
x = K(z), Vo € ker(I — K),

Vopérateur identité est compact sur ker(I — K). Ainsi, n(Ix) < 0o.



Chapitre 4

Théorie des opérateurs de

Fredholm cas borné

4.1 Introduction :

Dans ce chapitre nous allons étudier quelques propriétés d’une classe spéciale d’opé-
rateurs linéaires fermés de H dans lui-méme, que nous appelons les opérateurs de
Fredholm. Le résultat principal a retenir dans ce chapitre est que la propriété d’étre
Fredholm (borné) est stable sous de petites perturbations. Dans ce chapitre et dans
le cadre des opérateurs bornés on commence par introduire le premier théoréeme de
stabilité qui montre que ’ensemble des opérateurs de Fredholm F(H) est ouvert dans
I’espace des opérateurs linéaires bornés, de plus, on montre qu'’il est stable par rapport

aux petites perturbations compactes.

4.1.1 Définitions

Nous arrivons finalement aux définitions des deux objets qui sont au centre de nos
intéréts et qui vont nous occuper jusqu’a la fin de ce travail : les opérateurs de

Fredholm et la fonction indice

Définition 4.1.1. Soient E et F' deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire borné

A: E — F est appelé un opérateur de Fredholm si les trois conditions suivantes sont
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satisfaites :

1. Im A est fermé dans F ;

2. dim(ker A) est finie.

3. dim(F/Im A) = dim(coker A).
Nous noterons

n(A) = dim(ker A)

et
d(A) = dim(coker A)

ainsi que F(E, F) l'ensemble de tous les opérateurs de Fredholm de E dans F

Définition 4.1.2. L’indice d’un opérateur de Fredholm est la fonction o valeurs en-

tieres suivante :

ind : F(E,F)—17
A +—— ind(A) = dim(ker A) — dim(coker A)

4.1.2 Exemples

Pour un premier contact avec les opérateurs de Fredholm et l’indice, prenons un

exemple intuitif en dimension finie.

Exemple 4.1.1. Considérons deux espaces de Banach E et F de dimension finie.
(Par exemple R™ et R™ muni de la norme euclidienne). Soit A : E — F un opé-
rateur linéaire continu. Banalement, dim(ker A) et dim(coker A) sont finies et Im A

est fermée, étant de Alors,

ind(A) = dim

Remarque 4.1.1. Tout opérateur borné A : E — F entre deux espace de Banach

qui est bigectif est un opérateur de Fredholm d’indice nul. En effet, il découle de la



4.1 Introduction : 27

bijectivité que
ker A = {OE},

dont la dimension est nulle, et
ImA=F

qui est fermée et sa codimension est nulle, ainsi :
ind(A) = dim(ker A) — codim(A) =0—-0=0

contre exemple

L’opérateur nul A : £ — F, défini par
A(JJ) = OF

pour tout x € E, entre deux espace de Banach n’est pas un opérateur de Fredholm

si la dimension de E/ ou de F' est infinie. En effet, si I/ est de dimension infinie, alors
kerA=F
est de dimension infinie et si F' est de dimension infinie
ImA = {0p}
dont la codimension, qui est la dimension de F', est infinie.

Exemple 4.1.2. (Translations dans [%)
Considérons l'espace vectoriel I%, l'espace des suites & = {T, fnen @ coefficient dans

F telles que Y 2, |ai|* < oo. Muni de la norme
1112 Dol — Ry

{on} = bl = (3 |}

il s’agit d’un espace de Banach. Nous allons montrer que cet espace posséde deux
familles infinies dénombrables d’opérateurs de Fredholm, les translations a droite et

les translations a gauche.
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4.1.3 Translation a droite :

Posons

Al : 12 — 12

(ZL’(), Ty, T2, ) [ — (O, Lo, L1, L9, )
la translation d’un cran a droite.
Il s’agit d'un opérateur de Fredholm d’indice —1. En effet, A} est clairement linéaire
et les trois conditions de la définition (4.1.1)
1. Le noyau de Al est constitué uniquement de la suite identiquement nulle.
Ainsi

dim(ker A}) =0 < co.
2. Le conoyau
coker(A}) =I5 / Tm(A})

ou une classe d’équivalence contient toutes les suites de /% de méme premier coefficient

xo € F. La suite (1, z1, x9, ...) constitue donc une base de co ker(A}i). Ainsi
dim(coker(A})) =1 < oo.

3. 1l reste & voir que Im(A}) est un fermé de [%. Soit donc {z,} C I% une suite qui
converge vers un certain ¢ = {{,} € [%. Par conséquent, pour tout ¢ > 0 il existe

m € N tel que pour tout n > m on ait

oo

1
ln = &l = £ lom, — &7}z <&

i=0

Par conséquent, pour tout n > m et pour tout 7 fixé, on a
|20 = i <z — €]l <€
et donc xz,, — &, pour tout ¢ et en particulier
O — fL'nO — 50.

Or la suite identiquement nulle converge vers 0. Donc par unicité de la limite nous
obtenons &; = 0 et £ € Im(AY) qui est de ce fait fermé dans [%.. Nous obtenons en

outre que l'indice de A} est :

ind(A}) = dim(ker A}) — dim(coker A})) =0—1= —1
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4.1.4 Translation a gauche :
Posons

Ay IR — I

(xo, 21, T0,...) — (x1,29,...)

la translation d’un cran a droite. Il s’agit d’un opérateur de Fredholm d’indice 1. En
effet, A; est clairement linéaire et les trois conditions de la définition (4.2.1) sont
vérifiées :

1. Le noyau est
ker(A;) = {{xz,} €% | 29 € F arbitraire, v; =0 Vi >1}.

Ainsi
dim(ker A}) = 1 < oo-

2. Le conoyau est
coker(A;) = 13/Im(A;)
= lp/lp = {Ol%}'

Ainsi
dim(coker(T})) = 0 < oo

3. L’image de A; est [% tout entier qui est fermé en tant qu’espace topologique. Nous

obtenons en outre que I'indice de A} est :
ind(A;) = dim(ker A;) — dim(coker ;) =1-0=1

Exemple 4.1.3. L’espace Hom(I%) compte bien sir aussi des opérateurs linéaires
qui ne sont pas de Fredholm. Les p-iémes projection sur F', par exemple, ne le sont

pas. Soit i € N et considérons
P : I2—F

: {$k}k€N =T
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1l s’agit d’opérateurs linéaires bornés mais
ker P; = {{z} }ren € I5|z; = 0}

Sa dimension est donc infinie quelque soit i € N. Les projections canoniques de [% ne

sont donc pas des opérateurs de Fredholm.

Lemme 4.1.1. Soient (E,|.|g) et (F,|.||r) deuz espaces de Hilbert et A € B(E, F)
un opérateur borné. Alors

1. ker A* = (Im A)°;

2. ker A =° (Im A*).

Exemple 4.1.4 (Adjoint d’un opérateur de Fredholm). .Soient E, F deux
espaces de Banach et A € F(E, F) un opérateur de Fredholm. On définit l’adjoint de
A par

A . FF— FE7

y* — y oA
et la proposition suivante montre que A*est de Fredholm.

Proposition 4.1.1. Soit A un opérateur linéaire borné. Si A € F(E, F) alors A* €
F(F, E).

Preuve 4.1.1. Nous allons montrer que A*est aussi un opérateur de Fredholm et
que son indice est l'opposé de celui de A. Nous savons que E*et F*sont des espaces
de Banach puisque E et F sont des espaces normés. Nous savons aussi que A* €
B(F*, E*). 1l reste donc & voir que

1. Im A* est fermée;

2. dim(ker A*) < 00 ;

3. dim(E*/Im A*) < oo.

a. Etant donné que A est Fredholm, son image Im A est fermée, ce qui équivaut & dire
que Im A*est fermée, d’apreés le théoreme de [’image fermée.

b. Le sous-espace ker A de E, il vient :

(ker A)* ~ E*/(ker A)°



4.1 Introduction : 31

Or le théoréme de l'image fermée fournit
(ker A)° = Im A*
Ainsi :
(ker A)* ~ E*/(ker A)° ~ E*/Im A*

Donc
dim(£*/Im A*) = dim((ker A)*) = dim(ker A) < oo

par hypothése.

c. Le sous-espace Im A de F, il vient :
(F/ImA)* ~ (ImA)°
En outre le lemme (4.1.1) fournit
(Im A)° = ker A™.

Par conséquent :
(F/Im A)* ~ (Im A)° = ker A*
Ainsi
dim(ker A*) = dim((F/Im A)*) = dim(F/Im A)) < oo

par hypothése.

Lopérateur adjoint A* est donc bien Fredholm. Calculons son indice :

ind(A*) = dim(ker A*) — dim(E£*/Im A")
= dim(F/Im A) — dim(ker A)
= —ind(A)

Proposition 4.1.2. Pour tout opérateur de Fredholm A : E — F, nous pouvons

reformuler l'indice sous la forme suivante :
ind(A) = dim(ker A) — dim(ker A*)
Preuve 4.1.2. Découle du point (3) ot nous avons montré que

dim(coker A) = dim(F/Im A)) = dim(ker A*).



CHAPITRE 4. THEORIE DES OPERATEURS DE FREDHOLM CAS
32 BORNE

4.2 Produits d’opérateurs de Fredholm :

Une propriété intéressante de I'indice est que 'indice d’une composition d’opérateurs

de Fredholm est simplement la somme des indices des composants.

Lemme 4.2.1. Soient E, F deux espaces de Banach et A € B(E,F). Soit N un
sous-espace de E de co-dimension finie n. Alors A est de Fredholm si et seulement si

la restriction Ag: N — F' est de Fredholm. De plus,
ndA = indAy + n.

Preuve 4.2.1. §i le résultat est vrai pour n = 1, il se généralise par récurrence.
Posons :
E = N @ vect{x,}

Considérons les 2 cas possibles suivants :

1. Si A(z1) ¢ Im Ay, alors

A(E) = Ag(N) @ vect{ A(z1)}

et
ker Ay = ker A.
Ainsi,
d(Ap) =d(A) + 1
et
n(4o) = n(A),
d’ou

ind(A) = ind(Ap) + 1.

2.51 A(zy) € Im Ay, alors
ImA=1ImA,

et il existe u € 'H tel que
A(l’o) = Ao(u)
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De plus,
ker A = ker Ay @ vect{x; — u}.
Ainsi,
d(Ag) = d(A)
et
d’ot

ind(A) =ind(Ag) + 1.

Notation 4.2.1. Soit A : E — F, un opérateur de Fredholm. Alors ker A et Im A
admettent des supplémentaires. (ker A est fermé en tant que pré-image du fermé {Op}
par une application continue et sa dimension est finie, Im A par le corollaire (3.0.3)

puisque sa codimension est finie). On peut écrire
E=kerA® E,
et
F=ImA&F,.

Comme Ey ~ Im A, on peut définir une application bijective A Eox Fy— F par:

A(zo, yo) = A(wo) + yo
On appelle Ala bijection associée a A .

Théoréme 4.2.1. Soient E, F, M trois espaces de Banach. Si A: E — F et B :
F — M sont des opérateurs de Fredholm, alors BA est un opérateur de Fredholm.
De plus,

indBA = indA + indB.

Preuve 4.2.2. Soit A la bijection associée a A et posons Ay, la restriction de A a Ej
(Notons que Aq est aussi la restriction de A o By ).Comme A est un isomorphisme et

que B est Fredholm, 'opérateur BA est un opérateur de Fredholm avec

indBA = indB.
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En identifiant Ey et Eg x {0}, on obtient que BAq est la restriction commune de
BA et BA & Ey. Par le lemme précédent BA est Fredholm < BAg est Fredholm
<= BA est Fredholm.

De plus,

indBA = indBAy+ dim(E/E))
= indBA — dim(Ey x Fy/Eo x {0}) + n(A)
— indB + indA.

Exemple 4.2.1. (Opérateurs de Fredholm d’indice n € Z dans 3. )

Sachant que la composition de deux opérateurs de Fredholm est encore un opérateur de
Fredholm dont l’indice est obtenu en sommant les indices des deux opérateurs que l’on
compose. En reprenant les deux opérateurs Al et A;,, nous PoUVONS ainsi construire
un opérateur de Fredholm dans 1% d’indice n € Z pour tout entier n par le processus

sutvant :
Soit m € N\{0}. Posons

A = A}l o... oA}i.
—’_f :
1l s’agit d’un opérateur de Fredholm entant que composition d’opérateurs de Fredholm

et son indice est
ind(AT) =m - ind(AL) =m- (=1) = —m < 0.

Soit p € N\{0}. Posons

Ap = Abo.. oAl
—_———
p fois
1l s’agit d’un opérateur de Fredholm entant que composition d’opérateurs de Fredholm

et son indice est

ind(AY) =p- ind(A;) =p-1=p>0.

Cela nous apprend que pour obtenir un opérateur de Fredholm d’indice 0 dans 1% ,il

suffit de composer A}] avec A} ce qui nous donne l’identité.
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4.3 Perturbations

4.3.1 Owuverture de GL(E; F) dans B(E, F) :

Notons par GL(E; F') 'ensemble des opérateurs linéaires bornés inversibles d'un es-
pace de Banach E dans un espace de Banach F'. Nous savons d’aprés le théoréme des
applications ouvertes que si A € GL(E; F), alors A~! € B(E; F).

Nous voulons montrer que GL(E; F') est un ouvert de B(E, F’) pour la topologie en-
gendrée par la norme opérateur.

Il s’agit donc de trouver un § > 0 tel que pour tout A € GL(E; F), on ait Bg(g r)(A, ) C
GL(E; F). Autrement dit, on cherche une condition sur les S € B(E, F) tels que

|A+ S — Al =S| <.

Il faut donc savoir sous quelles conditions sur la norme d’un opérateur linéaire S €
B(E, F),Vopérateur A+ S € GL(FE; F) pour tout A € GL(E; F).

Injectivité :

Soit = € ker(A + 5). Remarquons que si

Az =y,
alors

=AYy,
et

]l = A"y < JATH - Nyl = 1A - (A=),
donc
[Az]| > [|A ] l]l.

Alors,

(A+ S)(x) =0« Sz = —Ax.

Implique que

IS+ Nl > ISz]| = || = Az|| = [[Az] = A7l



CHAPITRE 4. THEORIE DES OPERATEURS DE FREDHOLM CAS
36 BORNE

Ainsi
(ISI = 1A Dl = 0.
Alors si
(IS = A7HI7Y) <o,
on a nécessairement que
|z]| =0 < 2 =0.

En résumé, nous avons obtenu que si ||S]| < [|[A7!|7! alors A + S est un opérateur

injectif.
Surjectivité :

Soit y € F. Alors,
L’opérateur A 4+ S est surjectif

<= dr e FEtelque (A+S)z=y
< Iz e Ftelquex+ A 'Sx=A"y
«— dr e Ftelquex=A'ty— A'Sz
<= dx € E telque z = f(x).
Ou
f(x) =AYy — A'Sx.

Donc d’aprés le théoréme du point fixe de Banach, il suffit de voir que f est une

application contractante.
1f(z) = ()l = |IA7 Sz — AT1S2[| < JAT'S|| - o — 2l < [|AH] - 1S+ [l = 2]l
L’application f est donc contractante si et seulement si

IATH - ISH < 1= |IS] < [[A7HI

En résumé, on peut prendre
o= A7,

alors pour tout opérateur S de norme inférieure ou égale a ||A~!|| 7!, Popérateur A+ S

est encore un élément de GL(E; F)).
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4.3.2 Stabilité dans le cas borné

Dans cette section, nous allons enoncer plusieurs résultats concernant la stabilité des
opérateurs de Fredholm aux petites perturbations.

Soit A € C(A)), rappelons que K(H) est adhérence dans L£(H) des opérateurs de
rang fini, et que le produit d’un opérateur borné par un opérateur de Fredholm est
de Fredholm. Enfin si K € K(H), alors K* € K(H). En particulier, K(H) est un
idéal bilatere de L£(H), invariant par conjugaison (i.e par passage a ’adjoint). En
général, on verra ces opérateurs comme des quantités "négligeables" par rapport aux

opérateurs de Fredholm, comme le montrent les théorémes suivants.

Théoréme 4.3.1. (cf.[At]) "Premier théoréme de stabilité" Vv A € L(H)NF(H)
36 > 0 tel queV B € L(H)

{ |A = Bl g4y < 0 = B € F(H) ()

et ind(B) =ind(A)

Remarque 4.3.1. Ce théoréme montre que l’ensemble des opérateurs de Fredholm
F(H)NL(H) est un ouvert de [’ensemble des opérateurs linéaires bornés L(H) et qu’il
est stable par rapport aux petites perturbations bornées ,i.e ¥ A € LIH)NF(H), B €
L(H) et ||B|| est petite alors A+ B € F(H) (reste Fredholm) et

ind(A+ B) = ind(A)

(indice reste stable pour toute perturbation bornée de A). Autrement dit, on cherche

une condition sur les B € L(H) tel que
|B|| =|A+ B — Al <90.

1l faut donc savoir sous quelles conditions sur la norme d’un opérateur linéaire borné
B lopérateur A + B soit un Fredholm, pour tout A € F(H) N L(H).

Le théoréme suivant da & "DIEUDONNE" nous apprend que non seulement I’ensemble
des opérateurs de Fredholm entre deux espaces de Hilbert est ouvert dans I’ensemble

des opérateur bornés, mais aussi que l'indice se trouve étre une application continue.
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Théoréme 4.3.2. Soient A € L(H) N F(H) et A la bijection canonique associée o
TR
A. Si B e L(H) esttel que | B < H AilH , alors A+ B est de Fredholm et

ind(A+ B) =ind(A).

Corollaire 4.3.1. L’application ind : F(H) — Z est constante sur tous les compo-

santes connezes de F(H).

Preuve 4.3.1. Soit A € L(H)NF(H). D’aprés le théoreme (4.3.2)on sait que F(H)

est ouwvert dans L(H), de plus U'espace Z étant discret et l’indice une application

continue d’aprés le théoréme (4.3.2) donc

Ve > 0,30 >0, VB € L(H) tel que ||A— B|| <6 = |indA —indB| < ¢

ce qui implique que l'indice de deux opérateurs de Fredholm A, et As est nécessai-
rement éqgal s’il existe un chemin reliant Ay et Ay. Autrement dit, l'indice est une
application constante sur les composantes connexes de F(H).

La reciproque de ce théoréme est aussi vraie : si les indices de deux opérateurs de
Fredholm A; et Ay sont égauz, alors Ay et Ay appartiennent & la méme composante

conneze de F(H). C’est une conséquence du théoréme d’Atiyah-Jdinich.[?]

Preuve 4.3.2. Si f :[0,1] — F(H) est une application continue, alors

indf (0) = indf (1),

c’est a dire que l'indice composée avec f est continu du conneze [0,1] dans le discret

7, elle est donc constante.

Remarque 4.3.2. La théorie de l'indice s’est en fait dans un premier temps orientée
dans deux directions, celle d’un indice analytique (que l'on calcule par : ind(A) =
nul(A) — def(A)) et celle d’un indice topologique calculé uniquement & partir des
propriétés abstraites de la variété étudiée (la formule fait intervenir le caractére de
Chern...). Le premier résultat important dans ce domaine est le théoréme de l'indice
obtenu au début des années 60 par Atiyah et Singer pour les opérateurs elliptiques sur

les variétés compactes. Ce théoréme s’énonce facilement par :

indana(A) = indtop(A).
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Un autre type de stabilité pour la classe des oprateurs de Fredholm bornés, c’est la

stabilité sous une perturbation compacte qui s’énonce ainsi :

Corollaire 4.3.2. ([Ka|]) V K € K(H) alors I + K € F(H) avec i
nd(I + K) = 0.
Théoréme 4.3.3. (cf. [Al],[Ka]) Soient A € L(H) NF (H), VK € K(H) , alors

A+ K e F(H) et ind(A+ K) =indA

4.3.3 Stabilité dans le cas non borné

Avant d’énoncer le théoréme (4.3.1)sous sa forme générale (cas non borné), introdui-

sons quelques topologies sur C(H).

Quelques topologies sur ’espace des opérateurs fermés C(H)

Conorme d’un opérateur (cf. [?].[?]) . Avant de donner la définition de la co-
norme, il est important de rappeler quelques propriétés de 'opérateur quotient. En
effet, V A € C(H), le sous espace ker A est un sous espace vectoriel fermé de H, par
conséquent, I’espace quotient H = H/ ker A est un espace de Hilbert de norme définie
par :

|a]| =: irel'fﬁ |u|| = dist(u,ker A),  est la classe de u dans H (4.2)

Sur cet espace 'opérateur D(A)/ker A — H défini par At = Au, Vu € U est linéaire,

fermé et inversible. Son inverse A1 a pour domaine Im A tel que

A7l TmA— D(A)/ker A

~ - ~ 4.3
A — A1 [Aa] — 3 (43)
de norme _
HAV_I = sup H}f” (4.4)
weD(A) ‘Aﬂ“
ugtker A

De plus si y € u alors (u—y) € ker A c’est a dire que y = (u — 2) tel que z € ker A,

alors
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|u|| = inf ||u|| = inf |lu— z|| = dist(u,ker A) tel que u ¢ ker A (4.5)
YyeEU z€ker A

(4.3), (4.4) et (4.5) nous donnent

~_ u dist(u, ker A
70 = ey = e
ueD(A) H u” ue€D(A) H u“
ugker A ugtker A*
ou bien
PR 1
a- ueD(A) dist(u, ker A
HA ! u;c_éke(rfz ( )

Définition 4.3.1. Soit A € C(H), on appelle conorme ou module minimal réduit de

lopérateur non nulle A le nombre ¢(A) donné par :

A
((A) f [| Aul|
weD(A)N(ker A)- |||

Remarque 4.3.3. (i) Comme le sous espace ker(A) est fermé, alors
H =ker A @ ker A+
et puisque u ¢ ker A alors u € ker Atet par suite, la conorme de A est donnée par :

c(A) = inf | Au] _
weD(A)N(ker A& ||| Hg_lH

avec la convention ¢(A) = 0 si ALest non borné et ¢(A) = oo si A~ =0.

(17) Soient A € C(H) et F' un sous-espace de H contenant ker A. Alors on définit

[Aul]

A) =
rd) = ol T

Rappelons le résultat suivant :

Proposition 4.3.1. (c¢f.[?],[Kd]). Si A € C(H) alors :
1. Im A est fermé dans H <= c¢(A) >0
2. Si A* est l’adjoint de A alors c(A*) =c(A).
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Meétriques entre les sous-espaces fermés d’un espace de Hilbert [CoLa]

Ce paragraphe est consacré a 1’étude topologique de ’ensemble des opérateurs fermés
dans un espace de Hilbert, nous définissons d’abord la métrique entre les sous-espaces
fermés d’un espace de Hilbert. On verra plus particuliérement les rapports qui existent
entre un opérateur de C(H) et son graphe. D’autres topologies sont également définies
mais sans que leur étude détaillée soit entreprise. Cette nouvelle métrique servira
pour l'extension de la théorie de stabilité des opérateurs de Fredholm (borné) aux
opérateurs de Fredholm fermés.

Soient ‘H un espace de Hilbert complexe et M, N deux sous-espaces fermés de H.
Notons par Py, (resp. Py) la projection orthogonale sur M (resp. sur N), alors si z

€ 'H la distance d(z, M) entre x et M est donnée par :
d(x, M) = inf ||z —
(z, M) = inf ||z —y]
il est donc clair que :
d(x, M) = [|(I = Py)z|| = [lo — Pyl
car I'inf est atteint au point y = Py;x. Alors nous définissons d(N, M) par la formule :

d(N;M)= sup d(z,N)+ sup d(z,M)

zEN,||z||=1 €M, ||z||=1

En fait,
d(N, M) = [|(I = Pux)Pn|| + ||(I — Px)Pu|l

par conséquence nous avons le résultat suivant

Lemme 4.3.1. [CoLa|] d(N, M) définit une métrique sur l’ensembles de tous les sous-

espaces linéaires fermés de 'H.

11 s’avére que la métrique d(N, M) est étroitement liée a ce qu’on appelle la métrique

entre deux sous-espaces linéaires fermés N et M de ‘H définie par la formule

g(N, M) = [Py — Pyl
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H. O. Cordes et J. Ph Labrousse ont montré dans [CoLa| que g(N, M) est une métrique
sur C(H) équivalente a d(N, M), de fagon que :

g(N, M) < d(N, M) < 29(N, M)

et comme le graphe G(A) de 'opérateur fermé A et un sous-espace fermé de I’espace

H & H, les résultats établis ci-dessus impliquent immediatement la

Définition 4.3.2. (¢f. [Lal]. [LaMe] [Ka|, [KrKr], )Soit A, B € C(H). Notons par
Peay (resp. Pgepy) la projection orthogonale dans H x H sur G(A) (resp. G(B)).
Alors posons :

8(A, B) = 6(G(A),G(B)) = ||(I — Pas)) Po||

9(A, B) = g(G(A),G(B)) = || Pota) — Paw) |
Proposition 4.3.2. (¢f.[Ka|,[Lal]) Si A,B € C(H), on a :

1. g(A, B) définit une métrique sur C(H)
2. g(A, B) = g(B", A7)

4.3.4 Quelques résultats auxilliaires

Proposition 4.3.3. (c¢f. [CoLal, [RiNa]) Soit A € C(H) alors Ry = (I + A*A)~! est

un opérateur symétrique positif dont l'image est dense et égale & D(A*A). En outre :

A*AR, =1 — Ry (4.6)
Siue D(A) ona:
Ra«Au= AR u (4.7)
on en déduit que
(AR4)* = A" R+ (4.8)
et que Yu € H;
1 ’ 2 _ 1 o
(5 = Ra)u|| + [[ARAul]” = — [|ul]
2 4
d’ou

[Rall <1, [[ARA]l <

N | —
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Preuve 4.3.3. 1. Il est clair que lopérateur A*A est autoadjoint VA € C(H), de plus
A*A est positif, par conséquent Ry = (I + A*A)™1 existe et est borné défini sur tout
H et ||Ral| <1, de plus, Yu € H, Rau € D(A*A) C D(A). AlorsYu € H, on a :

|ARsul|* =< AR u, AR u >
=< Rju, A"AR u >
<< Rau,(A*A+1)Rau >
<< Rju,u >

2
< [[Raull fJull < flul
d’ot ||AR4|| < 1. D’autre part, Yu € H on a :

A" AR u = A" AR u + Rau — Ryu
= (A*A + 1)RAU — R u

=u— Rjpu

on déduit donc

A"ARy =1— Ry

2. Montrons maintenant que
AR u = RyAu Yu € D(A)
Soit u € D(A), posons v = Rau € D(A) alors,

Au = A(A"A+ 1)v = Av + AA*Av = (1 + AA") Av
— (1+ AA")ARu

ou bien

(14+ AA*) 1 Au = AR u = Ry-Au = AR, u

3. Montrons
2

1
Vu € H, + |ARul® = 1 ||

1
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En effet, soit u € 'H,

2

1 1
=< —u— Rau,—u — Rau >

2 2

H(%[ — RA)U

1 1 1
=1 lull* - < St Raw > — < Rau, Su > + | Raul)?

1
=2 lull* = (< u, Rau > — || Rau|®)
D’autre part

|ARsu|®> =< ARu, AR su >
=< Rju, A*AR su >
=< Rau,(A"A+ 1)Rau — Rau >
=< Rau,u — Rau >
—< Rau,u > — ||Rul’

donc Yu € 'H,

2

H(lf — Ra)u

1
= 7 llul® = | AR 4ul)®
2 1

d’ou le résultat de plus on obtient

[Rall <1, [[ARA]l <

N| —

4. Montrons la relation

(ARA)* = A"Rye.

On a R4A* C (AR,)*, de plus
Vu € D(AY), (ARa)"u = RjA™u = RaA™u
(R4 est autoadjoint) et en utilisant (4.7) alors
(ARA)" = A"Ry-

de plus la relation (4.9) montre que AR, et A*R - sont bornés.
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Proposition 4.3.4. (c¢f. [LaMe], [CoLa])Si A € C(H), on a :

R A*R o+
Pg(A) = 4 A sur H X 'H (410)
ARy I — Ry~

Preuve 4.3.4. Supposons que v € D(A*), u € H et soit u = {u,v} € H x H, alors
Powyt = {z, Az}, x € D(A) donc

(G(A))" = VG(A7)
ot V' est la transformation unitaire définie sur H X H par
V(u,v) = (=v,u),
on obtient Pgaytt par la décomposition
= (u,v) ={z, Az} + {—A"y,y} avec y € D(A*) et x € D(A)
x,y sont solutions du systéme
u=x— A%y
{ v=Ar+vy
En résolvant le systéme en x, on obtient

= Rqu+ RpA™

= RAU + A*RA*U
car
u=x— A%y

A*v = A*Ax + A%y

alors
utAv=a0c+AAr= (1+A"A)xz =u+ A"

et comme

RAA*U = A*RA*U
on trouve :

T = Rau+ A*R v
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par suite

Poayt = {z, Az} = {Rau + A*Ry-v, ARju + AA*Rp-v}
= {RAU -+ A*RA*U,ARAU + (1 — RA*) U}
car
AA*Rpv = (1 — Ras)v, Yo € H

finalement on trouve

R A*R g+
Paay = 4 4 sur H x 'H
AR, I — Ry«

d’ou le résultat.

R étant un opérateur auto-adjoint positif (de spectre inclu dans R*), alors R4 admet

une unique racine carrée S4 = v/ R4.

Proposition 4.3.5. (c¢f. [LaMe|, [CoLa]) Sa:H — D(A) =Im S, est surjectif, de
plus Yu € D(A) on a
SaAu = AS u (4.11)

on en déduit comme précédemment que :
(AS4)" = A*Sa- (4.12)

Vu e H, |Squl®+ |ASaul® = ||ul? (4.13)
d’ot
1S4l <1, [J[AS4| <1

Preuve 4.3.5. On a
ISall = ||v/Ra]| <1
par contre

SasAu = / Ra-Au

et comme
(AR4)* = A*R -
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alors

(AS4)" = A*Sa-
de plus on a

Ra«Au = AR u

en déduit
SaAu = AS u

alors
Vue M, [|Saul?*+ [|ASaul® = ||ul®

Pour quelques applications il s’avére utile d’avoir une troisieme métrique (cf. [?], [CoLa] et [LaMe])
également équivalente a d (A, B) et a g(A, B) précédemment définies, cette métrique
est notée par p(A, B), et définie par

% % 1/2
p(A,B) = [||Ra — Rs||* + ||Ra» — Rp+||> + ||AR4 — BRg|* + | A*Ra- — B*Rp- 2] /

Lemme 4.3.2. (c¢f. [CoLa] [Lal]) p(A, B) est une métrique sur C(H), équivalente a
9(A, B),

9(A, B) < V2p(A, B) < 29(A, B)
Preuve 4.3.6. p(A, B) est évidemment bien définie sur C(H), symétrique et satisfait
l'inégalité triangulaire. Montrons maitenant [’équivalence de g et p, en effet, d’aprés

la proposition (4.3.4), il découle que

Rys—Rp A*Rs — B*Rp-
|< AR4 — BRp Bp« — Ra- )
< 2[||Ra — Rp|* + || Ra- — Rp-||” + ||[ARA — BRg|* + | A*Ra- — B*Rp-
< 2[p(4, B)?

(904 BY” = [[Pown) = Pou|* =

’

d’apreés la proposition (4.3.3) on a

|A*Ry- — B*Rp-

= ||AR4 — BRg||
de plus pour 4 = {u,0} et v = {0,v} on obtient

[9(A, B [[ull® > || (Pacay — Poem) @l|” = |(Ra — Rp)ull® + | (AR4 — BRp)ul)®
~]12 * *
[9(A, B)]* |v]|> > ||(Po(a) — Pagsy) 0]|” = [(A*Rax — B*Rp-) v||* + ||(Ra- — Rp-) v|”

d’ou, [p(A, B)]" < 2[g(A, B)]".




CHAPITRE 4. THEORIE DES OPERATEURS DE FREDHOLM CAS
48 BORNE

4.3.5 Stabilité des opérateurs fermés de Fredholm

Proposition 4.3.6. [Lal] [La2 L (H) est un sous-espace ouvert de C (H). Plus pré-
1
cisement si A € L(H) et si B € C(H) avec p(A, B) < ———= alors B € L (H)
L+ A7
et

14 - BIl < y/1+ |4I*\/1 + | BI’p(4, B)
Preuve 4.3.7. Soit u € D(B), alors
|Bull < || Aull + (B — A)ul

de plus

L (B Al < [Ra-(B— Al

L+ [lAf°
< |[Ra — R

||Bu|| + ||(RB*B — RA*A>U||
et donc

I(B = A)ull < \/1+[|AI*[I[Rar — Rp- || || Bull + | Rp+ B — Ra- Al |Jul]

< L+ 1AIPp(A, B) (|| Bull + [[ull]

1
puisque p(A, B) < —————= ceci implique 3¢ > 0 tel que /1 + HAH2 p(A, B) <

L+ Al

(1 —¢) ce qui donne
[Bull < [[Al[ flull + (1 — &) | Bul| + (1 — &) [[ull

ce qui montre que B est borné et on a

1
[Bull < Z (1 + [[A]]) Jlul
mais puisque B et borné alors B* l’est aussi et
|B* —A*|| = [[B — All.
Nous avons

1B - All < /1 + AP |1 Ra: - Ry

|B|| + ||[Rp-B — Ra-All
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de méme
|B* — A% < \/1+ [ AI*[|Ra — Rp||||B| + || B*Rp- — A*Ras||]

Par sommation des deux équations, on obtient

2|B— Al < 1+ [ AIPp(A B)(L + |1B])
< 1+ ]AIp(A B)V2y/1 + B

14 = BI < /14 4121+ |BI*p(4, B)

finalement,

Corollaire 4.3.3. [Lal] Si on pose
v = Rau+ B*Rp«Au
on obtient v € D(B) et

[0 —ull < [[Ra — Rl ||ull + | A" Ra- — B"Rp-

|| Aul| (4.14)

|Au— Bol| < | ARs — BRg|l |lul] + | Ra- — Rp-

[ Aul| (4.15)

Lemme 4.3.3. [Lal] Si B € R(A) (R(A) désigne l’ensemble des opérateurs & image
fermé) et A € C(H), F est un sous-espace fermé de H contenant ker A tel que \ =
d (ker B, F') < 1. Alors

V1 —X¢(B) — cp(A) < /1 + (A1 +cA(B)p(A, B)
Preuve 4.3.8. Soit u € D(A), ||u|| =1, uLF. Alors,

||PkerBu||2 =< uypkerBU >=< ([ - PF) U>PkerBu >
=< u, (I — PF) Bier pu >
< ull [(I = Pr) Peer Bl || Peer Bul|

donc

[ Prer ull < A|ull; avee A = [|(I = Pr) P 5|
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de plus
I(I = Berp) ull > V1= X u]

soit

V1 = RpPyer ptt = Prer BU

Vg = RB ([ — PkerB) U+ B*RB*A’U,

alors vo 1 ker B, de plus si v = v + vg

[ Bual| = [| Bu|| < [[Aul| + |[Au — Bu]| (4.16)
mais
[ Bua|| = c(B) |2
et
(I = Prer ) ull < [v2]| + [lva = (I = Prer ) ]
< Jval| + [lv —
donc
[val] Z [I(1 = Pher ) ull — v — ull
et

| Bual| = (B) ([[(I = Prers) ull — [lv = ul]) (4.17)
> o(B) (V1= N [lul = |lv - u]
de (4.16) et (4.17) on obtient,
o(B) (VI= R |lull = o = ul)) < |1Bual < [[Aul] + || Au - Bo]
ce qui 1mplique
o(B)V1 = Nlull < ¢(B) v — ull + [[Au]| + || Au — Bu]
de (4.14) et (4.15) on obtient pour tout u Ll F

V1—=X¢(B) < [¢(B)||Ra— Rp| +||ARs — BRg||] ||u||
+ [C(B) ||A*RA* — B*RB* + ||RA* - RB*

+ 1 [| Aul|
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est d’apreés la définition de cp(A) on a aussi

V1= X2¢(B) — cp(A) < ||AR4 — BRg|| + ¢(B) ||Ra — Rp|| + cr(A) | Ra- — Rp-
+ CF(A)C(B> ||A*RA* — B*RB*

i

En utilisant 'inégalité de Cauchy Schwartz, le résultat est finalement obtenu

Corollaire 4.3.4. [Lal] Soit B € R(A) tel que nul(B) = 0. Alors si A € C(H) est
B
tel que p(A, B) < «(B)

1+ 3(B)

[e(A) = e(B)] < V1+ (A)V/1+A(B)p(A, B)

on obtient

Soit maintenant le premier théoréme de stabilité dans le cas non borné.

Théoréme 4.3.4. (¢f. [CoLad], [Lal]) YA € F(H), VB € C(H) tels que p(A, B) <

_ ) alors B € F(H) et
1+ c(A)?

ind(B) = ind(A).
Preuve 4.3.9. 1.Supposons que nul(A) < +oo. Donc puisque

1+ c(A)?

<
d (ker B, ker A) < “(A)

p(A,B) <1

on doit avoir aussi que nul(B) < 4o0.
Maintenant soit F' un sous-espace de dimension finie de H engendré par ker B et
ker A alors F est un sous-espace fermé contenant ker(A), et par conséquent \ =

d (ker A, F') = 0 et en appliquant le corollaire (4.3.4)on obtient
¢(A) — cp(B) < 1+ E(A)y/1 + E(B)p(A, B)
ceci signifie que cp(B) > 0 sinon
c(A) <1+ 2(A)p(A,B) < c(A)

qui donne une contradiction. Mais cp(B) > 0 signifie que l'image de Bp, la restriction
de B a F*, est fermée et puisque F est de dimension fini ceci signifie que Im B est

également fermée, donc dimIm B/Im Br < +00. D’ot le résultat.
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Si nul(B) = 400 alors def(B) = nul(A*) < +oo. Par conséquent, p(A*, B*) <
1+ c2(A%)

p(A, B) = p(A", BY), ¢(A) = (A7)

et alors B* € F(H) ainsi B € F(H) donc le théoréme est également prouvé dans ce
cas-ct.

2. Montrons que ind(B) = ind(A)

D’apreés ce qui précéde B et donc B* ont une image fermée. En outre ¢ (ker B, ker A) <
1 et 0 (ker B*, ker A*) < 1 c’est a dire nul(A*) > nul(B*) et nul(A) > nul(B).
Premiérement suposons que nul(A) < 4oo et soit nul(A) > nul(B) +n ot n € N
avec n < nul(A) — nul(B). Alors

Im B* Nker A = (ker B)" Nker A

contient un sous-espace M de dimension n.

Soit N ={u € D(B*) | ulker B*, B'u € M}, alorsdim N = n.

Finallement soit P = N & ker B*. Alors dim P = n + nul(B*). Nous voulons
montrer que dim P < nul(A*) c’est a dire que P ne contient aucun élément différent
de zéro u+w, u € N, w € ker B*, orthogonal a ker A*. Supposons qu’il y’avait un tel

élément et soit
v=Ru(u+w)=Ra(u+w) + ARsB*(u + w),
(puisque B*(u + w) = B*u € ker A). Alors, comme < A*v, B*(u +w) >=0 on a :

|A*v — B*(u + w)

w)||* = [ A0 + || B* (u + w)|?
|lv — (u+ w)

2
I
I =11 = Ra)(w+ w)|* = [lu+ w|* = < w+w, 0> — A%
La sommations des deux égalités donne

Ju+wl® + || B*(u+w)|? = Jv — (u+w)|? + |4 — B*(u+w)|* + < u+w,v >

Maintenant puisque u + vl ker A* et en utilisant

|Raull® + ||ARsu|®> =< u, Ryu >
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on obtient

2 2 * 112
L+ A loll” < [l + [A™]" =< u+w,v >< o] [lu+ w]

donc
1
o] < TQ(A) |u + wl|
et donc )
[|u + w]|
< > < —
[<utwv>l < a0

utilisant maintenant (4.14) et (4.15) on obtient

lu+wll + |Ra = Ral | B*(u +w)ll]* +

lu +wl|® + | B*(u + w)||* < [|| A" Ra- — B*Rp-

[|Ra- — Rp+|| |lu+ w| + [[ARs — BRg|| | B*(u + w)||]* +
lut+wl® _ 2 2, llutwl’
- <p*(A,B B*
1+C2(A)_p( ,B) [[lu +w|]” + ] (u+w)\|}+1+CQ<A)

A(A) 1

1+ 2(A) 1+ E(A) [HU+U’H2+HB*(U+W>H2}

contradiction. Donc nul(A*) = nul(B*) +n

Maintenant si nul(B*) = oo on a nul(A*) = oo et ind(A) = ind(B) = —o0. Si d’une
part nul(B*) < oo alors, nul(A*) > nul(B*) + n (appliquant ce qui précéde a A*,B*
au lieu de a A, B) implique nul(A) > nul(B)+n. Maintenant l'un ou l'autre nul(A*)
ou nul(A) est fini de sorte que

g = min {nul(A*) — nul(B*),nul(A) — nul(B)} < o0
Comme nul(A*) —nul(B*) > q implique nul(A) —nul(B) > q et vice versa il suit que
nul(A*) — nul(B*) = nul(A) — nul(B) = q

i.e,

ind(A) = ind(B).

Ceci prouve le théoréme quand nul(B) < co. Mais sinul(B) = 0o, alors nul(B*) <

oo et de ce qui précéde nous obtenons

ind(A*) = ind(B")
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c’est a dire que

ind(A) = ind(B).

Ce résultat a été généralisé dans [Na] et peut également s’énoncer sous la forme

équivalente :

Théoréme 4.3.5. [LaMe] VA € L(H)NF(H), VBe L(H) , A—Be K(H) =B €
F(H) et
ind(B) = ind(A)

4.4 Notion de K-équivalence |7]

Dans ce paragraphe, on désire étendre aux opérateurs fermés, la notion d’équivalence

modulo les compactes connue pour les opérateurs bornés par la relation
A~B& A—-BeK(H)

Dans ce but nous rappelons certain nombre de définitions et de résultats déja connus
permettant de donner la définition d’équivalence compacte forte et de démontrer le

deuxiéme théoreéme de stabilité sur C(H).

4.4.1 Equivalence compacte faible

Définition 4.4.1. Soit A, B € C(H). A et B sont dits faiblement compact équivalents

(et nous écrivons A ~ B) si Pgay — Pap) est un opérateur compact sur H x 'H.

Remarque 4.4.1. i. ~ est une relation d’équivalence sur C(H).
it. La proposition (4.3.4) montre que A ~ B = Ry — Rp € K(H), de méme on peut
voir (c¢f. [?]) que si A~ B < A* ~ B*.

Définition 4.4.2. Soit A,T € C(H) tels que D(A) C D(T), nous dirons que T est
A-compact si TSy € K(H). .

Remarque 4.4.2. [l est facile de voir (cf. [?]) que cette définition de I’A-compact
est équivalente & celle donnée dans [Ka|. En particulier il en découle que si B € C(H)
et A — B est A-compact, alors D(A) = D(B) et (A — B) est B-compact, de plus on
peut montrer (cf. [?]) que si A, B € C(H) ; alors (A — B) est A-compact = A ~ B
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Le théoréme qui suit généralise le fait suivant : Si (A — B) est compact (ou seulement

B—compact) et si A est de Fredholm, alors B est de Fredholm.

Théoréme 4.4.1. [LaMe] Soit. A€ F(H), B € C(H) alors A~ B = B F(H)

Preuve 4.4.1. 1. Montrons d’abord que :

Vu L ker A, ||(I — Pgay) {u,0}| > D [l

1+ 2(A)
En effet,
I — Ry, —A*Ru«
T Pogy = A A
d’ot
(I = Pgay) {u, 0} = ((I = Ra) u, —ARqu)
alors
(I = Paay) {u, 0}|* = I((] = Ra)u, —ARu)|?
= [|(I = Ra) ul® + | AR u|?
et comme
I —Rys=A"AR,4
il vient
(1 = Paay) {u, 0}||* = (I = Ra)ul® + || AR yul

=< ([ Ra)u, (I — RA)U >+ < ARju, AR qu >

) u, (
= ( A) u, (I — RA)U > 4+ < Rau, A"AR u >
)

—<(I R4 u,(I—RA)u>+<RAu,(I—RA)u>

=< (I—RA)U+RAU,([—RA)U>
=< U,([—RA)U>

=< u,u >+ < u, Rau >= ||AS ul
oru L ker A alors Squ L ker A car

Yo € ker A, < Spu, v >=< u, Spv >=< u,v >= 0.
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Comme Sau € (ker A)* N D(A) et
lull® = [ Saull® + | AS aul|®
il vient

[ ASull

c(A) = lI2oAtY
(4) SaueD(A)N(ker A)L || Saul]

ce qui 1mplique

1ASaull* > 2(A) [Saul® = (A) [|ull® — (A) [| ASaul”

donc
|AS au||* + (A) [|ASqul* > ¢(A) [Jul)?
c.a.d Q(A)
A 2 S c 2
sl > 5

ce qui donne bien l'inégalité voulue.

2. Supposons que nul(A) < +oo et montrons que nul(B) < oo (si nul(A) = 400 on
raisonne avec A*et B*). Supposons par absurde que nul(B) = +o00. Alors ker B N
(ker A)L est de dimension infinie.

Soit (u,), une suite orthonormée de ker B N (ker A)* donc Yu € D(B) l’égalité sui-

vante est vérifiée :

{0, Bu} = (Po(s) — Foay) {u, Bu} + Paay {0, Bu} — (I = Pga)) {u, 0}

si cette égalité est appliquée a la suite (uy),, elle donne :

{0,0} = (Pas) — Pocay) {un, 0} — (I = Pg(ay) {un, 0}

et comme Pgp) — Pga)y et compact sur H x 'H, 1l existe une sous suite encore notée
(un) telle que (Pg(py— Paay) {un, 0} converge dans H x'H, ce qui entraine que la suite
(I = Pg(ay) {tn, 0} étant de Cauchy, en outre (4.18) entraine que (u,,),, est convergente
ce qui est absurde, et par conséquent que dim (kerB N (ker A)L) < oo. Comme par
hypothése nul(A) < oo on trouve bien que nul(B) < oo.

3. Montrons maintenant que Im B est fermé dans H.
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Comme dim(ker A+ker B) < oo il suffit de montrer que la restriction de B a (ker A+
ker B)% a une image fermée.

Soit donc (u,) C (ker A+ ker B)* ND(B) telle que (Buy,), converge dans H vers un
élément f. On va montrer que (uy), est bornée.

Si (up)n n'est pas bornée, alors il existerait une sous-suite encore notée (uy), telle

que |[u,|| — +o0. Alors comme précédemment ¥V (u,,), € D(B) Uégalité suivante est

vérifiée :
Bu U Bu Bu U
Oa—n}:(PGB_PGA>{ & n} +Pg( { n} (I— PA){—n 70}
{ fual O Ml T T D Ul
. u, Bu, L .
La suite {ﬂ, Tanl } étant bornée, il existe une sous suite, encore notée (u,),, telle
Unl| ™ ||tn

u, Bu,

[

Buy,
que (Pg(A) — Pg(B)) { | }converge dans 'H X H. D’autre part, {0, _u}

[l Juall

converge vers {0,0} , on en déduit que (1 —Pg(a)) est une suite convergente.

ﬂ’()
[[wal

U
|| n” vers un élément u c’est-a-dire
Up,

T — u et H UT‘ — 0. B étant fermé, uw € D(B) et Bu =0 comme u € (ker B)* il
Un Un
en résulte que u =0 ce qui est absurde. Donc la suite (uy,), est bornée dans H.

linégalité (4.18) entraine la convergence de

Unp

{0, Bun} = (Pg(B) ) {un, Bun} + PG {0 Bun} (I PG ) {un, 0}

alors {0, Buy,} converge vers {0, f}.0On en déduit que Pgay{0, Bu,} converge vers

Fo {0, f}-

D’autre part, il existe une sous-suite notée encore (uy,), telle que (Pg( B) — Py A)) {tn, Buy,}
est convergente On en déduit encore que (I — Pgay) {un, 0} converge et que (u,),
converge vers u et comme (Buy,), converge vers [ et que B est fermé, il résulte que

u€ D(B) et f=DBu .

L’exemple qui suit montre que si A et B sont de Fredholm K-équivalents, leurs indices

ne sont pas nécessairement égaux.

Exemple 4.4.1. Soit A l'opérateur diagonal défini sur une base de 'H par :

Ae, = ne, pour n >1
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A est fermé de domaine dense

D(A) = {x = Z%‘e”’ Zn2 |z, < +oo}

n>1 n>1

alors A est de Fredholm et indA = 0.
Posons uy = Y.n"%e,, alors ug ¢ D(A). On pose B = A sur D(A) et Bug = 0

n>1
donc B est une extension fermée de A, B est de Fredholm et indB = 1 bien que

Pagy — Pgay soit de rang fini, donc compact, les indices de A et B sont différents

La notion de K-équivalence n’est pas donc assez forte pour entrainer la conservation
des indices. On va donner une condition nécessaire et suffisante pour que, A et B étant
deux opérateurs de Fredholm KC-équivalents, leurs indices soient égaux. Admettons

les résultats préparatoires suivantes :

Proposition 4.4.1. [LaMe| Soit A, B € C(H) tels que A ~ B Alors les opérateurs
I +A*B, I + AB*, I + BA* et I + B*A sont fermés de domaine dense dans H,
Fredholm et

(I+ A*B)" =1+ B*A,

et
(I + BA")* =1+ AB*

Remarque 4.4.3. 1. Si A et B sont bornés, de domaine H, et tels que (A — B) est
compact, alors
ind (I + BA*) = 0.

2. Si A et B sont fermés, de domaines denses et tels que (A — B) est B compact,
alors
ind (I + BA*) = 0.

Dans les deux cas simples ci-dessus,
ind(I + AB*) =0

. En général, quand A et B sont K-équivalents, cette condition n’est pas vérifiée.
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Remarque 4.4.4. Ces résultats utilisant le fait que si A, B € C(H), YA € C, A ~

B = )\A~\B

Proposition 4.4.2. [LaMe| Soit A,B € C(H), T € L(H); alors
S(A+T,B+T) < (%(A,B)
g(A+T,B+T) < (%g(A, B)

17| I7*
avecC:T—l— 1+ 1 . De plus si A~ B alors A+ T ~B+T

Corollaire 4.4.1. Soit A, B € C(H); alors :

A~B=YNECT, (A=)~ (B-\)

d’ot
A~ B=p(A)=p.(B)

avec

p(A) ={reC|(A-Al) e F(H)}
est I’ensemble résolvante essentiel de l’opérateur A.

Lemme 4.4.1. YV A € F(H), VB € C(H) alors

A~ B=ind(I + A*B) = indB — indA = ind(A*B)

(4.19)

(4.20)

Preuve 4.4.2. Comme A € F(H), B € C(H) et A ~ B alors d’aprés le théoréme
(4.4.1) B € F(H) dou VA € C, X # 0, A/\, B/\ € F(H) et par conséquent
Vopérateur |A\|> + A*B € F(H). Comme A*B € F(H), et en vertu du théoréme

(4.3.4) du corollaire (4.4.2) et de la proposition (4.3.3) on voit que

indAB* = ind(I + AB*) = ind(B) — ind(A).

4.4.2 Equivalence compacte forte
Proposition 4.4.3. (¢f. [LaMe]) Soit A, B € C(H), A ~ B; alors
W(A, B) =I1—Rs— Rgp+2RsRp

est un opérateur inversible de L(H).
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Remarque 4.4.5. A partir de la proposition (4.4.3)on voit que W (A, B) est une
application continue de C(H) x C(H) dans L(H).

Corollaire 4.4.2. [LaMe|Soit A, B € C(H); alors
A~ B = g(BA*,(B=A)(A*=XI)) < Al (1 + [[W(A, B)) || + |[[(W(A = XL, B — XI))~||)
(4.21)

Proposition 4.4.4. Soit A, B € C(H); alors

Ao po ) AE C, ind(I + (B — M\ )(A* — \I)) = ind(I + BA*)

YA € pu(A) = p.(B), ind(B — M) = ind(A — M) + ind(I + BA®)
Preuve 4.4.3. Soit \g € C. Alors la remarque (4.4.5) et (4.21) entrainent que Ve >
0,36 > 0 tel que

A= DXo| <6 = ||[(W(A=A,B=X))"|| <2[[(W(A =X, B— X))

et g((B — XoI)(A* — NoI), (B — M) (A* — X)) < e. En utilisant maitenant ’inégalé
(4.19) et en posant
v=c(I+(B—XI)(A —XI)) >0

alors il exsiste 6 > 0 tel que :

A= Xo| < 8= g((T+ (B = NI)(A* = AD)), (I + (B — M)(A* — \]))) < ——L

V1492
d’otr en vertu du théoréme (4.3.4) on déduit que ind(I + (B — M)(A* — X)) est

localement constant sur C et donc constant (et par conséquent égale & ind(I + BAY)).

En outre si X\ € p,(A) = p,(B) et en utilisant le lemme (4.4.1) on trouve

—ind(A — M) +ind(B — M) = ind((B — A\ )(A* — X))
= ind(I + (B — X )(A* — \I))
= ind(I + BA")

Définition 4.4.3. Soit A, B € C(H). Nous dirons que A et B sont fortement compct-

équivalents et nous écrivons A~ B si A~ B et

ind(I + AB*) =0
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Remarque 4.4.6. 1. =~ est une relation d’équivalence
A* ~ B*
YAeC, MA~ \B

3. Soit A, B € C(H); alors :

2. A~ B =

Arx B=VY\ep/(A) =p.(B)
ind(A— X)) =ind(B — \)

conséquence immédiate de la proposition (4.4.4) . Réciproquement,
A~ B etaXep,(A) =p.(B) tel que ind(A— X)) =ind(B—\N)= A=~ B
Exemple 4.4.2. VA € F(H), VB € C(H)
A~ B= Be F(H) et ind(B) = ind(A)

Preuve 4.4.4. Conséquence immédiate de théoréme (4.4.1) et la propositon (4.4.4).
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Chapitre 5

Sur un schéma de réduction

générale des opérateurs de
Fredholm

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier ’extension de théoréme de stabilité des opérateurs de
Fredholm a ’espace des opérateurs fermés C(H), on introduit sur cet espace quelques
topologies de type projectives qui permettent de montrer que ’espace des opérateurs
de Fredholm est un ouvert dans C(H). Pour montrer le deuxiéme théoréme de stabi-
lité, on définit sur C(H) une relation d’équivalence modulo les compacts de la fagon
suivante : Si A € F(H), B € C(H) alors A ~ B = B € F(H). Une limite de
cette approche est la non conservation de I'indice d’'un opérateur de Fredholm, pour
pallier cet inconvénient on introduit une autre relation d’équivalence dite équivalence
forte. Une forme plus générale a été introduite trente cinq ans apres en 1987 par J.P.
Labrousse et B. Mercier dans [LaMe].

Notons aussi ’emploi de la théorie de Fredholm dans la définition du spectre essentiel
d’un opérateur de C(H), notion déja employée dans des sens divers par plusieurs
auteurs.

Dans ce chapitre on présente une méthode nouvelle inspirée de la méthode de réduc-
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tion spectrale dite de Feshbach des Hamiltoniens moléculaires [Fe| qui a suscité de
nombreux travaux récents concernant le spectre discret et le calcul des résonances en
analyse semi-classique [Fe| [MeSe2)].

La réduction que nous obtenons permet de retrouver d’une maniére simple et aisée
les résultats de stabilité de la théorie de Fredholm établit au chapitre quatre). Cette
méthode est aussi adaptée par ’analyse spectrale des opérateurs de Fredholm on
caractérise le spectre & travers une matrice finie d’opérateurs de Fredholm compacts

analytiques.

5.2 Théorie de Fredholm :

Soient E et F' deux espaces de Banach, w un ouvert dans C et (P,),e, une famille
continue sur w d’opérateurs linéaires bornés de F dans F.
Supposons que pour un certain z, dans w, 'opérateur correspondant P,, noté P est

de Fredholm d’indice ny — dy, avec
ng = dimker P < 400

et
dy = codimp Im P < +o00.

Par analogie avec les opérateurs de Grushin introduits dans [Fe], [Mel], [MeSel] et

o (P R
" \RS 0

agissant sur E @ C% dans FF @ C™. R} et R, sont des opérateurs linéaires bornés

considérons alors l'opérateur :

définits de E dans C™ et de C% dans F respectivement, tels que :
(H1) Le rang de RY est maximal,

dimIm R = dy

dimIm R = ng
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(H2) Ry (C™) est transverse a P(E),

F=ImR; ®ImP

(H3) Ry = R0|k p est inversible

Remarque 5.2.1. 1. Les deux projections non orthogonales py de F' dans Im P et p,

de F' dans Im Ry sont bornées relativement a la décomposition (H2). En particulier,

rg(py ) = corg(po) = do,

(ici rg (resp. corg) désigne le rang (resp.corang)).

2. 51 & est le complémentaire de ker P dans E, alors
P = P

est un 1somorphisme de £ dans Im P.

3. Ry est un isomorphisme de C% dans Im R, .

Exemple 5.2.1 (d’opérateurs RY).
1. Si{é1,...,Eq,} une base fixée de l’espace quotient F/Im P,On pose

Ry (M, Agy) = ZAkekeF (AL, .y Agy) € C

1l est clair que cette définition ne dépends pas du choix du représentant de la classe
d’équivalence

on montre facilement que rg(Ry) = dy et que Im R est transverse & Im P. En effet,

do dD
Vg € F,A(\1, ..., Agy) € CP tel que § = Z)\kék € F/ImP et (g—z Arer) € Im P.
k=1 k=1
Alors
do dO
9= Mex+(g— > Mier) €ImRy ©Im P

k=1
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car

ImRy; NIm P = {0}.

2. i {v,...,vn,} est une base de ker P et £ est le complémentaire de ker P dans E,

alors chaque élément f de E s’écrit d’une maniére unique sous la forme
no
f= E vk + fe
k=1

ot fe est la projection de [ sur &.
On définit R§ de E dans C™ par

REf = (1. o 1)

Par construction

rg(Rg) =no

et Ry est inversible sur ker P.

Proposition 5.2.1. L’opérateur Py défini ci-dessus est inversible dans L(E®C® Fa

C™), son inverse est borné donné par
+
7)071 — AO AO
Ay Agt

ol

Ao = (1= (Ro)'Ry)(P")"'py € L(F, E)
A7 = (Ro)™H € L(C™, E)

(Ry)™'py € L(F,C™)
At =0 e £(Cm,Ch)

et (P')~! dénote ici linverse de P .
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Preuve 5.2.1. Montrer que Py est inversible revient a résoudre le systéme suivant :

Pf+Rja=yg
Ryf=1p
ge F,peCr

la ot Uinconnu  f @ « est dans E @ C%,
Puisque
E=kerP®¢& ,

on a
f=fo+ [fe

avec fo € ker P et fe € &, alors

Pfg—I—RO_Oé:g
Ryfo+ Ryfe=2

d’aprés Uhypothése (H3), on peut écrire ce systéme comme

{ Pfe+ Rya=g
fo=(Ro) ™M (B— Ry fe)

et puisque
Pfe = pog,
et
Rya=pyg,
on obtient
fe = (P")'pog
fo=(Ro)™ (B — R§(P") 'poyg
a=(Ry) "oy

Donc Py est alors inversible d’inverse borné.

Pour étudier les propriétés de la familles (P,),c., dans un voisinage assez petit de zg
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on five e > 0 tel que € < ——— et on définit l'opérateur P, de E x C%

Hp(;l || L(FxC"0,ExCd)

P. Ry
P. =
R 0

Par continuité de la famille (P,).c, il existe un voisinage compleze Q2 de zy inclu dans

dans F x C™ par

w tel que
1P, — P||£(E7F) <e VzeQ
donc
H,PJIHL(EX(C’iO,FX(C”O) IP- - PU||£(EX<Cd0,FX<C"0) <1
par suite, Vz € €,
P.="Po [1 — Py H(Po — 732)}

est inversible dans L(ExC% F xC") d’inverse borné donné par la série de Neumann

Pl=[1-P (Po—P.)] Py

=> [1-P'P.]" Py

om0 1)
A (z) A T(2)

Remarque 5.2.2. A(z) € L(E,F), AT(z) € L(C™,E), A (z) € L(F,C™) et
A=t (2) € L(C™,C%) dépendent continument en z dans Q et

notons, Vz € €}

A (z) = AT =0,
de plus quitte a diminuer €0, les opérateurs A*(z) sont de rang mazimal sur 2,
rg(A™(z)) = no
rg(A”(2)) = do
Maintenant pour z € S0, étudions [’équation
P.f=yg

et observons l’intérét de l'opérateur P, dans les solutions de cette équation a travers

le résultat suivant
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Proposition 5.2.2. Pour un g € F' donné; [’équation opérationnelle
P.f=yg
admet une solution f dans E si et seulement si A~ (z)g € Im A~ (2)
Preuve 5.2.2. En introduisant la variable auziliaire R§ f € C™, on a
P.f=g<+=P.f®0)= (9@ Ry [)

= E(E)9O R f) = (f00)

alors
A(2)g+ AT ()Rg f = f (5.1)
A (2)g+ A T(2)R{f =0 (5.2)

St

A (2)g=p eImA T (2) c CP,

il existe alors a € C™ tel que

B=A""(2)a.

En substituant cette valeur de 5 dans (5.2), nous trouvons

At (z) [a+R{f] =0
On peut alors choisir une solution f telle que

R{f=—«

Tout en substituant cette expression dans (5.1), on a alors la solution

f=A(z)g - A" (2)a
Réciproqguement, si [ € E est une solution de l’équation

P.f=y,

alors (5.2) permet d’écrire

A (2)g=—-A"T(2)R{ f € Im A1 (2).
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D’une part, puisque le

rg(A(z)) = dy
st nous supposons que pour g € F ; il existe € > 0 tels que Bp(g,e) C F/Im P, (ou
Br(g,¢€) est la boule ouverte de F' centrée en g et de rayon €) alors Yh € Bp(g,¢)
[’équation

P.f=y

n’a aucune solution dans E par conséquent A= (2)h ¢ ITm A= F(z) et Im A=F(z) ¢ C
ce qui est absurde. On en déduit alors que Im P, est fermé dans F.

D’autre part , considérons le diagramme commutatif suivant :

F Q) Cro

sl Nt 1 s
F/ImP, —— C™/ImA *(2)

ou s(g) = g, g € F; s'(@) =@, a € C%;

oG = A (2)g
tg) = A (2)g

et . (resp.”) est la classe d’équivalence dans F/Im P, (resp. dans C%®/Im A= (2))

alors p: F/Im P, — C%/Im A=+ (z) est un isomorphisme linéaire.

1. injective car,

p(g) = p(h) & A™(2)(g — h) € Im A7 (2)
<= P,f = (g — h) admet une solution f dans E

S (g—h)elmP, < g=nh
2. Surjective car, pos =1 et
Imt=C%/Im A" (2).

Par suite

dim (F/Im P,) = dim (C™/Im A~ *(z)) < 400, Vz€Q (5.3)
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de méme, si « € C™, alors Vz € ()

B=A"2)asE()(0®a)=(AT(2)ad b)
&P, (AT (2)a® f) = (0@ )
et
P.A*(2)a+ Ry =0 (5.4)
RfAT(2)a =« (5.5)

de (5.5) on déduit que si
At(2)a=0=a=0,

alors
ker AT (z) = {0}

et
dim(Im A% (2)) = ng

Soit [ ’application définie par :

l: ker A~ t(z) — ker(P,)
a— AT (2)a
1. [ est bien défini car si
A (2)a=0

on obtient d’apres (5.4)

P A" (2)a=P,(l(a)) =0 = Il(a) € ker P,

2.1 et linéaire injective ker! = {0} (car AT (z) est injectif)

3.1 surjective, or Im [ = ker P, car I’équation
A ()= f

doit étre résolue pour f donnée dans ker P,.
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Posons d’apres (5.4), R4 f = a. En utilisant (5.2) on obtient
A (2)a=—-A"(2)P.f

et donc

en vertu de (5.1).
Par conséquent
nul (P,) = nul(A~*(2)) < +o0, Vz € 0 (5.6)

On vient alors d’établir le résultat fondamental suivant relatif & la stabilité sur €2 du

caractére Fredholm et de I'indice correspondant.

Théoréme 5.2.1. Pour tout z dans ), P, et A~ (z) sont des opérateurs de Fredholm

de méme indice indépendant de z.

ind(P,) =ind (A% (2)) =ng—do, Vz€Q

5.3 Reéduction spectrale d’un opérateur de Fred-

holm :

Supposons maintenant que 2 est un voisinage ouvert connexe de 0 dans C vérifiant

les conditions, & C F' avec une inclusion dense et que
P,=P—=z
ou P (= P) est 'opérateur de Fredholm tel que
ng = nul(Fy) < +o00

et
dg = def(Pg) = dlm(F/ Im P()) < +00.

On suppose en outre que P, est bijectif pour au moins un point de €2 différent de 0.

Alors d’apres (5.3) et (5.6), A~ (2) est aussi bijectif au méme point et donc

Ng = do.
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L’autre intérét principal d’avoir considéré I'opérateur P, est qu’il raméne en fait
I’étude spectrale de I'opérateur de Fredholm P & celle d'un opérateur linéaire plus

simple agissant sur C",

Théoréme 5.3.1. Pour tout z dans §2, on a l’équivalence suivante :
z€0(P)&0€ea(A(2) & det(A (2)) =0

ol o désigne le spectre d’un opérateur linéaire.

Preuve 5.3.1. si 0 ¢ o(A™"(2)), alors (5.1) et (5.2) donnent l’équivalence suivante

P ge { Ry f == (A7) " A ()
f=Az)g — A*(2) (A(2)) A (2)g
d’ot l’on tire
Pl = A(z) — AT(2) (A(2)) T A (2) (5.7)

ce qui prouve que z & o(P).

Inversement, si z ¢ o(P) les équations (5.4) et (5.5) permettent décrire,
A TRa=pea=—-R{P, 'Ry B
en particulier 0 ¢ o(A~"(2)) et donc
(A*(2)) " = —R{ PRy (5.8)

Remarque 5.3.1. 1. Les formules (5.7) et (5.8) montrent, du fait que par construc-
tion A(z), AX(2) et A="(2) dépendent analytiquement de z, qu’une singularité de
P est nécessairement une singularité de (A= (2)) " et inversement.

z

2. Comme

alors
det(A; ") =0

et 0 € o(P).Puisque l'ensemble des zéros de det(A~"(2)) forme un ensemble discret

quitte o diminuer S, nous pouvons supposer que P, (et donc A~7(z)) est inversible
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d’inverse borné pour z € 0/ {0}.0 est alors un pole d’ordre Ny de (A=*(2))™"; soit
v un contour complexe fermé simple autour de la singularité 0 dans €).

Notons

def —1 _1

II=—9pP d 5.9

mfz . (5.9)
J

L opérateurs 11 apporte des informations spectrales supplémentaires sur P et permet

de préciser le résultat du théoréme (5.3.1)

Théoréme 5.3.2. 1. II est un projecteur de rang fini.
2. ImII =TI(F) =TI(F). ker IT et ImII sont invariants par P.
3.0(P)N~y = o(P/tmm) N , ~ est Vintérieur du contour ~

U(P/kerH) N %)/ =g
#(a(P)N7) = rgll

ot # est le cardinal d’un ensemble)

Preuve 5.3.2. 1. Soit ' un autre contour complexe fermé simple autour de 0 inclu

dans . Par analyticité de la résolvante P! dans Q/ {0}, on a a l'aide du théoréme

de Cauchy
> = = 7{ ]{ PP dzdt
“wfa
:ﬁ]{ ]4@{_{2) Pldz —4;% ]{(i’zz) Pldt

v Y Y Y

- P; 1} dzdt

-1
=_—— QP dt =
omi |t

,.Y/

D’autre part, en vertu de (5.7) on a

= 271m AH(2) (A (2)) A (2)dz (5.10)
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en particulier (A=*(2)) ™" possede un développement en série de Laurent dans Q ex-

primé par B R
_ ~1 - - ~
(A (2)) " = ZNJOVO o+ 71 + R(z) (5.11)

ot R(z) est analytique en z, A*(z) admettent & leur tour dans Q un développement

en série de Taylor donné par

3 de. (0)2 (5.12)

Ai(z) = T

Jj=0

En utilisant la formule des résidus, on obtient aussi

. @At di A~
H:_‘ }: = (0)R_y, — (0) (5.13)
jHl—k=-1
1<k<Ng
di A=

puisque les opérateurs sont de rang fini < ng, alors la formule (5.13) montre
que 11 est de rang fini < ngNp.

2. On voit aussi sur (5.9) que ImII C E. Comme E est dense dans F, 11 est de rang
fini et II(E) C II(F), on a

T(E) = II(F) = ImIL.

VfeE, VY2€y, PP.'f=P'Pf=f+

en intégrant sur vy, on obtient
I[Pf =PIIf, Vfe FE (5.14)

En particulier, on en déduit que Im1I et ker II sont invariants par P.

3. Comme I1 est un projecteur alors
F =kerIl & ImII.
Notons P1 == P/kerH7 P2 == P/ImH et

1 o
R(z) = 3 (t—2)"'Pldt, z €.
vy
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On a
MR(z) = ! }'{ ]{ L poip-igan
SRV o (YTIpS S
v
1 dt 1 d\ P!
— = | Pldh— — t_dt
47T2f j{(t—z)()\—t) A 47?27{ ]{(x\—t) (t—2)
v vy ¥ o
1 1 1
— ¢ |2mi P7ldA=0
i [ "t e AJ )

!

Y

d’ot Im R(z) C kerIl. Par suite,

1
P.R(z) = 5 (t—z) 'R, P tdt
Y

1 dt 1
= — —— @ P tdt
2mi ) (t—2) i 2772'7{ !

g v
=(1—m)
donc
(Pl - Z)R(Z)/kerl_[ = 1/kerHﬂF (515)
on a de la méme facon
R(z)(P1 — Z)/kern = 1/kerinF (5.16)

Ainsi, si z € 7, (P, — 2) est inversible de ker I1 N F' dans ker IIN F' d’inverse borné
égale & R(2)/verr1 €t donc z & o(Py), ot bien

o(P)Nn~y=0.

D’autre part, ¥z € IN{0},
Pl=P—-2)'eP—2)" (5.17)

d’on
o(P)Ny=0c(P) N~y (5.18)
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or, Py = IIP/imn est défini sur un espace de dimension finie, il posséde alors un

spectre discret fini de cardinal égal au rang de 11
Remarque 5.3.2. 1.5i z # 0 est un second point ot
det(A~(2)) =0,

P, n'est pas bijectif et si Il et 11y sont les projecteurs correspondants donnés par
(5.9), alors

HHl == H1H - O

2. En s’appuyant sur ’équation (5.2) avec

o = —RiJ

on a

sur C". d’ou

ainsi, St

alors ’équation

admet une seule solution z = 0 dans 2, 0 est alors dans ce cas un pdle simple pour
Pt
3. On a directement d’aprés les équations (5.4) et (5.5), Ay Ad est inversible si et

seulement si

ker PNIm P = {0},
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ce qui exclu l’existence des vecteurs propres généralisés pour P.
4. Si P est un opérateur pseudo-différentiel sur R™ & symbole oz, ) elliptique pour

lequel il existe une constante € > 0, tel que
Q= {(z,§) € R*; |a(z,§)| < e}

est borné dans R*", P est un opérateur de Fredholm sur L*(R™) cf.[QiWo|,[MeSe2]

1l peut alors étre spectralement réduit par la méthode précédente.
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