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Chapitre 1
Introduction

Les équations différentielles décrivent 1’évolution de nombreux phénomeénes dans des
domaines variés. Une équation différentielle est une équation impliquant une ou plu-

sieurs dérivées d’'une fonction inconnue

En mathématiques, et plus particulierement en analyse, une théorie spectrale est
une théorie étendant & des opérateurs définis sur des espaces fonctionnels généraux
la théorie élémentaire des valeurs propres et des vecteurs propres de matrices. Bien
que ces idées viennent au départ du développement de 'algebre linéaire, elles sont
également liées & ’étude des fonctions analytiques, parce que les propriétés spectrales

d’un opérateur sont liées a celles de fonctions analytiques sur les valeurs de son spectre.

Cette théorie spectrale est une excroissance de travail fondamental de David Hilbert
[6] entre 1900 et 1910 sur analyse des opérateurs intégraux sur les espaces de dimen-
sion infinie maintenant appelé espaces de Hilbert Cependant, comme presque chaque
nouveau développement important dans les mathématiques, il a été précédé par beau-
coup de travail connexes, par exemple ’analyse de Poincaré du probléme de Dirichlet
et valeurs propres associées [15] . On pourrait soutenir que le sujet a commencé avec
le travail séminal de Fourier sur la solution de I’équation de la chaleur en utilisant
des développements en série en sinus et cosinus, qui a été publié par I’Académie Fran-
gaise en 1822 [3]. Fourier présenté ce travail en 1807, a I’époque napoléonienne, et un
compte de ses malheurs au cours de la période de quinze ans avant la publication est

donnée par Korner (1988).



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Donc notre objet est d’appliquer la théorie spectrale générale pour les opérateurs
auto-adjoints au cas physiquement pertinent o les équations des valeurs propres sont
des ODE de second ordre [11], [5] requis pour prendre des équations différentielles
partielles [12]. Initialement congu pour couvrir trois sujets principaux : Des fonctions
spéciales, des séries de Fourier et des intégrales, et un bref apercu du probléme de
Sturm-Liouville et de ses solutions [3], [17], [16] et [18].

L’utilisation de la séparation des variables pour résoudre un probléme de valeur limite
pour une équation différentielle partielle de second ordre conduit souvent a un pro-
bleme de valeur propre de Sturm-Liouville et ’ensemble de solutions est susceptible
d’étre une suite de fonctions spéciales, d’oul la pertinence de ces sujets. Typiquement,
la solution de I’équation différentielle partielle peut alors étre représentée (point) par
une série de Fourier ou une intégrale de Fourier [4], [3], selon que le domaine soit fini
ou infinite.

Mais il est vite apparu que ces «méthodes mathématiques» pouvaient étre dévelop-
pées dans un mémoire de master plus cohérent et substantiel en les présentant dans
la théorie de Sturm-Liouville plus générale dans L. Selon cette théorie, un opérateur
différentiel linéaire de second ordre qui est auto-adjoint a une suite orthogonale de
fonctions propres qui s’étend sur L?. Cela conduit immédiatement au théoréme fon-

damental de série de Fourier sur L? comme un cas spécial dans lequel 'opérateur est
2

simplement —.
dz?
Ce mémoire est divisé en quatre chapitres.

Commencant par le premier chapitre et réservé pour 'introduction générale.

Le deuxiéme chapitre contient deux partie dans la premiére on introduit d’une maniére
générale quelque notion sur les équations Linéaires de second ordre tels que 'existence
de la solution et on va discuter sur le nombre et la distribution des zéros des solutions.
La deuxiéme partie est consacrée a I’étude du probléeme de Sturm-Liouville. Nous
commengons avec une analyse systématique du probléme SL sur R puis en transforme
le probléme de Sturm-Liouville a un probléme vibrationnel pour trouver une solution
non triviale vérifiée certain conditions aux limites données.

Le troisiéme chapitre et consacré a 1’étude spectrale des opérateurs différentielle de

second ordre. On va étudier 'existence des valeurs et fonctions propres, l'intégralité



des fonctions propres des problémes réguliers.
Le dernier chapitre fait 'objet de résoudre certains exemples de famille des fonctions

orthogonales en particulier, le probléme des ondes et de la chaleur en dimension 1.
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Chapitre 2

Quelque notion sur les équations

Linéaires de second ordre

2.1 Introduction

Les ensembles orthogonaux complets de fonctions dans L? apparaissent naturellement
comme des solutions de certaines équations différentielles linéaires de second ordre
dans des conditions aux limites appropriées, aprés le mathématicien suisse Jacques
Sturm (1803 — 1855) et le mathématicien frangais Joseph Liouville (1809 — 1882) [18] ,

qui a étudié ces problémes et les propriétés de leurs solutions.

2.2 Propriétés des solutions des équations diffé-

rentielles ordinaires du second ordre

Considérons I’équation différentielle ordinaire du second ordre sur l'intervalle réel [

donnée par [11], [1] :
ao(@)y" + ar(x)y + az(x)y = f(x), (2.1)

ou ag, a1, az.et f sont des fonctions complexes donnés sur I. Lorsque f = 0 sur [,

I’équation est appelée homogéne, sinon il est non homogéne.
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Tout fonction (complexe) ¢ € C? (I) est une solution de 1'équation (2.1) si la substi-

tution de y par les résultats de I'identité ¢

ao(2)¢” (z) + ar(x)¢' (z) + az(z)p(x) = f(x) pour tous z € I.

Si 'on désigne par L 'opérateur différentiel de second ordre, donc

L= ao(ac)d—2 + al(x)i + as(x)
dz? dx
alors I’équation (2.1) peut étre écrit sous la forme Ly = f. L’opérateur L est linéaire,
donc (2.1) est appelée une équation différentielle linéaire de second ordre. Sauf in-
dication contraire, toutes les équations différentielles et les opérateurs avec lesquels
nous traitons sont linéaires.
Une propriété fondamentale des équations linéaires homogenes est que toute combi-

naison linéaire des solutions de I’équation est aussi une solution, car si ¢ et 1) satisfaire

Ly =0, Ly =0

alors nous avons clairement

L(cip+ o)) = 1L + colap = 0

pour n’importe quelle paire de constantes ¢; et co. C’est ce qu’on appelle le principe
de superposition.
Si la fonction ag ne s’annule pas en tout point de I, ’équation (2.1) peut étre divisée

par ag & donner

y Falx)y +r(x)y =g(x), (2.2)
a
olg=— r=-—2ctg= i Les équations (2.1) et (2.2) sont clairement équivalent,
ao ao Qo
dans le sens ou ils ont le méme ensemble de solutions.
Définition 2.2.1. L’équation (2.1) est dite alors réguliére sur I, sinon, si il y a un
point ¢ € 1 ot ag(c) = 0, U'équation est singulier, et ¢ est alors considéré comme un

point singulier de l’équation.
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Remarque 2.2.1. Selon le théoréeme d’existence et d’unicité pour les équations li-
néaires, si les fonctions q,r et g sont toutes continues sur I et xy est un point de I,
alors, pour tout deux nombres ( et n, il existe une solution unique ¢ de (2.2) dans I

tel que
p(zo) =¢ ¢'(z0) =1 (2.3)

L’ équations (2.3) sont appelées conditions initiales, et le systéme d’équations (2.2) et

(2.3) est appelé un probléme de valeur initiale.

2.2.1 Wronskien

Définition 2.2.2. Pour toutes fonctions f,g € C' le déterminant

WF. @) = ‘ fl@) g(x) ‘

f'(x) ¢'(z)

est appelé le Wronskien de f et g. Le symbole W (f, g)(z) est parfois abrégé en W (x).

Les lemmes suivants montre I'importance de Wronskien dans ’étude des équations

différentielles.
Lemme 2.2.1. Siy; et yo sont des solutions de l’équation homogéne
v +q(x)y +r(x)y=0 rel (2.4)

ou q € C(I), alors soit W (y1,ys2)(x) = 0 pour tout x € I, ou W(yy,y2)(x) # 0 pour
tout x € 1.

Preuve 2.2.1. D’aprés la definition précedente
W/ — yly” 9 _ yZy” 1-
puisque yyet y sont des solutions de l’équation (2.4) nous avons

Y1+ q@)y +r(@)y = 0
Yo+ q(x)ys +r(x)y, = 0
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en multipliant la premiére équation par ys, la seconde par y,, et en soustrayant, on

obtient

1y 2 — 2”1+ q(yys — youy) =0

— W +qW =0.

en intégrant cette derniére équation, on obtient

W =c exp (— /j q(t)dt ) : rel (2.5)

ol ¢ est une constante arbitraire. La fonction exponentielle ne s’annule pas pour

aucune exposant (réel ou complexe), donc W(x) =0 si, et seulement si, ¢ = 0.

Remarque 2.2.2. Pour q € C(I), l'expression (2.5) implique que les deux fonctions

W et W' sont continues.

Lemme 2.2.2. Les solutions yiet yo de ’équation (2.4) sont linéairement indépen-

dantes si, et seulement si, W (y1,y2)(x) # 0 sur 1.

Preuve 2.2.2. Siy; et ys sont linéairement dépendante, alors l'un d’eux est un mul-
tiple constant de l'autre, et donc W (y1,y2)(x) = 0 sur I. Inversement si W (y1,ys)(z) =
0 a nimporte quel point de I, alors, par le lemme (2.2.1) , W (y1,y2)(z) = 0. Du pro-
priétés des déterminants, ceci implique que les fonctions vectorielles (y1, ;) et (Y2, Ys)

sont linéairement dépendantes, et donc yyet yo sont linéairement dépendants.

Remarque 2.2.3. Nous avons utilisé le fait que y; et ys sont des solutions d’équa-
tion (2.4) uniquement dans la deuziéme partie de la preuve, la partie "seulement si’.
C’est parce que les Wronskien de deuz fonctions linéairement indépendantes peuvent
s’annulée o certains points, mais pas o tous, dans I. Considérons, par exemple, x et

x? sur [—1,1].

Exemple 2.2.1. L’équation
Yy +y=0 (2.6)

a deux solutions linéairement indépendantes, sinx et cosx. La solution générale est
donc

y(r) =crcosx + cosine
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notons que
W (cosz,sinz) = cos’x +sin®x =1 pour tout v € R
st léquation (2.6) est donnée sur l'intervalle [0, 7] sous les conditions initiales
y(0)=0, y'(0)=1, (2.7)

on obtient la solution unique

y(x) =sinz
mais les conditions aux limites homogénes
y(0)=0, y'(0)=0 (2.8)

donnent la solution triviale y = 0, comme on pourrait s’y attendre.

D’autre part, les conditions aux limites

ne donnent pas une solution unique car la paire d’équations
y(0) =c1co80+ casin0=¢; =0
y(m) =crcosm+ casinm = —¢; =0
ne détermine pas la constante co. Le déterminant des coefficients dans ce systéme est

cosO sin0

cosT sinm

Remarque 2.2.4. Ce dernier exemple indique que les conditions auz limites (2.7)
et (2.8) ne détermine pas de fagon unique les constantes ¢y et cy dans la solution

générale dans ce cas. Mais les conditions initiales

y(z0) =&, ¥ (w0) =,

donnent toujours une solution unique, car le déterminant des coefficients dans le

systéme des équations

c1th (wo) + caya (w0) = §
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ey (o) + cays (20) =1

est donné par

=W (y1,12) (20)

—
8
(=}
~—
<
N~
8
(=}
~—

qut ne peut pas étre nul.

Exemple 2.2.2. En général, compte tenu d’une équation différentielle de second ordre

sur [a,b], les conditions aux limites séparées

oy (a) + azy (a) = &
By (0) + Bay' (b) = 1

a une solution générale de la forme y = c1y1 + caya, donne le systéme

e laayr (a) + agyy ()] + ca [aaya (a) + agyy (a)] = €.
c1 [B1yr (b) + Bayy (b)] + 2 [B1y2 (b) + Bayy ()] = .

donc, les constantes c; et co sont déterminées de facon unique si et seulement si

(ayr + agyy) (@) (ayz + azys) (a)

0 2.9
(Butn + Bal) () (Braa (b) + B38) () |7 (2.9)

2.2.2 Zéros de Solutions

Il n’est pas nécessaire, ni toujours possible, de résoudre une équation différentielle du

type

Y’ +q(x)y’ +r(x)y =0, (2.10)

explicitement afin d’étudier les propriétés de ses solutions. Sous certaines conditions,
les paramétres de ’équation et ses conditions aux limites déterminent complétement
ces propriétés. En particulier, les caractéristiques qualitatives d’une solution comme
le nombre et la distribution de ses zéros, ses points singuliers, son comportement
asymptotique et ses propriétés d’orthogonalité sont toutes régies par les coefficients

q et r et les conditions aux limites données. Nous pouvons donc essayer de déduire
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certaines de ces propriétés en analysant l'effet de ces coefficients sur le comportement
de la solution [11], [5]. Dans cette section, nous étudierons l'effet de ¢ et r sur la

distribution des zéros des solutions.

Dans I'exemple 2.2.1, nous avons constaté que les deux solutions de 3" +y = 0 sur R

possedent une suite infinie de zéros alternatifs répartis uniformément, donnée par

< < T <0<7m< o <
—T — = m —_
2 2

ou {nm; n € Z} sont les zéros de sinx et {g +nm; n e Z}sont ceux de cosx. Nous

allons maintenant constater que ce n’est pas complétement accidentel.

Définition 2.2.3. Une fonction f : I — C a un zéro isolé a xg € I si f(xg) =0 tel

que pour tout voisinage U de xo f(x) # 0 sur I N U\ {zo}

Lemme 2.2.3. Si y est une solution non triviale de [’équation homogéne (2.10) , les

zéros de y sont isolés dans I.

Preuve 2.2.3. Supposons que y(zo) =0, ouy est une solution de (2.10). Si y'(x¢) =
0, alors y est identiquement nulle (par le théoréme d’unicité). Si y'(xo) # 0, alors,
puique Yy est continue sur I, il existe un voisinage U de xq ou y' # 0 sur U N 1. Par

conséquent y est soit strictement croissante ou strictement décroissante sur U NI

Théoréme 2.2.1. (Théoréme séparation de Sturm). Si y, et yo sont des solutions

linéairement indépendantes de I’équation
y" +aq(@)y +r(x)y =0, vel

alors les zéros de vy, sont distinctes de celles de s, et les deux suites de zéros alternate,
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c’est-a-dire y; a exactement un zéro entre deux zéros successifs de yo, et vice-versa

figl : Les zéros alternés de y; et 1.

Preuve 2.2.4. Puisque y; et yo sont linéairement indépendants, leur Wronskien

Wy, y2)(x) = y1(@)ys(2) — ya(2)y; (2)

ne s’annule pas, et a donc un signe sur I d’aprés le lemme (2.2.2). Notons d’abord
que Y1 et yo ne peuvent pas avoir un zéro commun, sinon W serait nul. Supposons

que x1 et xo sont deux zéros successifs de . Alors

W) = wyi(r)ys(ar) #0
W(x2) = yi(w2)yy(w2) #0

et les nombres yi(x1),y1(x2), y4(x1),et y4(x2) sont tous non nuls. Parce que yh est
continue sur I, x1 a un voisinage Uy ou le signe de y, ne change pas, et de méme
il existe un voisinage Uy de xo ot yy ne change pas de signe. Mais les signes de v,
dans Uy N1 et Uy N I ne peux pas étre la méme, car si ys augmente sur un, alors il
doit diminuer sur lautre. Pour W (x) avoir un signe constant sur I, y(x1) et yi(z2)
dowent donc avoir des signes opposés; donc y1, étant continue, a au moins un zéro

entre x1 et xo. Il ne peut avoir plus d’un tel zéro, car si x3 et x4 sont deux zéros de



2.2 Propriétés des solutions des équations différentielles ordinaires du
second ordre 15

Y1 qui se situent entre x1 et xo, on peut utiliser le méme argument pour conclure que
Yo s’anulle entre x3 et x4. Mais cela contredit I’hypothése que x1 et xo sont des zéros

consécutifs de 1.
Corollaire 2.2.1. Si les solutions de
Y+ q(x)y’ +r(x)y =0, (2.11)

ont un zéro commun dans I, alors ils sont linéairement dépendants.

2.2.3 Distribution des zéros

Afin d’étudier la distribution des zéros de 1’équation (2.11), [4], [3] il serait beaucoup
plus commode si nous pouvions nous débarrasser du terme moyen gy’ en transformant
I’équation

u +p(x)u=0. (2.12)

a cette effet, posons

de sorte que

en substituant aux équations (2.11)
vu” + (20" + qu)u’ + (v + g +rv)u=0.
Ainsi, nous obtenons (2.12) en choisissant 2v" 4+ qu = 0,ce qui implique

1 [®
v(r) = exp (7/ q(t)dt) : (2.13)
1 1
plx) = r(@) = ¢’ (x) — 54'(2).
4 2
La fonction exponentielle v ne s’annule jamais sur R, donc les zéros de u coincident
avec ceux de y, et 'on peut, dans le but d’étudier la distribution des zéros de I’équation

(2.10), limiter notre attention sur I’équation (2.12).
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Théoréme 2.2.2. (Théoréme de comparaison de Sturm) [18] Soit ¢ et 1) deux solu-

tions non triviales des équations

y' +ri(z)y = 0,
u” +ry(x)u = 0, xrel,

respectivement, et supposons que r1(x) > ro(x) pour tout x € I. Alors, ¢ a au moins
un zéro entre chaque paire de zéros consécutifs de 1, a moins que m1(x) = ro(z) et

est un multiple constant de 1.

Preuve 2.2.5. Soit x1 et xo deux zéros consécutifs quelconque de i) sur I, et sup-
posons que p n'a pas de zéro dans l'intervalle ouvert |xq,xs[. Supposons que les deuz
solutions ¢ et 1 sont positifs sur |x1,xs[, (sinon changer le signe de la fonction né-
gative). Donc ¢’ et i)' sont continues, il en résulte que ¢'(x1) > 0 et ' (x3) <0, et
donc le Wronskien de ¢ et 1) satisfait

W(z1) = @(x1))'(x1) > 0, W () = @(x2))(22) < 0. (2.14)

mais puisque

8

Wi(z) = @@)y" () — " (2)Y(2)
= [r(x) — ro(2)]e(x)(z) >0 pour tout x € |z, x5

W est une fonction croissante sur |z1,xs[. Cela contredit I’équation (2.14), a moins
ri(z) —ra(x) =0 et W(x) =0, dans ce cas, ¢ et ¢ sont linéairement dépendants

par le lemme (2.2.2) .

Corollaire 2.2.2. Soit ¢ une solution non triviale de y” + r(x)y = 0 sur I. Si

r(z) <0, alors ¢ a au plus un zéro sur I.

Preuve 2.2.6. Si la solution de ¢ a deux zéros xy et xo sur I, alors, d’aprés le
théoréeme (2.2.2) , la solution ¥(x) =1 de u” = 0 doit s’annulée sur |z, x|, ce qui

est tmpossible.

Exemple 2.2.3. (i) Toute solution non triviale de y” = 0 sur R est un cas particulier
de
p(z) =z + o,
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qui est représenté par une ligne droite, et a au plus un zéro.

(17) L’équation y” —y =0 a la solution générale
o (z) =crexp(z) + cpexp(—x), x€R

si c1 et co me sont pas nuls, alors ¢ (x) # 0 pour tout © € R, sauf si ca = —cy1, dans
ce cas,p a un zéro pour r = 0.

(7i1) La solution de y” +y = 0 est donnée par
¢ (x) =cicosx + cysine = asin (z — b)

. &1 . . . .

ot a = \/A+c3 et b = —arctan (—) Sia # 0, ¢ a un nombre infini de zéros
C2

donnés par

Tp=b+nm, ne€Z

2.2.4 Oscillation des solutions

Définition 2.2.4. La solution non triviale de
v +r(x)y=0, zel (2.15)
est appelée oscillatoire s’il a un nombre infini de zéros

Remarque 2.2.5. Si r(z) < 0, la solution ne peut pas osciller par le corollaire
(2.2.2) ; mais si
r(r)>k*>0 wel,

pour un certain constant positive k, alors toute solution de (2.15) sur I a un nombre
infini de zéros répartis entre les zéros de toute solution y de vy’ + k?y = 0,tel que
y =asink (z — b), qui sont donnés par

nm

n=b+ —.
T +k

. . . 7T N 2z z -
Ainsi, chaque sous-intervalle de I de longueur T a au moins un zéro de l’équation
(2.15) et comme k > 0, alors le nombre de zéros augmente. Ceci, bien sir, est claire-

ment le cas lorsque r est constant [7].
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Remarque 2.2.6. Du théoréme de séparation de Sturm (2.2.1), nous concluons éga-

lement que si l'intervalle I est infini et si une solution de l’équation

Y +aq@)y +r(x)y=0
oscille, alors toutes ses solutions oscillent.

Exemple 2.2.4. [17] a) L’exemple (2.2.2) (iii) et selon le théoréme (2.2.2),l’équation
a des solutions oscillantes dépend de la fonction r.

b) L’équation
” 1 / U2
Y +-y+|1-—=)y=0, 0<z<oo, (2.16)
x x
est connue sous le nom d’équation de Bessel d’ordre v, en utilisant la formule (2.13)

en posons u = \/xy, l’équation de Bessel sous cette transformation prend la forme

1 — o2
W+ (1+ ! )u:O (2.17)

12

En comparant les équations (2.17) et u” + ru = 0 nous voyons que

1—4v?\ | 21 si0<v<g
r(z)={1+ 5 .

x <1l s ’U>%

En appliquant le théoréme (2.2.2), nous concluons :

(i) Si 0 < v < 3 alors, dans chaque sous-intervalle de [0,00] de longueur w, toute
solution de [’équation de Bessel présente au moins un zéro.

(i) Si v > 3 alors, dans chaque sous-intervalle de (0, 00) de longueur 7, tout Solution
non-triviale de [’équation de Bessel a au plus un zéro.

(i13) Siv = % la distance entre les zéros successifs de toute solution non triviale de

l’équation de Bessel est exactement .

2.3 Opérateur différentiel auto-adjoint

Revenant 4 la forme générale de I’équation différentielle linéaire du second ordre (2.1),

dans la notation légérement modifié,
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p(@)y” +q(x)y +r(x)y =0, (2.18)

nous souhaitons maintenant étudier les propriétés d’orthogonalité de ses solutions
[12]. Cela signifie naturellement que nous devrions chercher les solutions C? de (2.18)

qui se trouvent dans L?. L’équation (2.18) peut s’écrire sous la forme

Ly =0,
ol
L=p) L+ o)L 1 o) (2.19)
—p$dx2 ql‘dw 7"[1:, .

est un opérateur différentiel linéaire de second ordre avec y € L*(1) N C*(I).

Déterminons la forme de ’adjoint de 'opérateur

L:L*(I)NC*(I) — L*(I)
défini par 1'équation (2.19), o les coefficients p, g,et r sont des fonctions C? sur I.
On note que C*(I) N L*(I) = C*(I) lorsque I est un intervalle fermé et borné. Notons
par L* I’adjoint de L, donc,
(Lf.g) = (f.L°g)  pour tous f,g € C3(I) N L*(I) (2.20)
Si I =a,b[ (I peux étre fini ou infini), et par 'intégration par parties du coté gauche

de (2.20). Donc

b

(Lf.g) = / (0f +af +rf)gda

a

b b b
— rglh - / () dz + qf gt — / F(q)d + / frgde

b b b
= brg+ @+ / g de + af3l / F(qg)da + / frgda

= (f,(9)” — (a9)' +7g) + [p(f'g— f9) + (a— ) fg] .,
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Notons que le coté droite de 'équation ci-dessus est bien définie si p € C*(a,b),
q € C'(a,b), et r € C(a,b). Le dernier terme, bien entendu, doit étre interprété
comme étant la différence entre les limites & a et b . Nous avons donc, pour tout
f.g € LA(I) N CX(D),

(Lf,g) = (£.L°9) + |p(f'g = £7) + (a = 1) F7] |1 (2:21)

ou

Lg = (pg)” — (q9) +7g
= pg"+(2p—9)g' + (" —7 +7)g.
lopérateur

d2

* — —/ - d - —/ =
L =p@+(2p—q)%+(p -7 +T)yg

est appelé I'adjoint formel de L.
Définition 2.3.1. L est dit formellement auto-adjoint lorsque L* = L, c-a-d quand
p=p. 20-7=q, P -7+7=r .

Remarque 2.3.1. Ces trois équations sont satisfaites si, et seulement si, les fonctions

p,q, et r sont réels et ¢ = p'. Dans ce cas,

Lf = pf"+p'f +rf
= (f") +rf.
Ainsi, lorsque L est formellement auto-adjoint, il a la forme
d d
L=—(p—

et léquation (2.21) est réduite a

(Lf.g) = (f.Lg) +p(f'g— f9)a . (2.22)
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En comparant les équations (2.20) et (2.22), nous voyons maintenant que

Corollaire 2.3.1. L’opérateur L formellement auto-adjoint est auto-adjoint si
p(f'g—=f9l=0  pourtout f,geC*I)NL*I) (2.23)

Remarque 2.3.2. Il convient de noter a ce stade que, lorsque q = p', le terme p’ —

7 dans expression de L* chute, donc la continuité de p” et ¢’ n’est plus nécessaires.

2.4 Probléme de Sturm-Liouville et applications

2.4.1 Probléme de Sturm-Liouville

Soit a;b € R on pose I = Ja,b[ ou [a,b]; C™(I), m € N (resp.L?*(I)) désigne
l’espace des (resp. l'espace des classes de) fonctions m fois continiiment dérivable sur
I (resp.de carré intégrable dans I) a valeur réelles pour simplifier. On notera la
norme de u dans C (1) est définie comme suite :
[ul| = sup |u ()] ;
zel

et norme de u dans L? (I) est :

full = ( [ b|u<x>|2dx)§.

ar, B, (k=1,2), quatre constantes reelles
qeC(I)

Un probléme de Strum-Liouville [18] associé & (2.1) est un probléme qui se raméne

On se donne

au probléme de type suivant :
Probléme : (p;)

Soit f une fonction donnée dans L? (1), trouver u € C* (I) vérifiant :
—u” +qu=f (2.24)

et les conditions aux limites :

{ onu (@) + Byt (a) =

v (2.25)
asu (b) + Byu’ (b) = 0. .
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Remarque 2.4.1. Le fait de considérer des fonctions a valeurs réelles n’enléve rien
la généralité du probléme.

Si l'on souhaite que 'opérateur associé au probléme (p1) soit auto-adjoint, il est né-
cessaire que les données (2.1) soient réelles. Dans ce cas si [ est a valeurs complezes,
il en est de méme de u et les parties réelles et imaginaires de u sont solutions d’un

probléeme (p1) a données réelles.

Maintenant si I’on pose :

| Sk pour B, #0
Dy =< Bk k=1,2
0 pour [3,, =0, (2.26)
it) p (u,v) = you (b) v (b) — 1w (a)v(a), wu,veC()
et ,
a(u,v):/ [%—Fquv] dr +p(u,v), uwveH (1) (2.27)

le probléme de Sturm-Liouville (p;) se raméne au probléme variationnel (p;) sui-
vant,auquel il est équivalent :

Probléme (py) Trouver u € V tel que
b
a(u,v) = / fvdx  pour tout v €V (2.28)

I'espce V qui dépend des conditions aux limites (2.25) est un sous-espace fermé de

H' (I) muni de la norme induite par celle de H* (I); il est défini par

M) siBy#0 pour k=1 et k=2,
v HE(I) sifB,=0 pour k=1 et k=2, (2.20)
Vo={veH(I); v(a) =0} si B;=0, By#0,

Vo={veH(I) ; v(b)=0} si By #0, B,=0.

Lemme 2.4.1. La forme bilinéaire a(u,v) est continue et V—elliptique si il existe
une constante M positive telle que q(x) > M pour tout v € I, et le probléme (ps)

admet donc une solution d’aprés le théoréme de Lax-Milgram [1,1].
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2.4.2 Equivalence de (P1) et (P2).

Tout d’abord, si u est une solution de (P;), alors v’ € HJ (I) par (2.24) ,et la formule

de Green (ici intégration par parties) donne

b b
— [u'v]’ + / (u'v" + quv) dx — / fvdz  pour tout v €V (2.30)

d’ott (2.28) en observant que
= [u'vl, =p(u,0)

compte tenu de (2.25). Donc u est aussi solution de (p2) .
Réciproquement, si u est une solution de (F;) ,alors le choix de v € L (1) C V montre
que (2.24) est vérifie si (2.28) l'est. On en déduit que v’ € L? (I
u € H?(I) — C'(I) et (2.30) a lieu. Comparant alors (2.28) et (2.30

successivement v € V nulle on a, puit nulle en b, on obtient (2.25).

~—

,de sorte que

~—

ol 'on prend

Dans le but d’établir la continuité de la forme bilinéaire a(u; v) sur 'éspace V x V et sa
coercivité sur V (pour g convenable), nous allons utiliser le lemme suivant qui résulte
évidemment des propriétés de Pespace de Sobolev H! (I) (cas n = 1) et notamment
de la compacité de l'injection H* (I) < C (I) voir [13]; pour la commodité du lecteur,

nous donnons ici une démonstration directe du
Lemme 2.4.2. Pour tout € > 0,1l existe une constante C. > 0 telle que l’on ait :
ul?, < el + Cclul*,  Yue H(T) (2.31)

Preuve 2.4.1. I suffit d’établire la propriété pour C' (I) qui est dense dans H* (I)
Supposons que (2.31) n’est pas lieu.

11 existe alorse > 0 et une suite {p, }, .y avec

{ ¢, € CH(I) pour tout n (2.32)

[@nlle =1

telle que

b
1=llelez [ (1l +nlof?) do. (2.33)
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D’une part, on déduit de (2.33) que fab o, |? < L de sorte que

on (@] > 5 <>
mes < T : x = —;
<)OTL 2 n
or, on peut trouver (continuité de ¢,,) x, € I tel que

4 4
n n

avec |, (yn)| < 3 car mes { [z, — 3,2, + 2| NQ} > L;alors, on a

b
/ |y, | dow

< (e (@) = e @)D] <l (@n) = ¢ (yn)| <

b 3 2
el ([ 141) < =1l

(par suite de l'inégalité de Cauchy — Schwartz)

N | —

IN

ce qui donme |2, > {e — 00 avec n. D’autre part, de (2.33) pour on déduit

2 . -
1 >e|ph|72 d’ot une contradiction.

Remarque 2.4.2. Notons que ceci se généralise aussitot aux espaces de Sobolev

WP (I) woir [13]. Nous sommes maintenant en mesure de montrer la

Proposition 2.4.1. i) La forme bilinéaire symétrique a(u;v) définie par (2.27) est
continue sur YV x V muni de la topologie induite par H* (I) x H* (I).

i1) Il existe une constante M > 0 telle que si
q(x) > M pour tout x€l, (2.34)
alors la forme bilinéaire a(u;v) est coercive sur V. i.e. on a
{3a > 0 tel que a(u;u) > a |u|®, Vu € vV} (2.35)

avec

b
||uH2 = / (|1/|2 + |u|2) dx (2.36)
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Preuve 2.4.2. i) Notons que

| (w, 0)| < (1] + |y2]) [Jell 0l (2.37)

de sorte que (d’aprés Cauchy-Schwartz) :

IN

max (1, [lqll.) lull {[of] + |p (u, v)]
Cllultllvoll, Yu,v e H (I)

|a (u, v)|

IN

d’aprés (2.37) et le lemme précédent d’ou le 7).
i1) De (2.27), on déduit :

b b
a(u;w) = [/l + / gl do+p (u,) = [/ + / 2l dz — p (u, )

a a

d’aprés (2.37) et le lemme précédent, on a :

p () < (] + luel) (< o> + C: [uf?)

de sorte que
(s u) > [ 2 (1= (| + el ) — [ggg a()] - cg} ol

Soit alors a € 10, 1[donnée; on peut choisir € > 0 tel que 1 — (Jy1| + |y2|) e = o d'ou

C. est connu et la conclusion de la proposition alieuw pour M > C..

2.4.3 Fonction de Green
Supposons que :
q€C(I) vérifie (2.22) (2.38)

Ce qui permet d’utiliser la théorie classique des équations différentielles ordinaires,mais
ne joue, autrement, aucun role essentiel. Notons que l'opérateur A de domaine D(A)

défini a laide de la forme bilinéaire a(u; v) par la formule suivante

it) D(A) ={u €V :v— a(w;v) est continu sur V pour la topologie de H}
(2.39)

{ i) a(u;v) = (Au;v) pour tout uw € D(A) et v €V
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est donné par :

D(A) = {ue H*(I) : uverifie (2.25)}
L’injection de V [V C ‘H! (I)] dans H = L? (I) étant compacte, A~! est auto-adjoint

A=-5
{ Z (2.40)

compact.
En fait ici, on a plus : A~! est un opérateur de Hilbert-Schmidt auto-adjoint et donc
donné par un noyau symétrique K ou noyau de Green [14] qui est déterminé a l'aide

d’une fonction G appelée fonction de Green de 'opérateur A

Proposition 2.4.2. On suppose que A est défini par (2.40) et que (2.34) alieu. Alors
pour tout t € I, il existe une fonction continue sur I o valeurs réelles G : x — G(x)
possédant les propriétés suivantes :

i) Dans chaque intervalle ouvert a < x < t ett < x < b est deux fois continiment

dérivable et vérifie au sens des distribution dans I :
AG =6y, (04 (x —t) mesure de Dirac au point t) (2.41)

1) G vérifie les conditions aux limites (2.25)

Preuve 2.4.3. D’aprés la théorie élémentaire des équations différentielles linéaires,il

existe une solution u; # 0 (resp.ug # 0) de

y' —q(x)y=0

satisfaisant la condition

oy (a) + Byuy (a) =0 (resp. ot (@) + Byt (a))

uy et ugne sont pas proportionnelles car sinon il existerait une solution non nulle de
léquation y” — q(x)y = 0 dans D(A) ce qui ne peut avoir lieu, le noyau de A étant
réduit a {0} si (2.34) a liew Comme uy et uy sont linéairement indépendantes, toute
solution de y” — q (x)y = 0 peut s’écrire de maniére unique y = c1uyCaliy 0u c1et Ca
sont des constantes.

Notons que le Wronskien

! /
W = ujuy — uguy
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des solutions uy,uy est alors une constante d # 0 car e 0, 4l suffit maintenant
x

de choisir les constantes ¢y et cy de sorte que la fonction G définie par :

G, (z) = aui (), a<z<t (2.42)
coug (), t<x<b

soit continue en t et vérifie :
G, (t+0)—G(t—0)=-1 (2.43)

de sorte que (2.41) ait lieu.

On se trouve ainsi conduit aux relations :
Ci1uy (t) — CoU2 (t) =0 (244)
cuy () — caug (1) =

ce qui donne par suite :

€1 = — d ) Co = — d )
w2 (t)ug (x)
—wulr) g <<t
Gy (z) = (t)d (@) pour tout t € I (2.45)
_%’ t<ax<bd

d’ov :et la proposition ci-dessus. (2.4.2)

2.5 Opérateur de Hilbert-Schmidt

On notera que pour tout ¢t € I,G € H' (I) ,mais G ¢ D (A);
AG+ 6, € H' (I).
La fonction de Green G vérifie
a(G;v) =v(t) pour tout v € V. (2.46)

Désignons maintenant par

IxI—TR
K- (2.47)
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K ainsi définie est une fonction continue sur I x I qui peut étre prolongée par conti-

nuité en y = a ,et y = b en posant :

k(z,a) = —2 ) 4 k@ﬁy:—ﬂﬁ%%ﬂa Vz € a, b

et en x = a, x = b en prenant

ua (b) uz (y)
] ;

us (a) uy (y)

kla,y)=—————  kby)=-

Yy € [a, b]

de sorte qu’ainsi prolongée la fonction K appelée noyau de Green de 'opérateur A

est de classe C sur I x I et vérifie
k(xz,y)=k(y,x), Vo,yel

En particulier
ke L*(I x I,dxdy);

K définit donc un opérateur de Hilbert-Schmidt .S},
b
(Sef) (x) = / k(z,y) f(y)dy, x €l pourtout f e L*(I).

On a alors la

Proposition 2.5.1. Soit A défini par (2.40) et q vérifiant (2.34). Alors
At =5,

autrement dit, toute solutions u du probléme (p1) [ou (p2)] est donnée par
b

w@) = SN e) = [ K@) ) dy. fe L2 )
et réciproquement.

Preuve 2.5.1. Soit u donnée par (2.52) ; on a :

ww) = =2 [ w s ar—"22 [ ) sy

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)
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la dérivée au sens des distributions de u est :
, ub () [ uh (x) [°
u'(z) = — 25 )/ uy (y) f (y) dy — 1; )/ ug (y) f (y) dy

De méme u” est définée par :

—_~

w @)= =25 [ ) r a2 [ ) g a0 ),

Or

uruh, — ujug = d
—u"y, + qui = 0,
k=12,
de sorte que

u(x) = tau(x) — f(z) p.p sur I

d’ou (2.34). Maintenant pour x = a :

o) + 5l @) = 2 [ )£ )ty — 5" [ ) ) dy

= 4l (@) + Ay (@) [ 2 (5) S 0)dy =0

de méme pour x = b
azu (b) + Byu’ (b) = 0.

Ainsi (2.25) est vérifiée et u est solution du probléme (p1) [resp. (p2)]. on a :
b
a(u;v) = / fudy pour tout v € V.

St l'on prend v = G, qui appartient 'V , x € I, on obtient :

b
o(wiG) = [ K (@) f (a)do
Or a(u; G) = a(G;u) = u(x) d’aprés (2.46) donc u est donnée par (2.52)

Considérons maintenant le :

Probléme (p,) Trouver u vérifiant

{ Au—du=f

(2.53)
plus les conditions auz limites (2.25).
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Le probléme (p,) est équivalent au (p))
([ — )\Sk) u = Skf

et on se trouve pour ce probléme, quel que soit A ,dans ’alternative de Fredholm.
Désignons par A\,, n € N* les valeurs propres de A qui sont réelles, strictement
posotives et qui peuvent étre rangée dans une suite croissante tenddant vers +oo
Soit d,, = dim N (A — \,,I); alors on a

d,
> 7 <+ (2.54)

neN*
Remarque 2.5.1. Notons que jusqu’a ici nous avons supposé que q vérifie (2.34) .

St ce n'est pas le cas, alors il existe \g € R tel que g+ N\g > M > 0.

Dans ce précédent. On remplacera 1’opérateur

d? ~ d?
A=—— ar A=—— A Ao > M.
R T3 tat e a2
Dans le probléme (p,), on récupérera l'opérateur A en écrivant

2

A:—@+q+Ao+(A—AO):Z+(A—AO);
on trouvera donc que A, — Ag > 0, A\, > A\g,Vn > 1 et que
dn
Z 7 < +00
neN* An‘

A partir de

dn
Y e
)\n_>\0|

neN*

Remarque 2.5.2. Nous avons supposé que q est une fonction continue sur I . Il en

résulte que les valeurs propres de A sont de classe C2.

Corollaire 2.5.1. Les vecteurs propres {w,}n € N* forme une base orthonormale
de L? (I) vérifiant :
—w + qu, = A\wy,, A # 0,

donc w, est de classe C* si q est de classe C et de classe C™1? si q de classe C™. De

plus st q de classe C*,alors les w, sont aussi de classe C*.
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Remarque 2.5.3. Une variante (utile) de probléme (py) est obtenue de la maniére

sutvante. Soit p une fonction donnée vérifiant :

peC(l), p>0surl. (2.55)
On remplace ’équation (2.53) du probléme (py) par :

Au—p \u=f (ou pf), (2.56)

les condition aux limites étant par ailleurs inchangées. On introduit alors [’espace
L2 (I) (espace L* avec poids égal o p),c’est-a-dire lespace des fonctions g

mesurables & valeurs dans R (ou C) telles que

/ 19 (@) p (&) dz < +o0.

muni de la norme suivante :

(/abLq(azz)\%(amozx)é

L2 (I) est un espace de Hilbert et l'on a :
L2 (1) — L (I) (2.57)

On obtiendra alors pour le probléme de valeurs propres associe a (2.56) des fonctions

propres qui forment une base orthonormale de Li (1)

2.6 Problémes de Strum-Liouville dégénérés

Les problemes dégénérés sont relatifs aux cas :

A:—dd—;—i—q, q€C(I),q non borné dans I
) (2.58)
L=-7(

- k‘%) +q, kwerifiant (2.61) ii),q borné ou non dans I

(dans ce cas k s'annulant en un point au moins du bord)

ces opérateurs donnent lieu & des équations différentielles qui dégénérent au bord de

louvert 1
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Remarque 2.6.1. La plus par des bases orthonormales traditionnelles proviennent
d’un noyau de Hilbert-Schmidt inversant un opérateur différentiel du 2™ ordre.

Avec des difficultée théorique supplémentaires, la théorie s’étend aux équations aux
dérivées partielles dans R™, par exemple, si est un ouvert borné de R™ de frontiére '

suffisamment régquliére, pour pouvoir résoudre

—Au = f,
avec des conditions aux limites sur I' = ol

on trouve encore dans ce type de probléme un noyau de Green K qui ici n’est plus

une fonction continue sur I x I, ni méme dans l’espace
L*(I x I,dz,dy), dv=dz..dz,, dy=dy..dy,.
Cependant ce noyau K définit un opérateur hermitien Sy (qui n’est plus de Hilbert-
Schmidt), mais qui reste compact.
2.7 Problémes de Strum-Liouville non dégénérés

Plus généralement, on peut considérer le méme type de problémes pour I'opérateur

d d
A= - [k (x) %} +q (2.59)
ou l'on a
g,k € C(I) données (2.60)
avec
i)k>0 surl
ou (2.61)

i) k>0 dans I, k>0 surl.

avec les problémes (p1), (p2) ou (py) associés a I'ypothése (2.61) ) sont des problémes
de Strum-Liouville "non dégénérés" et se rameénent a des problémes de type (P) par
changement de variables et de fonctions bien déterminer [13]

Nous allons maintenant montrer comment certaines bases connues peuvent étre ob-

tenues par application de la théorie précédente.
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2.8 Séries ou bases trigonométriques

i) Considérons d’abord le probléme
(2.62)

Ce probléme est un cas particulier du probléeme (P) avec a = 0,0 = 1,q = 0.8, =
0,k = 1,2. Le probléme (2.62) correspond au probléme de Dirichlet pour 1'opérateur

d2
da?

A—

Les valeurs propres et les vecteurs propres de l'opérateur A vérifient

{ Ap=n?m%, n>1etner (2.63)

wy, () = /2sinnr;

q € C' (puis que ¢ = 0) et donc w,, € C* (I). On notera que la fonction de Green G

est définie par :

1-1 0<z<t
Gy=4 Do Oszs (2.64)
t(l—z) t<z<l1
et le noyau K par :
1 - 0<y<
k(z,y) = (1-o)y O<y<c (2.65)
x(l—y) z<y<l
les w,, forment une base orthonormale de L?[0,1].
i1) Considérons maintenant le probléme
d’u
Py = f, 0<x<1
@ tu=f O0ses (2.66)
uw (0) =/ (1) =0.

C’est encore un cas particulier du probléme (P) aveca = 0,0 =1,g = 1,01 = a3 = 0.

Le probléme (2.66) est le probléme de Neumann pour opérateur
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On trouve les valeurs propres et les vecteurs propres de A :

A =14+n%7% neN
wo (x) = 1. (2.67)
wy, (z) = V2cosnmz, n>1.

Explicitons & présent la fonction de Green :
la solution (& une constante multiplicative prés) u; de Au = 0 vérifiant u} (0) = 0 est

uy (z) = cosh z,une solution us de Au = 0 vérifiant u}, (0) = 0 est
ug () = [expx +exp — (x — 2)].

Le Wronskien
W = ujuy —uguy =d =1—exp?2

de sorte que G est défini par :

s lexpt 4 exp — (t — 2)] . cosh
G, () :{ o lexpt + exp — ( )] .coshz (2.68)

spe cosht [expt +exp — (t — 2)].

les w,, qui sont C* (¢ = 1) forment encore une base orthonormale de L* (0, 1) .
iii) Comme toute fonction f de L?(—1,+1) est la somme d’une fonction paire f, et

d’une fonction impaire f; :

fpny =TI gy L0 I
les développements
fp(®) = ap+ Zan COSNTI; Z |, | < +00 (2.69)
fil@) = Y Busmnmr; 3|8, < 4o
n>1

qui sont valables au sens de L? (0, 1) ,sont encore valables dans L? (—1, +1) et donnent :

{ f(z)=a0+ )5 (ancosnme + B, sinnmz) =3 ynexp (—inmz) (2.70)

ZnZl (‘an|2 + |5n’2) < —|—OO,

valable dans L? (—1,+1).
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exp (—inmx)

V2

exp (—inf)

V2

I'={z=expif;0 < 0 < 2r}est le cercle unité du plan complexe [4].

Ceci prouve que { } est une base orthonormale de 'espace L? (—1, +1)
neN

ou encore que { } et une base orthonormale de l'espace L?(T), o
neN
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Chapitre 3
Fonctions et valeurs propres

Nous nous intéressons au probléme des valeurs propres pour l'opérateur —L, [15]

c’est-a-dire aux solutions de 1’équation

Lu+ Au = 0. (3.1)

Lorsque u = 0 cette équation, bien sur, est satisfaite pour toutes les valeurs de .
Lorsque u # 0, elle peut étre satisfaite pour certaines valeurs de A. Ce sont les valeurs
propres de — L. Toute fonction complexe u # 0 dans C*(1) N L*(I) qui satisfait 1’équa-
tion (3.1) pour un certain nombre A est une fonction propre de —L correspondant
a la valeur propre A. Nous renvoyons également aux valeurs propres et les fonctions
propres de —L comme valeurs propres et fonctions propres de 1’équation (3.1). Puis
que cette équation est homogene, les fonctions propres de — L sont déterminées & une
constante multiplicative. Lorsque les conditions aux limites appropriées sont ajoutées
a I’équation (3.1), le systéme résultant est appelé un probléme de valeurs propres de
Sturm -Liouville, dont il est question dans la section suivante. De toute évidence, — L
est (formellement) auto-adjoint si, et seulement si, L est (formellement) auto-adjoint.
La raison pour laquelle nous recherchons les valeurs propres de —L plutot que L est
que, comme il s’avere, L a valeurs propres négatives lorsque la fonction p est positif.
Le théoréeme suivant résume les résultats que nous avons obtenus jusqu’a présent,
comme il généralise les propriétés (i) et (ii) ci-dessus de I'espace de dimension finie a

la dimension infinie de I'espace L*(I) NC*(I) .
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3.1 Existance des valeurs propres

Théoréme 3.1.1. Soit L : L*(a,b) NC*(a,b) — L*(a,b) un opérateur différentiel

linéaire du second ordre défini par;
Lu = p(z)u” + q(zx)u' +r(z)u, z € (a,b), (3.2)

ot p € C*(a,b),q € C*(a,b),et r € C(a,b). Alors

(1) L est formellement auto-adjoint, i.e L* = L, si les coefficients p, q, et r sont réels
et q = p.

(17) L est auto-adjoint, i.e L' = L, si L est formellement auto-adjoint et I’équation
(3.2) est satisfaite.

(1i1) Si L est auto-adjoint, alors les valeurs propres de l’équation
Lu+Xu=0

Sont toutes réelles et toute paire de fonctions propres associées o des valeurs propres

distinctes sont orthogonales dans L? [a, .

Preuve 3.1.1. Nous avons déja démontré (i) et (ii).
Pour prouver (iii), supposons que A € C est une valeur propre de —L. Ensuite, il
existe une fonction f € L*(a,b) N C*(a,b), f # 0, tel que

Lf+Af=0
= AMIfIP = M ) == (Lf )
Puisque L est auto-adjoint,
—(Lf. f) = = {£,LF) = (£.7f) = AlIfI?
dote N|fI* = NIfIP . Puisque | f| #0 , X =\

Si p est une autre valeur propre de —L associé a la fonction propre g € L*(a,b) N
C?*(a,b), alors

Mfg) = —(Lf,g)=—(fLg)=n(f 9
A=) (f.g) = 0
A # p=(fg)=0.
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Remarque 3.1.1. Comme indiqué précédemment, lorsque q = p’ dans [’expression
de L, les conclusions de ce théoréeme sont valables sous la condition plus faible que

p' soit continue.

2

Exemple 3.1.1. L’opérateur — | —
dz?

et r = 0 . Pour déterminer ses fonctions propres en C?(0,7), nous devons résoudre

) est formellement auto-adjoint avec p = —1

l’équation :
u” 4+ Au = 0.
Considérons d’abord le cas ou A > 0. La solution générale du l’équation est donnée

par

u(x) = ¢ cos VAT + cosin V Az (3.3)

sous les conditions aux limites

u(0)=u(r)=0 (3.4)

2

Alors, — e est, en fait, auto-adjoint. En appliquant les conditions aux limites &
x

(3.3), on obtient

u(0) = =0
u(m) = csinVAr=0=VAr=nr=\=n* ncN.

2
ainsi, les valeurs propres de — (d_> sont données par la suite n> : n € N =

2
x

(1,4,9,...) et les fonctions propres correspondantes sont (sinnx : n € N) = (sinx, sin 2z, sin 3z, ...) .obse

que nous avons choisi co = 1 pour des raisons de simplicité, car les conditions aux

limites ainsi que équation de la valeur propre sont toutes homogénes. Nous pourrions

également diviser chaque fonction propre par sa norme

|| sinnx H—“ sin xdx—\/>

pour obtenir les fonctions propres normalzsees w/% sinnr:née N ) St A =0, la
solution de l’équation différentielle est donnée par u(x) = ¢z + co,et si A < 0 il est

donnée par

u(x) = ¢1 cosh vV —Az + cosinh v —Az.
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Dans les deux cas, application des conditions auz limites en x = 0 et v = m conduit
a la conclusion que ¢y = co = 0 . Mais la solution triviale n’est pas admissible en
tant que fonction propre, donc nous n’avons pas de valeurs propres dans [’intervalle

|—00,0]. Les valeurs propres A\, = n?

sont des nombres réels, conformément au théo-
réeme (3.1.1), et les fonctions propres u,, (x) = sinnz sont orthogonaux dans L? [0, 7]

parceque pour tous n # m

sin nx sinmaxdr = —
2 n—m n-—+m

/’T 1 [sin(n—m)z sin(n+m)x =0
J— 0:
0

Parfois, il n’est pas possible de déterminer exactement les valeurs propres d’un sys-

téme, Comme le montre ’exemple suivant

Exemple 3.1.2. Considérons la méme équation u” + Au = 0 sur lintervalle [0, 1],
sous les conditions aux limites séparées u(0) = 0, hu(l) + o' (1) = 0,00 h est une
constante positive

Il est facile de vérifier que ce systéme n’a pas de valeurs propres |—o00,0]; lorsque

A >0, la solution générale est
u(z) = ¢1 cos VAT + ¢ sin vV Az
La premiére condition aux limites implique que ¢; = 0 et la seconde donne

Ca (hsin\/Xl+\/Xcosm) =0

puisque co ne peut pas étre 0, sinon nous n’obtenons pas de fonction propre, nous

devons avoir

hsin VAL 4+ VA cos VAL =0

et puisque sin vV et cos VA ne peut pas étre nulle o la fois, alors on trouve tan VA =

—%.pour a =V on voit que o est déterminée par ’équation tan o = — -1l s’agit

d’une équation transcendantale qui est résolue graphiquement par les points de ['in-
o

tersection des graphes des deux équations suivantes : y = tana et y = ——, comme

hl
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le montre la suite (o) dans la figure (3.5)

= fano

g

]

(3.5)

fig 2

Les valeurs propres et les fonctions propres du probléme sont donc données par N\, =

(%)

et les conclusions du théoréme (3.1.1) (iii) sont clairement satisfaites.



42 CHAPITRE 3. FONCTIONS ET VALEURS PROPRES

Généralisation

Sip' # qsur I Topérateur L dans le Théoréeme (3.1.1) peut étre transformé en opé-
rateur formellement auto-adjoint lorsqu’il est multiplié par une fonction appropriée.
En effet, soit
L:p(x)d—2+q(a:)£+r(x), ze€l=]a,b

dx? dx
oup € C?(I) ne s’anulle pas sur I, g € C! (I) et r € C (I) nous pouvons supposé, sans
perte de généralité, que p () > 0 pour tout x € I. Si ¢’ # p'on peut multiplier L par
une fonction p et définir 'opérateur

2

d
L=pL=ppos+ppo+pr

L sera formellement auto-adjoint si

pp = (pp)' = p'p + pp'

Il s’agit d’une équation différentielle de premier ordre dans p, dont la solution est

p(z) = p(cx) exp ( / ) %dt) : (3.6)

ol ¢ est une constante. Notons que p est une fonction C? strictement positive sur

I. 11 se réduit a une constante (non nulle) lorsque g = p/, c’est-a-dire lorsque L est
formellement auto-adjoint.
Le résultat de 'exemple (3.1.1) nous permet de généraliser la partie (i7i) du théoréme

(3.1.1) aux opérateurs différentiels qui ne sont pas formellement auto-adjoints.

Proposition 3.1.1. Si Lu = pu” +qu’ +ru oup > 0 et g # p, I'équation des valeurs
propres Lu + Au = 0 peut étre multiplié par la fonction positive p définie par (3.6)
pour donner [’équivalent équation pLu + Apu = 0,01 pL est maintenant formellement

auto-adjoint, avec p > 0,

Corollaire 3.1.1. Si L: L*(a,b)NC?(a,b) — L?*(a,b) est un opérateur linéaire auto
adjoint et p est une fonction positive et continue sur [a,b], alors les valeurs propres de
l’équation Lu + A\pu = 0 sont tous réels et toute paire de fonctions propres associées

a des valeurs propres distinctes sont orthogonales dans Lz(a, b).
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Remarque 3.1.2. 1. Dans ce corollaire les valeurs propres et les fonctions propres
de l’équation Lu + A\pu = 0 sont, en fait, les valeurs propres et les fonctions propres
de lopérateur —p~'L.

2. Supposons que lintervalle [a,b] est finie. Etant donné que la fonction poid p est
continue et positif sur [a,b], sa valeur minimum « et 3 sa valeur mazximale satisfont
0 <a<p(r) < B < ooceci implique /o l|ull < llull, < /Bllull et donc [lul, < oo
si, et seulement si, ||u|| < oo . Les deux normes sont dites équivalentes, et les deux
espaces L2 [a,b] et L* [a,b] contiennent clairement les mémes fonctions, bien qu’elles
aient des produits internes différents.

3. Rien dans la preuve de ce corollaire oblige L étre un opérateur différentiel du
second ordre. En fait, le résultat est vrai pour tout opérateur linéaire auto-adjoint sur

un espace de produit intérieur.

Exemple 3.1.3. Trouver les fonctions propres et les valeurs propres du probléeme de

la valeur limite

22y +ay + Ay =0, 1<x<b, (3.7)

y(1) =y (b) = 0. (3.8)

L’équation (3.7) est une équation de Cauchy-Euler dont les solutions ont la forme x™
. La substitution & Uéquation conduit & m (m —1) +m + X =0 = m = +iv/\.En

supposant A > 0,nous avons
VA = expi\/Xloga: = cos (\/Xlog a:) + 2 sin (\/Xlog :1:) ,
et la solution générale de l’équation (3.7) est donnée par
y (x) = ¢ cos <\/Xlog (L’) + cosin (\/Xlog :r) .
En appliquant les conditions aux limites (3.8)
y(1)=c1 =0, y(b) =cgsin (\/Xlogb) =0
parce que nous ne pouvons pas avoir les deux constantes ¢y et ca nulles, cela implique

sin (ﬁlogx) =0= VAlogz =nr, necN.
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ainsi, les valeurs propres du probléme de la valeur limite sont données par la suite des

2
nm
M= (— ), N
(logb) e

et la suite correspondante de fonctions propres est
nm
r)=sin| —logz |.

Notons ici que 'opérateur différentiel

nombres réels positifs

z? @ +x d
dx? dx

n’est pas formellement auto-adjoint, mais il le devient aprés multiplication par la

1 1 1
p(x)—ﬁexp (/1 ;dt) =

L’opérateur résultant est alors

fonction poids

Les fonctions propres (y, : n € N) de ce probléme sont en fait des fonctions propres

de —p 'L = —xL qui sont orthogonauz dans Lﬁ (1,b) ,non L (1,b) . Effectivement,

b
1
(Y, Yn) = /1 sin <%logm) sin <%log m) ;dm

loghb [™
— 087 sin m& sin n€d€
T Jo
= 0 pour tous m #n

De plus le probléme n’a pas de valeurs propres dans l'intervalle |—o0, 0]

3.2 Existance des fonctions propres

Dans cette section on cherche a determiner les valeurs propres de l'opérateur diffé-

rentiel L formellement auto-adjoint donné par

L= (p(r)0) + r() (3.9
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I’équation des valeurs propres

Lu+ Mp(zx)u=0 z € (a,b), (3.10)

sous les conditions aux limites homogénes séparés

aru(a) + agu'(a) = 0, lag| + o] > 0 (3.11)

Byu(b) + 52U/<b) =0, 181 + 182 >0 (3.12)

ol oy et 3, sont des constantes réelles, est appelé valeur propre de probléme de Sturm-
Liouville (SL) [15], [7] et [18] .

3.2.1 Probléme régulier

Puisque L est auto-adjoint dans ces conditions aux limites, si elles existent, alors
d’aprés (3.1.1) les valeurs propres de l'équation (3.10) sont réels et ses fonctions
propres sont orthogonales dans LZ [a,b]. Lorsque l'intervalle [a,b] est borné et p ne
s’annule pas sur [a, b], le systéme d’équations (3.10) a (3.12) est appelée un probléme
régulier de SL, sinon il est singulier.

Dans le probléme régulier n’y a aucune perte de généralité en supposant que p(z) > 0
sur [a,b]. Les solutions du probléme de SL sont clairement les fonctions propres de
l'opérateur —p 'L dans C? qui remplissent les conditions aux limites (3.11) et (3.12).
Maintenant, nous montrons que le probléme régulier de SL a non seulement des
solutions, mais il y a assez pour couvrir Lz [a,b]. Ce résultat fondamental est prouvé
par étapes. En supposant, par souci de simplicité, que p(z) = 1, nous construisons
d’abord la fonction de Green de 'opérateur L dans les conditions aux limites (3.11) et
(3.12). Ce choix de p évite certains détails génants sans obscurcir le principe général.
Nous utilisons ensuite la fonction de Green de parvenir & une expression intégrale de

L=, l'inverse de L.

Les fonctions propres de —L,

Lu+ Mu =0,
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coincider avec ceux de —L~!,

L'+ pu =0,

1
ou i = X Nous arrivons aux conclusions souhaitées en analysant les propriétés

spectrales de L~1, c’est-a-dire ses valeurs et fonctions propres.

3.2.2 Existence de fonctions propres du probléme régulier

La fonction de Green [14] de 'opérateur différentiel auto-adjoint

d? d
L=ptf 1yt
pda:2 tp dx +r

sous les conditions aux limites

aru(a) + agu'(a) = 0, laq| + o] >0, (3.13)
Bru(b) + Bau'(b) = 0, B[ +1Bs >0,

est une fonction

G :la,b] X [a,b] — R

ayant les propriétés suivantes.

1. G est symétrique, dans le sens que
G(z,¢) = G(¢,z) pour tout z,( € [a,0],

et GG satisfait les conditions aux limites pour tout variable x et (.
2. G est une fonction continue sur [a, b] X [a, b] et de classe C? sur [a, b] % [a, b] \{(z, () :

x = (}, ou il satisfait a I’équation différentielle
LyG(2,¢) = ¢) = p(2)Gau(w, () + P (2)Ga(, ()C) + r(2)G (2, ¢) = 0.

3. Le dérive (2)—G a un saut de discontinuité en z = ¢ donné par :
x
oG, | oG, - oG oG
30 F 0 = lm [FHCH6.0-FHC=60) (310
1

p(C)
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bG(xE)

g X

fig 3 Fonction de Green.

Nous supposons que 1’équation homogene Lu = 0, sous les conditions aux limites
séparées (3.11) et (3.12), n’a que la solution triviale u = 0. Cela équivaut a I’hypothese
que 0 n’est pas une valeur propre de —L. Il n’y a aucune perte de généralité dans
cette hypothése, car si X est un nombre réel qui n’est pas une valeur propre de —L
alors nous pouvons définir I'opérateur
2
Z:L—szp% +p'%+5’,

ou 7(z) = r(z) + X. Maintenant, dans la mesure oi

Lu+ M= Lu+ (A — Nu,

on voit que A est une valeur propre de — L associé a la fonction propre u si et seulement
si A — \ est une valeur propre de — L associée & la méme fonction propre u . Puisque
X nest pas une valeur propre de —L, 0 ne peut pas étre une valeur propre de L. 1
existe des nombres réels qui ne sont pas des valeurs propres de —L qui découlent du

lemme suivant :
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Lemme 3.2.1. Les valeurs propres de — L sont bornées inférierement par une constante

réelle.

Preuve 3.2.1. Pour tout u € C*([a,b]) qui satisfait les conditions aux limites (3.11)

et (3.12), nous avons
(—Lu,u) = / [—(pu)T — 7 |uf’] da
= [ ol = v ] o+ pla a)ute) — bW B

b
2 g
= [ [l = ] o+ o) 5 0) - p0) 2w
a 62 Qi
si By = 0 alors la deuxiéeme condition aux limites implique u(b) = 0 et le second terme
du coté droit disparait. De méme, le troisiéme terme est 0 si ag = 0. Le cas ot u est

une fonction propre de —L sous les conditions aux limites u(a) = u(b) = 0 rapporte

immeédiatement

Mull* = /p(x) IU'(w)!2de—/ r(2) u(@) da (3.15)

— ||u||2max{|7"(x)| ca <z < b},

v

donc ¢ = —max {|r(x)| : a <z < b} est une borne inférieure de .

D’autre part, si u satisfait les conditions aux limites séparées
aju(a) + agu'(a) = 0,
Bru(b) + Byu'(b) = 0

alors 'argument de dimensions montre qu’il ne peut y avoir plus de deux fonctions
propres linéairement indépendants de —L avec les valeurs propres inférieures a f.

En effet, supposons que — L a trois fonctions propres linéairement indépendants uy, us et us
avec leurs valeurs propres correspondantes A1, Ao et A3 toutes inférieures a £. On
peut supposer, sans perte de généralité, que les fonctions propres sont orthonormales.
Depuiset tous moins de . Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que les

fonctions propres sont orthonormé. Donc

arui(a) + agui(a) = 0,
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on voit que chacun des siz vecteurs (u;(a), uw,(a)) et (u;(b), ui(b)) se situe dans un sous-

7 s Mg

espace & une dimension de R*. Par conséquent, les trois vecteurs u; = (u;(a), u(a), u;(b), ul(D))

se trouvent dans un sous-espace & deux dimensions de R*. Nous pouvons donc former
une combinaison linéaire ciuy + coug + c3us, ol tous les coefficients sont des zéros, tel
que

cruy + coug + caug = 0
Mais cela tmplique
cu(a) + caus(a) + czuz(a) = 0,

C1uUq (b) + CQUQ(b) + CgUg(b) = 0

la fonction

v(x) = crug(x) + coua(z) + czuz(x)

est donc une fonction propre de —L qui satisfait a v(a) = v(b) = 0, et par conséquent,

sa valeur propre est bornée inférierement par €. Mais cela est contredit par l’inégalité

(Lv,v) = M |a]? + Asleal” + As |es|? < (leaf* + |eal? + |es|?) = £ ||

3.2.3 Propriétés spectrales du probléme régulier

Maintenant, nous construisons la fonction de Green pour 'opérateur L sous les condi-
tions aux limites (3.11) et (3.12),

aju(a) + agu'(a) = 0, lag| + |az| >0
Byu(b) + Bau'(b) = 0, 1B1] +182] >0

Selon un théoréeme d’existence [11] et [5] pour les équations différentielles du second

ordre, Lu = 0 a deux solutions uniques (non triviales) v; et vy tels que

vi(a) = ag, vi(a) = —aq
va(b) = B, vy(b) = =B .
donc v satisfait la premiére condition limite en x = a,

ajvi(a) + agvi(a) =0,
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et vy satisfait la deuxiéme condition
B1va(b) + Byvy(b) =0,

Il est clair que vy et v9 sont linéairement indépendants, sinon chacun serait un multiple
constant (non nul) de 'autre, et les deux satisfaiseraient alors Lu = 0 et les conditions
aux limites (3.11) et (3.12). Mais ceci contredit le fait 0 n’est pas une valeur propre

de L.

Maintenant, nous définissons

_ ) culQua(), a<(<z<bh
G(x,C)—{ Loy (2)0n(0). s<s<C<b (3.16)
¢ = pla)on(@)uy(w) — vi(w)va(w)] = p(a)W (o1, v2) (x) (3.17)

est une constante non nulle.Cela découle du fait que ni p ni W doit nul sur [a, b], et

I'identité de Lagrange
[p(v1vh — vivg)]" == vy Lvg — vaLvy =0 sur [a, b].

Il est maintenant facile de montrer que toutes les propriétés de G((,z) énumérés
ci-dessus sont remplies. Ici, nous vérifions 1’équation (3.14). En différenciant (3.16),
nous obtenons

oG oG 1 , ,
8—C(:U,a: +9) — 8_C($’x —9) = E[vl(az)UQ(x +0) — vi(x — §)ve ()],

ot 6 > 0. Compte tenu de (3.17) et la continuité de v} et v}, cette expression tend
1
vers - quand 6 — 0.

Maintenant, on définit 'opérateur 1" sur C([a, b]) par

(Tf)(x) = / G, O F(O)dC, (3.18)

et montrons que la fonction T'f est de classe C?([a, b]) et résout I'équation différentielle
Lu=f.
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La réécriture (3.18) et la différenciation

(Tf)(x) = /IG(x,C)f(C)dH [ e 0r0

xT

(Tf)(@) = /mGz<x,<>f<<>d<+ / G, O F(Q)dC
Ty (x) = /me(w,é)f(C)deLGx(%w)f(w)
+ b

/ Goalr, O F(Q)dC — G, a) f(2)

x

ou nous avons utilisé la continuité de G et f a ( = = pour obtenir (7'f)(z).

Puisque

par la continuité de v; et vy, nous avons aussi

d’ott nous concluons que T'f est dans C?([a, b]) et satisfait

LTHE) = p@)(TF @)+ @ T (@) +r@)(TF)()
- / LGz, () F(C)dC + / LGz, Q) F(C)dC + f(z)
= ()

compte tenu du fait que L,G(z,{) =0 pour tout ( # x.

De la propriété (1) de G, il est clair que T'f satisfait également les conditions aux
limites (3.11) et (3.12). D’autre part,si u € C*([a, b]) satisfait les conditions aux limites

(3.11) et (3.12), alors nous pouvons intégrer par parties et en utilisant la continuité
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de p,u,u’ et les propriétés de G pour obtenir

1)) = [ G QL0 + [ Gl Lud

= PO ()G(x,¢) = u(Q)CGelx, Ol +/ u(Q) LG, )d¢ + p(Q)[u' ()G (w, ¢)

a

OGOl + [ u(OLGlw, e
= p(Qu(Q)Ge(z, Q)12 + p(Q)[W () G(x. ¢) — u(C)Ge(z, O)]I}

= u(x),

ol nous avons utilisé 'équation (3.14) et du fait que u et G satisfont aux conditions
aux limites séparées. L’opérateur 1" agit de sorte comme l'inverse de 'opérateur L, et

le systéeme d’équations SL

Lu+ X = 0,
aru(a) + agu'(a) = 0,
Bru(d) + Byu(b) = 0,
est équivalente a ’équation de valeur propre unique

Tu = pu,

ou = Uk En d’autres termes, u est une fonction propre du probléme de SL associé
a la valeur propre A si et seulement si elle est une fonction propre de T associé a la
valeur propre _T Nous allons déduire les propriétés spectrales du probléeme régulier
de SL de celles du opérateur intégral 7' .

L’exemple suivant illustre la méthode que nous avons décrit pour la construction de
2

la fonction Green dans le cas particulier ou 'opérateur L est 7 Sur I'intervalle [0, 1]
x

Exemple 3.2.1. Soit
W+ =0 0<zx<l,

u(0) =u(l) =0.

Nous avons déja vu dans l'ezemple (3.2.1) que ce systéme d’équations a seulement

une valeurs propres positives. La solution générale de I’équation différentielle est

v () = ¢ cos VAT + ¢y sin vz,
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Notant que oy = 5, =1 et ay = B4 = 0, nous recherchons la solution vy qui satisfait

les conditions initiales suivantes a v = 0,
v1(0)=ay =0, v;(0)=—a;=—1.
ces conditions impliquent
cCl = 0 \/XCQ =—-1

donc

L
v (x) = V) sin vV Az

de méme, la solution ve qui satisfait aux conditions

(%) (1) =, =0, Ué (1) =—p;=-1,

on trouve facilement

B sin VA cos vV |
vy () = I cos V Az — I sin V.

or, la fonction de Green, d’aprés (3.16), est donnée par

0_101(5)7)2(55), 0<¢E<a <,
clop(@)vg (6), 0<z<ELT.

la constante ¢ peut étre calculée en utilisant (3.17), et est donnée par . Ainsi

n
VA
G (n.6) = \%“S:ﬁ% (cos Asinﬁx—sinﬁcosﬁw), 0<e<z<1

jixnsi‘ﬁ% (cos Asin VA& — sin v/ cos \/Xé‘) , 0<z <<

Notons que

Ge (z,27) — Ge (z,27) = si'n \/\/)\_Xx <cos Acos VAzt 4 sin VAsin \/X:UJr)
sin

cos VI x~
22V (cosvVAsin VAz — sin VA cos VA
sin v\ ( )

= 1.

Les autres propriétés de G peuvent étre facilement vérifiées.
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Définition 3.2.1. Un ensemble infini F' de fonctions définies et continues sur [a,b]
est dit équicontinus sur [a,b] si, Ve > 0,36 > 0, qui dépend eulement sur ¢ , tel
que

€ €lab, |r—¢&<o=|f(x)—f(&)|<e pourtout feF

Remarque 3.2.1. Cette condition implique clairement que chaque membre d’un en-
semble de fonctions équicontinu est une fonction uniformément continue sur [a,b] ;

Mais, plus que cela, le méme § fonctionne pour toutes les fonctions de E.

Définition 3.2.2. L’ensemble E est uniformément borné s’il existe un nombre positif
M tel que
\f(x)] <M pourtout f € E, etx € [a,b

Lemme 3.2.2. Selon le théoréme d’Ascoli-Arzela [13], si E est un ensemble de fonc-
tions infinies, uniformément bornées et équicontinu sur lintervalle borné |a,b], alors
E contient une suite (f, : n € N) qui est uniformément convergente sur [a,b]. La

limite de f, est nécessairement une fonction continue sur [a,b).

Lemme 3.2.3. Soit T l'opérateur intégral défini par l’équation (3.18). L’ensemble des

fonctions {Tu} ,ou u € C ([a,b]) et||u]] <1 est uniformément bornée et équicontinue

Preuve 3.2.2. La fonction de Green G est continue et fermée sur le carré [a, b]x [a, b],
donc |G(z, ()| est uniformément continue et bornée par une constante M positive. De

(3.18) et linégalité Cauchy-shwartz,
[ Tu(x)| = [ {G(z, 0),u(C)) | < MVb—allul,

donc U'ensemble {|Tu| : ||u|| < 1} est majorée par M~/b — a. Puisque G est unifor-
mément continue sur le carré [a,b] X [a,b], pour tout € > 0, il existe un § > 0 tel

que
T, Te € [a,b], |xe — 21| <0 = |G(22,() — G(x1,()| <€ pour tout ¢ € [a,b].
Si u est continue sur [a,b], alors
|2y — 21| <8 = |Tu(xs) — Tu(x1)| < evb — alul|

Done, les fonctions {TU : u € Cla,b],u < 1} sont équicontinue
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Maintenant, nous pouvons affirmer notre premier théoréme d’existence pour le pro-

bléme de valeurs propres cosidirie.

3.2.4 Existence de valeurs propres
Théoréme 3.2.1. ||T'|| ou — ||T'||est une valeur propre de T
Par conséquent, ||7},|| > 0 pour tout n € N |, et nous avons prouvé ce qui suit.

Preuve 3.2.3. ||T'|| = sup{|(Tu,w)| : u € C([a,b]),||u|| = 1} et (Tu,u) est un

nombre réel, donc soit | T|| = sup (Tu,u) ou |T|| = —inf (Tu,u), ||u|| = 1. Supposons
que ||T|| = sup (T'u,u). Alors, il existe une suite de fonctions u, € C([a,b]), avec
up = 1, de sorte que (Tuy,ux) — ||T]| quand k — oo Puisque {Tuy}

est uniformément bornée et équicontinue, nous pouvons utiliser le théoréeme d’Ascoli
Arzela [13) a conclure qu’il a une sous-suite {Tuy,;} qui est uniformément convergente
sur [a,b] a une fonction continue p,. Nous prouvons maintenant que @, est une
fonction propre de T' correspondant & la valeur propre p, = ||T||. Quand j — oo,

nous avons

Sl[lpb} ‘Tukj (x) — goo(x)| — 0,
z€la,

ce qui tmplique

| Tk, (z) — po(2)|| — 0O (3.19)

et donc HTukj (x)” — ||o(@)]| - En outre, puisque ,<Tukj,ukj> — Lo s

[T, — o, ||* = || T, ||* + 12 = 200 (T i) — llgoll” = 13 (3.20)
donc ngOHQ > pd >0, et la fonction p, ne peut pas identique nulle sur [a,b] car

T, @ < TV o || = 6
il résulte également de (3.20) que
0< HTU’%' — HoUk; H2 < 215 — 24t (Tur;, ur,) -

Mazis <Tukj,ukj> — gy , d'ou

| Tuk, — pou, || — 0 - (3.21)
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Maintenant, nous pouvons écrire

0 < |ITey— powoll
[T 0o = T(Tur, )| + | T(Tur;) = moTun, || + [| 16Tk, — poo | -

IN

Dans la limite quand j — oo, en utilisant l’inégalité avec (3.19) et

(3.21), nous concluons que
1700 — pooll = 0

Ty — lope Etant continue, cela implique Tpy(x) = pype(x) pour tout z € [a, b

Si|T|| = —inf (T'u,u) ,un argument similaire aboutit & la méme conclusion. Soit
¥o
by = ’ (3.22)
" H%H
Gi(z,¢) = , Q) = totho () (€),

(Tyu)(2) = / G (. Ou(C)dC
— Tule) - < ) o) pour tout u € C([a,b).

La fonction G posséde les mémes propriétés de réqularité et de symétrie que G, donc
le théoréme de convegence dominé de Lebesque s’appliquent clairement o [’opérateur

auto-adjoint Ty.st || T1]| # 0 alors nous définissons
sup {| (Tvu, ul) : w € C(la, b)), [Jull = 1} = | ],

ou 1y est une nombre réel (non nul) qui est une valeur propre de Ty correspondant a

certains fonction propre (non nul) ¢, € C([a,b]), qui est

Tipy = py4p1-

Soit ¥y, = @,/ ||le1]] Alors, pour tout u € C([a,b]),

(Thvu,bg) = (Tu,vg) — po ({1, 90) 1o, Yo)
- <’LL, Tw0> — Mo <’LL, w0>
=0
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donc Ty = pgthg, En particulier, (Tvpy, o) = (b1, 1) = 0, et donc ¢yest
orthogonal a 1. Maintenant, l’équation (3.22) donne

Ty =Ty = pyihy.

Ainsi 1, est également une fonction propre de T, et les valeurs propres associées
satisfait

il = 1Tl < TN = Lol -

Définissons
Ga(2,¢) = Gi(w,¢) — iy (@)1 () = Gl@,¢) = > i) (C)

1
Tou = Tyu— py (u,1py) 9y =Tu — Zﬂk (u, ) V1. (@),
k=0

et en procédant comme ci-dessus,on en déduit l’existence d’une troisiéme fonction
propre normalisé 1, de 1" associé a une valeur propre réelle p, tels que 1, est or-
thogonal a la fois 1V, et 1y et |py| < |pq| -Ainsi, on obtient une suite de fonctions
propres orthonormée 1y, 10,1,,...de T correspondant a la suite de valeurs propres
lto| = 1q] > |pe| > ... La suite des fonctions propres ne prend fin que si ||T,]| = 0

pour un certain n. Dans ce cas,

n—1 n—1
0=LTyu=LTu—Y pm(uy) Lpy =u— Yy (u,1hy) L,
k=0 k=0

pour tout u € C([a, b)), ce qui donnerait

n—1 n—1 n—1
w= D ) Loy = Y () LT = ) {u, ) ¥
k=0 k=0 k=0

Mais comme aucun ensemble fini de fonctions propres ne peut parcourir C(|a, b)), cette
derniére égalité ne peut pas tenir pour tout u € C(la,b]). Par conséquent, ||T,| > 0

pour tout n € N | et nous avons prouvé ce qui suit.

Théoréme 3.2.2. (Théoréme d’existence). L opérateur intégral T défini par (3.18) a

une suite infinie de fonctions propres (1,)) orthonormées dans L?[a,b].
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3.2.5 L’intégralité des fonctions propres

Si f est une fonction de L?[a, b] alors, par I'inégalité de Bessel , nous avons

DAl <P
k=0

Pour prouver I'intégralité des fonctions propres (v,,) dans L?(a,b) nous devons mon-
trer que cette inégalité est en fait une égalité. Ce que nous faisons d’abord en prouvant

que
F=Y (f)e
k=0

pour tout f € C%([a,b]) qui satisfait aux conditions aux limites (3.11) et (3.12), et
alors en utilisant la densité de C*([a, b]) dans L?[a, b] pour d’étendre cette égalité a
L*[a,b].

Théoréme 3.2.3. Compte tenu de toute fonction f € C*([a,b]) qui satisfait les condi-
tions aux limites (3.11) et (3.12) , la série infinie Y (f, ;) ¥, converge uniformément

vers [ sur |a,b).
Preuve 3.2.4. Pour chaque x € [a,b] fixé, nous avons
(C(x, )by) = TT(x) = () pour tout k€N

Linéqgalité de Bessel, appliquée a G en fonction de ( donne
n b
ZN%W’HZ < / |G(z, )2 d¢ pour tout x € [a,bl, neN
k=0 a

Lintégration par rapport a x et en tendre n — oo, on obtient
[ee]
>k < M (b a) (3.23)
k=0

ou M est la valeur maximale de |G(z, ()| sur le carré [a,b] X [a,b]. Une conséquence

immédiate de l'inégalité (3.23) est que

lim |u,| = 0. (3.24)
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avec

Go(x,¢) = Zukwkwk

nous avons déja vu que [’opérateur intégral

T, : u(z) / Gulw, Qu(Q)dC, e Cllab)),

a p,, valeur propre et de norme
1Tl = Ll
Par conséquent, pour tout u € C(|a, b)),

n—1

Tu— Zﬂk (u, Vi) ¥y,

k=0

[ Tnull = < |l ull — 0 quand n — 00 (3.25)

en vue de (3.24) . Si n > m, alors

Zuk w ) U = (T (b))

k=m
mais puisque |Tu| < M+/b— allu|| pour tout u € C([a,b]), il s’ensuit que

Z e (s Py) Py,
k=m

n

Z (u, ) ¥y,

k=m

MVh—a (Z |<u,¢k>|2)

Par l'inégalité de Bessel, le coté droit de cette inégalité tend vers zéro quand m,n —

< [T

IN

oo , donc la série
(o)
E fy, (u
k=0

converge uniformément sur [a,b] vers une fonction continue. La continuité de Tu et

(3.25) impliquent maintenant

T) = Z,uk (u, ) ¥, pour tout € la,bl. (3.26)
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Si f € C*([a,b]) satisfait les conditions auz limites (3.11) et (3.12) , alors u = Lf est

une fonction continue sur [a,b] et f = Tu. Puisque

pog (s V) = (uy pyby) = (u, Ty) = (Tu, ¥y) = (f, )

L’équation (3.26) donne
Z frb) iz pour tout  x € [a, ]
k=0

Il faut maintenant démontrer que toute fonction f dans L? [a,b] peut étre approchée
(au sense de la norme L?) par une fonction C* sur [a,b] qui satisfait aux conditions
auz limites séparées (3.13). En effet, il est suffisant de prouver la densité de C*(a, b))
dans L?[a,b] indépendamment des conditions aux limites; Si g € C*([a,b]), on peut

former une suite uniformément bornée de fonctions g, € C*([a,b]) telle que

gn(x) = g(x) sur [a+%,b—%]

et gn(a) = gu(a)=gn(b) = g,(b) = 0.
Une telle suite satisfait clairement les conditions aux limites et les donne
lim {lgn — gl =0

Si f € L*[a,b], et puisque l’éspace des fonctions continue a support compact et dense
dans L? [a,b] alors, pour tout € > 0, il existe une fonction h, continue sur [a,b], de
sorte que

|f—hl<e . (3.27)

Il faut donc montrer que pour tout h € C([a,b]), il existe une fonction g € C*([a,b]),
de sorte que
|h—gll<e . (3.28)

Cela peut étre déduit de la théoréme d’approrimation de Weierstrass, mais voici une
preuve directe de ce résultat.

Définisson la fonction C*° positif

alx) = { ¢ exp(zy), lz] <1

O’ |‘T| 217
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ol

+o00 1 -1
c= {/_ exp(ﬁ_l)d:ﬁ

o0

de sorte que ffooo a(z)dr = 1. Ensuite, nous définissons la suite de fonctions
an(z) = na(nx), neN

qui se trouvent aussi dans C*°(R).Parce que o s’annule sur |x| > 1, chaque fonction

o, s’annule sur |x| > L | et satisfait
n

+oo +oo
/ a,(z)de = / a(x)dr =1 pour tout n

o0 oo

Enfin, on étend h comme une fonction continue de |a,b] de R en définissant

0, r<a—1l,x>b+1
h(z) =4 h(a)(x —a+1), a—1<z<a
h(b)(—z+b+1), b<z<b+1,

et définissent la convolution de h et «,, par

) = [ e~ iy

oo
z+1/n

- / h(y)ow(z — y)dy

—1/n

1/n
= /_ h(z —y)an(y)dy

1/n

Avec a,, € C > la fonction h * av, est également une fonction de C *° sur R. De plus,

1/n
() = (h* an)(z)] = / (2 = y)an(y) — h(z)an(y)] dy

1/n
< sup{Ih(z—y) — h(z)| : 2 € [a,8], |y| < 1/n}

Puisque h est continue dans R, il est uniformément continue sur un intervalle réel

fini, et par conséquent, en tant que n — o0 ,

() = (h* an)(2)] < sup {[h(z —y) = h(z)]: = € [a, 8], [y <1/n} — 0O .
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Nous avons effectivement montré ici que C *°, qui est un sous-ensemble de C 2, est
dense dans C([a,b]) au sense de la norme sup, ce qui est plus que ce que nous nous

proposons de faire. Par conséquent, il existe un entier n tel que
lh —h*a,| <e  pour tout n > N
En choisissant la fonction g dans (3.28) d’étre h * ay, nous obtenons
If =gl <IIf = bl +lh—gl <2¢ (3.29)

pour tout f € L?[a,b] . En utilisant les inégalités de triangle et de Bessel, nous avons

n

Q—Z<9:¢k>¢k

k=0

n

> g = i) by

k=0

F=> (00 ¥y

k=0

<If=gll+ +

(3.30)

n

9= (9.0 ¥y

k=0

<2|f—gll+

En vue du théoréme de Weierstrass (M — Test), nous powvons faire ||g — > _1_y (g, Y1) ¥4
< & en choisissant n assez grand, tel que n > M. Ceci, combiné avec (3.29) et (3.30),

signifie maintenant

< e pour tout n > max{N, M}.

F=Y (fn) vy
k=0

Nous avons donc démontré ce qui suit..

Théoréme 3.2.4. (Complétude Théoréme) Si f € L?[a,b], alors

lim
n——aoo

=0 (3.31)

F=> ) vy
k=0

L’équation (3.31) est équivalente o l'identité
F= () v
k=0
ou l'égalité est dans L* [a,b] Il est également équivalente a la relation de Parseval

LFIZ =D 1wl
k=0

Chacune de ces équations exprime le fait que la suite (1)) des fonctions propres

orthonormées de T forme un ensemble complet dans L? [a, b].
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Revenons au probléme de SL

Lu+Au = 0,
aru(a) + agu/(a) = 0,

51“@)“‘52”/(5) = 0,

ou u € C*([a,b]), nous avons montré que ce systéme d’équations est équivalent a
I’équation intégrale unique

Tu = pu=—u/\.
Les conditions aux limites déterminent une solution unique de I’équation différentielle

Lu+Xu=0

par conséquent, chaque valeur propre A de —L correspond & une fonction propre
unique, u. Ce qui revient & dire que chaque p valeur propre de T' correspond & une
fonction propre unique, u. Par (3.24), 1/|\,| = |u,| — 0, et il résulte du (3.2.1) que
A, — 00 quand n — oo . Réintroduire la fonction de poids p, nous arrivons donc

au théoréme fondamental suivant.

Théoréme 3.2.5. Supposons que p',r,p € C([a,b]), et p,p > 0 sur [a,b], le probléme
SL de valeurs propres défini par les équations (3.10) a (3.12) a une suite infinie de
valeurs propres réelles

A < A < Ay < ..l

tels que N\, — 00. pour chaque valeur propre A, correspond une seulle fonction

propre @, . La suite de fonctions propres (¢, : n € Ng) forme une base orthogonale de
L2(a,b).

Remarque 3.2.2. 1. Si les conditions auz limites séparées (3.11) et (3.12) sont rem-

placées par les conditions périodiques

il est facile de vérifier que (3.10) est satisfaite a condition que p(a) = p(b). L’opérateur
défini par (3.9) est alors auto-adjoint et ses valeurs propres sont bornées ci-dessous
par

—max{|r(z)] :a <z <b}.
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Les résultats obtenus ci-dessus restent valables, sauf que l'unicité de la fonction propre
pour chaque valeur propre n’est pas garantie.

2. On peut également montrer que chaque fonction propre ¢, a exactement n zéros
dans intervalle |a, b].(voir Sec 2.2.2) Les résultats obtenus ci-dessus restent valables,

sauf que l'unicité de la fonction propre pour caque valeur propre n’est pas garanti.

Exemple 3.2.2. Trouver les valeurs propres et les fonctions propres de ’équation
u” + u =0, 0<z<l,
sous réserve de l'une des paires de conditions aux limites séparées

(1) w(0) = wu(l)=0;
(@) w'(0) = w'(l)=0.

Vopérateur différentiel est formellement auto-adjoint et les conditions auz limites (i)
et (i1) sont homogénes et séparés, afin que les deux théorémes (3.2.2) et (3.2.3) s’ap-
pliquent. Nous avons déja vu dans 'exemple (3.2.1) que, dans les conditions aux li-
mites (i), [’équation

"+ Au=0
n’a que des valeurs propres positives.
Dans les conditions aux limites (ii) il est facile de montrer qu’il n’a pas de valeurs

propres négatives. Ceci est compatible avec la remarque (3.2.2) dans la mesure ot
r(z) =0.

Solution 3.2.1. 57 A > 0, la solution générale de l’équation différentielle est
u(z) = ¢ cos VAT 4 ¢y sin vV Az (3.32)
appliquons la conditions (i) on obtient
u(0) = ¢ =0,

u(l) = csinVir=0= )\, = necN

2
les valeurs propres A, tendent vers oo, et les fonctions propres correspondant

u,(z) = sin L

l
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sont orthogonales dans L*[0,1], car, pour tout m # n,

I I
1
/ sin 2 psin g dy = —/ [cos(m - n)zx — cos(m + n)zaz] dx =0
T z 2/, z z

alors la suite de fonctions

. nr
sin —u, n €N,

l

est total dans L*0,1].
Maintenant nous nous tournons vers les conditions aux limites (ii) Si A\ = 0, la

solution générale de u” = 0 est
u(r) = 1z + co,

et les conditions (it) impliquent ¢c; = 0. u est donc une constante, que nous pouvons
prendre 1. Ainsi \g =0, wug(z) =1 est la premiére paire de fonction propre-valeurs
propres. Mais si X\ > 0, la premiére des conditions (ii) appliquées o (3.32) donne
u'(0) = vV Acp = 0,donc ¢, = 0. La condition en x = | donne

n?m?
() = —VAsinVA=0= ), = 2
up(r) = cos ?w n €N

Ainsi, les valeurs propres et les fonctions propres dans des conditions (ii) sont

n°m niw
Ap = ,  Uup(x) = cos —=x n € Np.

l

nm

encore une fois, nous pouvons vérifier que la suite (cos “Fx : n € Ny) est orthogonal
dans L?0,1], et nous concluons d’aprés le théoreme(3.2.3) qu’il engendre également

cet espace.

Selon I'exemple précedent, toute fonction f € L?|0,1] peut étre représentée par une

série infinie de la forme

f(x) = f: ay, COS ?w (3.33)
n=0
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ou de la forme

flz) = Z by, sin i (3.34)

I'égalité dans chaque cas étant dans L? [0,1]. Notons que ces deux représentations de
f(x) ne donnent pas nécessairement la méme valeur en tout point de [0, [].

Par exemple, en z = 0, on obtient
=2_an
n=0

dans la premiére représentation et f(0) = 0 dans le second. Cela est di au fait que

les équations (3.33) et (3.34) ne sont pas des égalités ponctuelles mais L? [0, (]

‘f(x)—;ancos?$ =0 et ‘f(x)—;bnsin?x =0 ,

ou les coefficients a,, et b, sont déterminés par les formules

(R, (fsin()
" fleos()I S sme
car
nw. (|2 Lo, I, n=0
HCOS(T) = /Ocos (T)dx—{ 2. meN
I
sin(@)HZ - / sm?(@)d:p - é neN
0

les coefficients dans les développements (3.33) et (3.34) sont donc donnés par

1/

= 7/0 f(z)dx, (3.35)
2 ! nmwx

= 7/O f(x) COS(T)d:c (3.36)
2 ! . nTx

= Z/o f(x) sm(T)dw (3.37)

Considérons, par exemple, la fonction constante définie sur [0,!] par f(z) = 1. Pour

chaque n e N |

<1 sm(@» /Ol sin(nlﬂ)dw _Lao ),
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Par conséquent b,, = (2/n7)(1 — (—1)™) et nous pouvons écrire

2= (1—(=D)"\ . nmx
1 = — - N 7 T
( - )sm( l )
4 [ . 1 . 1 .
= —|(sinz+ —sin3z + —sindx + ... | .
s 3 5

Comme indiqué plus haut, cette égalité doit, bien str, étre comprise comme

2= (1—(=Dk\ . kr

k=1

=0,

ou
2= (1= (—1)F 2
- Z (L) sin(lm—x) R quand n — 00
™= k l

D’autre part, étant donné que

! 0, neN
<1,COS(@)> = /COS(@)dl': " :
l ; l
I =t

les coefficients an dans 'expression (3.33) disparaissent tous a ’exception de la pre-
miére, qui est ag = 1, donc la série se réduit au terme simple 1. Mais cela est & prévoir,

parceque la fonction f coincide avec le premier élément de la suite

2
(cos? 'n e N()) = (1,COS %,cos %, )

De la méme maniére, sur la base du théoréme (3.2.2) , la suite de fonctions propres
pour le probleme de (SL) décrite dans (3.2.2) est total dans L2(1,b), ou p(x) = 1/z.

Ainsi, toute fonction f € L2(1,b) peut étre étendu a une série de la forme
= nm
Z b, sin (m log a:> ,
n=1 08
(f.5in (150) )

n 2
sin nmw log x
logb P

ou
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3.2.6 Probléme singulier SL

Nous terminons cette section par un bref mot sur le probléme de SL singulier. dans
I’équation

Lu+ Apu = (pu') + ru+ Apu = 0, a<z<b,
ou p est lisse et p est positive et continue, nous avons jusqu’ici supposé que p ne

s’annule pas sur U'intervalle fermé, borné [a, b] tout assouplissement de ces conditions

conduit a un probléme singulier.

Définition 3.2.3. On appel problémes singuliers de SL un probléme qui vérifier ['une
des situations suivantes.

1. p(x) =0 pour x =a et / oux =b.

2. L’intervalle (a,b) est infini.

Dans le premier cas d’expression pp(f’'g — f¢') s’annule au point final ou p = 0, donc
pas de condition & la limite est nécessaire & ce point de terminaison.En particulier, si

p(a) = p(b) = 0 et la limite de u en a et b existe, alors I’équation

pp(f'g— fg)h =0 (3.38)

est satisfait et L est auto-adjoint.Si [a,b] est infini, alors il serait nécessaire pour
V/pu(z) tendent vers 0 quand || — oo pour que u se trouvent en L .

Dans un premier temps, l'expression pp (f'g — f¢’) s’annul au point final ou p = 0,
donc aucune condition aux limites n’est requise a ce point final. En particulier, si

p(a) =p(b) =0 et les limites de u & a et b existent, 1’équation

pp(f'g—fd) | =0 (3.39)

est satisfaite et L est auto-adjoint. Si (a,b) est infinie, alors il serait nécessaire pour
Vpu () tend vers 0 quand |x| — oo pour que u se trouvent en L2 Pour un traitement

plus approfondi du sujet, le lecteur est référé a [15] et [18].



Chapitre 4
Exemples fondamentales

En ce chapitre nous sommes intéressés a prolonger la méthode de séparation des

variables & une plus grande classe des problémes des équations partielles. On étudiera

les deux types de problémes au moyen de leurs modeéles mathématiques qui sont les
équations aux dérivées partielles [15], [2] et [12]suivantes :

(a) L’équation des ondes pour u(z, y, t)

2 2 2

%—CQVZUZO, v? :=%+§—y2,

avec deux conditions initiales (C.I.) :

u(z, y, 0) = f(z, y)

ou
U’t(xv Y, 0) :g(.’II, y)7 Ut = Ea

et les conditions au bord (C.B.), appelées aussi conditions aux limites (C.L.) :

u(z, y, t) =0.
(b) L’équation de la chaleur pour u(z, y, t)

0

0_1: AV =0,

avec une seule condition initiale :

u(z, y, 0) = f(z, y),

et les conditions au bord :
u(z, y, t) =0.
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4.1 Développement selon une famille de fonctions

orthogonales

Soit f et g deux fonctions définies sur [a, b]. On note le produit scalaire de f et g :

<, g>—/f (4.1)

et la norme de f :
1fll =< f, 9> (4.2)

4.2 Probléme des ondes en dimension 1

4.2.1 Reésolution par séparation des variables.

Considérons le probléme de la corde vibrante de longueur L fixée aux bouts, modélisé

par I’équation aux dérivées partielles :

0%u 0?
o _628_1;’ O<z<L,t>0, (4.3)

avec les conditions aux limites (C.L) :

u(0, t) =0, u(L, t) =0, pour tout t > 0, (4.4)

et les conditions initiales (C.1) :

u(z, 0) = f(x), (4.5)
g—?(a:, 0) = g(z), 0<z<L.

La résolution de ce probléme par séparation des variables comporte trois étapes :
Etape 1 : La séparation des variables z et ¢, ce qui donne 2 équations différentielles ;
Etape 2 : Les solutions simples u,, satisfaisant les (C.L.) (4.4);

Etape 3 : La superposition u = _ u,, satisfaisant les (C.1.) (4.5).

Etape 1 : Séparation des variables.

Posons

u(z, t) = F(x)G(t)
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et substituons les dérivées suivantes :
uy = FG', Upw = F'G
dans 'E.D.O. (4.3) :
FG' = AF'G.
En divisant par ¢?F'G, on a :

1 G'(t Ja
_ ( ) = (1:) =k, k une constante.

2 G(t)  F(x)

On obtient ainsi deux équations différentielles, I'une pour F'(x) et Pautre pour G(t) :
F"(z) — kF(x) =0, (4.6)

G'(t) — *kG(t) = 0, (4.7)

ou k est & déterminer au moyen des conditions aux limites (4.4).
Etape 2 :Valeurs propres et fonctions propres.
On résout (4.6)et (4.7) tel que u = F'G satisfaisse (4.4) :

u(0, t) = F(0)G(t) =0, pour tout t,
u(L, t) = F(L)G(t) =0, pour tout t.

On exclut le cas G(t) = 0, correspondant & la solution nulle sans intérét (u = 0).
Donc
F(0) =0, F(L)=0. (4.8)

Les conditions aux limites (4.8) pour F' déterminent les valeurs admissibles de la
constante k dans (4.6).
(1) Si k=0, (4.6) admet la solution générale :

F(z) =az +b.

Donc F(0)=0=b=0et F(L)=0=aL =0=a = 0; ce qui implique que u = 0.
(ii) Si k = p* > 0, (4.6) admet la solution générale :
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F(x) = Ae"® + Be #*.

De nouveau F(0) =0= A+ B=0et F(L)=0= Ae't + Be " =0.

On a donc le systéme homogene :

dont le déterminant est non nul :

1 1
det[ L ML]:e_“L—(S“L#O
et e

puisque pL # 0. Donc I'unique solution est la solution nulle :

A

Ce cas est aussi sans intéret v = 0.

(i1i) Si k = —p* < 0, (4.6) admet la solution générale :
F(x) = Acospr + Bsinpz.

Alors F(0) =0 = Acos0 =0= A=0et F(L)=0= BsinpL = 0.0r B # 0,
sinon u = 0; donc sinpL = 0,c’est-a-dire pL. = nm ou, pour indiquer la dépendance
de p sur n, on écrit :

nm

pnzf, n=123, ...

Puisqu a I’étape suivante la constante arbitraire B sera multipliée par d’autres constantes

arbitraires, B,, et B, on peut prendre B = 1; on a alors la suite de solutions
n
F,(x) =sin %m, n=123, ... (4.9)

Maintenant, on résout (4.7) avec
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c’est-a-dire

ou
\, = —. (4.10)
sont les valeurs propres du probléme (4.3)—(4.4). La solution générale de cette derniére

équation différentielle est
Gn(t) = B, cos \,t + B sin A,t.
Donc les fonctions fonctions propres :

tn(@, ) = (B cos At + B sin \,t) sin %m n=1,2.3, ..., (4.11)

sont des solutions de 'E.D.O. (4.3) qui satisfont les C.L. (4.4).

Puisque les fonctions propres (4.5) admettent les zéros suivants :

. nnx L 2L n—1
sin — =0 pour v = —, —, ..., L,
L non n

e

on voit que le n°™* mode normal admet n — 1 noeuds dans Iintervalle (0, L), c’est-

a-dire n — 1 points fixes ou la corde est stationnaire.

2 LN AN AN
o L0 \;//:.n \J Lo quf.

i _1

= ]

fig.4.Les quatre premiers modes normauz.

Etape 3 : Superposition des fonctions propres. Pour satisfaire les conditions
initales (4.5), on superpose les solutions simples (4.11) du probléme aux limites homo-
génes (toute combinaison linéaire (convergente) de solutions est aussi une solution).
Pour satisfaire les conditions initales (4.5) , on cherche une solution qui est une somme

(convergente) de fonctions propres :

u(w, ) =3 un(x, t) (4.12)
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= Z(B" cos \,t + B sin \,t) sin %x

n=1
Puisque chacune des fonctions propres (4.11) est solution de (4.3) — (4.4), alors, la
somme (4.12) est aussi une solution de (4.11) — (4.4)

On détermine les B, et les BY. En t = 0, u(z, 0) est une superposition de sinus :

u(r,0) = ianinn%x
= J().

Les B, sont donc les coefficients de la série de Fourier de sinus de f(z). ou B, est

donnée par
5= 2 [ f@) s aa (113
n = — x)sin —uxdx. .
L J, L
De méme, en t = 0, u;(z, 0) est aussi une superposition de sinus :
- . . NT
w(x, 0) = ;)\ansm Tt
= g(z).

Alors les A\, B sont les coefficients de la série de Fourier de sinus de g(x) :

o (L
B = E/o g(x)sin n%a:dac,
c’est-a-dire
2 L nm
By = ) /0 g(x)sin Txdx. (4.14)

Par(4.12) , la solution du probléme de la corde vibrante (4.3), (4.4) et (4.4) en série
de

u(z, t) = Zun(x, t)

o0

— Z(Bn cos At + B sin \,t) sin n%x,

n=1
ou les B, et les \,, B} sont les coeflicients de Fourier des conditions initiales f(z) et

g(x) développées en série de sinus.
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Exemple 4.2.1. Résoudre le probléeme de la corde vibrante :
uttZCQUM, O<x<L,t>0,

fixée auz bouts (C.L) :
u(0, t) =u(L, t) =0, t >0,

de déplacement initial triangulaire (C.1.) :

u(z, 0) = f(x)
B 2kx/L, 0<z<Z
2k(L —z)/L, L <az<L,

et de vitesse initiale (C.1.) :

w(z, 0) = g(x)

3T 47
pr— 1 1 _— 2 1 .
3 sin Lx+ sm—Laz

en effet, puisque la corde est de longueur L et est fizée aux bouts, les fonctions propres
(4.11) sont :

Up(z, t) = (B, cos Ayt + By sin A\, t) sin %m

et les valeurs propres (4.10) sont :

Par superposition, la solution (4.12) satisfaisant les (C.1.) est

u(z, t) = Z un (1, t) = Z(Bn cos A\t + Bj sin A, t) sin n%q;
n=1

n=1
Ent=0,o0na:

u(z, 0) = ZB” sin %x = f(x).

n=1
On voit que les B, sont les coefficients du développement de f(x) en série de Fourier

de sinus. Alors :

B, = — f(x)sin%xdx

29k L/2 L
= —— / zsin X wdz + / (L — x)sin " dz
0 L L/2 L
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On intégre les deux intégrales par parties. La premiére devient :

Lz g L nt L L2 nmw
rsin —zdr = ——xcos—zy’ " + — cos —xdx
0 L nm L nm Jo L
L2 nim i L2 .onm L/2
= ———CO0S— sin —ux
2nm 2 272 L™
L? nt  L? _ nw
= ———Cos— + sin ——

Pour intégrer la seconde intégrale on ne sépare pas le facteur (L — x) puisque celui-ci

s’annule a la limite supérieure x = L ; donc

L nm L nr | L
/ (L—x)sin—adr = ——(L—1x)cos—z| —— cos —zdx
L2 L nmw L L2 " Jrp
L? nr L2 nm |"
= —cos— — sin —ux
onm 2 wPm? L,

= cos + nr
- onm 2 n2r? 2
Alors,
Ak L? nm
B, = T2,23 sm?
8k i nm
= i
m2n2 27
c’est-a-dire
0, n pair,
B,=4q 25 n =1,5913, ...,
—8 n =3,7,11,15, ...

Donc, le développement de f(z) est

&k 1 . = 1 . 3« 1 . 5w

Pour déterminer les B on dérive u(z, t) par rapport a t :

o0

. . .onm
w(z, t) = Z (—An By sin At + A, B cos A\, t) sin T

n=1
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Alors, en t =0,
= . nm
u(z, 0) = nz_:l An B sin T

3 4
= 13sin %x + 2sin %x

Wl

fig.5.Corde vibrante mobile aux bouts.

Comme le 3¢ membre est déja sous forme de série de Fourier de sinus, on identifie
les coefficients :

)\1Bik: 0:>Bik:0,

)\2B;: 0:>B;:0,

13
NBi=13= B = =,
A3

* * 2

A4

AMB:i=0=B'=0,n =56, ...

La solution est donc :

u(z, t) = i—]:cos)\ltsin%x—l—(—j—;cos)\gt%—}\—?;sin)\gt)sin%x
,)\,47r 8k1)\,57r 1>\,77r
+>\—451n 4tsmfx+ﬁ(§cos 5tsmfx—ﬁcos 7tsin —x
. 9T 1 1w
—|—§ COS Agt sin fx BETE cos A\pitsin —x + - -)
cnm
ol A, = 7
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4.2.2 Trois problémes aux valeurs et fonctions propres diffé-

rentes.

On considere trois exemples de cordes vibrantes donnant lieu & des fonctions propres

et a des valeurs propres différentes.

Exemple 4.2.2. Résoudre le probléme d’une corde vibrante mobile auzx bouts

Uy = gy, O<ax<L, t>0,

ug (0, t) = wu.(L, t) =0, t>0
et aux conditions initiales :

u(z, 0) = f(x)# const.
w(z, 0) = g(x)+# const.,0 < x < L.

Preuve 4.2.1. On sépare les variables :
u(z, t) = F(z)G(t),

F"(z) = kF(x),

G'(t) = PkG(t).
On consideére individuellement les 3 cas possibles, k =0, k>0 et k < 0.Le cas k = 0.
On a :

F(z) =ax +,

F'(0)=a=0= F(z)=b= F'(L)=0.

Puisque

G(t) = ct + d,
on obtient la solution

u(z, t)=ct+d (b=1).

Mazis

u(z, 0) =d = const. et ui(x, 0) = ¢ = const.
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ce qui contredit la restriction sur les conditions initiales. Dans ce cas, la corde ne
wvibre pas mazis elle s‘éloigne a la vitesse c.

Le cask=p?>>0. Ona:
F(z) = AeP” + Be P°.
Les conditions aux limites produisent le systéme linéaire homogéne en A et B :
F'(0) = pA—pB =0,
F' (L) = pAe!t — pBe Pk = 0.
Puisque le déterminant du systéeme est non nul :

p -D

— pL _ _pL
pePl o ot ple?” — €™ #0,

g

donc u = 0. Ces deux cas sont sans intéret.

alors l"unique solution est

A
B

Le cas k= —p?> < 0. On a
F(z) = acospx + bsin pz,

G(t) = acosept + [ sinept.

On détermine les fonctions propres et les valeurs propres au moyen des conditions

aux limites :

uy(0, t) = (—apsinpz + bpcospz)|,_,G(t) =0, t>0
= p=0=0b=0;

ug(L, t) = —apsin(pL)G(t) =0, t>0
= pL=nn :>pn=nf7r, n =123, ...

Donc, les valeurs propres sont
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Alors,

F,(x) = a, cos %27

et
Gn(t) = ay, cos Ayt + 3, sin A, t.

A

l I
] I X

i

fig.6.Corde vibrante mobile au bout v = 0 et fixée au bout x = L.

Les fonctions propres sont
. nm
up(z, t) = (B, cos \,t + Bj sin \,t) cos % n =123, ...

On satisfait les conditions initiales par superposition des fonctions propres :

avec

et

12 [F
B:L)\_Z/O g(x)cos%xdx, n =123, ...
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Exemple 4.2.3. Résoudre le probleme d’une corde vibrante de longueur L mobile au

bout x = 0 et fizrée au bout v = L :
Uy = Clgy, O<axz<L,t>0,

u (0, t) = 0, u(L, t) =0, t>0,

et aux conditions intiales :

om
u(z, 0) = 7cosix,
7
u(z, 0) = 2cos %L 0<z<L.

Preuve 4.2.2. On sépare les variables :
u(z, t) = F(x)G(t),
F"(z) = kF(x),
G'(t) = kG(t).

De nouveau, on considére individuellement les 3 cas possibles, k =0, k> 0 et k < 0.
Le cas k=0 :

F(z)=az +0,
F'(0)=a =0,
F(L)=b=0.

Le cas k =p?> >0 :
F(z) = AeP® + Be 7,

F'(0) =pA —pB =0,
F(L) = Ae!t + Be Pt =0,

p —p

L -pL | ple™" + P # 0;

gl

alors

A
B
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Ces deux cas sont sans intéret puisque u = 0.

Le cas k= —p? <0 :
F(z) = Acosprx + Bsinpz,
F'(0) =pB =0,
F(L) = AcospL = 0

alors
T 3w bw
L = — — —
p 27 2 ) 2 b
T
= (2n _1)57 n = 17273a )
on écrit donc : @ D
n—1)r
n — s = 1, 2, 3, R
b 2L "
Alors,
(2n — 1)nrw
F, = A, -—
(x) cos 57 ¢
et

Gn(t) = ay, coseppt + B sinep,t

Les valeurs propres et les fonctions propres sont, respectivement :

c(2n—1)m
Ap = ———, =1,2,3, ...,
2L "
et
2n — 1
up(z, t) = (Bpcos A\t + By sin A\, t) cos ( n2L )Wx, n=1223, ...
On superpose les fonctions propres :
ulw, £) =Y un(x, 1),
n=1

| | S
'.J'



4.2 Probléme des ondes en dimension 1 83

fig.7.Corde vibrante fixée au bout x =0 et mobile au bout v = L.

pour satisfaire les conditions initiales, c’est-a-dire :

2n —1
u(z, 0) = ZBnCOS(nQ—)ﬂ-IE

(2n—1)m

57 —x) sont orthogonales sur [0, L], on peut identifier

Puisque, les fonctions cos(

les coefficients :

Bg - 7,
B, = 0, n =1,2,4,5, ...

De méme,
= (2n— )7
0) = A B cos ——
u(z, 0) nEZI nCOS "1
T
— 2cos —
CO8 5T &
2x4—1)r
— 92cog -~~~ /7
cos 5T x,
et par identification des coefficients :
M Bj =2,

AB: =0, n #4.

La solution est donc

)
u(x, t) = T7cos Ast cos %z‘ + N sin A4t cos %x

Exemple 4.2.4. Résoudre le probléme d’une corde vibrante de longueur L fizée au

bout x = 0 et mobile au bout x = L :

Uy = Clgy, O<z< L, t>0,

w0, t) = 0, u,(L, t) =0, t >0,
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et aux conditions initiales :

u(z, 0) = 3sin£m,

3T
= 17sin — L.
u(z, 0) 7sin 5T 0<z<
Preuve 4.2.3. On sépare les variables :
u(z, t) = F(x)G(1),

F'(z) = kF(z),
G'(t) = kG(t).

Sik=0:
F(z)=azx +0b,

F(0)=b=0,
F'(L)y=a =0;

sik=p>>0:
F(z) = AeP* + Be™,

F(0)=A+B=0,
F'" — pBe™"* =0,
pert —pet = —ple™ + "] £ 0;
alors

B

donc ces deux cas sont sans intéret . Enfin, si
k=—-p?<0:
F(z) = Acospr + Bsinpz,

F(0)= A =0,

F'(L) = pBcospL = 0;

T 3w 5w
L=— — — ...
p 27 27 2’
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— (2n —1)%, n =123, ...

donc
~ (2n—1D)rm
Pn = Y3 .
Alors,
. (2n—1D)m
F, =A -
() ,, SIN 5T z
et

Gn(t) = ay, cos epyt + B, sin cp,t.
Les valeurs propres et les fonctions propres sont, respectivement :

c(2n —1)w
A= DT 12,3
2,

et
(2n — )7

up(x, t) = (B, cos \,t + By sin \,t) sin 5T

z, n=12,3,..

On superpose les fonctions propres :

o0

u(z, t) = Zun(m, t),

n=1

pour satisfaire les conditions initiales, c’est-a-dire :

2n —1
u(z, 0) = Zanin%x

(2n—1)7 X

Puisque, , les fonctions sin(*=5

) sont orthogonales sur [0, L], on peut identifier
les coefficients :

B4:3,

B,=0, n #4.
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De méme,
u(z, 0) = g} A\ B sin wx
= 17sin S—Z:L’
= 17sin Ww,
et par identification des coefficients :
Ao By =17,

B, =0, n =1,3,45, ...
La solution est donc

17 3
u(z, t) = 3cos \tsin %x + " sin Mgt sin %x

4.3 Probléme de la chaleur en dimension 1

Considérons une tige mince de longueur L, de conductivité thermale k, de chaleur

spécifique o et de densité linéaire p, isolée sur sa longueur .

fig.8. Tige mince de longueur L isolée sur sa longueur.

D’apreés la loi newtonienne de 1’écoulement de la chaleur, la température de la tige

u(z, t) satisfait 'équation aux dérivées partielles :

U = gy, 0<z <L, (4.15)
k

= — (4.16)
op
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Trouver u(x, t) si la température aux bouts est zéro (C.L.) :
u(0, t) =u(L, t) =0, t >0, (4.17)
et la température initiale (C.1.) est
u(z, 0) = f(x), 0 <z < L. (4.18)
Preuve 4.3.1. (Trois étapes)
Etape 1. La séparation de variables. Posons
u(z, t) = F(z)G(t)

dans (4.15) ; alors les equations

G(t) Flz)
2a)  Fa) PV

nous donnent deux équations différentielles découplées :
F" +p*F(z) =0, (4.19)

G(t) + p*G(t) = 0. (4.20)
Puisque la température de la tige est nulle aux deux bouts, on sait déja que —p* =0
ou > 0 implique que u = 0.
étape2. Les fonctions propres u, (x, t) sont les solutions non nulles de 'E.D.O. (4.15)
et des (C.L).(4.17) .
De (4.19) on obtient
F(x) = Acospr + Bsinpz

et de (4.17)
F0)=A=0

et

F(L) = BsinpL=0

= pL=nm, n =12, ...
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D’ou les valeurs de p :
Puisque B sera multiplié par la suite par une constante arbitraire, on peut prendre
B =1. Donc

F.(x) = sinmx, n =12 ...
L
De méme, de (4.20) on a

Gn(t) + X2Gn(t) = 0,
Ay = —

i

SN x

] T 2 X

f1g.9.Condition initiale u(z, 0) pour l'exemple 2.5

d’ou
Go(t) = Bpe it

On a donc les fonctions propres et les valeurs propres :

up(z, t) = anin(n%x)e*’\%t,
Ay = C”TW n =1,23, ...

Etape 3. On satisfait la condition initiale par superposition des fonctions propres

u(z, t) = Z u,(z, t) = Z B, sin(%x)e”\it
n=1 n=1

pour que

o0

u(z, 0) = ZB” sin Tr= f(z).

n=1
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Puisque u(x, 0) est représenté par le développement de FOURIER de sinus de la

fonction f(x), alors les coefficients sont donnés par la formule :
9 L
B, = Z/o f(z)sin n%xdx

Exemple 4.3.1. Trouver la température u(x, t) d’une tige de longueur L = 2m, isolée

latéralement, aux conditions aux limites nulles :

u(0, t) =u(2m, t) =0, t >0,

et a la condition initiale :

u(z, 0) = f(z) =

sinz, 0<x<m,
0, T <z <2m.

Prendre ¢* = 25.

Preuve 4.3.2. Puisque la température est nulle aux bouts,

on sait que les valeurs propres sont :

) 5
cnm nmw n — 123, .

— = — n

Ap = — = —
" L 27
et que la solution est la superposition des fonctions propres correspondantes :(V

figure 8.) Puisque la température est nulle aux bouts,

on sait que les valeurs propres sont :

enm dnmw dn
Mm=—=—=—n =1,2,3, ...
n L 27_(_ 2 ) ) ) ) 7

et que la solution est la superposition des fonctions propres correspondantes : Puisque
u(z, 0) est représenté par le développement de FOURIER de sinus de la

fonction f(x), alors les coefficients sont donnés par la formule :

9 27
B, =— f(z)sin %xdaz

2 Jo

1 /™ . n
= — sin z sin —xdx.
0 2

™



90 CHAPITRE 4. EXEMPLES FONDAMENTALES

En utilisant 'identité trigonométrique

1
sinrsiny = 3 [—cos(x +y) + cos(xz —y)],

on a, si n # 2,

1 1
[n+2sm +1)m+ _zsin(g—l)ﬂ}

1
B, = %/0 — cos( —|—1)x—|—cos(§—1) ]d
1 2 i n+2 T 2 n=21
N %[ P R R N R ‘”O]
2
2

Donc pour n pair, n # 2
B, =0.

Pour n =4k + 1, k=0,1,2, ..., (cest-a-dire pour n = 1,5,9, ...),

By = 2|0+ )]

n+ 2 n—2
B 4
 w(n?2—4)
et pour n =4k +3, k=0,1,2, ..., (Cest-a~dire pour n = 3,7,11, ...),
B, = ! (+1) + (+1)
" or| n+2 n—2
B 4
~ 7m(n?—4)
Enfin, pour n = 2,
1 [7 1
B, = ), (—cos2z + 1)dx = 5
La solution est donc
4 1 3
u(z, t) = Ty sin(g)6_25t/4 + 5 sin we™ " 4 o sin(%v)e_mw4 -

Exemple 4.3.2. Résoudre le probléme de la chaleur d’une tige avec conditions aux

limites non homogénes modélisé par L‘équation aux dérivées partielles :

U = gy, 0 <z <L, t>0, (4.21)
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avec les conditions aux limites :

u(0, t) = A, (4.22)
u(L, t) = B, t>0, (4.23)

et la condition initiale :
u(z, 0) = f(x), 0 <z < L. (4.24)

Preuve 4.3.3. On transforme le probléme en deux problémes connus. Exprimons

u(z, t) comme la somme de deuz fonctions v(x, t) et (z),
u(z, t) = v(z, t) +¢(x),

telles que v et ¢ sont solutions de (4.21) et v satisfait les conditions auz limites
homogénes
v(0, t) =0et v(L, t)=0.
Alors (4.21) devient
U = Py + Y,
et de (4.22) on a :
0=2(0, ) =u(0, t) —=9(0) = A—4(0) = (0) = A
et
0= (L, 1) =u(L, t) = (L) = B— (L) = (L) = B.

Pour que v soit solution de (4.21) il faut que

donc
Y(x) = ax + B.

On détermine o et B au moyen des conditions aux limites sur 1 :

$0)=f=A=F=A

w(L):aL+A:B:>a:—B;A,
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ce qui donne

v(z, 0) = wu(z, 0)

Puisque v est solution de (4.21) aux conditions aux limites v = 0 en x = 0 et en

x =L, alors

nm A2¢

vz, t) = ZAnsin fxe* :
n=1

cni

R

] L +

fig.10.état stationnaire

La solution est donc :

B-A
L

u(w, t) = Z A, sin %xe"\it + x+ A.
n=1

La série au second membre représente 1°‘état transitoire et les deux derniers termes

représentent [’état stationnaire .



4.3 Probléme de la chaleur en dimension 1 93

Exemple 4.3.3. Résoudre le probléme de la chaleur d’une tige de longueur L dans

un milieuw ambiant a 0°C', modélisé par le probléme
U = Clgy, 0<z <L, t>0,

aux valeurs aux limites

u(0, t) = 0,
ug(L, t) = —hu(L, t), t>0,
et auzx valeurs initiales
u(z, 0) = f(z), 0<z<L.

Preuve 4.3.4. La solution générale de l‘équation de la chaleur
u(z, t) = e " (Acos px + Bsin pz),

obtenue par séparation des variables, doit satisfaire les conditions aux limites en x = 0
etx=1:

u(0, t)=A=0
et
u(L, t) = e " (uBcospl)
= —he “¥'B sin pu L,
d’ot
i
t L)y=—=.
an(yuL) = -
Posons
L,= a
a= = —.
pLy=p= 7

Alors a est solution de I’équation transcendante

; o
ano = ——.
hL

On approzime les racines de cette équation dans la figure (4.13) On a donc

« cay,
L

= A=, =—"n =12, ...
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Les fonctions propres sont
Qp
up(z, t) = Bysin(—2xz)e Nt

L

Puisque les conditions aux limites sont homogénes de degré 0 en x = 0 et de degré 1

en x = L, on obtient la solution par superposition :
- «
u(x, t) = B, sin(—x et
(0= 3 Bl

Celle-ci doit satisfaire la condition initiale
- «
U 0) = B, sin —
(z, 0) Z sin
n=1
= f(=).
On détermine les B,, au moyen du développement de Fourier de f(x) valide parce que

les fonctions

. Qpd
sin—, n =1,2, ...
L

sont orthogonales sur [0, L], ¢’est-a-dire
Foan ap
/0 sin T sin T:de =0, m # n. (4.25)
On obtient donc
L oo L
Bm/o sin? afmxda: = ; Bn/o sin %x sin afmxda:
L
a
- in —zdx.
/0 f(z)sin 7 zdz
Pour démontrer (4.25) on pose
Yn = Sin —
alors :

g " Qn o t t n o (Gnyo
| i+ G2P [ s = [ el (5)de =0,
0 0 0
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et, par intégration par parties,

L " a r
il ~ [ nda+ (5 [ iz =0,
0 0

L g Ao [T
il = [ atde+ (G [ gtz =0,
0 0
La différence entre les deux termes intégrés est
/ / (07 O .
Ym (L)Y, (L) — yn(L)y,, (L) = 7 Sl Qm €08 y, — —= sill Ay COS i,

c’est-a-dire, aprés division par cos au, COS &,

Q. Qi O, Qo
Z(a" tan o, — a,, tan a,) = f(_ﬁ) — T(_E) =0,
d’ot I
{(%)2 — (Osz>2] /0 sin %x sin Oéfmxdx =0.

Sim # n, alors o, # o, et la derniére intégrale est nulle, ce qui démontre

1‘orthogonalité en question.
Donc, avec m = n,

L
L . 2 an
fo sin Txdx

B _ fOLf (x) sin 22 xdx

L
5 Qp
sin® —azdr =
0 L

ou

L —

sin 2qy,
4o,

L sina,,
cos” oy,

1
2
1
2 20y, COS vy,
1
2

L Qay,
~ 2, "hE
Lh + cos? au,
2h

Les ouvrages dont on trouvera les références ci-dessous, ne sont pas tous cités dans

) cos® v,

le cours du texte. Beaucoup d’entre eux ont été une source d’inspiration pour la
présentation de divers notions exposées dans ce mémoire. Ils constituent un bonne
base documentaire a laquelle le lecteure désirieux d’approfondir ses connaissances

pourra se repoter.



96

CHAPITRE 4. EXEMPLES FONDAMENTALES




Bibliographie

[1] Birkhoff, G. and G.-C. Rota, Ordinary Differential Equations, 2nd edn., John
Wiley, New York, 1969.

[2] Buck, R.C., Advanced Calculus, McGraw-Hill, 3rd edn., McGraw-Hill Interna-
tional, New York, 1978.

[3] Carslaw, H.S., Introduction to the Theory of Fourier’s Series and Integrals, 3rd
edn., Dover, New York, 1930.

[4] Churchill, R.V. and J.W. Brown, Fourier Series and Boundary Value Problems,
6th edn., McGraw-Hill International, New York, 2001.

[5] Coddington, E.A. and N. Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations,
McGraw-Hill, New York, 1955.

[6] Courant, R. and D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, vols I and II,
Interscience Publishers, New York, 1953 and 1963.

[7] Courant, R. and F. John, Introduction to Calculus and Analysis, vol. II, John
Wiley, New York, 1974.

[8] Folland, G.B., Fourier Analysis and Its Applications, Wadsworth, Belmont, Ca-
lifornia, 1992.

9] Gonzalez-Velasco, E.A., Fourier Analysis and Boundary Value Problems, Acade-

mic Press, San Diego, California, 1995.

[10] Halmos, P.R., Finite-Dimensional Vector Spaces, 2nd edn., Van Nostrand, Prin-
ceton, New Jersey, 1958.

[11] Ince, E.L., Ordinary Differential Equations, Dover, New York, 1956.
[12] John, F., Partial Differential Equations, 4th edn., Springer, New York, 1982



98 BIBLIOGRAPHIE

[13] J.L.Lions Théories spéctrale I et II.

[14] Prem K. Kythe Green’s Functions and linear differential equations Theory, Ap-
plications, and Computation, Group an Informa business, Boca Raton, FL 33487-
2742 (©) 2011 by Taylor and Francis Group, LLC

[15] Titchmarch, E.C., Eigenfunction Expansions Associated with Second Order Dif-
ferential Equations, 2nd edn., Clarendon Press, Oxford, 1962.

[16] Tolstov, G.P., Fourier Series, Dover, New York, 1962.

[17] Watson, G.N., A Treatise on the Theory of Bessel Functions, 2nd edition, Cam-
bridge University Press, Cambridge, U.K. 1944.

[18] Zettl, A., Sturm-Liouville Theory, vol. 121, American Mathematical Society, Pro-
vidence, Rhode Island, 2005.



