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Introduction

n a remarqué, durant ces derniéres années une révolution au sein des marchés fi-
O nanciers, qui ont connu une dynamique trés forte gérée par une multitude variée de
données et d’indices compliqués, qui ont rendu ’étude autant délicate qu’il faut parfois
mettre en jeu beaucoup de facteurs, pour arriver & un schéma décisionnel qui met en
considération 1'utilité des transactions financiéres, et I'évaluer de fagon a ce qu’on puisse

connaitre ou prévoir certains parameétres. surtout a long terme.

Cet aspect incertain, et en tenant compte de cet environnement spécifique, a créée un
ensemble de théories et d’outils mathématique qui ont permis de donner naissance a cette
branche moderne de mathématique : les mathématiques financiéres, qui n’a cessé d’évoluer,
notamment pendant cette décennie, les spécialistes cherchent toujours a poser des modéles
et y appliquer des notions probabilistes, qui sont dans plusieurs cas, le meilleur procédé

pour comprendre et étudier une situation financiére.

Les origines de la mathématisation de la finance moderne remontent a la thése de Louis
Bachelier [1] intitulée Théorie de la spéculation et soutenue a la Sorbonne en 1900. Ces
travaux marquent d’une part la naissance des processus stochastiques & temps continu
en probabilité, et d’autre part celle des stratégies a temps continu pour la couverture de
risque en finance. Du coté mathématique, sa thése influenca grandement les recherches de
A .N.Kolmogorov sur les processus & temps continu dans les années 1920 et ceux de K.Ito
I'inventeur du calcul stochastique dans les années 1950. En revanche en ce qui concerne
la finance, 'approche de Bachelier fut oubliée durant prés de trois quarts siécle, jusqu’en

1973 avec la parution des travaux de Black, Scholes et Merton [2].

Pour ce modeste mémoire, il est envisagé utiliser des méthodes probabilistes tel que le
calcul stochastique des taux, et ce but ne sera atteint que si on fait intervenir la maxi-

misation des fonctions d’utilité de type logarithmique, cette maximisation des fonctions

7
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d’utilité de type logarithmique, cette maximisation est, en fait, le meilleur outil pour per-
mettre a un financier de bien gérer son portefeuille pour des modéles financiers, donc il
y a un probléme d’optimisation qui se pose, c’est & dire chercher une stratégie optimale
d’investissement.

Pour bien cerner ce probléme, j’ai jugé utile de diviser ce mémoire en trois chapitres :

Dans le premier chapitre nous donnons quelques éléments mathématique nécessaire a
la compréhension des modéles financiers. En particulier, nous introduisons la notions des
martingales, le mouvement brownien et le calcul d’Ito par la construction de l'intégrale
stochastique. La formule d’Ito multidimensionnelle ainsi que les équations différentielles

stochastiques sont aussi évoqués dans ce chapitre.

Dans le second chapitre, nous passons en revue quelque préliminaires sur les marchés
financiers. Nous étudierons les modéles financiers dans les marchés viable et complet avec
une évaluation et une couverture des actifs conditionnels. Nous citons le modéles Black
Scholes et des stratégies d’auto-financement et nous utilisons de présentation des martin-

gales. Nous détaillons la formule de Black-Scholes.

Le dernier chapitre, porte sur le vif du sujet, en fait, on va introduire la fonction d’utilité
de type logarithmique qui sera ’objet de maximisation sans restriction pour obtenir fina-
lement une stratégie optimale d’investissements et de consommation, ainsi que la fonction
valeur du probléme en horizon fini, nous caractérisons la fonction valeur comme unique
solution de I’équation d’Hamilton-Jacob Bellman correspondant.

La notion de maximisation des fonctions d’utilité est en réalité trés vaste, nous allons

nous concentrer uniquement sur les travaux de Merton [32], Karatzas et Sherve [29] et Korn

[31]



Chapitre 1

Introduction au calcul stochastique
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1.1 Processus stochastique

1.1.1 Généralités

renons, a titre d’exemple, le prix d’un baril du Pétrole, il a connu au cours de ces cinq

derniéres années des fluctuations, qui ont tiré I’attention de beaucoup des spécialistes
économiques. En effet, ce prix, dans la bourse, varie tout le temps, cette variation nous
donne l'idée d’établir un processus aléatoire, ou encore un processus stochastique, d’ou la
modélisation par une famille de variables aléatoires (X;);er, ou T est I’ensemble des temps
pendant lesquels le phénoméne est observé. La famille (X;);cr est appelée processus aléa-
toire, ou encore processus stochastique.
Dans le cas ot T'= N ou bien T'= {0, 1, ...., N}, on dit alors que (X;)e7 est un processus a
temps discret. Dans la pratique, les observations sont toujours faites de maniére successive,

c’est-a-dire que les seuls processus observés sont des processus discrets.

Commencgons par préciser ce que l'on entend par processus a temps continu.

Définition 1.1.1.1. On appelle processus stochastique a temps continu et a valeurs dans
un espace E muni d’une tribu £, une famille (X;)er+ de variables aléatoires sur un espace
de probabilité (2, A, P) a valeurs dans (E,&) .

Remarque 1.1.1.1. — Dans la pratique l’indice t représente le temps.

— Un processus peut aussi étre vu comme une fonction aléatoire : a chaque w dans 2
on associe la fonction de Rt dans |, t — X, (w), appelée trajectoire du processus.
— Un processus peut étre considéré comme une application de R x Q dans E, nous

supposerons toujours que cette application est mesurable lorsque I'on munit Rt x Q
de la tribu B(RT) x A et E de la tribu £.

Définition 1.1.1.2. Soit (2, A,P) un espace de probabilité, une filtration (F;)i>o est une
famille croissante de sous tribus de A. La tribu F; représente l'information dont on dispose
a Uinstant t. On dit qu’un processus (Xi)i>o est adapté a (Fi)i>o , si pour chaque t, X; est

Fi-mesurable.

Remarque 1.1.1.2. Dans la suite, les filtrations que [’on considérera, auront la propriété

suvante :

Si A e AetsiP(A) =0, alors pour tout t , A€ Fy
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Ceci exprime que F; contient tous les ensembles de mesure nulle de A.

Définition 1.1.1.3. La filtration engendrée par un processus X,notée FX est la suite
croissante de tribus F;¥ engendrées par (X,)s<; i.€,

FX =0(X,,s <t). Un temps d’arrét modélise un temps aléatoire qui dépend du processus
de fagon non anticipante (& un instant donné t on sait si un temps d’arrét est plus petit

que t). Formellement, la définition est la suivante :

Définition 1.1.1.4. On appelle temps d’arrét par rapport & une filtration (Fi)i>o une

variable aléatoire T a valeurs dans Rt U {400} telle que, pour tout t >0 :
{r<t}eF
On associe a un temps d’arrét T une tribu que l’on note F,, définie par :
F.={Ae A pour tout t > 0 An{r <t} € F}.
Cette tribu représente les informations disponibles avant l'instant aléatoire 7.

Proposition 1.1.1.1. — 81 S est un temps d’arrét, S est Fs mesurable.
— Si S est un temps d’arrét, fini presque sirement,et (X;);>o est un processus adapté
continu, alors Xg est Fg mesurable.
- 51 S et T sont deuzx temps d’arrét tels que S < T Pp.s., alors Fs C Fr.
—- Si S et T sont deux temps d’arrét tels que S AT = inf(S,T) est un temps d’arrét.
En particulier si S est un temps d’arrét et t est un temps déterministe S AT est un

temps d’arrét.

1.2 Espérance conditionnelle

Définition 1.2.1. Soit Q une mesure de probabilité sur F. Nous disons que Q est absolu-
ment continue par rapport a P si et seulement si pour tout A € F vérifiant P(A) = 0 alors
Q(A) = 0. Nous notons Q < P.

LY(Q, F,P) est l’espace des classes d’équivalence des fonctions intégrables ou f et g sont

wdentifiées lorsque f = g P-pp. Le théoréme suivant permet d’établir une relation entre deux

mesures de probabilité absolument continues :
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Théoréme 1.2.1. (Théoréme de Radon-Nikodyme) Soient P et Q deux mesures finies
sur F telles que Q < P. Alors il existe une fonction h € LY (Q, F,P) telle que Q(A) =
[, hdP. Nous notons %2 = h.

Dans le théoreme qui vient, nous verrons la construction d’un outil mathématique beaucoup

utilisé, appelé l’espérance conditionnelle.

1.2.1 Propriétés de espérance conditionnelle

Proposition 1.2.1.1. Soient X une variable aléatoire a valeur réelle, a, o € R, B une
tribu et C une sous-tribu de B. Notons par E [’espérance sous P. Alors nous avons les

relations sutvantes :
(a) E(aX +d'X/B) = aE(X/B) + o'E(X/B) Linéarité.

(b) Si X > 0,alors E(X/B) > 0 p.s.positivité. Par conséquent si X <Y avec (a), alors
E(X/B) < E(Y/B)

(c) Si X est B-mesurable, E(X/B) = X p.s.
(d) E(E(X/B)) = E(X).
(e) E(E(X/B)/C) =E(X/C).

1.3 Martingale

La notion de martingale est trés importante en finance. En effet, la structure particuliére
de ces processus stochastique nous permet d’obtenir des solutions & des problémes tels que

la détermination du cotit d’'une option ou encore, d’une stratégie d’investissement optimale.

1.3.1 Cas discret

Soit (€2, .A,P) un espace et F, une filtration de cet espace.

Définition 1.3.1.1. Une suite (M, )o<n<n de variables aléatoires intégrables réelles adaptée
est :

(1) Une martingale si BE(M,1/F,) = M,, pour toutn < N — 1.
(ii) Une sur martingale si B(M,11/F,) < M, pour tout n < N — 1.

(iii) Une sous martingale si B(M,11/F,) > M, pour tout n < N — 1.
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Remarque 1.3.1.1. Si (M,), est une martingale, alors E(M,) = E(M,) pour tout n.
Ces définitions peuvent étre étendues au cas multidimensionnel, par exemple une suite
(M,)o<n<n G valeurs dans R? est une martingale si chaque composante est une martingale.

On peut aussi définir les martingales en temps continu.

Définition 1.3.1.2. Une suite (H,)o<n<n de variables aléatoires est prévisible par rapport
a la filtration (Fp,)o<n<n st pour tout 1 <n < N, H, est F,_1 mesurable.
La proposition suivante permet de générer des martingales a partir d’une martingale et

d’une suite prévisible.

Proposition 1.3.1.1. Soit (M,)o<n<n une martingale et (H,)o<n<n une suite prévisible
par rapport & la filtration (F,)o<n<n. Posons AM = M, — M,_y. La suite (X,)o<n<n
définie pour n > 1 par :
Xo = HoMp
Xn=HoMy+ HIAM; +...... + H,AM,,
est une martingale par rapport & (Fp)o<n<n. La variable aléatoire (X,,)o<n<n est appelée

la martingale transformée de (M), par (Hyn)o<n<n-

Démenstration : Pour tout n, la variable aléatoire X,, est une somme et produit de
fonctions au plus F,,-mesurable, elle est donc F,,-mesurable pour 0 < n < N. De plus pour
tout n, en utilisant le fait que H,, est F,,_i-mesurable et que M,, est une martingale, nous

avons :

E(Xn-i—l - Xn/Fn) = E(Hn+1(Mn+1 - Mn)/fn>
= HpnB(Mna — M)/ F)
= 0
Par conséquent E(X,,1/F,) = E(X,/F,) = X,, ce qui montre que (X,,), est une

martingale.

La proposition suivante permet de caractériser les martingales.

Proposition 1.3.1.2. Une suite de variable aléatoires réelles adaptées (M,)o<n<n €St une

martingale si et seulement si pour toute suite prévisible (H,)o<n<n, nous avons :

N
E() H,AM,) =0
n=1
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Démenstration : Soit (H,,)o<p<n une suite prévisible. Si (M,)o<n<n est une martin-
gale, la suite (X,,)o<n<ny définie par Xy =0 et X, = ZnN=1 H,AM, pour 1 <n < N , est

une martingale par la proposition (1.3.1.1) Alors
N
E() ~H,AM,) = E(X,) = E(X,) =0
n=1

Réciproquement, nous choisissons pour j € {1,..., N} fixé, la suite (H,)o<n<n Dar
H,=0pourn#j+1let Hiy; =14 ot A est Fj-mesurable.

La variable aléatoire H,, est JF,_j-mesurable donc la suite (H,), prévisible par suite
N
(> H,AM,) = E(La(My41 — M) =0
n=1
Par conséquent E(M,.1/F;) = M;.

1.4 Le mouvement brownien

Un exemple particulierement important de processus stochastique est le mouvement
brownien. Il servira de base pour la construction de la plupart des modéles d’actifs financiers

et de taux d’intérét.

Définition 1.4.1. On appelle mouvement brownien un processus stochastique est (W;)i>o
valeurs réelles, qui est un processus a accroissements indépendants et stationnaires dont les
trajectoires sont continues. Ce qui signifie que :

— Continuité : Pp.s la fonction s — Wg(w) est une fonction continue.

— indépendance des accroissements : Si s <t, W, — W, est indépendant de W.

— stationnarité des accroissements : Si s < t, la loi de W, — W est identique a
celle de Wy_y — W

Théoréme 1.4.1. Si (W;);>o est un mouvement brownien, alors Wy — W, est une variable

aléatoire gaussienne de moyenne rt et de variance o*t, r et o étant des constantes réelles.

Définition 1.4.2. Un mouvement brownien est dit standard si :
-Wy=0
~ Pour tout s > 0 et pour tout t > s, Wy — Wy a pour loi N(0,t — s).
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Théoréme 1.4.2. Si (Wy)i>o est un mouvement brownien, si 0 < t; < ...... < t,, alors

Démenstration : Soit 0 < ¢; < ...... < t,, alors le vecteur aléatoire (Wy,, W, —
Wiyoooon. Wi, — W4, ) est composé de variable aléatoires gaussiennes (d’aprés le théo-
réme 1.4.1) et indépendantes (par définition du mouvement brownien), ce vecteur est donc

un vecteur gaussien. Il en est donc de méme pour (Wy,, ..., Wy,).

Définition 1.4.3. On appellera F;-mouvement brownien un processus stochastique a va-

leurs réelles et a trajectoires continues qui vérifie :
1. Pour tout t > 0, W; est Fi-mesurable.
2. Sis >t W, — Wy est indépendant de la tribu F.
3. Sis>t, laloi de Wy — Wy est identique a celle de Wy_, — W)

1.5 Martingale en temps continu

Comme dans le cas des modéles & temps discret, la notion de martingale est un outil
essentiel pour expliciter la notion d’arbitrage. La définition suivante est une extension de

celle du temps discret.

Définition 1.5.1. Soit (2, A,P) un espace probabilisé et (F;)i>0 une filtration de cet es-
pace. Une famille adaptée (My)i>o de variables aléatoires intégrable, (c’est-a-dire vérifiant
E(|M;]) < +0o0 pour tout t) est :

— Une martingale si, pour tout s < t, E(M,/Fs) = M;.

— Une surmartingale si, pour tout s < t, E(M;/Fs) < M.

— Une sousmartingale si, pour tout s < t, B(M,/Fs) > Ms.

Remarque 1.5.1. On déduit de cette définition que, si (M;)i>o est une martingale, alors
E(M;) = E(My), pour tout t.
Proposition 1.5.1. Si (W,);> est un Fy-mouvement brownien standard :

1. W est une Fi-martingale.

2. W2 —t est une Fy-martingale.

3. exp(oW; — (02 /2)t) est une Fi-martingale.
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Démenstration : Si s < t alors W; — W, est indépendante de la tribu F;. Donc

E(W, — W,/ Fs) = E(W; — W;). Mais un mouvement brownien standard est centré , donc
E(Wt - WS) == 0
On en déduit le premier point. Pour démontrer le deuxiéme, remarquons que :
E(W? —W2/F) = E(W,—W,)* +2W,(W, — W,)/F)
= E((Wt - WS)Q/JT-:S) + 2W5E(V[/t - Ws/fs)

mais comme (W;);> est une martingale E(W; — W, /F;) = 0 et donc :
E(W? — W2/ F,) = E(W; — W,)? [ F,)

La stationnarité et I'indépendance des accroissements du mouvement brownien per-
mettent de plus d’affirmer que :

E(W, = W.)*/F,) = E(WZ,)
= t—s
La derniére égalité est due au fait que W; suit une loi gaussienne centrée de variance t.
On en déduit que E(W2 —t/F,) = W2 — s, si s < t.

Pour démontrer le dernier point, rappelons, tout d’abord que si g est une gaussienne
centrée réduite, on a :

oo 2 d
E(eM) = / eMe T _; = /2

De plus, si s <t :
E(e?We=o"2 ) F,) = "R (7MW We) ) )

car W est Fy-mesurable, et comme W; — W, est indépendante de F,, on a :

]E(ea(W,rWS)/fs) _ E(ea(Wtfws))
_ E(eﬂg\/ﬁ)

0'2(1&75)
= e 2

Ce qui donne le résultat annoncé.
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Théoréme 1.5.1. (Théoréeme d’arrét :) Si (M;)i>o est une martingale continue par
rapport a une filtration (Fi)i>o et si 1y et 7o sont deux temps d’arrét tels que 71 < 7o < IC,

IC étant une constante réelle finie, alors M, est intégrable et :
E(M,,/F;) = M, Pp.s

Remarque 1.5.2. — Ce résultat entraine que, si T est un temps d’arrét borné, alors
E(M,;) = E(My) il suffit d’appliquer le théoreme d’arrét avec 1y = 0,70 = T et de
prendre [’espérance des deur membres.

— Si M, est une sousmartingale, on a le méme théoréeme en remplacant l’égalité précé-
dente par :
E(M,,/F:) > My, Pp.s
Le théoreme d’arrét permet aussi d’obtenir des estimations pour le maximum d’une mar-

tingale si M, est une martingale, on peut borner le moment d’ordre 2 de supg<;<p | M. Cette

mégalité est connue sous le nom d’inégalité de Doob.

Théoréme 1.5.2. (Inégalité de Doob) Si (M,;)o<i<r est une martingale continue, on a :

E( sup [M,[*) < 4E(|Mq[*)

0<t<T

1.6 Intégrale stochastique et calcul d’It6

Les modéles utilisés pour décrire ’actif sont obtenus a partir du mouvement brownien.
Or, une des propriétés importantes du mouvement brownien est que presque stirement

ses trajectoires sont nulle par différentiables. Autrement dit, si W; est un mouvement

dWy

7~ ait un sens. On ne peut donc pas

brownien, il n’existe pas de points de R tels que

définir I'intégrale précédente pour :

t t dWS
/Of(s)dwsz/o f(s) s ds

On peut donner, un sens précis a ce type d’'intégrales par rapport au mouvement brownien.

C’est ce que nous allons faire dans ce paragraphe. On appelle ces intégrales des "intégrales

stochastiques".



1.6.1 Construction de ’intégrale stochastique 18

1.6.1 Construction de l’intégrale stochastique

Soit (Wy)i>0 un Fi-mouvement brownien standard sur un espace probabilisé filtré

(Q, A, (Ft)t>0,P). Nous allons donner un sens a fg f(s,w)dWg On va commencer par

construire l'intégrale stochastique sur un ensemble de processus dits élémentaires.Dans

toute la suite, on fixe T un réel strictement positif et fini.
Définition 1.6.1.1. On appelle processus élémentaire (Hy)o<i<r un processus de la forme :
p
Ht(w> = Z ¢i(w>]l}ti—17ti] <t>

=1

ot 0=ty <ty <...<t,=T et ¢; est F;, ,-mesurable et bornée.
L’intégrale stochastique d’un processus élémentaire H est alors, par définition, le pro-

cessus continu (I(H);)o<t<r défini par, sit €ty tirq] -

I(H) =Y ¢i(Wi, = Wi ) + drpa (We — W)

1<i<k

Notons que I(H); peut s’écrire :

I(H)y =Y ¢i(Wint = Wi,_ia0)

1<i<p
, Ce qui prouve la continuité de la fonction t — I(H);.

Proposition 1.6.1.1. Propriétés de l’intégrale stochastique. Sur l’ensemble des pro-

cessus €lémentaires £ l'intégrale stochastique satisfait les propriétés :
(1) i HydW; est linéaire.

(2) [, HydW, est continue p.s.

(3) (f(;f H dWy)o<i<r est un processus F-adapté.

(4) E[[) HdW,| = 0 et Var( [, HdW,) = E[ [, H2dW,].

(5) propriété d’Isométrie :

([ [ ]
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(6) (f(;f H dWy)o<i<r est une F-martingale continue.

Démonstration :
(1) La linéarité de 'intégrale est immédiate.
(2) La continuité de I'intégrale stochastique se lit sur sa deuxiéme écriture par la continuité
des trajectoires du mouvement Brownien.
(3) La variable aléatoire fot H,dWy est F-mesurable, donc 'intégrale stochastique est un
processus JF-adapté.

(4) Prenons t = t; quitte a rajouter un point a la suite (¢;)o<1<n. Alors, le calcul de

I’espérance de fot H,dW, donne :

¢ k-1 k-1
E{ / HSdWs] = Y B[H{(Wy,,, —Wi,)] = Y E[HEW,,, — W, /F,]] =0
0 i=0 i=0

Le calcul de la variance est donné par :

ol fae) = of( [ )]l S )]

k—1
frg ZE[H7,2<Wt2+1 - Wti)Q] +
1=0
2 Z E[HiHj(Wti+1 - Wti)<Wtj+l - Wtj)]
i<j
k—1

= N HE[(W,,, — W.)*/F] x

=0

2 ZE[HiHj(Wtiﬂ - Wi )(Wt

i G+1

= Wi,)/ Fil

1<j
k—1 t
= Y H(ti1—t)+0= / Hds
i=0 0

Remarque 1.6.1.1. On peut voir la démonstration plus détaillé dans [5]
Finalement, "intégrale stochastique d’un élément de £ est une martingale continue de

carré intégrable.
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pour le moment, l'intégrale stochastique est une fonction de € x [0, T] dans M2([0,T])
(’ensemble des martingales continues de carré intégrable.)

On va maintenant, étendre la définition de l'intégrale stochastique a des processus adaptés

ayant un moment d’ordre 2,i.e.q :

L£2(92,[0,T]) = {(Hy)o<t<7, processus cadlag F-adapté tq E[(fot H2ds)] < oo}

Lemme 1.6.1.1. L’ensemble des processus élémentaires € est dense dans L%(Q,[0,T]) au

sens de la convergence en norme quadratique. Autrement dit, pour tout H € £%(,[0,T1]),

il existe une suite H™ d’éléments de & telle que :

T 2 q1/2
||H"—H||’2=EU (HS—HQ) ds} —0
0

Théoréme 1.6.1. [l existe une unique application linéaire I de H € L%(,[0,T]) dans
M?2([0,T)) qui coincide avec l'intégrale stochastique sur ’ensemble des processus élémen-

taires € et vérifie la propriété d’isométrie :
Vi <T E[I(H)?] = E(J, H?ds)

Démonstration :
— Approximation : Soit H un processus élément de £%(,[0,7]) . D’aprés le lemme

admis, il existe une suite H" d’éléments de £ telle que :
T 1/2
|H" — H||y = E{/ (Hs — Hg)st] —0
0

— Convergence : La propriété d’isométrie entre 0 et ¢ < T sur 'intégrale stochastique

du processus (H""? — H™) de £ nous donne :

E K/Ot(Hgﬂ’ — H;‘)dWs>2] = E[/Ot(Hgﬂ’ — H;‘)zds} < EUOT(H;”P — H™?ds

ce qui s’écrit en terme de norme :

t t
H / HY PdW, — / H™dW,
0 0

Comme H™ converge dans £2(£2,[0,T]), elle est de Cauchy et donc fg H!'"dWy est de

< |HE™P = H;

Cauchy dans £2(£2). Or £2(€) muni de ||.|» est un espace de Banach donc complet,
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par conséquent la suite [} H"dW, converge dans £2(Q). En notant [, HdW, sa

limite, on a donc :

([ )] o[ (-]

— Unicité : Cette propriété implique que la limite ne dépend pas de la suite ap-
proximante choisie, en effet, si j’avais deux suites H,, et ¢,, la condition d’isométrie

donnerait :

t t
‘ [ maw, [ gam,
0 0

Donc les deux suites approximantes donnent la méme limite L?*(2) qui sont donc

t 1/2
—| [ - onpas] < - oty 0
2 0

égales p.s

— Convergence dans M?([0,T]) : Le processus limite M est un élément de M2([0,T1)
car chaque M; s’écrit comme limite dans £2(2) de M avec M™ une suite de mar-
tingale F-adaptées telles que E[|M"|?] < oo pour tout t.

— Linéarité et Isométrie : La linéarité est immédiate, et pour la propriété d’isométrie

qui s’écrit en passant a la limite la propriété d’isométrie sur les éléments de & :

EK/@tH;‘dWS)Q] :JEUOt(Hg)st] :El(/otﬂgdwsﬂ :E[/Otﬂfds}

Remarque 1.6.1.2. Sur £%(,[0,T]), lintégrale stochastique satisfait les mémes proprié-

tés que celles énoncées dans &.

1.6.2 Calcul d’Ito6 :

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochastiques.

On appelle ce calcul "calcul d'Itd6" et I'outil essentiel en est la "formule d’Ito".

Définition 1.6.2.1. Soient (Q, F, (F)i>0,P) un espace probabilisé muni d’une filtration,
(Wi)eso un Fi-mouvement brownien. On appelle processus d’Ito, un processus (Xi)o<i<r @

valeurs dans R tel que :

Xy=Xo+ [y Kyds+ [y HdW,  Pps Yt <T
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avec :
- Xo est Fy-mesurable.

— (Ki)o<t<r et (Hi)o<i<r des processus adaptés a F.
— fOT |Klds < +00  Pp.s.
- fOT |H,|*ds < 400 Pp.s.

Proposition 1.6.2.1. Soit (M;)o<i<r est une martingale continue telle que :
M, = f(f Kyds avec P p.s fOT |K|ds < +o0
alors :
My=0PpsVvVt<T

Ceci entraine que :

La décomposition d’un processus d’Ité est unique. Ce qui signifie que si :
t t t t
X —X0+/ sts—i—/ H,dW, —X(’)—i—/ K;ds—k/ H.dW,
0 0 0 0

alors :
Xo=X{ dPp.s. Ky=K. dsxdP p.p. Hs=H. dsxdP p.p.

— Si (X¢)o<t<r est une martingale de la forme :

t t
X = Xo+ / Kds +/ HydW,
0 0

alors Ky =0 dt x dP p.p..
La formule d’It6 prend la forme suivante

Théoréme 1.6.2. (formule d’It6) Soit (Xi)o<i<r un processus d’Ito :

¢ t
X = Xo+ / Kqds + / HdW,
0 0

et f une fonction deuz fois continiment différentiable, on a :

P = 100+ [ Fxgax+ 3 [ o x),
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ou pour définition

t
(X, X); = / H2ds
0

/f $)dXs = /f de—l—/f s)HsdW,

De méme si (t,x) — f(t,x) est une fonction deux fois différentiable en z et une fois

et

différentiable en t, ces dérivées étant continues en (t,x) (on dit dans ce cas que f est de

classe C*?) on a :

030 = 10,50+ [ fis. Xopds [ F2s, XX+ 5705, XX, X),

Proposition 1.6.2.2. (Formule d’intégration par parties) Soient X, et Y, deux pro-
cessus d’Ito, X; = Xo + f(f K.ds + fot H,dW, etY, =Yy + fot Klds + fot HldWs, Alors :

t t
Xt}/:‘, = XO}/O _|— Xsd}/jg + / )/;dXS + <X7 Y>t
0 0

avec la convention que :

t
(X,Y), = / H,H!ds
0

Démonstration :

On a, d’apres la formule d’'It6 :

(Xi + Y2)? = (Xo + Y0)2 + 2 [1(X, + Yo)d(X, + Ys) + [1(H, + H.)*ds
X? = X2 +2 [ X,dX, + [, H3ds

Y2 =YZ+2 [ YdY, + [, Hds .

D’ot, en faisant la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes :

t t ¢
XY, = XYy + / X dYs + / YdX, + / H,H.ds
0 0 0
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1.6.3 La formule d’It6 multidimensionnelle :

La formule d’It6 multidimensionnelle se généralise aux cas ou la fonction f dépend de
plusieurs processus d’It6 et lorsque ces processus d’It6 s’expriment en fonction de plusieurs

mouvements browniens.

Définition 1.6.3.1. On appelle F-mouvement brownien d-dimensionnel un processus a
valeurs dans R, (Wy)iso adapté a Fy, avec Wy = (WL ..., W), 0u les (W})i>o sont des
Fi-mouvements browniens standards indépendants.

On généralise la notion de processus d’Ito.

Définition 1.6.3.2. On dit que (X;)o<i<r est un processus d’Ito si :

t d t
Xt:X0+/ st3+2/ HidW!

Ou
~ K, et les (H}) sont adaptés a (F).
- fOT |K|ds P p.s.
- fOT(Hé)st < 400 P p.s.

La formule d’Ité prend alors la forme suivante :

Proposition 1.6.3.1. Soient (X},..., X]") n processus d’Ito :

t d t
X;’:Xg+/ K;’ds+2/ HM AW

alors si f est une fonction deuz fois différentiable en x et une fois différentiable en t, ces

dérivées étant continues en (t,x) :

t
f(t>Xt1>"'7th) = f(O>X&77X(7)1)+/%(57X5177Xg>d8
0
n taf 4
XL X™MdX!
+ Z/O ami(s’ s ’ s) s

i=1

n

1 t 2 ) )
+ —Z/ of (s, X1, ..., XMd(X", X7,

1 /0 8.%1‘.77]'
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ol
—dX! = Klds + Zle HYdW?,
- d(Xi,Xj>S = fnzl H;}mHg’mds.

1.7 Equations différentielles stochastiques EDS :

Les équations différentielles stochastiques procurent un lien entre les probabilités et la
théorie bien plus développée des équations différentielles ordinaires, ou les conséquences
affluent dans les deux directions. On va définir la notion d’équation différentielle stochas-

tique. Typiquement, elle est donnée par :

dXt = ,u(t,Xt)dt + O'(t, Xt)th XO =X (11)

1.7.1 Le cas général :

Définition 1.7.1.1. Un processus X est solution de l’équation (1,1) si c’est un processus

F-adapté (ou F est la filtration naturelle du mouvement Brownien W) satisfaisant
fot (s, Xs)|ds + f(f o?(s,Xs)dW, < oo Vi€ RT P -p.s.
et qui vérifie
Xy=a+ [y uls, X )ds + [, o(s, X,)dW, Vte R+ P -p.s.

Ces équations n’ont pas toujours de solution. Pour assurer l’existence et ['unicité d’une
solution, on a besoin de deux types de conditions.

Une premiére qui assure ['unicité de la solution grice au caractére contractant (Lipschitz)
des fonctions pu et o :

— Condition 1 : Il existe K > 0 tel que tout (t,z,y) € RT x R?, on ait :

u(t,x) — pt,y)| + |ot,z) — ot y)| < Klz -y

Et une deuxiéme qui assure que le processus n’explose pas en temps fini afin qu’il soit
bien définit sur tout R*.

— Condition 2 : Il existe L > 0 tel que tout (t,x) € RT x R, on ait :

u(t, 2)* + lo(t, )" < L(1+ [2])
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Théoréme 1.7.1.1. Considérons ’EDS (1,1). Si pu et o satisfont les conditions 1 et 2,

alors ’EDS admet une unique solution. De plus cette solution vérifie

E( sup [X[*) < o0
0<t<T

La démonstration de ce théoréeme utilise, comme toujours pour démontrer [’existence et

l'unicité de solutions d’équations différentielles, le théoreme du point fixe.

1.7.2 Le cas du mouvement Brownien géométrique :

On considére :
dXy = uXy + o X dW, avec Xg=x9>0

Ou les coefficients —oco < pu < 400 et o > 0 sont constants . Nous allons utiliser la
formule d’Ito6 pour résoudre cette EDS rechercher une solution de la forme X; = f(t, W;).
On obtient :

1
Par identification des coefficients, on a :

Mf<t7$) = ft(t7x> + %fxx(tvx) et Uf(tv .T) = fac(t?x)'

La solution de la seconde équation est f(t,z) = exp(ox + g(t)). Introduisons cette

solution dans la premiére équation, on trouve :

uf () = o (OF(t ) + 50 f(t2) = (1) =~ 0?

donc :

1
X = zoexp((pn — 502)15 +oWy)

C’est le mouvement Brownien géométrique de drift p et de volatilité o? qui est vérifie
I’équation
dXt = ,uXtdt + O'Xtdwt
de condition initiale Xy = xg.
Cette équation, trés célébre en mathématiques financiéres pour décrire ’évolution des

prix des actifs, elle est connue sous le nom d’équation Black et scholes.



Chapitre 2

Modéles en temps continu : Formules de
Black et Scholes

e but de ce chapitre est de fournir une introduction aux méthodes mathématiques
L utilisées dans la modélisation des marchés financiers. On s’intéressera plus particulie-
rement aux problémes de couverture et de valorisation d’options notamment européennes.
Les prérequis pour ce chapitre sont des connaissances basiques en calcul stochastique qui
fournissent les outils mathématiques adéquats & la description des aléas financiers et des
méthodes de calcul de prix d’actifs financiers. On va introduire les principes fondamentaux
de modéles de marchés financiers dont le modéle de Black-Scholes est une référence stan-
dard. Les modéles en temps continu sont des modéles ot les agents sont autorisés a négocier
continiiment sur le marché et ot doit donc modéliser I’évolution des prix des actifs comme
des processus en temps continu. Comme les investissements sur les marchés sont exécutés
sur des intervalles de temps trés courts (relativement a 1'horizon d’investissements), ces
modeéles sont une approximation raisonnable des marchés réels.
Le modele de Black et Sholes constitue I'objet important de notre étude, puisque on va

s’en servir pour étudier 'investissements et la consommation.

27
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2.1 Introduction aux marchés financiers

n marché financier est un lieu (parfois virtuel) ot 'on achéte et vend des titres finan-

U ciers appelés aussi actifs financiers qui sont des actions, obligations, et des produits
dérivées .
En plus des matiéres premiéres (or, Pétrole, produits agro-alimentaires...) et des devises,
on distingue trois grands types de produits :

— Actions (représentent un part du capital de I'entreprise)

— Obligations (représentent une part de la dette de 'entreprise.)

— Produits dérivés (options, contrats a terme,....).

les actions :
Une action est un titre de propriété représentant une fraction du capital d’une entreprise
et donnant a son porteur le droit de vote aux assemblées, le droit a 'information et aux
benefices (nommés dividendes).

les obligations :
Une obligation est une fraction d’un emprunt de long terme émis par une entreprise ou un
état et coté sur un marché. La rémunération de 'obligation (qui détermine son rendement)
est fixée contractuellement. En cas de faillite de ’émetteur, les détenteurs d’obligations
sont remboursés prioritairement (ils sont dits "créanciers résiduels")par rapport aux ac-
tionnaires. En revanche, la détention d’obligations n’ouvre pas le droit a la participation a
la gestion de I'entreprise, comme c’est le cas pour les actions.

Produits dérivés : Un produit dérivé (derivative)ou actif contingent est un titre dont
la valeur dépend d’un autre titre appelé actif sous-jacent (underlying asset). On en distingue

deux grands types.

Contrat a terme :

Un contrat a terme (forward ou future en englais) est un contrat entre deux parties
(Pacheteur et le vendeur) pour une opération différée dans le temps : elles se mettent
d’accord pour I'achat ou la vente d’un actif & une certaine date future (échéance) et a un

prix fixé a l'avance. L’intérét des contrats a terme pour les intervenants est de figer des

cours dans le futur :il s’agit dans ce cas d’une opération de couverture.
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option :

Une option est un titre donnant & son détenteur le droit, et non 1’obligation d’acheter
ou de vendre une certaine quantité d’un actif financier, & une date convenue et & un prix

fixé d’avance. La description précise d’une option se fait a partir des éléments suivants :

La nature de l'option : on parle, suivant la terminologie anglo-saxonne, de call pour
une option d’achat et de put pour une option de vente.

L’actif sous-jacent : sur lequel porte 'option, dans la pratique, il peut s’agir d’une ac-
tion, d’une obligation etc.

le montant : ,c’est-a-dire la quantité d’actif sous-jacent a acheter ou a vendre.

I’échéance ou date d’expiration : qui limite la durée de vie de l'option; si 'option
peut étre exercée a n’importe quel instant précédant 1’échéance, on parle d’option
américaine, si 'option ne peut étre exercée qu’a 1’échéance, on parle d’option eu-
ropéenne.

le prix d’exercice : qui est le prix (fixé d’avance) auquel se fait la transaction en cas

d’exercice de 'option.

La notion d’arbitrage :

L’hypothése de base, retenue dans tous les modéles, il n’y a pas d’opportunité d’arbi-
trage (absence d’opportunité d’arbitrage A.O.A ), c’est-a-dire qu'il est impossible de faire

des profits sans prendre de risques.

La relation de partié call-put :

D’apreés cette simple hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage , on peut établir
des relations entre les prix d’un call et d'un put européen de méme échéance T et de méme
prix d’exercice K, sur une action de cours S; a l'instant ¢. Nous supposerons qu’il est
possible d’emprunter ou de placer de ’argent & un taux constant r.

Désignons par C; et P, les prix respectifs du call et du put a l'instant ¢. En ’absence
d’opportunité d’arbitrage, on a la relation suivante, pour tout ¢ < T et appelée "relation
de parité call-put" :

C,— P, =5, — Kexp(—r(T — 1))



2.2 Description du modéle de Black et Scholes 30

2.2 Description du modéle de Black et Scholes

2.2.1 L’évolution des cours

Le modéle proposé par Black et Scholes pour décrire I’évolution des cours est un modéle
a temps continu avec un actif risqué (une action de prix S; a Uinstant t) et un actif sans
risque (de prix S? a l'instant t).

On suppose 1'évolution de S? régie par 'équation différentielle (ordinaire) suivante :
dS? = rSPdt

ou r est une constante positive. Cela signifie que le taux d’intérét sur le marché des
placements sans risque est constant et égal & r (noter que r est ici un taux d’intérét
instantané, a ne pas confondre avec le taux sur une période des modéles discrets). On
posera Sy = 1, de sorte que S? = €™, pour ¢ > 0.

On suppose que ’évolution du cours de 'action est régie par 1’équation différentielle

stochastique suivante :

ou 4 et o sont deux constantes et (W;) un mouvement brownien standard. Le modéle
est étudié sur l'intervalle [0, 7] ot T est la date d’échéance de 'option a étudier.

Comme nous 'avons vu (cf. chapitre 1,paragraphe 7.2), I'équation (2,1) se résout, explici-

tement :
o2
St = Soexp(pt — ot + oWy,

ou Sy est le cours observé a la date 0. Il en résulte en particulier que, selon ce modéle,
la loi de S; est une loi log-normale (c’est a dire que son logarithme suit une loi normale).
Compte tenu de la définition 4.1 du chapitre 1, cela signifie que le processus (S;) vérifie les
propriétés suivantes :
— continuité des trajectoires,
— indépendance des accroissements relatifs : si u < ¢,5;/5, ou (ce qui revient au méme),
'accroissement relatif (S; — S,)/S, est indépendant de la tribu o(S,,v < u),
— stationnarité des accroissements relatifs : si u < ¢ la loi de (S; — S,)/S, est identique
a celle de (S, — So)/So.
Ces trois propriétés traduisent de fagon concréte les hypothéses de Black et Scholes sur

I’évolution du cours de 1’action.
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2.2.2 Les stratégies autofinancées

Une stratégie financées sera définie par un processus ¢ = (¢;)o<i<r = (¢?, ¢¢) , & valeurs
dans R?, adapté a la filtration naturelle F;) du mouvement brownien, les composantes
®? et p; de ¢; donnant, a linstant ¢, les quantités d’actif sans risque et d’actif risqué

respectivement détenues en portefeuille. La valeur du portefeuille & l'instant ¢ est alors

donnée par :
Xi(6) = 6757 + @uSi

. Dans les modéles discrets, nous avons caractérisé les stratégies autofinancées par ’égalité :

Xn+l(¢) - Xn(¢) = ¢n+1 (Sn+l - Sn)

La transposition de cette égalité a temps continu conduit a écrire la condition d’autofinan-

cement sous la forme suivante :

dX(¢) = ¢dS} + ¢:dS;. (2:2)

Pour que cette égalité ait un sens on imposera la condition :

T T
/ |7 |dt < +oop.s et / 2dt < +oop.s (2.3)
0 0

Donc, une stratégie autofinancée est définie par un processus ¢ = (¢4 )o<i<t = (0, P1)o<t<T

vérifiant les conditions (2.2) et (2.3).

Définition 2.2.2.1. autofinancée est définie par un couple ¢ de processus adaptés (¢?)o<i<t

et (pr)o<t<r VErifiant :
T 0 T 2
1. [y |@fldt + [, widt < 400 p.s.
2. ¢S + piS; = PYSY + oS + fg PVdS? + fot ©udSy p.s.,pour tout t € [0,T).
Nous noterons S = e"S, le cours actualisé de Uactif risqué.

Proposition 2.2.2.1. Soit ¢ = ((¢?,¢1))o<t<r un processus adapté & valeurs dans R?,

veérifiant

T T
/ y¢$\dt+/ Qidt < +oop.s.
0 0
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On pose :
Xi(¢) = ¢S) + @S et Xi(0) = e T Xi(9).

Alors, ¢ définit une stratégie autofinancée si et seulement si :

X,(¢) = Xo(o) + /0 ©udS, p.s (2.4)

pour tout t € [0,T]
Démonstration : Supposons la stratégie ¢ autofinancée. De 1’égalité :
dXi(¢) = —rXi(p)dt + e " dX,(9)
qui résulte de la différenciation du produit des processus (e™"*) et (X;(¢)), on déduit :
dX,(¢) = —re Ve + S dt + e @ld(e™) + e HpdSy
= @(—re S dt + e "dS})
= Sptdgt

D’ou l'égalité (2.4). La démonstration de la réciproque repose sur un raisonnement

analogue.

2.3 Changement de probabilité. Théoréme de représen-

tation des martingales

2.3.1 Probabilités équivalentes

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Une probabilité Q sur (£2,.4) est dite absolument

continue par rapport a P si :

VA€ A P(A)=0= Q(A) =0

Théoréme 2.3.1.1. Q est absolument continue par rapport a P si, et seulement si, il existe

une variable aléatoire Z a valeurs positives ou nulles sur (€2, A) telle que :

VAE A QA) = / Z(w)dP(w),

A

p o . . . dO
Z est appelée densité de Q par rapport a P et parfois notée 5.
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2.3.2 Théoréme de Girsanov

Soit (2, F, (Ft)o<t<r,P) un espace probabilisé filtré, dont la filtration est la filtration
naturelle d’'un mouvement brownien standard (W;)o<;<r, indexé par l'intervalle de temps
[0,T7.

Le théoréme suivant, que nous admettrons, est connu sous le nom de théoréme de Girsanov

(plus détail voir [17], chapitre 8)

Théoréme 2.3.2.1. Soit (O;)o<i<r un processus adapté vérifiant fOT ©%ds < oo p.s. et tel

que le processus (Li)o<i<r défini par :

t 1 t
L, = exp(—/ ©,dB; — —/ 02ds)
0 2 Jo

soit une martingale. Alors, sous la probabilit¢ P de densité L par rapport o P,le processus

(W)o<t<r défini par W} = W; + fot Osds, est un mouvement brownien standard.

Remarque 2.3.2.1. Une condition suffisante pour que (Li)o<t<r S0it une martingale est

que l’on ait :

1 /T
E(exp(é/ O2dt)) < oco.
0

2.3.3 Théoréme de représentation des martingales browniennes
Soit (W;)o<t<r un mouvement brownien standard construit sur un espace probabilisé
(Q, F,P) et soit (F;)o<t<r sa filtration naturelle. D’aprés la proposition de la chapitre 1 on

a si (Hy)o<i<r est un processus adapté tel que E(fOT HZ2dt) < oo, le processus (fot H,dWy)

est une martingale de carré intégrable, nulle en 0. Le théoreme suivant montre que toute

les martingales browniennes peuvent se représenter a ’aide de 'intégrale stochastique.

Théoréme 2.3.3.1. Soit (M;)o<i<r une martingale de carré intégrable, par rapport a la

filtration (Fy)o<i<r -1l existe un processus adapté (Hy)o<i<r tel que E(fOT H2ds) < +o0 et :

t
YVt e [0,T] M, = M, +/ HdBgp.s.
0



2.4 Evaluation et couverture des options dans le modéle de Black et Scholes34

Noter que cette représentation n’est possible que pour les martingales de la filtration
naturelle du mouvement brownien.
1l résulte du théoréeme que si U est une variable aléatoire Fr-mesurable de carré intégrable,

on peut l’écrire sous la forme :
T
U=E(U) +/ HydBgp.s.
0

ot (Hy) est une processus adapté tel que E(fOT H?ds) < +oo. Il suffit pour cela de considérer
la martingale M, = E(U/F).

2.4 Evaluation et couverture des options dans le modéle
de Black et Scholes

2.4.1 Une probabilité sous laquelle (S;) est une martingale

Nous avons déja vu que pour calculer le prix d’investissement il faut trouver une pro-
babilité équivalente a la probabilité initiale P, sous laquelle le prix actualisé S, = e~"%S, de
I'action est une martingale. Utilisant ’équation différentielle stochastique vérifiée par (S;)

on a :

dS, = —re "'S,dt + e tdS,
= S,((u—r)dt + odW,)

et par conséquent, si on pose W; = W, + ”;Tt,
dgt = StUth*. (25)

D’apres le théoréme de Girsanov, il existe une probabilité P* équivalente a P sous la-
quelle (W;)o<i<r est un mouvement brownien standard. On admettra, par la suite, que la
définition de l'intégrale stochastique est invariante par changement de probabilité équiva-
lente. Alors si on place sous la probabilité P* | on déduit de Pégalité (2,2) que (S;) est une

martingale et que :

S, = Spexp(eW; — 0*t/2)
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2.4.2 Pricing

Définition 2.4.2.1. Une stratégie ¢ = (Y, pi)o<i<r est admissible si elle est autofinancée
et si la valeur actualisée Xt(¢) du portefeuille correspondant est positive pour tout t, et si

SUpg<;<1 Xt €st de carré intégrable sous P*.

On dit qu’une option est réplicable ou simulable si sa valeur a [’échéance est égale a la
valeur finale d’une stratégie admissible. Donc pour qu’une option de fonction de paiement

h soit simulable il est nécessaire que h soit de carré intégrable sous P*. Dans le cas d’un call
(h = (Sr — K),), cette propriété est bien vérifice puisque E*(S7)* < oo. Nous désignons

par E* ’espérance par rapport a la mesure P*.

Théoréme 2.4.2.1. Dans le modele de Black et Scholes, toute option définie par une
variable aléatoire h positive, Fr-mesurable et de carré intégrable sous la probabilité P* est

simulable et la valeur a 'instant t de tout portefeuille simulant est donnée par
X, =E (e "TDh/F)

La valeur de option a linstant t est donc définie de facon naturelle par ’expression
E* (e—r(T—t) h/.lt;g) )

Démonstration :

0

Supposons tout d’abord qu’il existe une stratégie admissible ¢ = (¢”, ¢) simulant ’op-

tion. La valeur & l'instant ¢ du portefeuille est donnée par :
Xi(6) = 6757 + @S,

et I'on a par P'yhpothése X7 (¢) = h. Soit X; = X;e™™, la valeur actualisée :

Xi = ¢ + @iS;
Puisque la stratégie est autofinancée, on a, d’aprés la proposition (2.2.2.1) et I'égalité
(2.3),

t
Xt = XO+/ ‘;Oudsu
0

t
= Xo—i-/ oSy dW
0
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Sous la probabilité P*, la borne supérieure supg<;<p X;(¢) est de carré intégrable,

d’aprés la définition des stratégies admissibles. Il en résulte que (Xt) est, sous P*, une

martingale de carré intégrable. D’ou
Xi(¢) = E*(Xr/F)
et par conséquent :
Xt = E*(eiT(Tit)h/Ft)

Pour achever la démonstration du théoréme, il reste & démontrer que 'option est bien simu-
lable, c’est a dire a trouver des processus (¢?) et (¢;) définissant une stratégie admissible

et tels que :

#S) + Sy =B (e In/F)
Sous la probabilité P*, le processus défini par M; = E*(e"7h/F;) est une martingale de
carré intégrable car, d’aprés I'inégalité de Jensen,

E*(M7) = e " E*(E*(h/F,)*) < E"(E"(h*/F)) = E*(h*) < o0

pour tout t. Ensuite, la filtration (F;), filtration naturelle de (W;), est aussi la filtration

naturelle de (WW}") et, d’aprés le théoréme de représentation des martingales browniennes,

il existe un processus adapté (K;)o<i<r tel que E*( [ K2dt) < +o0 et :
t
M, = M0+/ K, dW; p.s
0

pour tout t € [0,T]. La stratégie ¢ = (¢°, @), avec @, = K;/(05;) et ¢) = M, — ¢, Sy, est
alors, d’prés la proposition (2.2.2.1) et 'égalité (refeqe), une stratégie autofinancée, dont

la valeur & 'instant ¢ est donnée par :
Xi(¢) = e M, = E*(e " Dn/F,)

et il est clair dans cette expression que X;(¢) est une variable aléatoire positive, que
Supg<;<p st de carré intégrable sous P* et que X;(¢) = h. On a donc bien une stratégie

admissible simulant h.
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2.4.3 Evaluation et couverture dans le cas ot h = f(S7)

Dans la section 1.4, nous avons montré qu’il existait une stratégie de couverture pour
toute option européenne de carré intégrable sous la mesure P*. Pour le calcul pratique il est
important de savoir calculer cette stratégie. Dans cette section nous allons faire le calcul

pour une fonction de paiement de la forme h = f(S7). Nous avons vu qu'il existait une

stratégie ¢ = (¢)o<i<T avec ¢y = (49, ;) dont la valeur de portefeuille vaut
Xi(¢) = E(exp(=r(T = 1)) f(Sr)/F1) (2.6)
Nous pouvons représenter Sy comme
St = Spexp(p (T = t) + o(Wr — WY))

oup =r—o*/2, Wi =W,+6t,0 = (u—r)/o. Comme le processus W2 est un mouvement

brownien sous la mesure P*, I’égalité (1.6) implique que

Xi(¢) = E(eTf(Sem Tt Wi-Wi) /7y = e (L, S))

Pty = o [T @t 2 2.7
(£, 5) J2n (we Je~ 7 dy (2.7)

On peut vérifier directement que toutes les dérivées partielles de cette fonction sont

continues par rapport a x et par rapport a t. Ensuite, en posant F(t,z) = e "' F(t, ze™),

on obtient d’apreés la formule d’Ito que

ou Sy = Sye" et vérifie I'équation (2.5) et
L 1 e _
A(t) = FJ(t,S) + §JQS§F;;(75, Sy)

Comme nous 'avons déja vu, le processus Xt(gb) est une martingale sous la mesure P*.
ce qui veut dire que la partie réguliére dans la différentielle stochastique (1.8) est égale &
zéro, c’est a dire A(t) = 0 p.s pour tout t € [0, 7] Donc la fonction F(t,z) vérifie 'équation

suivante :

_ 1 o
F{(t,S;) + §$2025,52F;’x(t, z)=0 (2.9)
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Et en comparant les équations différentielles stochastique (1.4) et (1.8) nous obtenons

que
Notons que pour obtenir une stratégie autofinancée de couverture nous pouvons prendre

n'importe quell fonction F(t,z) qui vérifie équation (1.10) avec la condition au bord

F(T,z) =e T f(xeT).
Par ailleurs, puisque ¢ est un portefeuille simulant, la valeur a 'instant t de 'option
est égale a Xp(¢) = F(t,S;) et vérifie

1
F{ +raF, + 50%2}7’;’1 —rF=0

appelée équation aux dérivées partielles de Black-Scholes.

Remarque 2.4.3.1. Dans le cas du call, on a :

oF

—(t,z) = N(d

O (t2) = N0
dans le cas du put :

oF

- — _N(—

o (t,2) = ~N(~d)

Cette quantité est souvent appelée le "delta" de l'option par les particiens. Plus géné-
ralement, lorsque la valeur & instant t d’un portefeuille peut s’écrir ¥ (t,Sy), la quantité
(0¥ /0x)(t,St), qui mesure la sensibilité du portefeuille aux variations du cours a l'ins-
tant t, est appelée le "delta"” du portefeuille. On parle de "gamma" pour la dérivée seconde
U(t,S), la quantité (0*)/0x?)(t,S;), de "théta" pour la dérivée par rapport au temps et

de "véga" pour la dérivée de v par rapport a la volatilité o.

2.4.4 Formule de Black et scholes

Il s’agit de la célébre formule donnant le prix d’un call dans notre contexte

Proposition 2.4.4.1. Le priz C; d’un call européen sur Uactif risqué (de strike K et

d’échéance T) est donné par :

Cy = SN (dy(t,Sy)) — ke " TN (dy(t, Sy)) (2.11)
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du(t. ) = log(£) + (r + 2 )(T — t) do(t,) = log(£) + (r — 2)(T — ]

oV —t oI —t

et ou N est la fonction de répartition d’une N(0,1). Dans ce cas, la composition du

portefeuille de couverture est donnée par :

¢ = N(di(t,S;)) > Oetd) = —Ke " N(dy(t,S;)) <0 (2.12)
Démonstration
D’apres (2.7) :
Cy = F(t,S;)
F(t,z) = /Jroo(:ve;"z(Tt)“ym — Ke =) ! e’%dy (2.13)
o0 V2

Or montre facilement que

1

ge 20 T=0royyT—t _ fro—r(T—1) > () y > —dy(t, x)

Ainsi

+oo 1 |
F(t,x) = /d (x@*%‘jz(T*t)JﬂTym _ Kefr(Tft)) 27T€J7dy
—da \/

d2 1 2
_ —Lio2(T—t)+oyyT—t —r(T—t) —-L
= re 2 — Ke ——e 2d
/_Oo( ) V2T Y

En séparant les deux intégrales et en faisant dans la premiére le changement de variables

z=y+ovIT —t on obtient
F(t,z) = N(dy(t, x)) — Ke "T-ON(d2(t2))

On en déduit 2.12 dont 2.13 découle immédiatement.



Chapitre 3

consommation et I'investissement en
temps continu cas ou la fonction

d’utilité est logarithmique

es marchés offrent de nombreuses opportunités d’investissement dans divers produits
financiers. Chaque gestionnaire de fond doit alors choisir dans quels actifs investir, dans
quelles proportions et sur quelle période. Etant donnée une fonction d’utilité U caractérisant
ses préférences ou celles des investisseurs qu’il represente, le gestionnaire cherche donc une
stratégie optimale d’investissement dans un panier d’actif S lui permettant de maximiser

I’'utilité de ses revenus futurs.

40
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3.1 Consommation et investissement en temps continu

3.1.1 Modéle du marché financier

Dans ce chapitre, on considére un marché de d+1 actifs financier de type Black-Scholes

ayant comme base (§2, F, (Ft)o<i<T, P), consistant en un actif sans risque et d actifs risqués.

Leurs prix (So(t))o<t<r €t (Si(t))o<t<r pouri =1,...... , d vérifient les équations suivantes :
([ dSo(t) = r,.So(t)dt So(0) =1

G0 = D)+ 3 a0 G0) =0

\

Pour tout t > 0 on note, par W, = (W1 (t), Wa(t),...... , W4(t)) un mouvement brownien
standard de dimension d, par r; € R le taux d’intérét sans risque, par p; = (p1(t), po(t), ... ... s 1a(t))
le taux de risque , par o, = (0;;(t))1<i,j<a la matrice de la volatilité. et les coefficients ry, pu;
et o, sont des fonctions déterministes mesurables.

Dans tout ce qui suit ,(F;)o<t<r est la filtration naturelle engendrée par le processus
(Wi)o<t<r c’est-a-dire que F; = o{W,,0 < u < t}.

Soient, ¢; € R la quantité investie dans Pactifs sans risque et ¢; = (p1(¢), @2(t), ... ... ,0a(t)) €

R¢ la quantité investie dans les actifs risqués a I'instant t.

Dans ce cas, une stratégie financiére est définie par un processus aléatoire (¢, pr)i>0 &

valeurs dans R progressivement mesurable par rapport a (F;)o<;<7. Le processus

X =¢uSo(t) + > i(t)S;(t) >0 (3.2)

j=1
S’appelle le processus richesse ou la valeur du portefeuille & I'instant t.

Définition 3.1.1.1. Un processus du consommation (c;)o<i<r €st une vitesse de la consom-
mation sur l'intervalle [0; T], c¢’est-a-dire que c’est un processus non negatif progressive-

ment mesurable par rapport o (Fi)o<i<r et presque sirement intégrable sur 'intervalle [0,

1.
T
/ctdt<oo p.S
0
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Une stratégie financiére ((¢r, 1) )i=0 avec une consommation (¢;)i>o est dite autofinan-

cée si le processus richesse correspondant vérifie [’équation stochastique suivante
t d t t
Xi=v —|—/ GudSo(u) + Z/ ;(u)dS;(u) — / cydu t>0 (3.3)
0 = /o 0

Ou x > 0 est la richesse initiale et l'integrale fot cydu de ce processus représente le montant

consommé sur 'intervalle [0, TJ.

Remarque 3.1.1.1. Nous allons travailler avec les quantités relatives par rapport au pro-

cessus de richesse. On pose

()S5(t
mi(t) = %j() pour j=1,....,d et v, = )C(—tt
Alors (m, = (mi(t),...... ,Ta(t)) )o<i<T est appelée le processus de portefeuille et (v;)o<i<T

le processus de consommation.

En tenant compte de ces définitions, nous réécrivons l’équation pour X; comme

dXt = Xt(Tt + y;@t — Ut)dt + Xtyzldet XO =T > 0 (34)
y=om et 0, =0, (u —rd)

On fait Uhypothése que

T T
mﬁ=/uﬁ&<m wﬁz/wﬁw<m (3.5)
0 0

D’ailleurs, on suppose que la fonction (0:)o<t<r ne s’anulle pas dans L4]0,T7], ie

T
nwézj'mfﬁ>o (3.6)
0

Décrivons maintenant 'ensemble des processus du controle v = ()0 avec vy = (Y, V).
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3.1.2 Le processus de controdle

Introduisons, un ensemble de processus de controle (y:, ¢;)o<t<r, on choisit un processus
de consommation (¢;);>¢ de sorte qu’il correspond a 1,.X;, donc on a :

e = Xy

O (14)>0 est mesurable pour les valeurs [0,1]. Pour cette consommation nous définissons
le processus de controle v = (1);>0 comme étant vy = (Y, ¢;), oU (Y¢)r>0 prend ses valeurs
dans R? et satisfaisant 3.5. Le processus (X;)>o est défini par I'équation 3.4 , qui a, dans ce
cas, la forme suivante (pour bien insister sur le fait que le processus de richesse correspond

a certains processus v, qu’on les note X")
dX} = X[ (ri — v + y,0)dt + X y,dW,, t>0, X} =x (3.7)

On note 'ensemble de tels processus de controle v par U.
Il est a noter que pour chaque v € U, et a 'aide de la formule d’'Itd, ’équation 3.7 admet

une solution.
XY = 2RV iig ) (33

Ou
t t t
Rt:/ rudu, Vt:/ v, duet (y,@)t:/ ., 0udu (3.9)
0 0 0

De plus, £(y) indique I'exponentiel stochastique défini comme suit :

t 1 t
) = expl [ g~ 5 [ P> 0
0 0

Cependant, pour tout v € U, le processus (X/ )0 est positive et continu. Une généralisa-

tion normale de U sera donc 'ensemble des controles.

Définition 3.1.2.1. Un processus du controle v = (14)i>0 = ((yt, v¢))i>0 est dit admissible
s’il est progressivement mesurable par rapport a (Fi)o<i<r , @ valeurs dans K = R% x R,

tel que
T T
Iyll2 = / Pdt < ocet / oyt < 400
0 0

De plus on suppose que 3.4 a une forte solution unique presque sirement positive sur l'in-

tervalle [0, T]. Nous désignons parV l’ensemble de tous les processus du controle admissible.
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3.1.3 Théoréme de Vérification

Définition 3.1.2.2. Pour une richesse initiale x > 0 et pour un processus du contréle

()1>0 dans V, nous introduisons la fonction objectif définit comme suit :
(3.10)

E, ( / " Ue)dt + h(x2)

J(z,v) =

Ou E, est l'espérance conditionelle sachant que X§ = x, U : Ry — R est la fonction

d’utilité et h : Ry — R est la fonction d’héritage.
Le but de ["investissement et de la consommation est de mazimiser la fonction objectif
(3.11)

3.10, c’est-a-dire :
max J(z,v)
veVv
Pour résourdre ce probleme, nous allons utiliser la méthode de programmation dyna-

mique stochastique de Bellman qui est basé sur les théoremes de vérification pour les équa-

tions différentielles stochastiques.

3.1.3 Théoréme de Vérification
On consideére le probléme du controle stochastique pour le processus d’Ito scalaire sur

'intervalle [0,T]
dX{ = alt, Xy, v)dt + (b(t, X, 1)) dW,
(3.12)

X{=x2>0

On suppose que le processus du controle v = (v;)o<t<r prend ses valeurs dans un ensemble

K C R? et que les coefficients
a:[0,T] xRy xK—R et b:[0,7T] xRL xK— R?

=ka

sont des fonctions non aléatoires et que pour tout ¢ € [0,7] les fonctions a(t,.,.) et

b(t, .,.) sont continues sur R* x K, tel que pour tout k& € K I'equation 3.12 avec v

une solution unique forte et positive presque stirement sur 'intervalle [0, T].

De plus, soit
U:0,T] xR, xK—=R

une fonction d’utilité et
h:RL — R
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une fonction d’héritage.
On suppose que les fonctions U et h sont continus.
Dans cette section nous allons modifier la définition de ’admissibilité pour 1’équation 3.12

de la facon suivante.

Définition 3.1.3.1. On dira qu’un processus du controle v = (v;)o<i<r €st admisible s’il
est progressivement mesurable par rapport a la filtration (FV)o<i<r et l'équation 3.12 a

une solution unique forte (X} )o<t<r positive presque sirement sur lintervalle [0,T] telle

que

T

/ (la(t, X}, v)| + |b(t, X7, v)|?dt < oop.s (3.13)
0

et

E[U(t, X/, 1)) -dt + (h(X]))-] < o0 (3.14)
ot (a)- = min(0, a).On désigne par V ensemble de tous les processus du controle admis-
stbles.

On définit les fonctions objectifs, on posant
T
J(t,$,l/):Et7x[/ U(s, XJ)+hX7)], 0<t<T (3.15)
t

ot [E; , est l'espérance conditionnelle sachant que X; = x.

Notre but est de résoudre les problemes d’optimisation suivants

J*(t,x) =sup J(t,z,v), 0<t<T (3.16)

vey

Pour cela, introduisons I’Hamiltonien définit par

H(t7$721,22> :SupH()(t?valaZQ?ﬁ) (317)

veK
avec

1
Ho(t, x, 21, 20,9) = a(t, z,9)z + §|b(t, x,9)|?20 + U(t, z,9)
Pour trouver une solution du probleme 3.16, il faut étudier I’équation de Hamalton-Jacobi-Bellman

ze(t,x) + H(t,x, 2, (t, 1), 202 (t,2)) =0 ¢ €1]0,T]
(3.18)
2(T,z) = h(x) x>0
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Ici z; désigne la dérivée partielle de z par rapport a t. On va utiliser les mémes notations
pour toutes les dérivées partielles.

On suppose que :

Hy) pour tout v € V, la fonction U(s, XY, vs) est absolument intégrable dans lintarvalle

[t,T] ie pour tout 0 <t <T etz €l ona

T
Et,x/ |U (s, X7, vg)|ds < o0
t
Hy) I existe une fonction z : [0,T] x (0,00) — R qui vérifie les conditions suivantes.
1. 1l existe une fonction z(.,.) tel que pour tout 0 < ty,to < T et pour tout x >0

2(ty,x) — 2(t —x) = / 2 zi(u, z)du (3.19)

t1

De plus, z(u,.) est continue sur R
2. Pour tout N > 1
T

lim sup | Z(u, ) — Zi(u,y)|dt =0 (3.20)

=0 Jo z,y€KN,|z—y|<e

ot Ky = [N~1, N].

3. La fonction z est deux fois dérivable par rapport a x et les dérivées partieles
Ze(oy.) €t 2z u(.,.) sont continus sur [0,T] x (0, 00)

4. 1l eziste un ensemble I' C [0, T] avec A(T') =T (A(.) est la mesure de Lebesgue)

et pour tout t € I' et pour tout x > 0 la fonction z(t,z) représente une solution

du probléeme...

H3) 1l existe une fonction mesurable ¥* : [0,T] x (0,00) — K telle que
H(t,x, 2z (t, ), 24a(t, ), 200 (t, ), 0" (L, x))

pour tout t € I' et pour tout x > 0.

Hy) 1l existe une solution unique forte presque strement positive de l’équation d’Ité sui-

vante
dX; = a" (6, X7)dt+ (0 (6, X7)) dw, Xg = (3:21)

ot a*(t,x) = a(t,z,9*(t,x)) et b*(t,z) = b(t,z,9*(t,x)).De plus le processus du

controle optimal v* = (V] )o<i<r avec v = 0*(t, X[) appartient a l’ensemble V
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Hs) Pour tout 0 <t <T etx>0,0na:

E;, sup |z(s,X])| < o0 (3.22)

t<s<T
Maintenant, on montre que le processus v* mene a la résolution des problémes

Théoréme 3.1.3.1. [27] On suppose que V # () et que les hypothéses Hy — Hy sont satis-

faites. De plus, on suppose que

z, = inf inf 2(t,z) > —o0 (3.23)
0<t<T 2>0

Alors, pour tout t € I' et pour tout x > 0, on a :
2(t,x) = J*(t,x) = J*(t, z, V")

ou la stratégie v* est définie dans les hypotheses Hy — Hs.

3.2 Investissement et consommation optimales

Dans cette section, nous introduisons la fonction de cout, pour la richesse initiale z > 0
et pour un processus du controle (v¢):>o dans V, qui est basé sur une fonction d’utilité de

type logarithmique de la consommation et de la richesse en T.
T
(V) = By / In(c)dt + In(X2)), veV (3.24)
0
Ou E, est l'espérance conditionnelle sachant que X} = x.

3.2.1 Le problémes et la solution
Le problémes d’optimisation

On va étudier le probléme sans condition. Soit # > 0 la richesse initiale et on note par
¢ > 0 une certaine limite de risque.
Le probléme
max J(z, ) (3.25)

vey
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Théoréme 3.2.1. Le probleme (3.25) a la solution suivante :
La valeur optimale de J(x,v) est donnée par
J*(z) = max J(z,v) = J(z,v") = A(0) Inxz + B(0) (3.26)
ve
ot le controle optimal v* = (y*,v*) a la forme suivante
;=0 et vy = ! tout 0 <t <T (3.27)
yt—tevt—A(t),pour out 0 <t < .
le processus richesse optimal (X )o<t<r Teprésente une solution de :
1
e
t t
X/ =wexp (/ BZdu—i—/ |9u|qu) , t>0
0 0
ou
Bf=rf —1/A@t) =r + 16,7 /2 = 1/A(t) t>0
Remarque 3.2.1. Pour formuler les solutions, on pose
ri =1+ 0,7 /2, >0 (3.29)
et on définit pour 0 <t <T
T
Alt)=14+T -t B(t) = / (rfA(u) —In A(u) — 1)du (3.30)
t

Démonstration

Nous appliquons le théoréme (3.1.3.1) a I’équation différentielle stochastique du controle

(3.4). Les coefficients dans le modeéle (3.12) et (3.15) sont alors définis comme suit

Cl(t,.’lj’,V) = x(ﬁ +y/0t - U)a V= (y,v)

b(t,z,v)==zly|l, U(t,z,v) =Inz, h(z)=Inz
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De plus, ' =R, et K =R, x R La définition (3.1.2.1) de I'ensemble V implique immé-
diatement Hy).

Pour vérifier Hy) — Hy), nous calculons la fonction de Hamilton pour notre probléme. Nous
avons pour ¥ = (y,v)

H(t,x, 21, 20) = sup Ho(t, z, 21, 22,79)
dek

ou

1
Hy(t,x, 21, 20,9) = (ry + y'0p)x21 + §x2 y|? 22 4 In(vz) — vz

Pour z9 < 0 nous trouvons

1
H(t,l’, 21, ZQ) = Hg(t, T, 21,22, 190) =rxrz + mZ% |9t|2 —In 21 — 1 (331)
Z2

ot Yo = Vo(t, , 21, 22) = (yo(t, T, 21, 22), vo(t, @, 21, 22)) avec

1
Let et vo(t, x, z1,29) = — (3.32)

3/0(75, Ty 21, 22) =
x| 29| rz

Nous nous intéressons maintenant a la résolution de l’équation (3.18), qui a la forme sui-

vante :
2(t, x) + rxz.(t, x) % —Inz,(t,x) =1

(3.33)
2(T,x) =Inz

On rappelle que nous voulons prouver que la valeur optimale J*(0, z) est égale a la partie

droite de I’équation (3.26). Par conséquence, la solution de (3.18) a la forme suivante :
2(t,x) = A{t)lnx+ B(t), t>0, >0 (3.34)

La condition de limite (2(7,z) = Inz) implique que A(T) = 1 et B(T) = 0.L’équation
(3.33) implique pour 0 <t < T et x > 0 I'égalité suivante :
dA(t) dB(t)

——Inz +

i T—i-rfA(t)—l—ln.r—lnA(t)—l:O

ou r; est défini en (3.29). La solution de cette équation donne la définition des fonctions
A(.) et B(.) dans (3.30).
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Maintenant de (3.31) et (3.32), nous trouvons la solution z(¢,z) de 'équation Hamilton-
Jacobi-Bellman comme définie en (3.34) et (3.30)

H(t,z, 2. (t, x), 220 (t, ) = Ho(t, z, 2, (t, T), 200 (t, x), 0" (¢, )

ou
0 (t,x) = 0o(t, x, 2, (t, ), 222 (E, 7)) = (Y], v;)

2. (t, )
“ = otz 2 (t, 1), 2 (t, 1) = ——2L 0, = 0
Yy yO( y Uy 2 ( 7I>7Z ( SL’)) xzm(t,x) t t
1 1

U;: = vo(t,x,zm(t,x), Z:c:c(tvx)) = -

xz(t,z)  A(t)

Cependant, Hy et H3 en résulte. De plus, I’équation (3.21) n’est que I’équation (3.28), qui

a une solution forte et unique, i.e la condition H, est respectie.
Finalement, nous vérifions Hj. De (3.8), on part de la valeur initiale X} = x
S S
In X? = lnx—i-/ | Budul +/ |Yu| AWy, t<s<T
¢ t
|2

ot By =7y — Uy + Yu0u — 3 lyul”, u>0.

Cependant, pour tout 0 < t < T, de I'inégalité de Doob pour les intégrales stochastiques,

/ |yuqu|
t

|+ [7 |ry] du+ [ 62du+ E,, [T y2du+t

B 2
\/Et,r sup (/ |yu|qu)
t<s<T t

< |lnz| —|—ftT|7“u|du+ftT012Ldu+Em ftTyZdu—I—QwEt,x ftTy?Ldu

on trouve :

Ei, sup |InX!| < E,, sup |InX|+ E;, sup
t<s<T t<s<T t<s<T

IA

On obtient :
Eip sup |In X! <oo, 0<t<T,z>0
t<s<T
En faisant appel a (3.30) et (3.34), nous obtenons Hs. Cela prouve le probléme sans res-

triction.



Conclusion et perspectives

n conclusion, nous avons pu voir clairement 'intérét énorme qu’a représenté la tech-
E nique d’application du calcul stochastique sur des modéles financiers, et comme exemple
d’application, on a abordé la fonction d’utilité de type logarithmique, en vue de la maxi-

miser, tout cela pour servir a l'investisseur qui sera guidé pour bien gérer son portefeuille.

Cet intérét nous permet de dire sans exagération que, par extension les mathématiques

appliquées sont devenus la voie d’accés aux métiers de la finance du marché.

et comme perspective, et étant donné que les marchés financiers sont trés compliqués,
I’étude ne doit pas se limiter au cas déterministe, mais elle doit s’élargir pour trouver des

fonctions d’utilité qui nous aideront dans le cas aléatoire. C’est une autoroute, ’avenir dira

ce qu’il en est.

ol
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