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Résumé
Soit (X, Y ) une couple de variables aléatoires dont la fonction de répartition
F(x, y) de loi conjointe . Si Fj et Fy sont les lois marginales de X et Y , on a
F(z,y) = C(Fi(x), F»(y)), ot C est une copule . Dans un premier temps, on
détermine la distribution conjointe, Ce résultat a plusieurs applications inté-
ressantes. Il permet d’abord de construire un algorithme relativement simple
pour simuler. Nous présentons un nouvel estimateur de la densité condition-
nelle . Il est basé sur une transformation efficace des données par transforma-
tion quantile. Par utilisation de la représentation copule, il s’avére avoir une
forme se produit remarquable. Etudier ses propriétés asymptotiques et com-
parer son biais et sa variance aux concurrents Sur la base d’une régression ,

et utilise une simulation d’une copule sur R.



Chapitre 1

Introduction

En statistique, une copule est un objet mathématique venant de la théorie
des probabilité. L’introdution des copules est un phénoméne relativement
recent qui trouve sa source a la fin des années 50 dans des recherches portant
initialement sur les tables de contingence. Au début, il était difficile de trouver
des traces de la notion copule dans la littérature de la statistique. Mais a
partir des années 70 et avec le développement de la théorie des processus
empiriques, d’autres auteurs ont redécouvert le concept des fonctions copules
sous d’autres appellations.

Alors, de quoi s’agit-il 7

Les copules consitituent un sujet de recherche relativement moderne étant en
plein essor depuis principalement les trois derniéres. Provenant du nom latin
"copulae", qui signifie "tout ce qui sert a attacher, lien, chaine", la copule
est un outil statistique qui modélise la dépendance entre des variables aléa-
toires, permettant ainsi de considérées de maniére distincte la structure de
dépendance décrite par fonction de distribution conjointe et le comportement
marginal des variables considérées. En effet, soit un couple de n variables
aléatoires (X1, Xo, ..., X,,) tel que, pour (z1,xs,...,x,) € R™, la fonction de

répartition conjointe est donnée par :

F(xl,Ig, ...,ZL‘n> = IP(Xl < fL’l,XQ < I9, '~-7Xn < ZL‘n)
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et la fonction de répartition marginale de la ¢ variable aléatoire, pour ¢ €

(1,2,...,n), est donnée par :

Fi(x;) = P(X; < ;)

Le célébre théoréme de Sklar|!], stipule que si les fonctions F;(.) sont conti-
nues, alors il existe une unique fonction de répartition multivariée C : [0, 1]* —
[0, 1], que l'on appellera copule, dont les marges sont uniformes et telle que,

pour tout (z1,xs,...,x,) € R", on puis écrire

F(21, %9, .y 1) = C{Fy(21), Fa(x2), ..., Fo(7,)}

Autrement dit, il est possible d’associer la loi conjointe multivariée aux lois
marginales univariées a ’aide de la fonction copule qui contient I'information

nécessaire sur la structure de dépendance des variables aléatoires entre elles.

Bien que le terme copule fut utilisé comme objet mathématique pour la
premiére fois en (1959) dans les travaux Sklar, mathématicien américain et
professeur émérite a I'lllinois Institue of Technology, la fonction sous-jacente
fut étudiée bien avant, sous d’autres appellations,par exemple dans les tra-
vaux de Fréchet(1951)[11], de Féron(1956)[12] et de plusieurs autres ma-
thématiciens et statisticiens qui s’intéressaient aux fonctions de distribution
multivariée ayant des lois marginales fixées, et généralisations du modéle
proposé par Balack et Scholes(1973)[3], et Deheuvels(1978)[36].

On retrouve notamment plusieurs résultats a la base de la théorie des
copules dans des travaux de Wassity Hoeffding(1940-1941)[18]. Dans ceux-ci,
ce statisticien et probabiliste finnois décrivait des fonctions de distribution
dont le domaine est le carré [—1/2,1/2] x [—-1/2,1/2] et dont les marges sont
uniformes sur l'intervalle [-1/2,1/2|. Tl travaille également sur les mesures de
dépendance invariantes sous tronsformations strictement croissantes. Malgré
I’apport notable de ses travaux, ces derniers ne furent pas immédiatement
considérés a leur juste valeur notamment en raison de circonstances historique
(Deuxiéme Guerre mondiale). D’ailleurs,Fréchet arrivé a des conclusions sem-
blables a celles obtenues par Hoeffding malgré le fait qu’elles lui étaient incon-

nues. De ce fait, aujourd’hui, lorsque 1’on fait référence a certains résultats de
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ce domaine dans la littérature, notamment concernant ’ordre stochastique, il
n’est pas rare de trouver ces deux noms juxtaposés. Puis,en (1959), Sklar écrit
un article en utilisant pour la premiére fois le mot "copule" avec le sens qu’on
lui connait a ce jour, alors qu’il travaillait avec Berthold Schweizer(1991)[15]

sur la lecteur.

Application de copules & un probléme purement financier pent étre at-
tribuée & Rosenberg(1999)[13], et Patton(2001) est un des premiers a tenter
de modéliser la structure de dépendance de facon dynamique a I'aide des co-
pules, Patton montre que le théoréme pent entre généralisé et applique aux
distribution conditionnelles.

L’inportance du choix de la copule pour modéliser la structure de dépendance
entre plusieus actifs est démontrée par Berrada et al (2006)[2] et ensuite par
Kole et al (2007)[39].

Le concept de copule dynamique généralisé proposé par Rémillard et
Papageorgion(2010)[10].

Cet mémoire se compose de trois chapitres. Le premier chapitre est une
introduction. On présente un état d’art sur les copules,leur propriétés aunsi

que les famille des copules.

Le second chapitre est consacré a ’estimation par I’approche de copules
a trouvers les deux aspects, L’aspect paramétrique, a savoir la méthode des
moments et méthode du maximun de vraissenblance, et ’aspect non para-
métrique, & savoir méthode d’estimation par ’approch de copule empirique
et méthode d’estimation & noyau
Le dernier chapitre est une étude qui parte sur I'estimation de densité condi-
tionnelle par la copule,on présente notre estimation d’une maniére expli-
cite.L’étude asymptotique est presentée par la convergence en probabilité, la
convargence prasque sur, et la normalité asymptotique. Les valeurs de biais
et variance sont données d’une fagans explicite. Nous terminant ce travail

par une étude comparative des estimateurs proposées
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1.1  Quelques notions sur les copules

les copules permettent de résume la structure de dépendance d’une dis-
tribution conjointe en la séparan des comportements marginaux. Dans cette
section, nous formalisons ce concept en donnant des définition, en énongant
le fameux théoréme de Sklar ainsi qu’en présentant quelques propriétés et

qulques famille de copules.

Définition 1.1.1. Une copule C est une fonction de répartition sur [0;1]?
d-dimensionnelle, dont les lois marginales sont uniformes sur [0; 1], ot d est

un entier strictement positif.

Définition 1.1.2. Une copule bivariée est une fonction C : (I = [0,1])* —

I =0,1] qui vérifie les conditions suivantes :
1. C(u,0) = C(0,u) = 0,Yu € I. On dit que C est attachée;
2. C(u,1) = C(1l,u) = u,Yu € I. Les marges des distributions sont des

marges uniformes;

3. C est 2-croissante :
C(UQ, 1)2) — C(UQ, 1)1> — C’(ul, UQ) + C(Ul, 1)1) Z 0.
V(ug,ug) € [0,1]% (v1,v9) € [0,1]2 tel que uy < uy et vy < vy

Un semple exemple :soient X et Y deux variables aléatoires ayant toutes
deux comme distribution marginale béta(2,2).Avec ces hypothéses de dé-
part,on sffectue deux simulations de 2000 données chacune et on obtient

les deux graphiques présentés a la figurel.l

On peut alors constater que, malgré le fait que X et Y soient de méme
distribution marginale dans chacune des simulations, la structure de dépen-
dance entre ces deux variables est bien différente.En effet,dans le graphique
de gauche, la concentration du nuage de points est plus prononcée pour de
grandes valeurs de X,ce qui confére une meilleure prédiction des valeurs de Y
lorsque 'on connait de telles valeurs de X. c¢’est plutot le cas pour les petites
valeurrs de X dans le graphique de droite.On verra plus tard que la premiére
simulation sera associée a une copule gaussienne , alors que la deuxiéme sera

associée a une copule Clayton



1.1 Quelques notions sur les copules 11

Copule gaussienne Copule Clayton

1.0
1.0

Y

00 02 04 06 08

00 02 04 06 08

FIGURE 1.1 — Simulation de données pour cmparer le comportement conjoint
de deux variables aléatoires ayant chacune comme distribution marginale
béta(2,2)

Théoréme 1.1.1. Si C est une copule, si Iy et Fy sont deux fonctions de
répartition, alors F(x,y) = C(Fi(x), F5(y)) est une fonction de répartition
bwariée, ayant Fy et Fy pour marginales.

Soit F une fonction de répartition bivariée de marginalesFy et F.

11 existe une copule C' telle que pour tout (x,y) € R? :

F(z,y) = C(Fi(z), F2(y))
Si de plus Fy et Iy sont continues, C est unique.

Preuve :

On a

Fry,x0) = P(X) <2y, Xy < 1)
= P(F(X)) < Fi(11), F5(X3) < Fy(x))
= O(F1($1),F2($2))
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Le théoréeme de Sklar implique que pour une distribution conjointe bidimen-
sionnelle continue, les lois marginales et la structure de dépendance peuvent
étre dissociées de facon unique. De plus, la structure de dépendance est re-

présentée par la copule C.

Remarque 1.1.1. lorsque les marginales ne sont pas continues, il est tou-
jours possible de définir une copule, mais celle-ci n’est plus unique et de ce

fait perd beaucoup de son intérét. En effet, on peut toujours poser :

Clur,ug) = F(Fy " (w), Fy *(ug))
avec les " inverses généralisées " des marginales :

F7 Y u) = inf{t/F;(t) > u}

J

(ces fonctions sont également appelées fonctions quantiles empiriques).

Corollaire 1.1.1. Soit F une fonction de repartition conjointe de marges

continues Fy et Fy et C la copule associee a F. Alors, pour (u,v) € I?, on a

C’(u,v) = C(F2 IQ),FQ(ZL‘Q)) (]_]_)
= F(F (), By V(). (1.2)

Ainsi, du corollaire , nous avons une formule de départ pour construire
une copule bivariée a partir d’une fonction de distribution conjointe et de
lois marginales.

Par exemple, il est possible de déterminer les copules extrémes, soient les

bornes de Fréchet. Posons

C™ (u,v) = maz(0,u+v —1) et CT(u,v) = min(u,v)
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Théoréme 1.1.2. Soit C une copule. Alors, pour tout (u,v) € I?, on a
C™ (u,v) < C(u,v) < C*(u,v)

Demonstration : Soit (u,v) € I%.

C(u,1) = u,

C(l,v) =v

Alors

C(u,v) < min(u,v) = C*(u,v)

D’ou la deuxieme inegalite. Pour demontrer la premiere inegalite, nous
utilisons le fait que C(u,v) > 0 et l'inegalite (1) :

c(1,1)-Cc(1,v) = Cu, 1)+ C(u,v) >0 = 1—v—u+C(u,v) >0

= C(u,v) >u+v—1
= C(u,v) > maz(0,u+v —1)
= C(u,v) > C~(u,v),

d’ou le résultat.

La figure 1.2 : illustre les copules extrémes. Ainsi, de la définition et du
fait qu’une copule est uniformément continue sur son domaine , le graphique
de toute copule C est un quadrilatére de surface continue compris dans le
cube unitaire I3, limité par les copules extrémes et ayant pour sommets les
points (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) et (1,1,1).

La figure 1.3 : une autre maniere de representer graphiquement une copule
est en utilisant les courbes de niveau, ou une courbe est determinee par
I'ensemble des points (u,v) € I? tels que C(u,v) = t pour un certaint € I.

En se basant sur celles des bornes de Frechet presentees.

La figure 1.4 : nous pouvons deduire que, pour toute copule C, sa courbe

de niveau pour un certain ¢, € [0, 1] doit se trouver dans la region ombragee.
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min(u,v)

FIGURE 1.2 — Graphique des copules extrémes

C(u,v) CH(u,v)

FIGURE 1.3 — courbes de niveau des copules extrémes

1.1.1  Propriétés d’une copule
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ot

FIGURE 1.4 — région contenant la courbe de nivean C(u,v) = t, d'une car-

taine copule C

1. Symétrique :
Soient X , Y deux v.a continues, de fonction de répartition jointe F et

de marginales Fj etF, , et soit C une copule .

Définition 1.1.3. On dit que X , Y sont échangeable si seulement si
Fy=F, et C (u, v) = C (v, u) pour tout (u,v) € I*.
Si C (u, v) = C (v, u) pour tout (u,v) € I* , on dit que C est symétrique.

2. Invariante :

Ce théoréeme est essentielle & la théorie des copules.

Théoréme 1.1.3. Soient deuz v.a continues X , Y de marginales F
et Fy et de copule Cxy, St a et sont deux fonctions strictement crois-

santes, alors :

Coax) vy = Cxyy
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1.1.1 Propriétés d’une copule

La copule Cxy est invariante par transformations strictement crois-

santes des variables aléatoires.

Preuve : On peut démontrer ce théoréme facilement a 1’aide de lois de
probabilité, comme suit : soient Fy, Fy, F, , F les fonctions de réparti-
tions de X | Y , a(X) et B(Y), respectivrment.

Les fonctions « et [ sont strictement croissantes, alors

1" /

By = Pla(X) <2) = P(X <a” () = Fi(a™(2))

aussi

1 "

Cox) sy (Fy (7), Fy (y) = Pla(X) <z,B(Y) <vy)

. Ordonée :

Soit 1, Cy deux copules

Définition 1.1.4. On dit que C; est plus petite que Cy ou Cy est plus
grande que C et on note Cy < Cy si

C(u,v) < Cy(u,v) pour tout (u,v) € [0,1]?

Exemple : La copule W = max (u + v-1, 0) est la plus petite copule

et M = min (u, v) est la plus grande copule .

. Convexe et concave :

Soit (a,b), (¢,d) € [0,1]* et VA € [0;1]
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Définition 1.1.5. Une copule C est concave (conveze) si on a :
CAa+ (1 =XNe,\b+ (1 —=X)d) > AC(a,b) + (1 — AN)C(c,d)

5. Harmonique :
Soit C une copule dont les dérivées partielles de second ordre sont

continues dans [0, 1]?

Définition 1.1.6. C est harmonique dans [0,1]* si C satisfait [’équa-
tion de Laplace dans [0,1]?

2
2

V2C (u,v) = 2C(u,v) + 25C(u,v) = 0

u

6. Homogeéne

Définition 1.1.7. Une copule C est homogéne de degré k si Ik €
R, Vu,v,\ € I; C(Au; \v) = X\C'(u,v)

1.1.2 La densité de la copule

Par la fonctions de répartition multivariées, les copules admettent des
densités de probabilités. Si la densité C(.) associée a la copule c(.) existe

alors est définie par :

Si la fonction de répartition multivariée F(.) est absolument continue et en
utilisant le théoréme de Sklar, nous pouvons exprimer la densité d’un vecteur
aléatoire (X7, ..., X4) en fonction de la densité de sa copule et de ses fonctions

de répartition marginales Fi(.), ..., Fy(.) par

d

fl@r, .. xq) = C(Fi(21), .., Fa(za)) [ | filai)

=1



18 1.2 Quelques familles de copules

A partir de cette relation, nous pouvons calculer 'expression de la densité

C(.) de la copule c(.) via 'expression

Hfi(Ffl(uz’))

Ce résultat est important pour I'estimation des paramétres de la loi de pro-
babilité d’un vecteur aléatoire (Xj, ..., Xy) par la méthode du maximum de

vraisemblance.

1.2  Quelques familles de copules

1.2.1 Copules d’indépendance

Soient X , Y deux v.a continues, et H la fonction de répartition jointe
dont les marginales sont F et G .
Définition 1.2.1. 5i X et Y sont indépendantes, alors la copule associée est

le produit de ses marginales comme suit

Cxy(z,y) = F(z)G(y)

1.2.2  Copule gaussienne

Soit ®,, la fonction de répartition normale multivariée a n dimensions avec
matrice de corrélation p.La copule normale C), associ¢e au parametre @ est,

pour tout u = (uy, ..., u,) € [0,1]",

Op(u) = q)n(cbil(ul)? X ‘I’fl(un% p)

On remarque que lorsque les marges sont normales, la copule gaussienne

génére des distributions jointes normales multivariées.
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FI1GURE 1.5 — Nuages de points de trois copules gaussiennes selon p

1.2.3 Copules de Valeurs Extrémes

Une autre classe particuliére des copules est celle des valeurs extrémes.
Le nom "extreme value copula" suggére un lien entre la théorie des valeurs
extrémes et ses copules. Dans le cas bidimennsionnel, Geoffroy [1958], Tiago
de Olivera [1958] et Sibuya [1960] ont donné la forme générale des copules
des valeurs extrémes.
Définition 1.2.2. Une copule de Valeurs Extrémes (VE) vérifie la relation
suivante :

C(ulfa ug) = Ck(uh UQ)

pour tout réel k positif.
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Pour construire une distribution de valeurs extrémes bidimensionnelle, il
suffit ainsi de couple des marges issues de loi de la théorie de valeurs extrémes

avec une copule VE.

Par exemple, la copule de Gumbel est une copule de valeurs extrémes :

Cluf,uz;0) = exp(—=[(—nug)’ + (= Inuz)’]"?)
= exp(—(K(—Inuy)? + (= Inuy)’)?)
= [exp(=[(=Inw)” + (= Inup)”) /)"
= O"(uy,ug;6)
(1.3)

1.2.4 Les copules Student

Définition 1.2.3. soit p le coefficient de corrélation. T la distribution de
Student bivarée standardisée et @, la distribution de student bivarée de ma-
trice de corrélation associée a p et de degre de liberté k > 3.Alors, la copule

Student bivarée Cr edt définie de la maniére suivante :

Cr(u,v; p, k) =T, 1.p(T~Hu), T (v))

1.2.5 Les copules archimédiennes

Cette famille de copule a été nommé par Ling (1965), mais il a été reconnu
par Schweizer et Sklar (1961) dans I’étude de t-norme. Avant d’étre introduit
dans la finance et aussi dans d’autres domaines. Mais avant de définir cette

famille de copules, on a besoin de présenter quelque définitions, et propriétes
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utiles pour définir les copules archimidiennes.

Définition 1.2.4. Une copule est dite Archimedienne avec fonction genera-

trice o si elle l'exprime sous la forme suivante :

Clun, uz) = { o (olwm) +pluz), - siplu) (i) < ¢(0);

0, st non
avec o vérifiant : (1) =0, (u) < 0 et ¢ (u) > 0 pour tout 0 < u < 1

Remarque 1.2.1. Si p(0) = oo , alors ¢ est strictement décroissante.

Propriété

Cette copule est

— Symmétrique

C(u,v) = C(v,u),¥(u,v) € [0,1]2

— Associative

C(C(u,v), z) = C(u,C(v, 2)),¥(u,v,2) € 0,1

— Convexe

{(u,v) € 0,1 : p(u) + p(v) = p(k)}, k>0
— Densité

—¢" (Cv.) (W' (v)
(" (C(v,u))?
— Si ¢ est une constante strictement positive, alors ¢ est un générateur

c(u,v) =

de la copule C
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La famille des copules archimédiennes

— Clayton
Considérons la fonction génératrice p(u™ — 1) et son inverse p~!(s) =

(s+ 1)~1 | alors la copule associée sera, pour o > 0

—1

o

d
Cy(u) = (Z u, ¥ —d+ 1)
i=1
— Gumbel

Considérons la fonction génératrice p(u) = (—Inu)®et son inversep—!(s) =

1 : 2
exp(—ta), alors la copule associée sera, pour o > 1

i=1

d o
Cy(u) =exp | — {Z(—lnu)a}

— Frank

Considérons la fonction génératrice

_ exp(—au)—1
QD('LL) = —In ( exp(—a)—1 >
et son inverse

¢! (s) = —5In(1 + exp(—s)(exp(—a) — 1))
Alors la copule associée sera, avec a > 0

[[(exp(—au) — 1)

_ 1 i=1
Cy(u) = aln 1+ (cap(—a) = 1)1
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Copul: Clton [ Cope Fank

FIGURE 1.6 — Densité de trois copules d ’Archiméde avec paramétre 6 = 3
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1.2.5 Les copules archimédiennes




Chapitre 2

Estimation par les copules

Dans le domaine statistique, ’estimation des copules a été traitée essen-
tiellement dans le cadre des variables dites indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d). Il y a deux grandes méthodes d’estimation des copules :
I’approche paramétrique et l’approche non-paramétrique. Pour cela, nous
supposons que la copule C(.) appartient & une famille de copules paramé-
triques C' = (y,0 € O. La premiére approche consiste a estimer les para-
métres des marginales par la méthode du maximum devraisemblance sans
tenir compte de la copule; puis on injecte ces estimations dans ’expression
de la vraisemblance et par la suite, on estime le paramétre de la copule.
Cependant, cette technique est peu efficace lorsque d est grand. Pour une
étude compléte portant sur cette procédure d’inférence, on peut consulter les
travaux de Shih et Louis (1995) ou Joe et Xu (1996).La deuxiéme approche
consiste a estimation de la copule est basée sur 'inférence non-paramétrique.
La copule empirique est apparue pour la premiére fois dans I'introduction
de la theése de doctorat de Ruymgaart (voir Ruymgaart (1973), pp.6-13) et
ensuite dans Ruschendorf (1974, 1976). L’étude de la consistance de la co-
pule empirique a été étudiée par Ruschendorf (1974) et Deheuvels (1979b).
Ce dernier auteur obtient également une loi uniforme du logarithme itéré et
caractérise ’ensemble des copules empiriques possibles. Son étude est parti-
culiérement développée dans le cas de marges indépendantes. Il obtient alors
des lois exactes et asymptotiques pour certaines statistiques (statistiques de

type Kolmogorov-Smirnov et Cramer-von-Mises) basées sur cette copule em-

25
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pirique et qui s’expriment comme des fonctionnelles fondées sur le processus

empirique de copule.

2.1 Estimation paramétrique

Dans cette section, on expliquer les méthodes d’estimation par la méthode

des moments, méthode de maximun de vrassemblance .
2.1.1 La méthode des moments
cette méthode consiste a estimer les paramétre ;i = 1,...,n des lois

marginales et le paramétre a de la copule par la méthode des moments,ie :

1. Résoudre le systéme des n équations a n incounues

yt - f(ﬁla ~~;ﬂn)7
St2 :g(ﬁly"';ﬁn)v
M3t = h(By, -y Bn),

ou n désigne la dimension de «, f, g et h sont les expressions des mo-
ments (ordinaires) d’ordre 1, 2,et 3 en fonction des paramétres [3;. Ré-

péter cette étape pour toutes les marginales

2. Inverser le tan de Kendall ou le rho de Spearman pour obtenir le pa-

ramétre « de la copule

2.1.2 Méthode du maximum de vraissemblance

Soit Cp une copule paramétrique multivariées de paramétre . On estime

sous les deux hypothéses suivantes

HoiCECO
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telle que Cy = {Cy : 0 € O} ; on O est un sous ensemble de B? pour tout
entier p > 1, et

H/():FlEFl,...,FdE.Fd

telle que Fj pour j = 1,...,d sont les lois marginales de Xi,..., Xy et F; =
{F,j :vj €T,}, oul; est un sous ensemble de B et en maximisant la fonc-

tion log- vraissemblance L(6) définie par
LO) =3 n f(z;)
j=1

telle que f(xy,...,z4) est la fonction de densité jointe de Xj, ..., X4 Comme

on peut voir la fonction L(f) peut s’écrire

n d
L(O) = Zln(@(ﬂ(%), oy Fog(zid)) H filz;) (2.1)
n d

= Zln(@(ﬂ(%), o Fia(ia) Y > In filxy) (2.2)

i=1 j=1

ol ¢ représente la densité de la copule Cy, alors lestimateur de 6 , noté §MV

est

MV
0,

= arg max L(0)
Cet estimateur est consistant et véri.e la propriété de normalité asymptotique
V(@™ —0) = N(0,17(6))

telle que I(6) et la matrice d’information de Fisher. Cette matrice est estimée

par I'inverse de la matrice Hessian de la fonction de vraissemblance.
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2.2 Estimation non paramétrique

2.2.1 La copule empirique

Définition 2.2.1. Soit {(x},...,x?)}_, un échantillon d’un vecteur aléatoire

X de dimonsion n , la fonction de repartition empirique est donnée par :

T
_ 1
Fn(xla ,.In) - T E ]]'(Xi1<x1,...,Xi"<:r")

i=1

ou 1 est la fonction indicatrice.

cas bivarié

Définition 2.2.2. Soit {(zx, yx)}7_; un échantillon de taille n d’un copule

de variable aléatoire. La copule empirique est la fonction C définie par :

6(1 l) _ Nombre des paires (z,y) dans l’échantillon tels que z<z(;)ety<y(;)

n’n n ’
ol z(; et y(;) représentent les statistiques d’ordre associées a 1’échantillon
La fonction densité empirique de la copule C notée ¢ est donnée par :

- { %, si (@), y(j)) est un élément d’échantillon ;

0, sinon.

Parfois elle est appelée " fréquence ampirique de la copule" il exist une rola-

tion entre C' et ¢ donnée par :

et
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~

A ) =CG )~ O D) — 06 2 + O 3

S I~
3|

Les copules empiriques peuvent étre utilisées pour estimer les mesures de

dépendance a savoir le p de Spearman et le 7 de Kendall

2.2.2 theoréme sur le taux de Kendall et le rho de

Spearman

Le tau de Kendall

Soit (X1Y1) et (Xa,Ys) de vecteurs aléatoires continues, indépendants
et identiquement distribués de fonction de répartition jointes F. Le tau de
Kendall du vecteur aléatoire (X, Y ) est défini par :

Txy = P{(X1 — Xo)(Y1 = Y3) > 0} — P{(X; — Xp)(Y1 — Y3) < 0}

On peut définir le tau de Kendall en fonction d’une copule C, utilisant la
fonction (Q définie par

Q=Q(C1,Cy) =4[ [, Co(u,v)dCy(u,v) — 1.

Le théoreme suivant représente la relation entre le tau de Kendall et les

copules.
Théoréme 2.2.1. Soient X, Y deux variables aléatoires continues dont la
copule est C. Le tau de Kendall de X et Y est défini par
Txv) = Q(C,C) = 4f12 C(u,v)dC(u,v) — 1,
car les variables aléatoires U = F(z) et V = G(y) sont des variables aléatoires

uniformes, alors ’équation précédent devient

Txy) = 4E(C(U,V)) — 1
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Le rho de Spearman

Soient (X1Y1); (X, Y2) et (X3;Y3) des coples indépendants du vecteur
aléatoire (X, Y ). Le rho de Spearman, noté p(X,Y), est défini par
per) = 3(PL(X: — Xa)(Vi — Ya) > 0} — P{(X, — Xo)(¥i — ¥3)}) < 0
Comme le tau de Kendall, nous pouvons définir le rho de Spearman en fonc-

tion d’une copule C grace au théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2. Soient X, Y deux variables aléatoires continues dont la

copule est C. Le rho de Spearman de X et Y est donnée par

PxXyYy) = 3@(07 H)
= 12/ wvdC(u,v) — 3
12

= 12/ C(u,v)dudv — 3
12

Le rho de Spearman empirique (estimateur du Rho de Spearman)

Soit un échantillon de taille n de données bivariées {(z;, y;)}1; la version

empirique du rho de Spearman est définie par :

_ 12 - n+1
Pn—mZRiSi—?’(n_l)
=1

telle que, R; est le rang de X; parmi les X1, ..., X,, et S; est le rang de Y;

parmi les Y7, ..., Y.

Remarque 2.2.1. Contrairement au coefficient de corrélation de Pearson,
le tau de Kendall et le rho de Spearman sont complétement caractérisés pas

la copule et les distributions marginales sont inutiles.
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2.2.3 Estimation a noyau

Des estimateurs de la copule peuvent étre obtenus en employant une ap-
proche basée sur les noyaux. Considérons un vecteur aléatoire n-dimensionnel
X de fonction de répartition F, d’'un copule C et de fonction marginales

F,,i=1,..,n telle que :

F(Xy,...X,) = C(Fi(Xy), ..., Fo(X,))

Soit échantillon {zf,...,2!}T . Pour constuire note estimateur on doit in-
troduire des noyaux,i.e, des fonctions k; intégrables définies de R dans B tels

que :

Jg ki(z)dz =1, i=1,...,n.

Soit le noyan n-dimensionnal

et sa fonction de répartition

_ lj/_oo k) = [ k)

i=1
Pour la simplicité, nous choisissons de travailler ici avec des produits des

noyaux univariés . Nous pouvons cependant prolonger facilement nos résul-

tats aux noyaux plus généraux,i.e.

n

k(z sz ($—> et K(z,h) HK (x)
Ot h est une matrice diagonale, avec des éléments h;,i=1,...,n et un détermi-

nant |h| dit la fenetre de lissage.

Les fenétres de lissage individuelles h; sont des fonctions de T telles que :
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h; — 0 quand T" — oo

Les estimateurs a noyau des densités marginales des X! au points x; sont

données par :

o= (47)

et la fonction de densité conjointe de X' au point x = (xy, ..., z,,) par :

T n
CRE 9| LSRN

t=1 =1

Par conséquent un estimateur de la fonction de répartition conjointe de X!

est donnée comme suit :

= [ fily)dy

et un estimateur de la fonction de répartition de X* au point z = (x1, ..., x,)

par :

Si on définit le noyau gaussien :

1 _ 2

p(z) = Nora

x

D=

les estimateurs annoyau de Fz) et F'(x) sont alors

et
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ou

¢(z) = [T p(t)dt

Dans la pratique, on choisit d’habitude h; = 7;(4/3T)"/°, ol o; est I'écart-
type de 'échantillon {z!,..., 2!} . Définissons ¢ le vecteur ou la i, com-

posante est le u;-quantile de Fj,

G = infoer{z: F; > w},  wel0,1]

L’estimateur a noyau de la copule C est simpement donné par :

C(uyy ..., un) = F(q)

Dans les conditions de régularité, ’estimateur a noyau est asymptotiquement

Gaussien, on peut montrer que

n 1/2
(T H hi> (C(u) — C(u)) =4 N(0,C(u))

Aprés la construction de l'estimateur a noyau, on peut le différencier par
rapport & u;. Il est ainsi facile d’obtenir un estimateur de la dérivée partielle
de la copule par rapport a une(ou plus) variable. Par exemple Iestimateur &
noyau de dérivée partielle du premier ordre de la copule C par rapport a u;

est donnée par :

9C(w) _ 9C(w) _ 1 o B
o = o = Ty Ot (@w)

avec u = (uy, ..., Up) et f; est I'estimateur a noyau se la densité marginale de
Xi
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T ¢
t=1 v

et 8Zﬁ est la dérivée partielle de F par rapport a la ¢ variable.
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Chapitre 3

Estimation de la densité
conditionnelle d’une quantile par

I’approch de copule

3.1 Introduction

3.1.1 L’estimateur de la densité conditionnelle

Soit X et Y deux variables, l'estimateur de la densité conditionnelle
f(y/x) de Y sachant X=x est donné par

_ Ixv@ew
fly/z) = Tx(@)
Ot fxy la fonction de densité conjointe de (X,Y), par l'introduction de I'es-

timateur a4 nayou de Parzen-Rosenblatt ’estimateur

~ 1 —
foxy(z,y) = EZK;L/(Xz‘ — ) Ku(Y; — y)
=1

—~ 1 <&
) = =Y KX -
f,X(x7y) niZI ( .CL’)

Ot Ky(.) = +K(./h) et K}, (.) = 5K'(./h') sont des noyaux avec leur

suite des paramétres de lissage associées a chacun : h = h, et b = h],

37
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tendent vers 0 quand n — oco. Par conséquence, 'estimateur de f(y/z) est

donné par :
R — J?n,AXY(%l/)
Cet estimateur a d’abord été introduit par Rosenblatt|31], Hyndman et al|7],

ont proposer une amélioration & cet estimateur.

3.2 Présentation de ’estimateur

Pour simplicifier I’exposition de notre estimateur, nous limitons cette pré-
sentation au cas unidimensionnel pour une valeur réelle X. Cependant, tous

les résultats peut-étre facilement étendu au cas multivariée.

3.2.1 La transformation de quantile

L’idée de transformer les données n’est pas nouvelle. Il a été utilisé pour
améliorer 'applicabilité et la performance des techniques classiques d’estima-
tion, par exemple. Pour traiter les données incomplétes (voir par exemple.
Devroye et Lugosi|27| chapitre 14, et aussi Van der Vaart|53| chapitre 3.2
pour le sujet de la stabilisation dans un contexte paramétrique). Pour faire
une inférence sur Y de X, une question naturelle qui se pose alors, quelle
est la "meilleure" transformation ?. Comme on peut le constater dans les ré-
férences ci-dessus, la meilleure transformation est trés liée & la distribution
des données. Nous verrons ci-dessous que, pour notre probléme, le candidat

naturel est la transformation du quantile.

La transformation du quantile est une astuce probabiliste bien connue
qui sert & réduire les preuves, par exemble dans la théorie des processus
empiriques et pour des variables aléatoires réelle X a celles de la variable
aléatoire U uniformément réparties sur l'intervalle [0,1]. Il est basé sur le
fait que chaque fois que F est continu, la variable aléatoire U = F(X) est
uniformement répartie sur [0, 1] et & l'inverse, lorsque F est arbitraire, si U
est un aléatoire uniformément distribué sur [0, 1], X est égal en loi & F~1(U),
ou FF71 = @Q est la fonction inverse ou quantile généralisée de X. (voir par

exemple[1 6], chapitre 1).
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En conséquence, compte tenu d’'un échantillon (X7, ..., X,,) de variables
aléatoires avec des valeurs communes continue F assis sur un espace de pro-
babilité (€2, A, P), on peut toujours agrandir cet espace de probabilité pour
transporter une séquence (Uy, ..., U,) de variable aléatoire uniforme sur [0, 1]
telles que U; = F(X;), ¢’est-a-dire construire un Pseudo-échantillon avec une

distribution marginale uniforme prescrite.

3.2.2 La représentation de copule

Formallement, une copule est une fonction de distribution bi- (ou multi)
variable dont les propriétés marginales les fonctions de distribution sont uni-
formes sur I'intervalle [0, 1|. En effet, Sklar|1]| a prouvé le résultat fondamental

suivant :

Fxy(z,y) = C(F(z),Gy),z,y e R (1)

Théoréme 3.2.1. Pour toute fonction de distribution cumulative bivariée
Fxy sur R?, avec des fonctions marginales de distribution cumulative F de
X et G de Y, il existe une certaine fonction C : [0,1]* — [0, 1], appelée fonc-

tion dépendance ou copule, tel que

C(u,v) = Fxy (F'(u),G'(v)), —oo<mz,y<+00 (2)

Si F et G sont continus, cette représentation est unique par rapport a (F, G).
La fonction copule c’est elle-méme une fonction de distribution cumulative

sur [0, 1]? avec marginaux uniformes

Ce théoréeme donne une représentation de la fonction de densité condi-
tionnelle dans le cas bivariée comme chaque fonction dans le cas univarié.
En d’autres termes, la fonction copule gére la structure dépendance parmi
les composants X et Y du vecteur (X,Y), indépendamment de la distribution
marginale F et G. Il permet de traiter 'aspect aléatoire de la structure de

dépendance et le caractére aléatoire des marginaux séparément.

Les copules semblent étre naturellement liées & la transformation quan-

tile en formule (2) implique que C(u,v) = Fxy(F~(u), G7(v)). Pour plus
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de détails concernant les copules et leurs propriétés, on peut consulter par
exemple le livre de Joe[!7]. Les Copules ont été témoin d’un intérét re-
nouvelé pour les statistiques, notamment en finance, depuis le travail de
Deheuvels[37], qui a introduit la copule pour les processus empiriques. La
convergence de la copule du processus empirique a été étudiée par Deheuvels|37],
Van der Vaart et Wellner|5|, Fermanien, Radulovic et Wegkamp|21|. Pour
I'estimation de la densité de la copule, on se référe & Gijbels et Mielniczuk|19],

Fermanian|22| et Fermanian et Scaillet[23].

A partir de maintenant, nous supposons que la fonction copule C(u, v)
a une densité c(u, v) par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0,1]* et
que F et G sont strictement croissante et différentiable avec des densités f
et g. C (u,v) et c(u,v) sont alors la fonction de distribution cumulée et la
densité respectivement de les variables (U,V) =(F(X),G(Y)). Nous obtenons

la densité jointe,

Frv(,y) = ZE0ED = f(@)g(y)e (F(2), G(y))

Ou c(u,v) = 62‘;5;;}”) est la densité de copule mentionnée ci-dessus. Finale-
ment, on peut obtenir la formule explicite suivante de la densité condition-

nelle

3.2.3 Construction de ’estimateur

A partir du produit précédent pour la formule (3), une approche naturelle
pour construire un estimateur de la densité conditionnelle est utilisé pour
— Un estimateur non paramétrique de la densité marginale g de Y par le

noyau Parzen-Rosenblatt
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. Z” y =Y
i=1 n

~ Les fonctions de distribution empirique F.(z) et G,(y) pour F(x) et

G(y) respectivement,

Fo(z) = L3 Iy cp et Guly) = 1 1yo,
=1 =1

Concernant la densité de copule c(u,v), est la densité des variables (U,V) =
(F(X),G(Y )). Donc, c(u,v) pout étre estimé estimateur non paramétrique

de la densité par le noyau de Parzen-rosenblatt de type bivarié.

“ u—U; v—=V;
o=l LR (TRE) W
i=1 " "

Ot K est le noyau bivarié et a,,b, les parameétres de lissage associés. Pour
simplifier les calcules, on prend : K(u,v) = Kj(u)K3(v), avec a,, = by,.

Toute fois, comme F et G comme F et G sont inconnus, les variables aléa-
toires (U;, V;)iz1,..n ne sont pas observable, c-a-d ¢, n’est pas une véri-
table statistique. Par conséquent, nous nous rapprochons du pseudo-sample
(Ui, Vi)i=1,..n par I'approximation empirique (F,(X;), Gn(Yi));—15- Nous ob-

tenons donc un véritable estimateur de ¢ (u, v)

) = 2 ZK (1Bl g (= 00) g

n

Eventuellement, ’estimateur de la densité conditionnelle est donné :

Fuly/x) =
[_ >, (Bl B0 o (Fuly) = Galh)

n

: -,
2k (5

O, sous une forme plus forte par :

Faly/%) = Gu (W) (Fu(2), Guly)) . (6)
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Remarque 3.2.1. :A notre connaissance, Uestimateur étudié n'a jamais été
proposé dans la littérature. Cependant, certaines travaux ont été faites par la
méthode des k-plus proche voisin proposé par Stute[55], [50] et [57] pour la
fonction de distribution conditionnelle cumulative et Gasser et Mirull [50]

et Priestley et Chao[”9] dans le contexte de l’estimation de la régression.

3.3 résultats asymptotiques

3.3.1 Notations et hypothéses

Nous notons le iéme moment du noyau (éventuellement multivarié) K
comme m;(K) = [u'K(u)du, el L la norme de la fonction h par ||h[|, = [ h”.
Nous utilisons le signe ~ pour désigner I'ordre du parameétre de lissage,, ¢’est-
a-dire h,, ~ u, signifie que h,, = c,u, avec ¢, — ¢ > 0.le support de la
fonction de densité f et ¢ sont noté par supp(f) = {z € R, f(z) > 0} et
supp(c) = {(u,v) € R? ¢(u,v) > 0}, respectivement. Pour indiquer nos ré-
sultats, nous devrons faire des hypotheses de régularité sur les noyaux et les
densités qui, bien que loin d’étre minimes, sont d’habitude dans I’estimation
de la densité du noyau. ensemble x et y deux points fixes a 'intérieur de
stupp(f) et supp(g) respectivement. Dans le reste de cet article, nous suppo-

serons toujours cette

— la fonction de densité conditionnelle F de X et G de Y sont strictement
croissantes et différentiables
— la densités g et ¢ sont deux fois différentiables avec des dérivées seconde

bornées et continues sur leur support.

En outre, nous supposons que les noyaux K, et K vérifient les hypothéses
suivantes :

— K et Ky sont de support borné et de variation bornée
- 0< K <(Cet0< Ky<C pour une constante C
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— K et K sont les noyaux de premier ordre mo(K) = 1, my(K) = 0 et
me(K) < 400 Et le méme pour K

De plus, afin de rapprocher ¢, par ¢,, nous imposerons un peu plus hypo-
theése stricte sur le noyau bivarié K, qu’il est deux fois différentiable avec des

dérivées partielles bornées.

3.3.2 La consistante forte de ’estimateur

Ce théoreme porte sur la convergence forte de ’estimateur,
Théoréme 3.3.1. : soit les conditions de régularité sur les densités et les
noyaux étaient satisfaites, si h, et a, tendent vers 0 quand n — oo telle que

nh,, — 00, na? — oo alors

~

fly/z) = f(y/z) + Op (WLTH T2+ ﬁ +ai)

Preuve : Rappelons de (4) et (5) que ¢, et &, sont des estimateurs de la

densité de copule ¢ basés respectivement sur des pseudo-données non obser-
vables (F(X;),G(Y;)), et leurs I'approximations (F'(X;), G(Y;)) L'ingrédient

principal de la preuve suit de la décomposition suivante :

~

fy/z) = fly/z) = guy)en(Fu(z), Guly)) — 9(y)c(F(X3), G(y))
= [9.(y) — 9W)]cn(Fn(z), Gnly))
+ gW)[en(Fu(2), Guly)) — c(F(x), G(y))]

Dy + D,

Nous procédons un peu plus loin dans la décomposition de chaque termes,

Dy = [g.(y) — 9W)][ca(Fn(2), Ga(y)) — Cu(F(X0), G(y))]
+ [9a(y) — 9W)][cn(Fn(2), Gu(y)) — cu(F(2), G(y))]
+ [9a(y) — 9W)][cn(Fu(2), Gn(y)) — c(F(2), G(y))]
+ [9a(y) — 9W)][c(F(2).G())]  (7)
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Dy = g(y)len(Fulx), Galy)) — ea(F(Xi), G(y))]
+ 9W)ea(F (), G(y)) — cn(F(2), G(y))]
+ 9@ (F(z),G(y)) — c(F (), Gy)]  (8)

Les résultats de la convergence des estimateurs a noyau de la densité de la

section 3.5.2 entraine que :

Gn) —g(y) = Op(h:+1/y/nhy)
cn(F(2),G(y)) — c(F(2),G(y)) = Op(a? +1/y/nh2)

par les lemmes 2 et 3 Les lemmes 4 et 5 entraine :

8

G(F(2),G(y) = ca(F(2),G(y)) = Opla; +1/v/na2)  (3.1)
eu(Fu(@), Guly)) — Cu(F(2),G(y)) = Oplay +1/v/nhl)  (3.2)

Par la suite, on obtient :

Dy = Oy(h 4+ 1/v/nh,)Op(aZ +1//na2) + O,(h% + 1/+/nh,) (3.3)
Dy = Op(a’ +1/\/nh2) + Op(aZ +1/y/na2) (3.4)

2
n

et les conditions a,, — 0, h, — 0, na; — +oo, nh, — 400 entraine la

convargence de I’estimateur

Remarque 3.3.1. : Comme corollaire, on obtient la vitesse de convergence,

en choisissant les parametres de lissage qui équilibrent le biais et la variance,

-1/5 1/3

pour un choix optimal par h, ~n et a, ~n~"/°, on obtient :
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fly/z) = f(y/x) + Op(n='73)

Par conséquent, notre estimateur posséde une vitesse de convergence op-
timal dans le sens oil il atteint la valeur minimale n~/? de la convergence,

selon Stone[7].

Dans la suite on présente un résultat sur la consistance fort de I’estimateur

par le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.2. soit les conditions de régularité sur les densités et les
noyauz étaient satisfaites. Si en plus nhy,/(Inlnn) — oo et na®/(Inlnn) —

o0, alors

fn(y/x) = f(y/z) + Oqs <ai + l:}LlT”%” 2+ llennn>

Remarque 3.3.2. pour h, ~ (Inlnn/n)'/° et a, ~ (Ininn/n)"/ qui est la
balance optimale entre le biais et le terme stochastique, on obtient lvitesse

optimale (Inlnn/n)'/3

3.3.3 Convergence en loi

Théoréme 3.3.3. Sous les conditions de régularité sur les densités et les

noyauz. h, — oo et a, — oo et na2 — oo , alors

Va2 (fuly/z) — fly/z)) ~L N0, g(y) f (/)| K13)

1/5 1/6 3

pour hy, ~n=% a, ~n=5 on obtient une vitesse usuelle n="

Preuve Avec les conditions sur parametres de lissage, tous les termes de la
décomposition précédente 7 et 8 sont négligeables par rapport & (na?)=/2,
sauf ¢, (F(2),G(y)) — c(F(x),G(y)), qui est asymptotiquement normal par le

lemme 3.

Vna2g(y)lea(F(z), Gly)) — e(F(x), G(y))] ~ N (0, ¢*(y)e(F(z), G(y) | K|13)
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3.3.4 Biais Asymptotique, Variance et erreur quadra-

tique moyenne

Le biais asymptotique est calculé dans la proposition suivante :

Proposition 3.3.4.1. Awvec les hypothéses du théoréeme 3.3.2, nous avons

By = E(f(y/x)) - f(y/x) = g9(y) B (c, ,y)% + o(a?)

Avec BK(C7 T, y) = mQ(Kl)w + mQ(Kg) 02%c(F(x),G(y))

Ou? ov?
La variance asymptotique a déja été dérivée dans le théoréme 3.3.1

~

Vo = Var(f(y/x)) = 1/(naz)g(y) f (/=) I3 + o(1/(nay))

Le calcul du biais asymptotique et la variance asymptotique, on obtient

I'asymptotique erreur quadratique moyenne comme un corollaire :

Corollaire 3.3.1. Avec les hypothéses précédentes, [’asymptotique erreur
quadratique moyenne asymptotique (AMSE) a (x,y) est

MSE = B+ (3.5)

_ aWBiler ) | 9@ ( N #)3.@

2
4 naz 2

Qui donne, pour le choizx le parametre de lissage.

MSE =n*3g(y) (5552 4 o(F(2), G(y) IK[3) + o(n_2ys)
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3.4 Comparaison avec d’autres estimateurs

3.4.1 Présentation des estimateurs

Pour plus de commodité, nous rappelons ci-dessous la définition des autres
estimateurs de la densité conditionnelle figurant dans la littérature et résu-
mont les propriétés de leur biais et de variance.Notée le biais de I'estimateur
f}l(y/x) par E; et sa variance par V;.

1. Estimateur a double du noyau :

(y/z) =

ol hy et hy Sont les les parameétres de lissage. On a alors

— Biais :

_ hima(K) (L f' () 0f(y/x) | O*fly/x) | () O*f(y/x) 2, 12
By =—— (Qﬂx) 5t o +(h—1) 0 )+o(h1+h2)

— Variance :

. % (‘ K 3 hof(y/x) + o (nhlh))

2. Estimateur local linéaire :

n

R(Q,x,y)zZ(Kth Y) 2«9 ,— T > K, (X; —x)

i=1

Alors l'estimateur local linéaire est deﬁm comme :



48

3.4.1 Présentation des estimateurs

132 (/) = o
ol gmy = (50751,...,@) est la valeur de # Minimisant R(6,x,y). Cet
estimateur polynomial local, bien qu’il a un biais supérieur a celui du
noyau. Comme résultat de |22], Le biais de 'estimateur local linéaire

(|21] P.256) est :
— Biais

_ lima(KY) [ (y/z) | hyme(K) 01 (y/)

B
2 2 d%’x 2 0%y

+ o(h? + h3)

— Variance :

K BIE S fy/x) 1
‘/2 - 72”Lh1h,2f2(33) to (nhlhg)

. Estimateur local paramétrique comme dans|[43] et [21] est

Ru(0.2.9) = Y (i (Vs — ) — AKX, — 2,0 K, (X, — )
i=1
o A(z,0) =1 (Z 0;(X; —z) | et 1(.) est une fonction monotone

=0
R — R™, par exemple [(u) = exp(u) Alors,

P (y/x) = A(0,0) = 1(6y).

— Biais :

By — oK) <02f(y/:c) . 02A<o,em>)+h3m2<m 7§ (y/2)

Ox? Ox? 2 dy

— Variance :

+o(h2+h3)
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KK ) (1
Vs = ) (nhth)

ol 1 et 7 Sont des noyaux dépendantes.

3.4.2 Modéle et comparaison des résultats

Dans cette partie nous présentons un modéle de simulation sur un écha-
tillon de taille n = 100 de variables (X;,Y;), X et Y sont les distributions

marginales de lois A/(0, 1) résumé par la copule de Frank

In[0 + 0w+ — v — 67 /(0 — 1)]

C(u,v,0) = 3

avec parametre § = 100

, pour le choix du noyau, on introduit le noyau d’Epachnikov pour g(y)
et les autres estimateurs. on trace a densité conditionnelle sur le domaine
x € [=5,5] et y € [—3, 3]. les résultats de simulation montrent la consistance

de 'estimateur introduit par 'approche de copules.
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Double kemel Local polynounal

b

FIGURE 3.1 — De’gauche a droite, de haut en bas : densité réelle, estimateur

quantile de copule, noyau double, polynéme local (coupé).

0.7

FIGURE 3.2 — Comparaison a x = 2 : densité conditionnelle = courbe épaisse,
quantile de copule = ligne continue, double noyau = courbe pointillée, poly-

nome local = pointillé courbe.
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3.5 Reésultats auxiliaires

3.5.1 Approximation des pseudo-variables F'(X;) par leurs

estimations F),(X;)

Pour (X;,7 = 1,....,N) et échantillon d’une variable aléatoire réelle X
i.i.d avec commune la fonction de densité conditionnelle F, la statistique
Kolmogorov-Smirnov est définie comme D,, = || F}, — F'|| 0. Glivenko-Cantelli,
Kolmogorov et Smirnov, Chung, Donsker parmi d’autres ont étudié ses pro-
priétés de convergence dans une généralité croissante (voir [16] et [54] pour
les comptes récents). Pour notre but, nous n’avons qu’a formule ces résulte
dans la forme approximative suivante :

Lemme 1. Pour un échantillon i.i.d d’un F continu

Inlnn

| Fo—Fll = op (%) : (3.8)

Comme F' est inconnu, les variables aléatoires U; = F(X;) ne sont pas obser-
vées. Comme un conséquence du lemmel, on peut naturellement se rapprocher

de ces variables par les statistiques F, (X;). Effectivement,

| F(X, — Fu(X) |< sup | F(2) — Fu(@) =] Fu — F [l pec

zeR
Ainsi, | F(X; — Fo(X;)) | n'est plus que Op((Innn/n)Y?) ou O, .(n"1/?).
Ces taux d’approximation semblent étre plus rapides que la statistique d’es-

timation densités, comme indiqué dans la prochaine subsection.
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3.5.2 Convergence de ’estimateur de densité du noyau
n

Nous rappelons ci-dessous quelques résultats classiques sur la convergence
de 'estimateur non paramétrique du noyau Parzen-Rosenblatt f,, d'une den-
sité d-variable. Depuis sa création par Rosenblatt [30] et Parzen [0], il a été
étudié par beaucoup d’auteurs. Voir par exemple Scott [58], Prakasa Rao [?],
Nadaraya [10] pour plus de détails. Voir aussi Bosq [3| chapitre 2. II est bien
connu que le biais de I'estimateur de densité du noyau dépend de la degré
de douceur de la densité sous-jacente, mesuré par son nombre de dérivés ou
son ordre Lipschitz. Afin d’obtenir la convergence du biais a zéro, il suffit
de supposer que la densité est continue (voir [9]). Obtenir plus d’informa-
tions sur le taux de convergence de l'estimateur, il est nécessaire pour faire
d’autres hypothéses. En outre, pour les fonctions du noyau sans borneés, le
taux de convergence dépend aussi du comportement de la noyau (voir Stute
[55]). Par conséquent, pour de ’exposition et la simplicité de les notations,
nous ferons les hypothéses habituelles selon les quelles la densité est deux
fois différentiable et que le noyau est un support bornée. Nous avons alors le

résultats suivants :

1. Biais : avec les hypothéses précédentes, pour un x a lintérieur de
supp(f), h, — 0 et nhd implique que
0 f(x)

Z I K 2y
axiaszlz] (2)dz + o(h:)

. B2
Biuo) = S0+ 3 [

Avec le noyau multivarié K comme produit d’un ordre, un noyau K;,

la somme ci-dessus se réduit aux termes diagonale.

B = 1)+ %2 [ 3 ma(k) T o),

2
€Ts
R 1<i<d Oz

2. Variance : avec les mémes hypothéses,
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Varliu@] = L 1 K 4o ().

n

3. La normalité asymptotique du point,

Vb (fu(x) = Efu(z)) ~ N (O, f(2) || K [13).

Pour un choix le paramétre de lissage comme h,, ~ n~" (4 qui réalise
compromis optimal entre le biais et la variance, on obtient le taux
n~2/(4+9 quelle est la vitesse optimale de convergence au sens minimal
dans la classe de fonctions de densité avec secondes dérivées bornées,

selon [7].

4. Point de convergence presque sur : si par ailleurs nh¢/(Inlnn) — oo

Nous avons cela

. A Inl
Jul@) = Efu(z) = Oy ( I;;;”)

Pour choisie le paramétre de lissage comme h, ~ ((Inlnn)/n)Y/ @+,
1/

Nous obtenons le taux de convergence ((Inlnn)/n)/ @+

) = 1) = Oy ((lnjf”)Q/(d+4)>

Appliqué a notre cas (d = 1), nous pouvons résumer ces résultats pour

plus d’informations Dans le lemme suivant pour l'estimateur g, de la
densité g de Y :

Lemme 2. Avec les hypothéses précédentes, pour un point y a l'inté-

rieur de Le support de g, et un paramétre de lissage choisie comme

1/5

h, ~n~"/°, nous avons

| n(y) — 9(y) |= Op(n~?/%)
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3.5.3 Convergence de c¢,(u,v)

n*Pga(y) — g()] ~ N(0,9(y) || Ko II3).

Avec les mémes hypotheéses, mais pour un choizx de paramétre de lissage

comme h, ~ ((Inlnn)/n)'/>,

3.5.3 Convergence de c¢,(u,v)

Comme les hypotheéses selon lesquelles F et G peuvent étre différen-
tiables et strictement croissant implique que c est la densité des va-
riables transformées (U,V) = (F(x),G(y)). Par conséquent, une fois
que ¢, (u, v) est simplement I'estimateur du noyau de la densité bivariée
c(u,v) de la Pseudo-variables (U, V'), on tire directement ses propriétés
de convergence en applique les résultats de la subsection précédente

avec d = 2

3.5.4 Une approximation de ¢,(u,v) par ¢,(u,v)

Le lemme de cette section donne le taux d’approximation d’estimateur
de la densité de copule du noyau ¢, (u, v) calculé sur les données réelles
(Fo.(X;),Gn(Y:)) par son analogique ¢, (u,v) calculé sur les pseudo-
données (U;,V;) = (F(X;),G(Y;)). le similaire du résultat, mais avec
une preuve différente, a été obtenu en Fermanian [23] théoréme 1

Lemme 3. Pour un choiz de a, ~ n~'/%, pour tout (u,v) € (0,1)?, le
similaire de résultat du lemme 2 pour ¢, avec un taux de convergence

de n='/3 et (Inlnn/n)'/3 respectivement.
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Le lemme de cette section donne le taux d’approximation de l'esti-
mateur de densité de copule du noyau é,(u,v) Calculé sur les don-
nées réelles (F,(X;), G,(Y;)) Par son analogue ¢, (u,v) Calculé sur les
pseudo-données (U;,V;) = (F(X;),G,(Y;)). Un similaire de résultat,
mais avec une preuve différente, a été obtenu en Fermanian [9] théo-

réeme 1.

Lemme 4. soit (u,v) € (0,1)2. pour le noyau K(u,v) = K;(u)Ky(v)

est deuz fois différentiable avec les secondes dérivées bornées, puis

| Ca(u,0) = ealu,v) | = oy(ay +1//na2) (3.9)
| G, v) — colu,v) | = 0< W"”) (3.10)

2
naz

Lemme 5. Avec les mémes hypothéses que dans le lemme précédent,

nous avons

SFu@).Cul0) ~ (F(@).GW)) = or <+ i) (3.11)

n

n

eu(Fal2), Galy)) — &a(F(2), G(y)) = o( ““””) (3.12)
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3.6 Simulation

library(VineCopula)

mar=c(3,3,3,7)
par(mfrow = ,mar= ,cex.main = 1.7, cex.lab =

,cex.axis = 1)

nf <- layout(matrix byrow= ),
respect= )

dat = BiCopSimn = , family = 5, par =BiCopTau2par(family =5,
tau = )

BiCopMetaContour(ul = datl[,1], u2 = dat[, 2], bw = 1, size =100,
levels = ¢(0.01,

), family = 5, par = BiCopTau2par(family = 5,

main = "Frank")

dat = BiCopSimn = , family = 2, par =BiCopTau2par(family =
tau =-0.5), par2-3)

BiCopMetaContour(ul = dat[,1|, u2 = dat[, 2|, bw = 1, size = 100,
levels = ¢(0.01,

)7

family = 2, par = BiCopTau2par(family = 1,

tau = ), par?  3,margins="norm", main = "Student-t")
dat = BiCopSimn = , family = 23, par = BiCopTau2par(family
tau = )

BiCopMetaContour(ul = dat[, 1], u2 = dat[, 2], bw =1, size = ,
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levels = ¢(0.01,

), family = 23, par = BiCopTau2par(family = 23,
tau = ), margins="norm", main = "Clayton 90 degrees")
dat = BiCopSimn = , family = 33, par =BiCopTau2par(family =
tau = )
BiCopMetaContour(ul = dat[, 1], u2 = dat[, 2], bw = 1, size = ,
levels = ¢(0.01,

), family = 33, par = BiCopTau2par(family = 33,
tau = ), margins="norm",

main = "Clayton270 degrees")

dat = BiCopSimn = , family = 24, par =BiCopTau2par(family =
24,
tau = -0.5))

BiCopMetaContour(ul = dat[, 1], u2 = dat|, 2|, bw = 1, size = 100,
levels = ¢(0.01,

0.05, 0.1, 0.15, 0.2), family = 24, par = BiCopTau2par(family = 24,
tau = -0.5), margins="norm",

main = "Gumbel 90 degrees")

dat = BiCopSimn = 1000, family = 34, par =BiCopTau2par(family =

34,
tau = -0.5))
BiCopMetaContour(ul = dat[, 1], u2 = dat[, 2], bw = 1, size = ,
levels = ¢(0.01,

), family = 34, par = BiCopTau2par(family = 34,
tau = ), margins="norm",

main = "Gumbel 270 degrees")

dat = BiCopSimn = , family = 1, par =BiCopTau2par(family =
, tau = )
BiCopMetaContour(ul = dat[, 1], u2 = dat[, 2], bw = 1, size = ,
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3.6 Simulation

levels = ¢

), family = 1, par = BiCopTau2par(family =1, tau
=-0.9),

margins="norm", main = "Gaussian")
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Student-t Clayton 90 degrees
Ll T T 1 T 1 T T L] L] I T I
3 2 -1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
Clayton 270 degrees Gumbel 90 degrees
. T T T 1 T 1 T ! T T L] T T T T
-3 2 -1 o 1 2 3 3 2 1 1] 1 2 3
Gumbel 270 degrees Gaussian
23 N o

FIGURE 3.3 — Simulation des copules
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3.6 Simulation




Conclusion

Notre travail porte sur I’estimation de la densité conditionnelle par I’aa-
proche de copule, dans un premier temps on a présenter cette approche,
on a donner 'ecriture explicite de I’estimateur. Une étude asymptotique
a été faite pour confirmer la concistance de ’estimateur. Notre travail
est achevé par des résultats de simulation qui confirme ’étude théo-

rique et montre que cette approche donne un estimateur trés fiable.
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