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Introduction

Depuis de plus 50 ans, la statistique mathématique découvert le probléme de
I’estimateur, de la fonction de densité de probabilité de variable aléatoire continue
d’un échantillon aléatoire. En (1956) Rosenblatt a été introduit pour la premiére
fois l'estimateur du noyau pour I'estimateur de la densité et par Nadaraya (1964)
et Waston (1964) pour 'estimateur de la régression. L’estimateur linéaire locale in-
troduit par Stone (1977) est entré par le travail de Fan (1992,1993). En (1995) An-
drews donna un ensemble complet des résultats concernant la cohérence uniforme
du noyau d’estimateurs mais ne sont pas clairs. Masry (1996) calcule la vitesse pour
une convergence uniforme presque stire mais limite au cas de régression borne et
place des conditions trop restrictives sur les fonctions de régression. En (2003) Fan
et Yao on également donnent un ensemble de résultats mais ils sont restrictifs dans

leur application.

La convergence uniforme pour les moyennes des noyaux a été introduit pour
un certains des documents Peligrad (1991), Newey(1994), Andrews(1995), Lieb-
scher(1996), Masry(1996), Bosq(1998), Fan et Yao(2003), et Ango NZe et Dou-
khan(2004). La vitesse uniforme que nous avons obtenue pour la fonction d’es-
timateur est optimal dans le sens de Stone (1982). Dans le temps discret, plu-
sieurs auteurs, dont Bienens(1983), Andrews(1995), Liescher(1996), Masry(1996),
Bosq(1998), Fan et Yao(2003), Harsen(2008), Kristensen(2009), Kong, Linton et
Xia(2010) et Gao, Kanaya, Li et Tjosthein(2015) ont étudié la convergence uniforme
des estimateurs basés sur le noyau. Kutoyants(1999) et Vanzanten(2000) considérent
I’estimation de la densité pour les processus de deffision et présentent la convergence
uniforme de 'estimateur de densité a base de noyau. Krinsenten(2008) considérent
les vitesses de convergence des estimateurs non paramétrique par rapport a la norme

intégrale Lo.

L’estimation de la fonction de répartition conditionnelle dans un cadre fonc-
tionnel a été introduite par Ferraty et al(2006). Ils ont construit un estimateur a
double noyau pour la fonction de répartition conditionnelle et ils ont précisé la vi-
tesse de convergence presque compléte de cet estimateur lorsque les observations sont

indépendantes et identiquement distribuées. Le cas des observation a-mélangeantes
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a été étudié par Ferraty et al(2005), et plusieurs auteurs ont traité ’estimation de
la fonction de répertition conditionnelle comme une étude préliminaire de ’estima-
tion des quantiles conditionnels, Ezzahrioui et Ould-said (2005, 2006) qui étudié la
normalité asymptotique de cet estimateurs dans les deux cas (i.i.detamlangeant).
Une autre méthode d’estimation pour les quantiles conditionnels a été proposée par
Laksaci et al(2009).

La littérature sur 'estimation de la fonction de hasard conditionnlles est
relativement restreinte en statistique fonctionnelle. L’article de Ferraty et al(2008),
dans cette publication des auteurs les auteurs on établis la convergence presque
compléte d’un estimateur a noyau de la fonction de hasard conditionnelle, lorsque
les observations sont indépendantes et identiquement distribuées. Ezzahrioui(2007)
a étudié la normalité asymptotique. Le cas a-mélangeant a été traité par Quintela-
Del-Rio(2010). Ce dernier a établi la convergence presque compléte et la normalité
asymptotique de I'estimateur proposé par Ferraty et al(2008).

L’estimation de la fonction de densité conditionnelle, en statistique fonction-
nelle, a été introduite par Ferraty et al(2006). Ces autres ont obtenu la convergence
presque compléte dans le cas i.i.d. Ferraty el al(2005) ont établi la convergence
presque compléte d'un estimateur a noyau du mode conditionnel défini par la va-
riable aléatoire maximisant la densité conditionnelle. Ezzahrioui et Ould-Said(2010)
on étudiée la normalité asymptotique de 'estimateur a noyau dans les données dé-
pendantes. Madani et al (2012) ont établila convergence uniforme et présque com-
pléte de l'estimateur linéaire local de la densité conditionnelle pour des données

fonctionnelles.

Les premiers résultats en statistique non paramétrique fonctionnelle ont été
élaborés par Ferraty et vieu(2006) et ils concernent 'estimation de la fonction de
régression a variable explicative de dimension fractale. Ils ont établi la convergence
presque compléte d'un estimateur & noyau de ce modéle non paramétrique dans la
théorie des probabilités de petites boules, Ferraty et vieu(2004) ont généralisé ces
derniere résultats au cas a-mélangeant et ils ont exploité I'importance de la modé-
lisation non paramétrique des données fonctionnelles. Dans le cadre d’observations
fonctionnelles a-mélangeantes, Masry(2005) a montré la normalité asymptotique de
I'estimateur de Ferraty et vieu(2004) pour la fonction de régression. La convergence
en moyenne quadratique a été étudiée par Ferraty et al(2007). Plus précisément, ils
ont explicite le terme asymptotique exacte de ’erreur quadratique. Les résultats sur
'uniforme intégrabilité ont été établis par Delsol(2007, 2009) et Delsol et al(2011).
D’autres travaux se sont intéressés a l’estimation de la fonction de régression en
utilisant différentes approches : la méthode des K plus proche voisins par Burba et
al(2008), les techniques robustes par Azzidinne et al(2008), Attouch et al(2009) et
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Granbes et al(2008), I'estimation par la methode simplifiée de polynéme locaux par
Barrientos-Marin et al(2010). Koo et Linton(2012) considérent une sorte de modeéle
a disparaitre semi paramétrique variable dans la temps et présentent les résultat de

convergence uniformes pour tous estimateurs semi paramétriques.

Dans cet mémoire, nous nous intéressons a la convergence uniforme de 1’es-
timateur non paramétrique de la fonction de hazard conditionnel pour variable ex-
plicative fonctionnelle et une variable réponse réelle. On présente aussi quelques
résultats sur la convergence uniforme presque compléte d’estimateurs non paramé-

triques pour certains modéles conditionnels.

Dans le premier chapitre, nous nous intéresson a l’estimateurs par la mé-
thode a noyau pour la fonction de régression conditionnelle et la fonction de ré-
partition conditionnelle, la densité conditionnelle et nous étudions la convergence

uniforme presque compléte de ces estimateurs en précissant leurs vitesses.

Dans le second chapitre, on présenté quelques résultats asymptotiques de
la fonction de hasard conditionnelle pour les deux cas , le premier cas est celui des

données complétes et le deuxiéme est pour des données incomplétes.



Chapitre 1

Quelques résultats asymptotiques
pour des modéles conditionnels en

dimension infinie

1.1 L’entropie de Kolomogorov

1.1.1  Définition

Soit S un sous-ensemble de I'espace métrique F, et soit € > 0, un ensemble

k=1
La quantité ¢g(€) = log(Ne(S)) ot Ne(S) est le nombre minimal de boules ouvertes

en J de royon € qui est nécessaire pour couvrir S, s’appelle I'entropies de Kolmogo-

rov de S.

Ce concept a été introduit par Kolmogorov au milieu des années 1950 (voir
Kolmogorov et Tikhomirov 1959) et il représente sa mesure de la complexité d'un
ensemble dans le sens ol une 'entropie élevée signifie que beaucoup d’information
est nécessaires pour écrire un élément avec une précision e. Par conséquent le choix
de la structure topologique (autrement dit, le choix de la semi métrique), et jouons
un role professionnel quand on regarde les résultats asymptotiques uniformes sur
certains sous-éléments S de F. Plus précisément, nous avons, par la suite, ce semi
métrique peut également augmenter la concentration de la mesure de probabilité de
la variable fonctionnelle X pour minimiser € I’entropie de sous ensemble Sz.
Ferraty et al, (2006) nous avons souligné le phénoméne de concentration de la mesure
de probabilité de la variable fonctionnelle en calculant les probabilités de petite boule

dans diverses normes situation. Enfin s’intéresser a ces deux (probabilités d’entropie
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et de petite boule) ou a 'utilisation de € '’entropie de Kolmogorov dans les problémes
de réduction de la dimensionnalité pour se référes a Kulbs et Li (1993) ou Odoros
et Yannis(1997).

1.2 Présentation des modéles

Soit (X,Y) un couple des variables aléatoires & valeurs dans F x R, ou F est
un espace semi-métrique. On note d est un semi-métrique de F la complexité de
I’espace fonctionnelle n’écéssite un ensemle d’hypotheéses, dans la suite on présente
qu’elle que hypothéses qui se figurs dans la plupart des ces résultats qu’on un pré-

senter par la suite.

1.2.1 Hypothéses

(H1) Vo € Sr,0 < Cp(h) < P(X € B(x, h)) < C'¢(h) < 0
(H2) 1l existe b > 0 tel que

Vi, z0 € S, | my(z1) — my(z2) |< Cdb(azl,:vg).

(H3) Vim > 2, F(| oY) |"™ /X =2) < dn(z) < C < o0 avec d,,(.) continue sur
Sr.

(H4) K est un noyau borné et Lipchitz sur son support |0, 1], et si K(1)=0, le noyau
K doit remplir la condition supplémentaire
—c0< C<K'(t)<C <0.

(H5) Les fonction ¢ et 1g, sont tel que

(H5,) 3C > 0,3 > 0,¥n < 19, ¢ (n) < C et si K(1) = 0, les fonction ¢(.) doit
remplir la condition supplémentaire

n
AC > 0,3y > 0,V0 < n < 7)0,/ o(u)du > Cpo(n).
0

(H5;,) Pour n assez grande
(logn)? /nd (i) < s, < (logn/n) < nd(hx)/logn.

(H6) e L’entropie de kolmogorov de Sr satisfait

S (52)) <

pour certains § > 1.
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Les conditions (H1)-(H2) sont trés standard dans le cadre non paramétrique.
En ce qui concerne (Hb5a), la limite de la dérivée de ¢ autour du zéro permet de
considérer ¢ comme une fonction Lipschitzienne.

En outre, d’un point de vue théorique, il faut séparer le cas ot K(.) est un noyau
continu (c’est-a-dire K(1)=0) et le cas ot K(.) n’est pas continu (qui contient, par
exemple, le noyau uniforme). Le cas ou K(1)=0 est plus délicat et on doit intro-
duire une hypothése supplémentaire agissant sur le comportement ¢ d’environ zéro.
L’hypothése (H5b) traite de considérations topologiques par I'entropie de Sx. Pour
un reyon pas trop grand, on exige que g, (logn/n) n’ait pas trop petit et pas trop
grand. Par ailleurs (5b) implique que ¢, (logn/n)(n¢(hy)) tend vers 0 lorsque n
tend vers 4+o00. L’hypothése (H6) s’agit sur l'entropie de Kolomogorov de Sz. Ce-
pendant, si I’on considére le méme cas particulier que précédemment, il est facile de

voir que (H6) est vérifié que g > 2.

1.3 Estimation de la fonction de régression

Estimation de la fonction de régression dans cette section, nous considérons

le probléme de I'estimation de régression généralisée définie comme comme suit

my () = Elp(Y)\X = 2],

ou ¢ une fonction mesurable connue (voir Ferraty et Vieu (2006)). Notons que
cette fonction peut regrouper plusieurs modéles non paramétriques tels la régression

classique pour ¢ = Id (Ferraty et Vieu(2002)).

Soit (X, Y;)i=1...n des couples ayant la méme loi que (X, Y). On considére

un estimateur pour la fonction de régression classique, noté m,, défini par :

n

> K(hld(z, Xi)e(Y))
() = =L ,  VrelF.

n

> K(hitd(z, X))

=1

ou K est un noyau et hx est une suite réels positifs.
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Théoréme 1.1. Sous hypothéses (H1)-(H6) nous avons

vse (22)

feuﬁ | g () —mg(2) |= o(hy) + o “no(h) p-c.

Preuve Nous désignerons, pour tout i=1...N, par

Ki(z) = K (hy'd(z, X;))

et
Hi(x) = H(hy (4. Y7)).

Tout d’abord, selon (H1) et (H4) il est clair que si K (1) > C > 0,

Vo € Sr,30 < C < ' < 00,Ch(hyk) < E[K(1)(x)] < C'¢(hy).

On définil e = &2,
La preuve du théoréme 1.1 est basée sur la décomposition suivante :

Mg () = My () = 7590 (7) — B(ge ()] + 755 [B(ge () — me(2)]

f(@)
. 1 “ .
et
Gulr) = 1 S K (i d(w, X)),

nE[K (hi'd(z, X1))]

=1

Par conséquent, le théoréme 1 est 'effet des résultats suivants

(1.1)

(1.2)
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Lemme 1.1.1

Sous hypotheéses (H1), (H2), (H6), nous avons

R 1/J57 (logn)
sup | f(zr)—1|=o — | p.C
sup | flz) —1] ol
Preuve Soit X, ...... , XNe(sy) et pour tous x € Sr, un ensemble

K = i d
(z) argKE{l,Q,r.I.l}.r,lNe(S]:} (@, 2k),

on considére 1a de composition suivante

sup | fl@)=E(f(x)) |< sup | f(@) = flekw) |+§€11p | k) = E(f (k) |

J/ J/
-~ -~

t1 t2

+ sup | E(f (ZBK(:;: ) — E(f(:v)) E

CEES}'

J/

-

t3

Laisser-nous étudiez t1. En utilisant 2.1 et la limite de K, on peut écrire

1 « 1 1
t1 < sup — Ki(x)— ——— K (xp(x
2 2 B R @) ) T B )] )
< SEUSP Z | Ki(z k(@) | LB@hi) B oy e ) (Xi)-
zeSyr T

=1

Considérons d’abord le cas K(1)=0, parceque K est Lipschitz sar [0, 1] dans ce
cas, il vient

tp < sup — Z Zi  avec  Zi = 555 LB hi)UBa e i) (Xi),

mGS]:

uniformément sur x,

€ € 62
2= 0 (it ) B2 = 0 () et var(Z1) = 0 (56 )

une inégalité standard pour les sommes de variables aléatoires bornées (voir, Fer-
raty et vieu, (2006)) permet d’obtenir
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=) o (i)

Et il suffit de combiner (Hba) et (H5b) pour obtenir

=0 @ZJS}.(E)
! no(hx) |

Maintenant, soit K (1) > C > 0 : dans cette situation, K est Lipschitz sar [0, 1].

On doit décomposer t; en trois termes comme suit

tl S C sup (F1 + F2 + F3)

IES]:
Avec

1 n

P o= w(hl{)glm(az)—m(w(@)|1B<x,hK)mB(xK(z>th)<Xi)
1 n

P = —— > Ki()l (X,

’ nQb(hK)ZZl (.T) B(x’hK)mB(zK(z):hK)( )
1 n

On peut suivre les mémes étapes (c’est-a-dire cas K(1)=0) pour étudier F et on

— 0 wsf('f) c
he ( n¢<hK>)’ g

suivant les mémes idées pour étudier F5» on peut écrire

obtient le méme résultat.

C _ 1
F2 S " Z Wz avec VVz = W]IB(m,hK)ﬁB(IK(x),hK)(Xi)’
i=1

Et en utilisant I’ hypothése (H5a) et la méme inégalité pour des sommes de va-
riables aléatoires bornées, ona

F:<m)+<,/ﬁ) b

de méme, on peut déclarer la convergence pour Fj : Pour terminer ’étude de F7,

il suffit de mettre ensemble résultats intermédiaires et a utiliser I'hypothése (H5b)
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pour

¢Sf(6)
F ( —n¢(hK)> , p.c

— Or, concerne Fy, nous avons, pour tout n > 0

JEET

Ke{l,...Ne(Sx no(h)
Soit
A () — B[ ()
B[R (2x)] * *
Nous montrons, sous 'hypothése (H1) et (H4), que VK =1, ...... ,Ne(Sx),
Vi=1,.... n
Ak, = o(p(hx)™)
et aussi

var(Ag,) = o(¢(hg) ™).

Ainsi, on peut appliquer I’égalité de Bernstein en (voir, Ferraty et vieux, 2006)

qui donne directement

p<| flax) — Elf ()] > n %) B (

wS]:( )
no(hx)

Ainsi, en utilisant le 1, (¢) = log Ne(S7) et en choisissant une telle C'n* = i,

< 2 exp(—Cangf( ).

nous avons



1.3.0.1 Corollaire

Car Z Ne(Sz)'™F < 0o, nous obtenons

wS}'(@ c
o< %WEQ’ b

— Pour t3, il est clair que t3 < E(sup | f(z) — f(:vK(x) |) et en suivant une

n=1

ty =

z€SFE

preuve similaire & celle utilisée pour étudier
tg =0 (

(H6), nous avons

1.3.0.1 Corollaire

Sous hypotheses (H1), (H4) et

>r

inf f

z€SFE

Preuve il est facile de voir que

ws}'(e)
né(hr) |

1<
0.
2

1

< =
xlelgf|f()| < 2:>E|x€Sf telque
P 1 1
L= f(@) = 5= suwp |1-f(z)[> 5.
2 TESFE 2

On déduit de lemme 1.1.1 que

(ot | o) 1<

TzESFE

conséquence

n=1

Lemme 1.1.2

) <r(

sup [ 1= /(o) [ 3 )

z€SFE

P@;ggﬂn 9<w.
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Sous hypothéses (H1), (H2), et (H4), (H6), nous avons

sup | By (x) — m(z) |= o(hk).

z€SFE

Preuve ona

Blfp(a)] = mo(o) | = | | 30 K@)l | = my(o)
1
< |gmgy B 00)] — o)
1
Par conséquent, nous obtenons
VieSr | E(G(r) —my(x) < prtey EE(2) | me(X)) —my(z) ||

Ainsi, avec les hypothéses (H1), (H2), nous avons
VreSr  IB(GE) ~ mo(e) 1< CpetalBK ()Lt (X)X, )

< Ch,

cette derniére inégalité donne la preuve, puisque C ne dépend pas de x.

Lemme 1.1.3

Sous hypothéses (H1) et (H6), nous avons

R R B /(/}S]: (lngLn)
feusli | gp(x) — Egy(z) |[= 0 Tnolhe) |

Preuve cette preuve suit les mémes étapes que la preuve du lemme 1.1.1, pour

cela, nous gardons ces notations et nous utilisons la décomposition suivante :

sup | go(2)=Egy(z) [< sup [ go(z) = go(wk ) [+ sup | Gp(rk,)) — Ego(rk,,) |
zESE fGS]: . C\CES]:

g1 g2

J/
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+ sup | Egp(zk,,) — Egy(z) |
I'ES]F

S/

-~

g3

A condition (H1) permets d’écrire directement, pour g1, gs

n

1 1
" ZnE[Kl(@]K@)“&(K) ~ TER @] @) P )
= Z | 90 || K ) KZ(ZEK(QC)) | ]]-B(x7hK)UB(IK(z),hK)‘

IES}' nqb

Maintenant, pour t;, on considére K(1)= 0 (c’est-a-dire Lipschitz sir [0,1]) et on
obtient

g1 < %221';

avec

ep(Y;
i = (Y3) sup 1p(, hi)UB(Z K (2),h ) -

hK¢(hK) TESF

La principale différence avec I'étude de t; est 'on utilise ici I'inégalité exponen-

tielle pour les variables non bornées
Efl ") ] = E[E[] oY) [ /X]]

= /(5m(ac)de < C < o0.
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Ce qui implique que

Cem
ElZi" < ———.
(121" < s

1. . . 2 o €
donc, en utilisant (corollaire A.8 de Ferraty et Vieu(2006)[3]), avec a* = Tea i)

on obtient g; = o<\/elogn/nhK¢(hK)>, maintenant ’hypothése (H5,) permet
d’obtenir

s, (€)
né(hi)

Si on considére le cas K(1) > C' > 0, on doit diviser g; en trois termes pour

g1 =0 , p.c (1.3)

t; et en utilisant les arguments des équation similaires, on peut ou méme taux la

convergence presque compléte. les étapes similaires permettent d’ écrire

Ys,(€)
= 1.4
9 né(hi) (14)
Pour g5, de méme que pour la preuve de lemme 1.1.1, on a, Vn > 0
Vs, (€) Vs, (€)
P > - = P 7. — g, > -
N N Vs, (€)
< Ne(Srp) | max P |gp(ex) — Egp(zk) [>n

né(hx)

Le reste de la preuve est basé sur l'inégalité exponentielle. En effet

1

"= BR ()]

[Ki(xx) o (Ya) — B[Yi(2x)o(Y)]]

Les mémes arguments que ceux invoqués pour preuve le lemme (6.3)(a Fer-
raty et Vieu (2006, p=65)[3|), peuvent étre utilisés pour montrer que E | T'y; |™=

o(¢(hr)™™"1) qui donne en appliquant Iinégalité exponentielle , pour tout 1 > 0

Vs, (€)

no(hn | = VS

P ge(ek) = Bgp(rk) [>n
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Par conséquent, par un choix approprié n > 0, nous avons

log Ne(Sx)

Ne(SrF) TN ’ (’ ele) = Beleac) 2 no(hi)

) < C'Ne(SF)5.

Comme Z Ne(SF) < oo, on obtient que

— 0 wsr(e) c
g2 = ( n¢(hK)>’ p. (1.5)

1.4 Estimation de la fonction de répartition condi-

tionnelle

Dans cette section, nous supposons que la version réguliére de la probabi-
lité conditionnelle de Y donner X existe et nous étudions la convergence uniforme
presque compléte d'un estimateur du noyau de la fonction de répartition condition-
nelle, notée f* : Une de fagon simple pour estimer la fonction F* est de traiter cette
fonction comme cas particulier de my, avec p(t) = 1j_y(t) (pour y € R). Nous

estimons ainsi F'* par

n

F(y) = ZWm(x)lmgy], Vy € R,Vo € F
i=1

ou

K(h;'d(z, X;))

> K dt, %)

L’estimation de la fonction de répartition conditionnelle a été étudiée, dans le cas
réel, par plusieurs auteurs (voir Roussas 1969, samanta 1989). Dans le cas fonction-
nel Ferraty et al.(2006) établi la convergence de l'estimateur des noyaux a double

de la fonction de répartition conditionnelle.

Pour obtenir la cohérence uniforme , nous fixons un sous-ensemble compact Sg

de R et nous considérons les hypothéses |,
(H7) V(yl,yg) € Sgr X SR,\V/(:El,xg) €SrxSr

| ™ (y1) = F™(y) [< Cd(r,22)" + [ y1 — 92 ).
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(H8) e -L’entropie de kolmogorov de Sr satisfait

St 1, (25)) <
=1

pour certains 5 > 1.

Théoréme 1.2. Sous hypothéses (H1), (H4), (H5), (H7) et (H8) nous avons

sup sup | F*(y) — F*(y) |= o(h}) + o vse (52) p.c (1.6)
ze€Sr yeSr F n¢(hk) 7
Preuve On consideére la décomposition suivante
Fly) - F*(y) = 75 | (B () = BES () — (F(y) — BF5 ()]
F'Y) 1 7 ;
~ — . 7
+ o) [Ef(z) — f(z)] (1.7)
Ou
. 1 -

Fy(y) = > K (hd(z, X1))1iy,<yy-

i=1

nE[K (hd(x, X1))]

Ensuite, on peut déduire le théoréme 2 des résultats suivants

Lemme 1.2.1

Sous hypothéses (H4) et (H7), ona

sup sup | F*(y) — F3(y) [= o(hy").
TESF YESR

Preuve il est clair que I'hypothése (H4), implique V(z,y) € Sz X Sg,

1

BIFS (y)] - F*(y) = E[K, (2)]

E[(K1(2)1 50 (X0)) (F (y) = Fo(y)]. - (1.8)
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La condition de Lipschitz permet d’écrire

V($7y) € S]: X SR? ]lB(a:,hk)(Xl) | FX1 (y> - Fm(y) |S Ch??

puis

Y(z,y) € S x Sg, | E[F2(y)] — F*(y) |< ChY.

Lemme 1.2.2

Sous les hypothéses (H1), (H4), (H5), et (H7), (H8), nous avons

sup sup | FE(y) — BEE() = o [ 22080} e
r€SF yeESR N N n¢<hK) ’ .

Preuve : Nous gardons notation de lemme (1.1.1) et utilisons la compacité de

Sgr, on peut écrire , pour certains tq,to, ...... ty € S,

Zn
Sr € | Jt; = lnty + 1),
j=1

=1 _1
avec [, = n?2 et Z, < n22. Prendre

Ainsi, nous avons la décomposition suivante

sup sup | F5(y) — E[F(y)] |< sup sup | F5(y) — E[Fy" (y)] |

TESF YESR TESF YESR
A
+sup sup | Fy*@ (y) — BFS (y) |+ sup sup | EF* (y) — EF§(y) |-
TESF YESR TESF YESR

-~ -~

A2 A3
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Concernant (A;) et (As), en suivant les mémes lignes que pour des termes (¢;) et
(t2), il vient

—0 1/}5]:(6) c e — 0 1/}5]:(6) c
A= ( nqﬁ(hk))’ pe et ( n¢<hk>>’ pe (19)

Concernant (A,) monotonie des fonctions E[F%(.)] et F%(.) permet d’écrire, pour

tout j < z, et pour tout z € S,

EFYC(t —1) < sup B (y) SER(t + 1),

YE(tj—ln,tj—n)

Fff,’“(z) (t; —1,) < sup Fﬁk(z)(y) < FK,’““) (t; + 1) (1.10)
ye(t]'—ln,t]'—ln)

en suit, nous utilisons la condition de Hélder plus ancienne sur F'* et nous mon-

trons que, pour tout y;,ys € Sg et pour tout z € S,

1

| BES (1) — B () | B[, (v)]

E[K1(2) F* (y1)] - B[K1(2)F ()]

1
’E[Kl(x)]
< O|y1—y2|b2-

En suit, nous passons par (1.9) et 'inégalité presédent et parce que

Y,ZJS}.(E)
Ao s Ao ( n¢<hK>)

N ~ T A
ol Ay = max max max | F)'(s;) — EEV@ (s)) | -
Ke{l,...Ne(Sx)} 1<5<zn sj=tj—in,t;j+in

Ainsi, il reste & étudier A4. En utilisant des arguments similaires a ceux invoqués
pour I'étude de A, et comme hypotheése (H8), ona Ay = o(1/1s(€)/ng(hr)), ce qui

implique que

PCR() [ W pTk(z) _ Vs (€)
:euslijeug;lFN (sj(y)) — EFN"™ (s;(y)) |—0( —n¢(hK))7 p.c.

1.5 Estimation de la densité conditionnelle

Dans cette section, les résultats similaires seront utilisés pour l'estimateur du
noyau de la densite conditionnelle de Y donner X. Nous supposons que la probabi-

lité conditionnelle de Y donner X est absolument continue par rapport a la mesure
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de Lebesgue sur R et nous noterons par f* la densité conditionnelle de Y donner

X=x. Nous définissons I'estimateur & noyau f* de f* comme suit

hiy ZK hid(w, Xo) H (b (y — Y))
fry) = Wy e R,V e F (1.11)
ZK hltd(z, X))

ot H est un noyau hpy est une suite de réels positifs. Estimation était déja intro-
duite dans le cas particulier out X est la variable aléatoire par Rosenblatt(1969) et
par Youdjé(1996) parmi d’autres auteurs.
Afin d’établir la convergence uniforme et presque compléte de cet estimateur, nous
considérons les hypohéses suivantes :

(Hg) ‘v’(yl,yg) € Sr X SR,\V/([El,JZQ) € Srx S]F,
| £ () = F2 () |< (@ (r, 20)+ [ o0 — 92 ™).

H10) Pour certains S O, 1 y lim thH =00 et pour n suffisamment grand
fy
n—r00

(log n)? logn\ _ n'¢(hx)
g <o () <

(H11) L’entropie de Kolomogrov deSx satisfait

insvﬂﬂ exp{ — B)s, (ZOQTL)} < o0
n=1

pour certains 5 > 1.

(H12) H est une fonction continue Lipschitzienne bornée, telle que [ | ¢ |*2 H(t)dt
et H*(t)dt < oo.

Théoréme 1.3. Sous hypothese (H1), (H4), (H5a), (H7), (H9), (H10), (H11), nous

avons

sup sup | f*(y) — [*(y) |= o(h3) + o(h3) + s (55F)
z€SF yeSF K a n=1¢(hg)

Preuve la preuve est basé sur la décomposition suivante :

Fr@) = ) = 751 W) = BfE W) — (F(v) — Ef§ ()]

[Ef () = f(x)] (1.12)
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ou

n

> K(hid(x, X)) H (b (y — wi))-

i=1

/\x o 1
faly) = nhxgE[K (htd(z, X;))]

Le théoréme 1.3 peut étre déduit des résultats suivants,

Lemme 1.3.1

Sous hypotheéses (H4), (H7) et (H9), nous avons

sup sup | f*(y) — Ef{(y) |= o(h) + o(h).

Preuve ona
Efy(y) — f"(y) = m (E ZKz(x)Hi(y)] —fx(y)>
- et @ )% - o).

En outre, par changement de variable

/X0 = [ (U5 P = [ HO -

nous arrivons
| hg' B(Hy(y)/X1) = f*(y) IS [g H®E) | [y = hat) = f*(y) | dt.
Enfin, l'utilisation d” hypothése (H9) implique que

| hy B(H(y)/X1) — f2(y) |< C f Ht)(RRE+ | t [P h%2)dt.
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Cette inégalité est uniforme sur (x, y) dans Sx x Sg .

Lemme 1.3.2

Sous les hypothéses du théoréme 1.3, nous avons

s swp | f2() — Efaw) =0 [/ 22L8) )
veSryeSn N n*=7p(hg) |’
Preuve la compacité de Sr parmi d’écrire cela
Sk C | J(tj = Lty + ).
Avec 1, —GB/27=1/2 ot 7, < CnB/P7+1/2 Nous avons la décomposition suivante :
| f5 () — Bf%(y) 1< sup sup | fE(y) — @ ) |
r€SF yeESR
F A
+ sup sup | fy' @ (y) = F3 () |+ sup sup | fif (4(n) — BA () |
a:ES]: YESR xeS]: YESR
T pis
sup sup | Ef\" (t;(y)) — EfY (y) |+ sup sup | Ef (y) — Eff(y) |-
mGS]: YESR mGS]: YESR
T T

De méme que I’étude du terme g; et en remplacant (H5b) par (H10), il vient

— " wSF(E) e — 0 105;(5) c
e A v I

En ce qui concerne le terme 77, ont utilisant ’état de Lipschitz sur le noyau H, on
peut écrire

R = REOGW) | € O 3 i) | Hily) = Hilty(0) |
< %izi,

ot Z; = 1, Ki(xy(x))/h3;¢(hi). Encore une fois, une norme exponentielle en matiére
d’égalité pour les variables bornées nous permet d’écrire

AT (2 TR (2 - l_n l_n logn
R = o wm =o () +o (,ﬁ] —w(hK)) .
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Maintenant, le fait que lirf nYhy = oo et 1, = n(=3/27=1/2 implique que
n——+0oo

-0 ws}"(e) e — 0 wsr(G) c
T = ( —nl_“/(b(h]()> t 15 < —nl—%zﬁ(hK)) , p.C. (1.14)

En utilisant les arguments de lemme 1.4.1, nous pouvons montre a tout n > 0
sy (€)
PlT, > _TRFNT
( > 7 N (i)

- 3 Vs (€)
P N —EFFEE) > _POSF\Y)
(JE{I 2?---Zn} Ke{12 ...... Ne(S#)} ‘ v () () [>n i

< ZNe(Sp) jmax, | max P(| ) = B 4) [y [ 20 )

Je{1,2,... 20} K€{1,2,....Ne(SF)} hyd(h)
Soit
1
AN = ———|Ki(zp)H; (t:) — E(K;(x)H; (t:))].
iy () Hills) — B ) Hi(1)]

Et ont appliqué l'inégalité exponentielle de Bernstein (voir Ferraty et vieu,
(2006)[3]). Pour cela, nous avons calculé 1'asymptotique comportement de | A; |
et E(A?). Tout d’abord, il résulte du fait que les noyaux K et H ne sont liés que
E | A; |< C(hgo(hi)). Deuxiémes, l'utilisation des mémes arguments de lemme
(3.1) nous permet d’obtenir

lim hiE[Hf(y)/Xl] = fu /}R H?(t)dt

n—oo H
ce qui implique que

C
E|A P< ——.
| = head(hg)

Ce qui implique que, ainsi, nous sommes maintenant en mesure d’appliquer 1’expo-

nentielle de Berstein et nous obtenons

Vj < Zn, (| V() =B (t) 1> n n,”;”jg{,1>)Sexp<—0n2¢sf<e)>.

Par conséquent, puisque Z, = o(l;') = o(n3/2"+1/2) "en choisissant Cn? = 3
on a
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A

Z,Ne(S P () — B (1) > sz (€)
el F)je{{%?izn}ke{1,2?a137{e(sf)} (' I () I ) 1= nhud(hi)

< C'Z,Ne(SF)' 7.

En utilisant le fait que lim n"hy = oo et 'hypothése (H7), on obtient
n—oo

_of [ ¥sele) .
T, = ( nl—”Y(b(hK))’ b.



Chapitre 2

Les résultats asymptotique de la

fonction de hasard conditionnelle

2.1 Le contexte bibliographique

Si X est une variable aléatoire associée a une durée de vie (c-a-d, une variable
aléatoire a valeurs dans R™), le taux de hasard de X (parfois appelé aussi fonction de
hasard, taux de défaillance ou taux de survie) est défini au point x comme étant la
probabilité instantanée que cette durée de vie se termine a l'instant x. Précisément,

on a

P(X < ANX >
h(z) = lim DX STFANX 2 7)

A A : x> 0. (2.1)

Lorsque la variable X posséde une densité f par rapport a la mesure de Les-

besgue il est aisé de voir que ce taux de hasard peut étre écrit

h(z) = égg (2.2)

pour tout x tel que F(z) < 1, ou F désigne la fonction de répartition de X et

S=1-F la fonction de survie de X.

Dans de nombreuses situations pratiques, on peut disposer d’'une variable
explicative Z et la question devient celle de 'estimation du taux de hazard condi-

tionnel défini pour z > 0 par

<
hz(x) ~ lim P(X <z+AN\X >2,7)

Ayz—0 Am ’ (2‘3)

28
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qui s’écrit lui aussi naturellemet & partir de la densité conditionnelle f%(.) et de

la fonction de répertition conditionnelle £F%(.) de X sachant Z, sous la forme

h(x) = gzg)) (2.4)

dés que Z(z) < 1. L’étude des fonction h et h?% est d’un intérét évident dans

de nombreux domaines scientifiques (biologie, médecine, faibilité,..... ), et de nom-
breux autreurs se sont intéréssés a la construction d’estimateurs non-paramétriques
de h. Une des techniques les plus courantes pour construire des estimateurs de h
(resp de h?) est basée sur le résultat 2.3 (resp le résultat 2.5) et consiste a étudier
un quotient entre un estimateur de f (resp de f%) et un estimateur de S (resp de
S%). L’article de Petit et al fait une présentation générale de ce techniques d’estima-
tion. Les méthodes non paramétriques basées sur les idées de noyau de convolution,
qui sont connues pour leurs bon comportement dans les problémes d’estimation
de densité (conditionnelle ou non), sont ainsi abondamment utilisées en estimation
non-paramétrique de fonction de hasard. Un large éventail de la littérature dans
ce domaine est fourni par les revues bibliographiques de Singpurwalla et Wong[24],

Hassani et al|1 7], Izenman]|!8], Gefeller et Michels [16] et Pascu et Vaduva|21].

2.1.1 Sur la fonction de hasard conditionnel pour variable

explicative fonctionnelle

Les progres des procédés de recueil de données ont pour conséquence immédiate
d’offrir la possibilité aux statisticiens de disposer de plus en plus souvent d’obser-
vations de variables fonctionnelles. Les ouvrages de Ramsay et Silverman(2005)[23]
et Ferraty et vieu(2006)[3] proposent un large éventail de méthodes statistiques, pa-
ramétriques ou non paramétrique, récemment développées pour traiter divers pro-
blémes d’estimation dans lesquels interviennent des variables aléatoires fonctionelles
(c’est a dire a valeurs dans espace de dimension infinie). Jusqu’a présent de tels déve-
loppements statistiques pour variables fonctionnelles n’existent pas dans le contexte
de 'estimation d’une fonction de hasard, et ce malgré le potentiel évident en matiére

d’applications.

L’objectif de cette section a étudier un modéle de hasard conditionnel dans
lequel la variable explicative Z n’est pas nécessairement réelle ou multidimension-
nelle mais seulement supposée étre a valeurs dans un espace abstrait F muni d’une
semi-métrique d. Comme dans tout probléme d’estimation non-paramétrique, la di-
mension de l'espace F joue un role important dans les propriétés de concentration

de la variable X. Ainsi, lorsque cette dimension n’est pas nécessairement finie. les
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fonctions de probabilité de petites boules définies par
¢.(h) =P(Z € B(z,h)) =P(Z € {z € F,d(z,2') < h}),

interviennent de maniére directe dans le comportement asymptotique de tout

estimateurs non-paramétrique fonctionnel (voir Ferraty et vieu (2006)[3])

Dorénavant, z désigne un élément fixé de ’espace fonctionnel F, N, désigne
un voisinage fixé de z et S est un compact fixé de R*. Nous serons amenés a faire

I’hypothése ci-dessous concernant la fonction de concentration ¢, :

(A1) Vh > 0,¢.(h) > 0.
Le modéle non-paramétrique sur la fonction h% & estimer sera déterminé par
des conditions de régularité portant sur la loi conditionnelle de X sachant Z.

Ces conditions sont les suivantes :

(A2) JA, <oo,dby, by >0 V(z1,12) € 8%, V(21,22) € N2 :

| F*' (1) — F*(22) | AL (d(z1, 22)" 4 | 21 — 22 |?),
| [ (@) = f2(22) | < Au(d(z1, )"+ | 21 — 22 |);

IN

(A3) v < 00, ¥(z,2) €S x N, f* (2) < v;
(Ad) 38> 0,¥(z,2) € S x N,, F* (z) < 1 - B.

2.2 La construction de 'estimateur pour des don-

nées complétes

Soit (X, Zi)1<i<n des variables aléatoires suivant chacune la méme loi qu'un
couple (X,Z) ou X est a valeurs dans R et Z a valeurs dans l’espace semi-
métrique (F,d(.;.)). Dans ce paragraphe, nous nous plagons dans le cas le plus

simple pour lequel toutes les variables X; et Z; out été observées.

Les recherche récentes en statistique non-paramétrique pour variables fonc-
tionnelles, telles que présentées dans Ferraty et vieu(2006)[3], font apparaitre que
les techniques basées sur les noyaux de convolution sont facilement transposables

au cadre de variables fonctionnelles. Par aileurs ces techniques a noyau possédent
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de bonnes propriétés dans les problémes d’estimation de fonction de hasard pour
variables de dimension finie. Pour plus de détails en se servant principalement au
livre de Singpurwalla et Wong (1983)[2] qui est un des papiers en la matiére et

celui de Estéver pour les résultats les plus récents dans ce domaine.

Il est tout naturel d’essayer de construire un estimateur de la fonction h% en
s’inspirant de ces idées. Pour estimer la fonction de répartition conditionnelle de la
densité conditionnelle en présence de variable Z fonctionnelle, Ferraty et al (2006),

ont proposé les estimateurs a noyau fonctionnels suivants :

n

> K(hild(z Z:)) H (b (v = X2)

ZK hiltd(z, 7))
et

n

> K(hild(z Z) H (b (v = Xy))
frly = 3 | -
hy Z K(h 1d (2,7:))

ou K est un noyau, H une fonctlon de répartition et hyx = hg ,(resp.hg = hy,
est une suite de nombre réels positifs. Le bon comportement de ces estimateurs, a la
fois du point de vue asymptotique et sur le plan appliqué, est mis en évidence dans
Ferraty et vieu (2006) .

L’estimateurs & noyau da la fonction da hasard conditionnelle fonctionnelle

h* peut donc se construire de la maniére suivante :

27 _ JEZ(QC)
) = Ty

Les hypothéses dont nous aurons ultérieurement concernant les parameétres de

(2.7)

cet estimateurs, c’est a dire concernant K, H,hy et hg, sont peu restrictives.
En effet, d'une part elles ne sont pas propres au problémes d’estimation de hZ, et
d’autre part elles correspondent aux hypotheses faites habituellement dans la cadre
de variables non fonctionnelles. Plus précisément, nous introduirons les condition
suivantes qui garantissent le bon comportement des estimateurs F* et fz(voir
Ferraty et vieu (2006)) :

(A5) Le noyau cummulatif H est dérivable et tel que
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— 1) A < 00, V(x1, 22) € R, | H' (1) — H'(z2) |<| 21 — 29 |;

— ii)H  est de support compact [-1, 1] et H (t) > 0,Vt € [-1,1].
(A6) Le noyau fonctionnel K vérifie les conditions

— i) K est a support compact (0, 1);

— i) A5, A9,V € (0,1),0 < A} < K(t) < As < 0.

(A7) La largeur de fenétre hy vérifie les conditions

lim A =0
n—oo
et |
. ogn
lim —— = 0.
n—00 Tth¢m(hK)

(A8) La largeur de fenétre hy vérifie les condition

n—oo
et

Ja > 0, lim n®hy = cc.
n—oo

Sous ces conditions trés générales, nous établirons la convergence de 'esti-
mateur a noyau h* de la fonction de hasard conditionnelle fonctionnelle h? lorsque
les couples de variables (X;,Y;);=1. , sont indépendants et ces résultats seront gé-

néralisés en s’affranchissant de la condition d’indépendance.

On présente dans ce paragraphe notre estimateur dans la présence des donnés

incomplétes (censuré).

2.3 Présentation de ’estimateur dans le cas censuré

Dans la pratique, lors d’applications médicales en particulier, on peut trouver en
présence de variables censurées. Ce probléme est habituellement modélisé en consi-
dérant une variable positive C' dite de censure, et les variables aléatoires observées
ne sont pas les couples (X;, Z;) mais seulement les (T}, A;, Z;) ou T; = min(X;, ;)
et A; = 1x,<¢,. Dans la suite nous utiliserons les notations F?, fZ pour désigner la
fonction de répartition et la densité conditionnelles de C' sachant Z, et nous utilise-
rons la notation SZ = 1 — FZ. De tels modeles & censure ont été abondamment étu-
diés dans la littérature pour des variables aléatoires réelles ou multi-dimensionnelles.
et dans des cadres non-paramétriques les techniques a noyau sont particuliérement
utilisées (voir Tanner et Wong (1983)[24], Padgett (1988)[25], Lecourte et Ould-Said
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et Van (1988)[19] Keilegom et Veraverbeke (2001)[27], pour un échantillon nécessai-
rement non-exhaustif de la littérature dans ce domaine).

L’objectif de ce paragraphe est d’adapter ces idées au cadre de variable ex-
plicative Z fonctionnelle, et de construire un estimateur de type noyau de la fonction
de hasard conditionnelle h? adapté aux échantillons censurés. Si I'on introduit les

notations LZ =1 — SZ et p? = fZSZ, onpeut reformuler I'expression 2.5 comme

hZ@)::I%?z%%ﬂy v, L2 (1) < 1. (2.8)

On peut alors définir des estimateurs des fonction p? et LZ en posant

ZK hild(z,2:)) H (hy' (t = T)))

ZK Hd(z, 7))

LA(t) = (2.9)

et

n

D K (htd(z, Z:)AH (b (t = T2)
PA(t) = F*(w) = = . (2.10)
hHZK hltd(z, Zs))

Finalement I'estimateur de la fonction de hasard est donné par

~Z

TZ04\ @7 ()
he) = 1—L2(@t)

Outre les hypothéses introduites dans le section (1.2), nous aurons besion

(2.11)

de conditions supplémentaires. Ces hypothéses, qui sont identiques a celles que I'on
retrouve dans la littérature classique pour variables non-fonctionnelles, sont les sui-

vantes :

(A9) conditionnellement & Z, les variables X et C' sont indépendantes;

(A].O) JA, < oo, dby, by > O,V(tl,tg) S 82,V(21722) S Nz2 :

IN

| L*(t1) — L™ (t2) | AL(d(z1, 22)" 4+ | 1 — 12 ™)
|7 (t) — @2 (ta) | < Au(d(z1, 22)"+ | t1 — t2 |™);

(A11) Fu < o0, ¢ (t) < w,¥(t, %) € Ry x N,
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(A12) 3u>0,L7 (t) < 1 —n,¥(t, ) € Ry x N..

Sous ces conditions trés générales, nous établirons les vitesses de conver-
gence de I'estimateurs & noyau h* de la fonction de hasard conditionnelle fonction-

nelle h* lorsque les couples de variables (X;, Z;);=1.. ., sont indépendants. Dans le

-----

paraghraphe (1.5.2) résultats seront généralisés en s’affranchissant de la condition

d’indépendance.

2.4 Reésultats asymptotiques

2.4.1 La convergence presque compléte

L’objectif de ce paragraphe est d’établir la convergence presque compléte
de I'estimateurs a noyau hZ de la fonction de hasard conditionnelle fonctionnelle A%
lorsque 1’échantillon observé n’est pas censuré, Les résultats présentés sont accom-
pagnés par la donnée des vitesses de convergence. Comme nous allons le voir, ces
résultat seront relativement faciles & obtenir en ce sens qu’ils vont découler quasi-
directement de résultats déja connus en estimation non-paramétrique de densité ou
fonction de répartition conditionnelle fonctionnelles. Les preuves seront succintes et
renverront abondamment & la littérature existante, mais elle seront présentées de
sorte & préparer le terrain pour 'obtention des résultats plus délicats dans le cadre

d’échantillons censurés (voir section 4).

2.4.2 Cas d’échantillon i.i.d

Nous commencons par I’étude d’échantillons statistiques vérifiant une hypo-

théses classique d’indépendance, & savoir,

(A13a) Les couples (X;, Z;) sont i.i.d.

Théoréme 2.1. Sous les hypothéses (A1)-(A8) et (Al3a) on a

Pz z _ (b1 b logn
:élg; | i*(x) — h*(z) |= o(h}) + o(h) + o (1 / W) ) p.c.  (2.12)

Preuve La preuve est basée sur la décomposition

7z z o 1
O S R )
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{(f*(2) = f2(2)) + f2(@)(F?(2) = F*(2)) = F*(x)(f*(x) = f*(2))}.

Valable pour tout x € Sg, ce qui, pour une constante C' < oo, améne

A {sw | o) - ) |41 750 - o) 1
sup | W) — (e} |< © inf [1— F(2) |

TESR

(2.13)

Ainsi de maniére classique (voir par exemple la condition (A6ii) de Ferraty et

Vieu (2006)[3]) le résultat annoncé découle directement des propriétés

z oz _ o (ph b logn
Sg; | F*(z) — F*(x) |= o(h}t) + o(hg) + 0 (1 / W) : p.c. (2.14)

et

z £z o by bo IOg n
;£|f¢w—f<mw—dma+omﬂw+o< 555355>, pe (219)

Les résultats 2.14 et 2.15 sont des résultats connus (voir Ferraty et Vieu (2006)).

2.4.3 Cas d’échantillon dépendant

Dans de nombreux domaines d’application, comme en particulier en éco-
nométrie (voir par exemple les problémes traités par Engle et Russel (1988)[13] ou
Nielson et Linton (1995)[20]) ou en sismologie (voir par exemple les données étudiées
dans Estévez-Pérez et al (2002)[15]), 'hypoythése d’indépendance entre les variables
observées n’est pas réaliste. Pour pouvoir étendre les résultats obtenus ci-dessus, il
est nécessaire d’introduire une structure probabiliste qui permette de controler la
dépendance entre les variables constituant 1’échantillon statistique. Une maniére na-
turel de faire consiste & introduire une condition d’indépendance asymptotique. Nous

ferons ici I’hypothése de mélange

(A13b) La suite (X, Z;)ien est a-mélangeate et ses coefficients de mélange

a(n) sont tels que Ja,c € RY :Vn € N,a(n) < en™®. Afin de controler les lois

jointes, nous aurons aussi besion d’ introduire les condition ci-dessous.
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(A13c¢) La densité jointe de (Y;,Y;) sachant (Z;, Z;) existe et est bornée, et

Je; €]0,1],0 < sup P((Z;, Z;) € B(z, h) x B(z,h)) = o(¢.(h)) ).
i
L’hypothése
(A13d) Fe; €]0,1[,a > 15";—:11 et hpo.(hk)=o0(n")

permet de maitriser les liens existant entre les parameétres de lissage hy, hi et les
coefficients de mélange a(n). Il faut noter que ces hypothéses sont classiques dans
les problémes d’estimation non-paramétrique avec variables dépendantes, fonction-

nelles ou non (voir Ferraty et Vieu (2006)) on a le résultat suivant.

Théoréme 2.2. Sous les hypothéses (A1)-(A8) et (A13b) — (A13d) on a

7z z . b1 bo logn
5;1;; | h*(x) — h*(z) |= o(h%) + o(h) + o (1 / W) : p.c.  (2.16)

Preuve Les propriétés 2.14 et 2.15 restent vraies sous les hypothéses de la
mélange puisque ce sont des cas particuliers (voir Ferraty et Vieu (2006)). Le résultat
2.16 est donc obtenu directement a partir de la décomposition 2.13 et des résultat
2.14 et 2.15.

2.5 Reésultats asymptotique de ’estimateur pour des

donnés incomplétes

L’objectif maintenant est de reprendre ces propriétés asymptotiques dans le
cadre plus général d’'un échantillon censuré tel que décrit dans le paragraphe (1.3).
Nous allons commenger dans le paragraphe (1.5.1) par traiter cas d’échantillon i.i.d,
puis nous étendrons nos résultats a des données issues d’un processus mélangeant.
De toute évidence, I'obtention de ces résultats nécessitera des développements tech-

niques plus sophistiqués que ceux présentés dans le cadre non censuré.

2.5.1 Le cas indépendant

Nous commengons par 1’étude d’échantillons statistique vérifiant une hypo-

these classique d’indépendance, a savoir,

(Al4a) Les triplets (X;, C;, Z;) sont i.i.d.
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Théoréme 2.3. Sous les hypothéses (A1)-(A11) et (Alda), on a

7z z - by bo logn
tselgﬁ | K*(t) — h*(t) |= o(h}t) + o(hi) + o (1 / m) : p.C. (2.17)

Preuve Le résultat est basé sur la décomposition ci-dessous, dans laquelle C

est une constante réelle strictement positive :

sup | *(2) — ¢*(@) | + | L*(z) — L*(a) \}

sup | h(z) — h*(x <C'{$GSR -
sup | () = () |< inf |1-17(2) |
teSR

L (2.18)

qui s’obtient a partir de 2.5 et 2.9 en procédant comme pour établir 2.13. Puisque

L7 n’est autre que l'estimateur a noyau de la fonction de répartition conditionnelle
de T sachant Z, on obtient directement (voir Ferraty et Vieu (2006)) que

7z 200 [— (B b log n
tselfsi | L*(t) — L*(t) |= o(h}t) + o(h}) + o (1 / W) , p.cC. (2.19)

Les propriétés de 'estimateur ¢Z sont données dans le Lemme (2.3.1) ci-dessous.

Finalement, le résultat recherché est obtenu directement a partir de 2.18, 2.19 et 2.20

Lemme 2.3.1

Sous les condition du théoréme (3), on a

s . B ) . logn
f&% | §°(t) — ¢°(t) |= o(h}) + o(h) + o (\/ m) ; p-c.  (2.20)

2.5.2 Le cas dépendant

Ces résultats s’étendent aux cas d’échantillons censurés non nécessairement
indépendants en introduisant des conditions similaires a celles présentées dans le

paragraphe(1.4.3). Ces conditions sont les suivantes :

(A14b) la suite (X;, C;, Z;)iew est a-mélangeante et de coefficients de mélange
a(n) tels que Ja,c € RY :n € Na(n) < cn™
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(Al4c) la densité jointe de (Y;,Y;) sachant (Z;, Z;) existe et est bornée, et

deq E]O, 1],0 < sup P((Zi, Zj) € B(z) h) X B(z7 h)) — O(gf)z(h))“—q),
7]
(A14d) Fe; €]0,1[,a > 16';—:11 et hyo.(hi) = o(n=).

Théoréme 2.4. Sous les hypothéses (A1)-(A12) et (A14b) — (Al4d) on a

logn
ﬂqu¢z(hk0

tESR

sup | h*(t) — B (t) |= o(h5) + o(h%2) + o ( > : p.cC. (2.21)

Preuve Puisque le résultat 2.19 reste valable sous condition d’a-mélange (voir
Ferraty et Vieu), le résultat du Théoréme (3) s’obtient directement a partir de la

décomposition 2.18 et du Lemme (4.1).

Lemme 2.4.1

Sous les conditions du théoréme (2.4), on a

logn
nhH¢(z) (hK)

sup | *(t) — ¢*(t) |= o(hig) + o(hif) + o (
teSR

) : p.c.  (2.22)

2.6 Preuves des lemmes

Dans ce qui suit C et ¢ désigneront des constantes réelles strictement posi-

tives génériques. Par ailleurs, on introduit les notations suivantes :

Ki(z) = K(hi'd(z, Z;),  Hi(z) = H (hi (t.T7)),

$(t) = by 0 KDM@l = e 3 Kilo)
Vie — 1 Ki(2),  Wie —  K.(:)H()A
CERE] T mER ) S
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8721 = zn: znzcov(‘/;n‘/;z)’ 5721 = zn: zn:COU<Wi1’VVi2)'

i1=112=1 i1=112=1

Preuve de lemme 2.3.1 En utilisant la décomposition suivant :

(@& () — ok (t)ep(2) — (Pp(2) — @n(2)) Pk ()
¢p(2)ep(2)

Po(t) — (1) = : (2.23)

et en vertu de la proposition (A6ii) de Ferraty et Vieu (2006), le résultat du

Lemme (2.3.1) découlera directement des trois propriétés suivantes :

. - logn
| ¥p(z) —1|=0 ( —nthb(z)(hK)) ,  pc (2.24)

sup | E@R () — ¢*(t) |= o(hig) + o(hi;) (2.25)

tesS

1 logn
—sup | oy (t) —Epy(t) [=0 — |, .C. 2.26
Sosp | (1) ~ BA(D) (,/nhH %(hm) pe. (226

— Preuve de 2.24. 1l suffit de remarque que 'on peut écrire

et

avec

| Vil=o (ﬁh)) , (2.27)

et

E(V?) =0 (ﬁ) : (2.28)

En appliquant une inégalité exponentielle pour variables bornées et en tenant

compte des résultats 2.27 et 2.29, on arrive a
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P || ¢p(2) — Epp(z) [> 6\/% _ O(n—c@)‘

Il suffit maintenant de choisir € suffisament grand pour obtenir le résultat 2.24.

— Preuve de 2.25. Pour tout x € S on a

1

EoR (t) = hH]E—Kl(Z)]E(Ki(Z)HlAQ (2.29)

1
1 4

La derniére égalité découlant de 'indépendance conditionnelle entre C; et X;

introduite dans (A9). Par ailleurs nous avons

t—u

B 0500\ 2) = [ B ( - )sf%u)fZl(u)du (2.30)

hy fH/(v)cpZI (t — vhy)dv = hy(p® + o(hl;f, + h%))

La derniére égalité découlant de la propriété de Lipschitz de la fonction ¢*
introduite dans (A10) et du fait que H " est une densité de probabilité. 11 faut
noter, toujours a cause de la condition (A10), que les o(.) intervenant dans
le résultat 2.30 sont uniformes pour ¢t € S. Ainsi, le résultat 2.25 est une
conséquence immédiate de 77 et 2.30

— Preuve de 2.26. La compacité de I'ensemble & permet de la recouvrir par un

intervalles disjoints de sorte que

S| |l = lny 7+ Il
k=1

ol Ty....., Ty, sont des points de S et ol [, et u,, sont choisi tels que

3C > 0,3¢> 0,1, = Cu, ' =n"°. (2.31)

n

Pour chaque t € § on note 7 'unique 74 tel que t € [1, — I, T + 1] Finale-

ment, 2.26 découlera directement des résultats suivants :
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1 logn
_sup | @5 (1) — () |=o | J—280 ). 2.32
! sup | E¢5(t) — Egy (1) |= o _logn ¢, (2.33)
oo(2) s | PPN T BT nhaoo (i) )0 PO
et
o] $h(n) — Egh(n) = o (|t 234
20(2) tes | TPV T PO nhioe(hic) | |

— Preuve de 2.32. A cause de la condition (Abi), il existe une constante finie C

telle que pour tout t € Sg on a

|8h(0) = @b() |= ZAK () = Hi(r)  (2:39)

|z -7 9
< .
< nhHEKl ZK Cop(2)lhy

En utilisant 2.31 et en choisissant ¢ assez grand, on obtient directement 2.32.

— Preuve de 2.33. Ce résultat s’obtient directement & partir de 2.24 et 2.35 en
utilisant la propisition (A6ii) de Ferraty et Vieu (2006)

— Preuve de 2.34. L’obtention de 2.34 est basée sur l'utilisation d’une inégalité

exponentielle. Plus précisément, il suffit de remarquer que ’on peut écrire

avec

Wit=o () (2.36)
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et

SEK? (2)HY (1) A (2.37)

1 2 2
< CWE(KZ' (2)E(H; (H)\Z:))

= (im)

En utilisant la condition 2.31 on arrive a

logn
P |sup | %5 (71) — EQ% (1 |> €4 | ——————— 2.38
Legl%( )~ Bob(n | nhu ) (hi) (239
logn
<n® max P || o5(1) —Eph(1 |> €4/ ——————| .
< n® max [' o) —Eeb(m 1> & | s )

Par ailleures, en appliquant une inégalité exponontielle pour variables bornées

et en tenant compte des résultats 2.36 et 2.37, on arrive a

logn

57 | = (n %), )
nhgoe)(hi) ( ) (2.39)

P [I ¢p(7i) = E@p(T; [> €
Il suffit maintanant de choisi € suffisament grand pour obtenir directement le
résultat recherché a partir de 2.38 et de 2.39.

— Les résultats 2.32, 2.33 et 2.34 suffisent pour conclure la preuve du résultat
2.26.

Finalement, le lemme (3.1) découle directement des résultats 2.24, 2.25 et 2.26

et de la décomposition 2.23.
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Preuve de lemme 2.4.1 La preuve suit le méme cheminement que la
précédente, mais avec des diffucultés supplémentaires liées & la non indépen-
dance des variables constituant I’échantillon. Comme précédemment, au vu de
la décomposition 2.23, il suffira de prouver que les résultats 2.24, 2.25 et 2.26

restent valables.

— Preuve de 2.24. La principale étape de la démonstration consiste a obtenir
une évaluation de la somme des convariances s2. Pour i; # iy, d’aprés la
condition (A14.) on a

[EVLV: I 0:(hi)*! = (. (hie) ),

(K, (2))?

et, par suite,

| cov(ViViy) 1€ e (hie) 41 = ofmax{g.(hi) 1, 1)), (2.40)

(EK1(2))

D’un autre coté, en utilisant une inégalité de covariace pour processus mé-

langeant, on peut écrire

cov(Vi,, Vi,) < Co.(hi) (| iy — iz |). (2.41)

Finalement, pour toute suite v, positive on peut ecrire

52 = Zvar(Vi) + Z cov(Vy, Vi) + Z cov(Vi, Vi), (2.42)
i=1

0<|i1—i2|§1}n ‘il—i2|>’un

et en utilisant respectivement 2.29, 2.40 et 2.41 pour traiter chacun des trois

termes de 2.42 on arrive a

s2=o0 <m> + o(nv, max{¢,(hx) 1T, 1})

+o | o-(h)® Y allin—iz))

‘7;1 —i2 ‘ >vn
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Il suffit maintenant de choisir v, = ¢,(hx)™ pour arriver a

S; =0 (M) +0(¢.(hi) " “n(n — v,)a(v,)) (2.43)

O( n ) + 0(.(hg ) 2n%¢.(hg)™) = 0 ((bz(ZK)) ’

le derniére égalité découlant directement de la condition (A14y).

En utilisant les bornes données par 2.27 et 2.29, et en appliquant une

inégalité exponentielle pour variables bornées mélangeantes , on arrive a

¢p(2) — Epp(2) = o(n~'/logns?), p.C. (2.44)

Le résultat 2.24 découle directement de 2.43 et 2.44.

— Preuve de 2.25. Pour traiter ce terme déterministe, les calculs effectués lors
de la preuve du lemme (3.1) n’utilisaient pas l'indépendance des variables.

Le résultat 2.25 rest donc variable sous condition de mélange.

— Preuve de 2.26. En reprenant la démarche et les notations introduites lors de
la preuve (3.1), il suffit de vérifier que les résultat 2.32, 2.33 et 2.34 restent

vrais.

— Preuve de 2.32 et 2.33. Les calculs effectués de la preuve du lemme (3.1)
n’utilisaient pas I'indépendance des variables. Ainsi, le résultat 2.35 reste
vrai sous-condition de dépendance. Par conséquent 2.32 et 2.33 sont obte-

nus directement a partir de 2.24 et 2.35

— Preuve de (1.34). La principale étape de la démonstration consiste a obte-
nir une évaluation de la somme des convariances S2. En reprenant la méme

démarche que celle utilisée pour prouver (1.24), pour i; # iy on a

| EW;, Wi, [< #D?qﬁz(h[(')l—i_al = o(h ;2. (h) 1)

hZ (EK (2
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et, par suite,

¢ 5= (h )+ (2.45)

cov I/‘/Z'17I/Vvig S 2/t 1 7 \\o
R N T AE)

= o(h; (max{6. (i), 1)),

D’un autre coté, en utilisant une inégalité de covariance pour processus mé-

langeant on a

COU(WZ‘U WZQ) S Chl}ngz(hK)_QO[q il — iQ |) (246)

Finalement, pour toute suite v, positive on peut écrire

s2 = zn:var(VVi) + Z cov(W;,, W,,) + Z cov(W;,, Wi,),
i=1

0<|i1—i2\§vn |i1—i2|>vn

et en utilisant respectivement 2.29, 2.45 et 2.46 on arrive a

Sp =0 (W) + o(nvhy’ max{g. (hy )=+, 1})

+o [ hfd-(h)™ D allir—ia )

|i1—i2|>vn
I suffit maintenant de choisir v, = ¢,(hgk)™" et d’utiliser la condition
(A14,) pour arriver a
S2=o (L) . 2.47
hH(bz(hK) ( )

En utilisant les bornes données par (1.36) et (1.37), et en appliquant une

inégalité exponentielle pour variables bornées mélangeantes, on arrive a

Ph(73) — Epp(rj) = o(n™\/lognSy),  pec. (2.48)

Le résultat 2.34 découle directement de 2.38, 2.47 et 2.48.
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— Ainsi, il suffi d’utiliser 2.32, 2.33 et 2.34 pour terminer la preuve de 2.26.

Finalement, le lemme (2.4.1) découle directement des résultat 2.24, 2.25 et

2.26 et la décomposotion 2.23.



Conclusion

Le but de mon travail est la présentation d’une étude théorique qui porte sur
plusieurs modeéles non-paramétrique. Plus précisement ; on est arrivér a confirmer
que l'estimateur de non- paramétrique de la fonction de hazard conditionnelle. Est
consistant ces vitesses de convergence sont similaire pour les deux contexte. Le pre-
mier est celui des données complétes et le deuxiéme est pour les données incomplétes.
les vitesses de convergence restent similaires dans le cas des variables indépendantes

et identiquement distribuées (iid) est le cas du mélange fort (a-mélange).
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