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Introduction

L’inversibilité est 'une des disciplines les plus répandues en Mathématique, beaucoup de
problémes sont interprétés par une équation de type Ax = y, ot A est une transformation
linéaire donnée, qui est dans notre situation une matrice ou un opérateur linéaire, comme
I’analyse numérique, I'optimisation, la théorie de controle, théorie de codage, la statistique
et les modéles linéaires .

Il est bien connu qu’une matrice sur un corps a un inverse, si elle est carrée de déterminant
non nul, on peut généralisé la notion d’inversibilité méme pour les matrices non inversible par
plusieur méthodes ; permis ces méthodes il y a le pseudo-inverse de Moore-Penrose
et 'inverse de Drazin, Par exemple, les solutions d’un systéme linéaire peuvent exister méme
si la matrice définissant ce systéme est singuliére.

Cette généralisation de 'inverse est introduite depuit 1903 par Erik Ivar Fredholm qui a
donnée le concept de pseudo-inverse pour un opérateur intégral , puis en 1920 Elzakim Has-
tings Moore décrit pour une matrice a coefficients réels ou complexes (pas nécessairement
carrée), ou pour une application linéaire entre espaces euclidiens ou hermitiens, il existe un
unique pseudo-inverse de Moore-Penrose satisfaisant certaines conditions supplémentaires,
et redécouvert indépendamment par Roger Penrose en 1955.

Et en 1958 Drazin a son tour a donné une autre extension a la notion d’inverse généra-
lis¢ nommé par son nom "inverse de Drazin " ceci a fait 'objet de plusieurs articles publiés
récemment par J.J.Koliha, Enrico Boasso et V.Rakocevic.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres :

Dans le premier chapitre on aborde des notions de base nécessaires pour notre sujet.
On donne quelques rappels de les opérateurs linéaires bornés sur l'espace de Hilbert, ainsi
on a prouvé des propositions concernant la multiplication, I’addition et la soustraction des
projections orthogonales, puis une méthode pour extraire une projection orthogonale a par-
tie d’'une projection de méme image, ce concept prendra également une part importante de
I'intérét du troisiéme chapitre pour définir 'inverse de Drazin.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude des propriétés de 'inverse de Drazin.
Dans la premiére section on donne quelques conséquences de la décomposition d’une ma-

trice, dans la deuxiéme section on va étudier les {1, j, ..., k}- inverses généralisées des matrices,
et aussi les types les plus célebres de I'inverse généralisée et les relations entre ces types.
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Précisément les types suivants de pseudo-inverse comme :

e L’inverse de Moore-Penrose (A') dans le cas des matrices carées. Ce type d’inverse
vérifie les quatre équations de Penrose AAT = A (1), ATAAT = AT (2),
(AAT)* = AAT  (3),(ATA)* = ATA (4).

e L’inverse du Groupe (A*) ou {1,2,5}- inverse( ou AA* = A*A (5)) il existe seulement
pour les matrices d'indice £k =1 ou k = 0.

Et dans la troisiéme section on étudie l'inverse de Drazin ou {1%,2, 5}- inverse

(ou AFAPA = A* (1%) tel que k = indA) d'une matrice carrée et rectangulaires, I'indice
d’une matrice qui est une source essentielle de cette inverse et I’étude des méthode pour le
calcul de l'inverse de Drazin.

Le derniér chapitre représente I'objectif générale des notions de l'inverse de Drazin
des opérateurs linéaire dans I’espace de Hilbert. La premiére section on donne un rappel sur
la théorie spectrale des opérateurs linéaires .La deuxiéme section est une bréve introduction a
I'inversion généralisée des opérateurs linéaires ot on a commencé par la définition de T'seng.
La troisiéme section on présente une étude sur les résultats concernant les propriétés fon-
damentaux de l'inverse de Drazin pour les opérateurs bornés sur ’espace de Hilbert. On
obtient également une caractérisation utile et une formule explicite pour 'inverse de Drazin
de (T'+ B) et (T'B) si T et B sont des Opérateurs bornés. Et pour la derniére section, On
introduit la notion de l'inverse de Drazin dans la classe des opérateurs fermés sur un espace
de Hilbert H et on étudie certaines propriétés de base de T'P.



Chapitre 1

Notion de projections

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1  Notions de base
Définition 1.1.1. Soit H un espace vectoriel sur I = C ou R. Un produit scalaire est une
application {.,.) : H x H — K vérifiant :

(i) Vy € H : x — (z,y) est linéaire (en x),

(i) {y,z) = (z,y),

(iii) (x,x) >0 et si (x,z) =0 alors z = 0.

Par conséquent y — (x,y) est anti-linéaire (en y) si H un espace vectoriel compleze.

On pose
2]l =/ (z, z).
Il est facile de montré que ||.| est une norme (appelé la norme associée au produit scalaire).

Exemple 1.1.1. Soit H = L*(Q2), ou Q C R™ est un borélien, muni de la mesure de Lebesque
ou la mesure discréte. Si f,g € L*(Q) alors fg € L'(Q) et

(f.g) = /Qfa

est bien défini, et ||f|] = +/ [ 1fI? = If]]2.

Proposition 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit H un espace vectoriel (réel ou com-
plexe) muni du produit scalaire (.,.). Alors pour tous x,y € H

[{z, )| < llzllllyll

Preuve. Si ||z]| = 0 c’est que = 0 et U'inégalité est immédiate. Sinon, ||z|| > 0 et pour
tout ¢ € R nous avons

0 < [t +ylI* = ll=]*t* + 2Refz, y)t + [ly||*.



1.1 Espace de Hilbert 7

Le discriminant de ce polyndéme quadratique doit donc étre < 0 :
0> (2Re(x,y))* — 4l|=(1*[lyll*,

d’ou
eyl = [Rez, y)l-
De plus il existe a € C de module 1 tel que (x,y) = a|(z,y)|, d'ot a(z,y) = |{z,y)|

et [lzf[llyll = llzllllayll = Re(z, ay) = Re(@(z,y)) = Rel(x,y)| = [(z,y)].

Définition 1.1.2. On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel H (réel ou complexe) muni
d’un produit scalaire et qui est complet pour la norme associée.

Si H est un espace de Hilbert, on notera ||x|| = \/{x,x) pour tout z € H.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit alors |(x,y)| < ||z|/|y]|-

Exemple 1.1.2. L’espace Ly(2, 1) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f.g) = / £(5)9(8)dua(s).

L’espace ly est un cas particulier, obtenu lorsque €2 = IN est muni de la mesure de comptage
(définie par p({n}) = 1 pour tout n € IN).

Théoréme 1.1.1. (Théoréme des projections) Soient H un espace de Hilbert et C une
partie convexe fermée non vide de H ; pour tout x € H, il existe un et un seul point yy de C
en lequel la fonction y — ||y — z|| atteint son minimum sur C. On a de plus

Vy € C, Re{z — Yo,y — yo) < 0.
Preuve. En translatant le convexe C, on peut se ramener au cas ot = Og. Notons alors
d =1inf{d(y,0g) : y € C} = inf{||y|| : y € C}

La distance de 0y a C. Si y et z sont deux points de C, on a (y + 2)/2 € C
puisque C est convexe, donc ||(y + 2)/2|| > d; de plus la relation du parallélogramme

Iy +2)/207 + 11y — 2)/207 = (lyl* + 1I201%) /2

implique pour tous y,z € C
(*) 0< Ity —2)/2I1” < (lyll* + lI2]1*)/2 — @*.
Pour tout entier n > 1, posons

C.={ye C:lyl’ <& +1/n}.

L’ensemble C,, est une partie fermée non vide de H ; d’aprés la relation (%), on a :
|(y—2)/2|]*> < 1/n pour tous y, z € C,,. Le diamétre de C,, est donc inférieur ou égal 4 2//n,
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et il tend donc vers 0. Comme 'espace H est complet, 'intersection des fermés emboités C,,
qui est égale a {y € C: ||y|| = d}, contient un et un seul point, qui est le point y, cherché.

Compte tenu de notre translation simplificatrice, la relation 4 démonter ensuite devient
Re({=yo0,y — yo)) < 0 pour tout y € C; pour t € [0,1], on a yy + t(y — yo) € C, donc
llvo + t(y — vo)ll = llyol|, ce qui donne en développant le carré de la norme

2tRe((yo,y — vo)) + t*[ly — vol|* > 0

Pour 0 <t < 1; pour finir on divise par ¢ > 0 que l'on fait ensuite tendre vers 0,
et on obtient Re({yo,y — vo)) > 0.

Un cas particulier important est celui ott C est un sous-espace vectoriel fermé F' de H.
Dans ce cas on a (x — yo, z) = 0 pour tout vecteur z € F', c.a.d que (z — yo) LF.
Dans le cas de la projection sur un sous-espace vectoriel fermé F', la projection yy de = sur F’
est entiérement caractérisée par les deux conditions suivantes :

— le vecteur yy appartient a F';

— le vecteur x — yo est orthogonal a F.
En effet, si ces conditions sont vérifiées et si y est un élément quelconque de F', on aura
(%) lz = ylI> = [l(z = yo0) + (%o — 9> = llz — voll* + llyo — yII”

parce que yo — y € F est orthogonal a x — yy. Cette relation montre que :

lz = ylI* > [lz — yol|* pour tout y € F,

c.a.d yg est bien le point de F' le plus proche du point x.

On notera Pr(x) = y, la projection orthogonale de x sur F'. La caractérisation ci-dessus
montre que puPr(x) + (' Pr(z’) est la projecion de pz + p/'z’, autrement dit 'application Pg
est une application linéaire. L’égalité(*) ci-dessus donne aussi ||z — y|| > ||Pr(z) — y|| pour
tout y € F', donc ||z|| > ||Pr(x)|| en prenant y = 0; on a donc || Pg|| < 1.

Si F' est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace hilbertien H, on appelle projecteur
orthogonal sur F' 'opérateur borné Pr : H — H qui associe a tout vecteur z € H sa projection
sur F'. [

1.2 Opérateurs linéaires

1.2.1 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

Définition 1.2.1. Une application T' définie d’un espace de Hilbert Hy dans Ho est dit
"Opérateur linéaire” si T satisfait les deux propriétés suivantes :

1. Vr,y € Hi,T(x +y) =T(x) + T(y). (Additivité)
2. Vx € Hy,Va € Hy, T(ax) = aT'(z). (Homogénité)

L opérateur identité I est défini par [x = x pour tout v € H.

L opérateur nul 0 est défini par Ox = 0, pout tout x € H.

Le noyau de T notée N(T') et image de T, notée R(T) sont définis par :
Soit T:Hy — Ho,{y € Ho; dx € Hy 1y =Tx}.

N({T)={x € H1,Tx =0} et R(T) ={Tx,x € H,}.
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Exemple 1.2.1. Soit H un espace de Hilbert sur le corps C et \ € C.
L’application Ty : H — H définie pour x € H par

Th(z) = Az
est un opérateur linéaire. En effet, pour 1,29 € H et a € C, On a

Th(axy +x2) = Mazx; + z2)
= alr) + Ay
= aoT(x1) + Th(z2)

Cet opérateur est appelé une homothétie de rapport \ de l’espace linéaire H.
Si H est un espace linéaire tel que dim(H) = 1, alors tout opérateur linéaire de H est une

dilatation.

Définition 1.2.2. L’opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H est dit borné s’il existe
un nombre positif ¢ tel que :

| Tz|| < cllz|| pourtout x € H.

Exemple 1.2.2. H = L*(]0,1]), T : H — H
fro7ia) = [ - orw

T est borné ?

ITAP = / T (@) de

= /01 /Ox(:zr — 1) f(t)dt
[ ([ [sora)c ' [5 [ sora] -

Dlou |TfI1* < 5llf1%,¥f € L*([0,1])

2

dzx

IN

= ITfIl < 11

donc T est borné.

Définition 1.2.3. On dénote par B(H) ’espace des Opérateurs linéaires bornés
et L(H) Uespace des opérateurs linéaires définis sur un espace de Hilbert H.

Définition 1.2.4. On définit la norme de l'opérateur linéaire borné T' par

|IT|| =inf{c > 0:|Tz| < c|lz|;V x € H}.
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Théoréme 1.2.1. Soit T' € B(H). La norme de T est donnée par :
1T = sup{[|Tz|l; v € H, [lz| =1}.

Preuve. On démontre les inégalités dans le deux sens.

1) Posons a = sup{||Tz|,z € H, ||z|| = 1}, si I'opérateur T est borné, alors :
Il < T W] = T pour [Je] = 1
donc a < ||T'|| d’aprés la définition de ||7]|.

2) Pour tout vecteur z € H on a :

el = | el el < alel

d’out
|7 < a=sap{||Tz|], x € H, |z]| =1}.

En combinant les deux inégalités dans 1) et 2) on obtient I'egalité désirée. ]

Théoréme 1.2.2. Pour tout opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H, les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. T est borné .
2. T est continu sur l’espace H.
3. T est continu en un point xy (xy est un vecteur) de l’espace H.
Théoréme 1.2.3. (Représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert, et f est une forme

linéaire continue sur H.
Il existe un vecteur a € H et un seul, tel que :

Ve € H, f(z) = (a,x).

1.2.2 Adjoint d’un opérateur

Théoréme 1.2.4. Soit T € L(H), il existe un unique opérateur T* € L(H) tel que :
Pour tous x, y € H, on ait
<Tx,y>=<uz,T'y>.
De plus T* vérifie |T*|| = ||T|.
L opérateur T* est appelé ['opérateur adjoint de T

Preuve. Soit y donné dans H, 'application :
r—<Txr,y>

est une forme linéaire continue sur H, d’apreés le théoréme de représentation de Riesz , il suit
qu’il existe un unique z € H tel que, pour tout x € H, on ait :

<Tzx,y>=<uwz,z>.

On note z = T*y , T™* est bien défini, et ce de maniére unique, en tant qu’application de H
dans H car pour y donné, on définit z, I'image de y par T%, de fagon unique.
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Montrons que T™ est linéaire : soit y, 3’ € H, pour x € ‘H quelconque,

<Tx,y+y > = <Tx,y>+<Tx,y >,
et <Twy+y > = <x,T(y+vy) >,
<Tzx,y> = <ux,T'y>,
<Tx,y > = <z,TY >.

D’ou, pour tout x € ‘H
<z, T*(y+vy) >=<a,Ty>+<z,TY >
ce qui équivaux a T*(y + ¢') = T*y + T*y'. On peut faire de méme pour montre que
T*(\y) = ANT™y.
Montrons maintenant que 7™ est borné et de méme norme que 7. On a :
|T*2||? =< T*2, T*x >=< TT*z,x >< ||T|||T*||||~||

d’ou

77| < 17|l
il suit que 7% € L(H) et [|T*] < ||T.
On procede de la méme fagon pour 'autre inégalité :

HT:(;H2 =<Tuz,Tx >=<z,T"Tx > ||T*||||T ||«

d’ou
[T} < |[77[[||
et donc ||T]] < ||T7|].
Alors | T*]| = ||T). n

Exemple 1.2.3. Soit T lopérateur linéaire définie sur Ly(R) tel que :

T: Lo(R) — Lo(R)
x = Tx(t)==x(t+h) h €R.

alors

+o00
<Tzx,y> = / Tx(t)y(t) dt

= /_ Oox(T)y(T —h) dr
= o z(t)y(t — h) dt
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donc T*: Ly(R) — Lo(R)
y = Try(t) =yt —h).

Proposition 1.2.1. Soit T un opérateur linéaire borné sur H. On a les propriétés suivantes :

i) N(T) = (R(T)")", i) N(T") = (R(T))",

i) R(T) = (N(T"))", i) R(T*) = (N(T))".

~—

Preuve.
Le fait que (T*)* = T assure que i) < i) et iii) < iv), donc en montrant (i) et (ii7)
seulement.

i) Soit © € N(T) et z € R(T*). Fixons y € H tel que z = T*y. Puisque Tx = 0, on a :
<z, z>=<x,T"y >=<Tz,y >=0.
Donc x L z, Vz € (R(T)*) c.ad z € (R(T)*)* et N(T) C (R(T)*)*.

Soit maintenant x € (R(T)*)*, alors z L (R(T)*) et Vy € H on a :

<Tx,y>=<x,T*y>=0cadTz L HdouTr=0etxe N(T) donc (R(T)*)* C N(T).
i7i) En prenant 1'orthogonal de ’égalité i7), on obtient

(N(T)*)* = R(T). "

1.2.3 Opérateurs fermés

Définition 1.2.5. Soient XY deux espace vectoriels normés, T un opérateur linéaire de
D(T) C X dans Y(T : D(T) — Y)T est fermé ssi :

z, € D(T) zo € D(T)
T, — To = et
Txn — Yo Txo = yo

Remarque 1.2.1. T est fermé si et seulement si G(T') est fermé
(t.g G(T)={(z,y)/r € X,y €Y ety ="Tz}).

Théoréme 1.2.5. SiD(T) =X etT € L(X,Y) (t.q X etY deux e-v-n). Alors T est fermé.

Preuve. Soit z, € D(T) = A t.q Tpetoo — To alors xg € X = D(T)
et lim, y oo Tx, =T1lim, .z, =Txy et lim, - Tx, = Yo,
d’ou T'zg = yo (Unicité de la limite). =

Théoréme 1.2.6. Soit T un opérateur fermé et T~ existe alors T~ est fermé.



1.3 Opérateurs Projections Orthogonales 13

Preuve. T est fermé alors G(T') = {(x,Tx),x € D(T)} est fermé.
G(T™Y) = {(y, T 'y)/y € R(T)} est fermé aussi car

B: XxY =Y xX

(2, y) = (v, @)
done B(G(T™Y)) = G(T™) = B(z, Tz) = (Tz,z) = (y, T"'y)

B est un homéomorphisme donc G(T!) est fermé comme image d’un fermé G(T) par un
homéomorphisme donc 7! est fermé. [

Conséquence : Si T € L(X,Y),D(T) = X, T~ existe alors T~! est fermé.

1.3 Opérateurs Projections Orthogonales

Les opérateurs projection dans les espaces de Hilbert et de Banach sont largement utili-
sés dans différents domaines des mathématiques comme ’analyse fonctionnelle et numérique,
théorie de 'optimisation et de contrdle optimal, la programmation non linéaire et stochas-
tique et la théorie des jeux. On utilise 'opérateur de projection dans le chapitre 3 pour définir
I'inverse généralisé et 'inverse de Drazin.

Opérateur de projection

Une projection sur un sous-espace quelconque F' de H est un opérateur linéaire borné
P de H dans F tel que P? = P.
Soient F' un sous-espace vectoriel de ‘H et G un supplémentaire de F' dans H.
N’importe quel vecteur x de H peut s’écrire d’'une fagon unique comme somme d’un vecteur
de F' et d'un vecteur de G x =x'+x", (x/,x") € FF x G.
La projection sur F' parallelement a GG est alors 'application P qui associe a tout x de H
le vecteur x’ de F tel que R(P) = F et N(P) =G.
La projection sur G paralléelement a F est 'application () = Idy — P, appelé aussi pro-
jecteur associé a P.
L’image de @) n’est autre que le noyau de P, I'image de P est le noyau de Q).
Dans ce qui suit, nous supposerons que H est décomposé en la somme directe :

H=Hi®OHs D - D Hp.

Propriété 1.3.1. La famille (P;) des projections associées a la décomposition précédente
vérifie les assertions suivantes :

1) S0 P= T

2) P? = P, pour tout i;

3) P,oP; =0 pour tout (7,7) tel que i # j.

Définition 1.3.1. Une projection orthogonale sur un espace de Hilbert H est une application
linéaire P : H — H qui satisfait :
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e P2=Pp;
o < Px,y >=<x, Py > pour tout x,y € H (c.a.d P = P*).
Une projection orthogonale est nécessairement bornée.

Exemple 1.3.1. L’espace L*(R) est la somme directe orthogonale de [’espace M des fonctions
paires et N Uespace des fonctions impaires. Les projections orthogonales P et Q de H sur M
et N, respectivement, sont donnés par :

_ [+ (=)

Pf(x) = 5 7 M

Q6o =18
On note que I — P = Q).

Définition 1.3.2. Soit G un sous-espace fermé de [’espace de Hilbert H et soit

I
H=GdF
Alors tout vecteur h € H est représentable uniquement sous la forme
h=g+f

oug€eGetfeF et<gqg, f>=0.Levecteur g est appelé la projection orthogonale de h sur
G. L’opérateur qui a tout h € H associe g € G est appelé l'opérateur de projection orthogonale
sur G. Il est noté par Pg ou parfois par P :

L’opérateur de projection orthogonale est évidemment linéaire, il est borné et sa norme égale
a un. En effet, d’apres l’équation

1R1* = llgl* + IL£1”

on a
lgll < lIAl] (1.1)

et alors
P <1

Mais si h € G, alors g = h, donc il y a une égalité dans (1.1).
Par conséquent || P|| = 1.

Théoréme 1.3.1. Si P est un opérateur définie sur H tel que, pour hy, he € H arbitraire
1) < P?hy, hy >=< Phy, hy >

2) < Phl,hg >=< hl,PhQ >

alors il existe un sous-espace fermé G C H tel que P est l'opérateur projection orthogonale
sur G.
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Preuve. L’opérateur P est borné.
| Ph||* =< Ph, Ph >=< P?h,h >=< Ph,h >
et
IPRI[* < [[PA|l]|A]

alors que
[ PR < [

Donc, l'opérateur P est borné et ||P|| < 1. Notons G l'ensemble des vecteurs g € H tels
que :
Pg=g.

Clairement, G est un sous-espace vectoriel de H. On devera prouver que G est fermé dans
H. Soit g, € G (n=1,2,3,...) et g, — g dans H. Alors
gn = P 9n
et
Pg—gn=Pg—Pg,=P(g— gn)
Puisque ||Pg—gu|| < [[g—gn||, on en deduit que lim g, = Pg = g donc, g € G, ce qui implique
n—oo
que G est fermé. Vérifions que P = Pg, ot Py est U'opérateur de projection orthogonale sur
G. Pour tout h € H, le vecteur Ph appartient & G puisque P(Ph) = Ph, le sous-espace G
contient aussi Pgh.
Par conséquent, il est suffisant de prouver que
< Ph— Pgh,g >=0, V¢ € G

ou alors
< Ph,§ >=< Pgh,q' >, V¢ € G

En utilisant les propriétés 1) et 2) on a :
< Ph,¢ >=< h,Pg >=<h,q >

< Pgh,g >=< h,Pgg' >=<h,¢ >

En particulier, (I — P) est la projection orthogonale sur H © G ou [ est 'identité de H dans
H. [

1.3.1 Opérations concernant les projections orthogonales

Dans cette section on doit prouver des propositions concernant la multiplication, I’addition
et la soustraction des opérateurs de projections orthogonales.
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Théoréme 1.3.2. Soient G et Gy deux sous-espaces fermés de [’espace de Hilbert H,
le produit de deuz opérateurs de projections orthogonales Pg, et Pg, est aussi un opérateur
projection orthogonale si et seulement si Pg, et Pg, commutent, c.a.d, si

P¢,Po, = Pa, Pe,

dans ce cas
Pe, Pe, = P
o
G - G1 N G2
Preuve. Si Pg, Pg, est une projection orthogonale, Alors
P, Fa, = (Pe, Fa,)" = P&, P, = Pa, Fa,.-
Inversement, fixons h € H arbitrairement et soit

g = PGlpgzh = PGQPG1h

par la premiére représentation g € GGy et par la deuxiéme, g € Gy, donc g € Gy N Gj.
Si h € G; NGy, alors Pg, Pg,h = h. Notons

Pe, Pg, = Pg,Pe, =P
alors

P? = (Pg,Pg,)?
= Pg, Pe,Fa, Pa,
= Pg, Pg,Pg,Fa,
= Pg, Pa,
P

et pour tout hy, ho € H, on a :

< Phy,hy > = < Pg,Pg,h1,hy >
= < Pg,h1, Pg,ha >
= < hy, Pg,Pg,ha >
= < hy, Pg, Pg,he > .
= < hy, Phy >

Ces équations montrent que 'opérateur P = Py, Py, satisfait les conditions du théoréme
1.3.1, donc, il est un opérateur projection orthogonale sur G = G1 N Gs. [

Corollaire 1.3.1. Deux sous-espaces fermés G et Gy de H sont orthogonauz si et seulement
St
P, Ps, =0
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Théoréme 1.3.3. La somme finie d’opérateurs de projections orthogonales
Po,+Poy+ ...+ Pg, =Q (n <)
est un opérateur projection orthogonale si et seulement si
Pg,Ps, =0 (i#k)

c.a.d, si et seulement si les espaces G;  (j = 1,2,...,n) sont deux a deux orthogonauz dans
ce cas

Q=Pg

ol

G=G10G®...dG,

Preuve. Si les espaces G sont deux a deux orthogonaux, alors Q? = @, et, donc, la suffi-
sance de la condition est évidente. Il reste seulement de prouver la nécessité de la condition.
Soit ) est un opérateur projection orthogonale, alors

IfFIP> <Qf f>=> < Paff>><Paff>+<Polf f>.
j=1

Pour tout paire d’indices distingués i et k. D’aprés cette relation il suit que

1P, fII* + (1P fII* < IIFII®

Utilisons cette inégalité avec

f=Pg.h
alors
|Pe, Pa, b ||* + | P, hl* < || P, h|)?
et
| Pe, Po,hl|> = 0

Pour h € ‘H. Donc,

Pg,Pe, =0
Alors les espaces G; et Gy sont deux a deux orthogonaux. n

Théoréme 1.3.4. La différence de deux opérateurs projections orthogonales,
Pg, — Pg, (1.2)

est un opérateur projection orthogonale si et seulement si Go C Gy. Dans ce cas Pg, — Pg,
est opérateur de projection orthogonale sur G; © Gs.
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Preuve. Posons
Q:I_(PGI_PG2)

() est un opérateur projection orthogonale si Pz, — Py, est une projection orthogonale.

Donc
Q:(]_PG1)+PG2

Il suit du théoréme 1.3.2 que
(I — Pg,)Ps, =0

ou bien
P, = Pg, Pg, (1.3)

si g € G alors
g:Png:PGlpGQQZPG1g

Donc g € G4. Puisque tout élément g € G5 appartient & G, on a G C (4. La condition (1.3)
est nécessaire et suffisante pour que la différence (1.2) est un opérateur projection orthogonale.
Il reste seulement de caractériser I'espace G sur lequel 'opérateur (1.2) projecté. L’opérateur
(@ projette orthogonalement sur

Ho G| @G,

Donc, l'opérateur (1.2) projette sur
HOo{[Ho GG} (1.4)

c.a.d, sur le sous-espace des vecteurs orthogonaux a Gy et H © G.
Puisque ce sous-espace est forme de tous les vecteurs de GGy lesquels sont orthogonaux a Gag,

il est le sous-espace
G0 G, (1.5)

1.3.2 Suite Monotone des Opérateurs Projections orthogonales

On prouve que la relation Gy C G est équivalente a 'inégalité

1 Pe, fIl < || P, fl] (1.6)
pour tout f € H. L’inégalité (1.6) est évidemment équivalente a
< PG’zfaf ><< PG1f>f >

ou
<(PG2_PG1)f7f>§O

pour tout f € H. Les deux derniéres inégalités sont généralement exprimées par

Pa, < Pg,
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Ainsi, nous souhaitons prouver que la relation G, C G est équivalente a la relation
P, < Pg,, cela nous autorisera a introduire les suites monotones d’opérateurs projections
orthogonale.

Soit Gy C Gy. Alors
Pg, = Ps, Pg,

Par conséquent, pour tout f € H,
Pe,| = FPa,Pa, f

et
1P, fIl < 1P, £l (1.7)

Inversement, supposant (1.7)est vrai pour tout f € H. Considérons
f=~—Pg)h
ou h est un élément arbitraire de H. D’aprés (1.7) et
Pg,(I — Pg,)h=0

on obtient

Pe,(I — Pe)h =0

Puisque cette équation est valable pour tout h € H, on a
PG2 = PG2PG1
Alors que G5 C G.

Théoréme 1.3.5. Soient (Gy), (k =1,2,3,---) des sous-espaces fermés de H Si (Pg,)
(k=1,2,3,...) est une suite infinie d’opérateurs projections orthogonales et si Pg, < Pg, .,
(k =1,2,3,--+), alors, quand k — oo, (Pg,)r converges fortement vers P un opérateur de
projection orthogonale dans H.

Preuve. Pour m < n la différence Py, — P, est un opérateur projection orthogonale.
Par conséquent, pour tout f € H

|Pe, [ — Pa, fIIP = |(Pa, — Pa,)fII
< (Pg, — Pa,)f, [ >
= ||Pa, fII* = I Pa,, fII? (al)

Puisque, pour f fixe, || Pg, f||* croitre avec k mais il est borné par || f]|?, il a une limite finie.
Donc, le membre droite de (al) tend vers a zéro et la suite (Pg, )5 est de Cauchy dans H
au sens fort. Puisque H est complet, il existe une limite forte

n—oo
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On définie l'opérateur P par
[T=Pf
f € H. L'opérateur P est évidemment linéaire. D’autre part,
< Pkaakag >=< Pka7g >=< f?PGkg >
un passage a la limite donne
< Pf,Pg>=<Pf,g>=<f,Pg>
Par conséquent,
P=p=p?

alors que P est un opérateur projection orthogonale. [

1.3.3 Projection Orthogonale extraite d’une Projection

Soit H un espace de Hilbert et soit P € B(H) une projection (P? = P).
Nous cherchons la projection orthogonale () qui a la méme image que P, c.a.d

Q?=0Q,Q*=Q, PQ=0Q et QP = P Alors :
Onprend: D= PP*+(I—-P*)I—P)=1+(P*—P)(P—P*) > I dou D est inversible.

Ensuite :

(I - D)PP* = (P — P*)(PP"— P*PP*)= (I — PP")PP*
Et

PP*(I — D)= (PP*P—-PP")(P—-P")=(I—-PP")PP"
Alors :

DPP* = PP*D = (PP*)?

Si Q = PP*D 'alors Q? = PP*D7'PP*D™! = (PP*)?D™2= PP*D™' =Q
et Q* = (@ alors () est une projection orthogonale.
Finalement

PQ=PPP*D'=PP*D'=Q
et
(QP — P)(P*Q — P*) = QPP*Q— QPP*— PP*Q+ PP*
QPP*— QPP*— PP*+ PP*
= 0

tel que QP = P
Nous devons maintenant calculer [I — (P — P*)?]~!. Nous allons utiliser une série de Neu-
mann, de sorte que :
Q= Z(P — P*)*PP* a condition que la série converge.
%>0
Mais (P — P*)%¥PP* = (I — D)JPP* = (I — PP*)IPP*, donc
Q = > 15o(I — PP*)*PP*, en fait, pour tout a € R™, on a aussi.
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Q= Z(I — aPP*)*aPP* a condition que la série converge.
k>0

Soit ¢(P) = inf, | nep) LPul 5 ppelée la conorme (appelé aussi le module minimum réduit)

[l
de P.

il est facile de voire que la conorme d’une projection est toujours > 1 et que :

~ [allP|? = 1]*aPP* < (I — aPP*)*aPP* < [1 — ac*(P)]" aPP"*

I’estimation la plus forte de la norme de la série est donnée par I’équation
al|P|I> =1 =1 - ac*(P) ca.d. quand a = 57 Dans ce cas, et plus généralement si

2
) ([ PI[2+c2(
0<a< TP la série donc convergent.

Proposition 1.3.1. Soit P € B(H) une projection. Soit la suite défini par :
Qo=P; Quua=I—-aPP)Q,+aPP" (1.8)
0l @ = g
[ P[[2+c2(P)

Alors la suite (Q,,) converge uniformément vers Q) dans B(H). Plus précisément :

o < IPE= @RI (P -1y
1=l < {5 i < (frre) 19

En outre Q =Q*, PQ=Q et QP = P.

Preuve. Il est facile de montrer que

P2 =cP))"

I— PP*kPR<”— PR tout R € B

(7 = aPP) PRI < |55 | IPRI pour tout e 5(H)

Alors, du fait que Q,, = Z([ — aPP*)*aPP* et Q — Q, = Z (I — aPP*)*aPP* nous
k=0 k=n+1

voyons que Q = lim @Q,, existe et que (1.9) est satisfaite. Un calcul simple montre que Q* = Q
n—oo

et puisque @, est symétrique alors () est symétrique, aussi PQ,, = @,, alors que PQ = Q).
Finalement, en prenant les limites dans (1.8), nous voyons que PP*Q) = PP* et donc que
|QP — P|* = (I - Q) PP*(I — Q)|| = 0 alors QP = P. =

Remarque 1.3.1. En général QQ,, n’est pas une projection et si l’'on remplace dans (1.8)
P par un opérateur borné T avec une image fermée, alors @ est la projection orthogonale sur
["tmage de T'.



Chapitre 2

L’inverse de Drazin d’une matrice

Ce chapiter est consacre a ’étude des propriétés de l'inverse de Drazin pour les matrices.
On va commencer par la décomposition d’une matrice qui est indisponsable pour étudier
I'inverse de Moore-Penrose et 'inverse de Drazin. Puis les {i, 7, ..., k}-inverses avant de
donnée des méthodes pour calculer I'inverse de Drazin, et on va faire une comparaison entre
I'inverse de Drazin et 'inverse de Moore-penrose dans la section 3.

2.1 Décompositions d’une matrice

Réduction d’une matrice a sa forme échelonnée

Une matrice est dite échelonnée, si le nombre de zéros précédant la premiére valeur non
nulle d'une ligne augmente ligne par ligne jusqu’a ce qu’il ne reste plus que des zéros.

Voici un exemple de matrice échelonnée (les * désignent des coefficients arbitraires, les ®
des pivots, coefficients non nuls)

*
*
S
0
0

oo oo ofh
OO OO %
oo OoOh ¥
O O ¥ ¥ ¥
O O ¥ ¥k X
S OP *x ¥ ¥
O O %k % K K
oD *x ¥ x %

0 0 00

Un exemple de matrice échelonnée réduite ou matrice canonique en lignes (les pivots valent
1 et les autres coefficients dans les colonnes des pivots sont nuls)

O OO OO O
OO OO O ¥
OO O OO
SO oo~k O o
O O D % ¥ ¥
S O O %k ¥k ¥
oSOk O oo
O O ¥k ¥k Xk ¥
O =R OO oo
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Définition 2.1.1. (Réduction d’une matrice a sa forme échelonnée)
Toute matrice peut étre transformée en une matrice échelonnée réduite au moyen d’opé-
rations élémentaires sur les lignes, a savoir :

e permuter deux lignes;
o multiplier une ligne par une constante non nulle ;
e ajouter a une ligne le multiple d’une autre ligne.

La matrice échelonnée réduite ainsi obtenue est unique. Le mombre de lignes possédant un
pivot non nul est égal au rang de la matrice initiale.

Exemple 2.1.1. Soit le systeme d’équations linéaires :
T—yY+22=95
3r+2y+2z=10
20 — 3y — 2z = —10

On établit la matrice correspondante :

1 -1 2 : 5
3 2 1 : 10
2 =3 =2 : —10

On commence par la colonne 1. Le pivot est le mazimum en valeur absolue entre 1,3
et 2, soit 3 :

1 -1 2 5
3 2 1 10
2 -3 —2 1 —10

Comme ce pivot n’est pas nul, on divise la ligne ot il se trouve (c’est-a-dire la ligne 2) par
le pivot :

1 -1 2 5
2 1 10

1) 35 3 3

9 _3 —2 ! _10

On échange les lignes 1 et 2 :

1 3 3 i
1 -1 2 5
2 -3 —2 i —10

On analyse maintenant les lignes autres que celle du pivot. Ligne 2, on a A(2,1) = 1. On
calcule

(1 -1 25)—1)x(1 2 3 2)=(0 —

wlot
wlot
wlot
~—

Ligne 3, on a A(3,1) = 2. On calcule
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(2 =3 =2 -10)-2)x(1 2 3 2)=(0 =¥ —-& )

On remplace les lignes 2 et 3 ainsi calculées :

2 1 10
1 35 3 3
5 5 5
0 3 3 3
13 8 : 50
0 3 3 - 3

On passe a la colonne 2. Le pivot est le maximum en valeur absolue entre —g et —13—3, soit —13—3 :

2 1 10
1 3 3 3
_5 5 5
0 3 3. 3
1y _8&8 = _50
0 (%) -5 © -3

Comme ce pivot n’est pas nul, on divise la ligne ot il se trouve (c’est-a-dire la ligne 3) par le
prvot :

2 1 10
13 3 3
5 5 5
0 3.3 3
-8 . _50
0 1) -5 -3

On échange les lignes 2 et 3 :

21 10
1 3 3 3

_8 : _50

0 (1) 13 : 13
_5 5 5

0 3 3 : 3

On analyse maintenant les lignes autres que celle du pivot. Ligne 1, on a
A(1,2) = 2. On calcule

(155 5)-Wx(0o1 5 5)=(10 -5 i)
Ligne 3, on a A(3,2) = —2. On calcule

(0 =535 5)-(=5)x(01 5 F)=(00737 )

1 10
I 0 -5 3
0 (1) -5 ¢ &
0 0 B : 1
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. - 35 .
On passe a la colonne 3. Le pivot est 5

1 10

1 0 -4 ¢ L
0(1)—%5—%
35 . 105

0 0 (%) @ ¥

Comme ce pivot n’est pas nul, on divise la ligne o il se trouve (c¢’est-a-dire la ligne 3) par
le pivot :

1 10
L0 =5 3
0 (1) —5% -5
00 (1) ! 3

Comme ce pivot est déja ligne 3, on n’a pas besoin d’échanger de lignes. On analyse main-

tenant les lignes autres que celle du pivot. Ligne 1, on a :
A(1,3) = —15. On calcule

(10 —55 9)-(—5%)x(0013)=(1001)

13 13 13

Ligne 2, on a A(2,3) = 3. On calcule
(01 & B)—(F)x(0013)=(010 2)

13 13

On remplace les lignes 1 et 2 ainsi calculées :

100 :1
010 : 2
001 :3

Toutes les colonnes a gauche de la part verticale ont été traitées. Nous sommes en présence
d’une matrice échelonnée réduite, avec la matrice identité d’'un coté et la valeur des variables
de l'autre. La solution du systéme d’équations est donc :

=1
y=2
z2=3

2.1.1 Décomposition de rang maximal

Théoréme 2.1.1. Soit une matrice A € C™*" de rang r, alors il existe deux matrices
CeC™" et e C" de rang plein :

rang(F) =, rang(C) =,
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telles que :
A=CF
Existance
Soit C' = [¢g : ¢3¢ ... : ¢, une matrice formée par r vecteurs linéairement indépendants
de A. Les n colonnes de A sont donc des combinaisons linéaires uniques des vecteurs ¢y, . .. ¢,.
Chacune de ces combinasons linéaires formant une colonne de F'.
Peut étre précis , si A =[a; 1 as : ... : a,] est une matrice de (m x n) et a;; comme la j-iéme

colonne, alors
aij = fijer + fajeo + oo fricn

Ou f;; sont les coeflicients scalaires de a;; en termes de la base ci, ¢, ..., ¢, .
Cela implique que A = C'F ou f;; est le (4, j)- iéme éléments de F.

Non-Unicité

Si A = C1F; est la factorisation ou la décomposition de rang maximal prenant Cy = C1 R
et F, = R7'F, donne un autre factorisation de rang pour toute matrice inversible R de di-
mentions compatibles.
Inversement, si A = F1G; = F3G5 sont deux factorisation de rang de A, alors il existe une
matrice inversible R tel que F} = FhoR et G1 = R7'G..

Factorisation de rang a partir d’une forme échelonnée

En pratique, Nous pouvons constriure une factorisation de rang précifique comme suit :
Nous pouvons calculer B, la forme d’échelonnée de ligne reduite de A. Alors C' est obtenu
par retirant la forme A de toutes les colonnes non pivotantes, et F' par éliminant toutes les
lignes zéro de B

Exemple 2.1.2. Considérer la matrice

131 4 10 -2 0
27 39 01 1 0
A=11531|~loo0 o0 1|78
1 20 8 00 0 0

B est réduite de la forme échlonné . Alors C' est obtenu par enlever le troisiéme colonne,
et F' en se débarrassant de la derniere ligne de zéro, donc

15 4 Lo 20
Lol 00 0 1
1 2 8

C’est simple de vérifier que
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=CF.

— =N
N Ot 0 W
S W W
0 = O
— =N
N Ot 3 W
0 = O
o O =
O = O
O =

_ o O

2.1.2 Décomposition de Jordan

La réduction de Jordan est la traduction matricielle de la réduction des endomorphismes
introduite par Jordan. Cette réduction est tellement employée, en particulier en analyse pour
la résolution d’équations différentielles ou pour déterminer le terme général de certaines suites
récurrentes, qu’on la nomme parfois « Jordanisation des endomorphismes ».

Définition 2.1.2. On appelle bloc de Jordan une matrice carrée de taille k
(a coefficients dans le corps K) de la forme :

A1
Aol (0)
Jk(A) =
(0) Aol

Cette matrice est nilpotente si et seulement si A est nul.
Une matrice diagonale par blocs du type Jy est appelé matrice de Jordan de la forme :

Jry (A1)
sz (2>

Jkr(A"')
ot les scalaires \; sont les valeurs propres de [’endomorphisme considéré.

Remarque 2.1.1.

e1) Pour tout blocs de Jordan Ji(\) associe a des vecteurs propres linéairement indépen-
dant uy,usq, - ,u alors :

flur) = Mg, fug) = uyp + Aug, -+, fug) = ug—1 + Aug
tel que uy est un vecteur propre et usg,us, - -+ ,up des vecteurs principauz de f.

Exemple 2.1.3. Soit f: R?> — R? un isomorphie interne representant par une matrice

tel que :
0 1 0
A= 0 0 1
2 =5 4

alors on recherche la formule de Jordan de A.
On a Py(\) = (A —1)2(\ —2)
on a deuz valeurs propres \y =2 (ky=2) et Ay =1 (kg =1) .
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Les vecteurs propres :

1)Pour A =2 = (A—2[3)z =0.
—2£L'1 + T2 = 0
= —2x9+1x3=0
2.1‘1 — 51’2 + 25(73 = 0.

Vo ={z(1,-2,4)/x € R} alors u; = (1,—-2,4) .

2) Pour \=1= (A—I3)z =0.
—.1'1+1’2:0
= —To+ 23 =0

2.%‘1 —5I2+3l’3 =0.

Vi={z(1,1,1)/x € R} alors us = (1,1,1) .
f n’est pas diagonalisable.

Ainsi, on a deux blocs de Jordan parce que :
on a deux vecteurs propres linéairements indépendants la premier de taille 2 et la deuzieme
de taille 1 .
Donc on cherché le vecteur principale ug = (o, 8,7).
Pour A =1 on a f(us) = us + Aug alors :
AUg = Ug + U3 = (A — I3)U3 = U2.

—a+ =1,

=4q B+r=1
20 = 58 + 3y = 1.

Par conséquence, uz = (a, 1 + a,2 4+ «) pour (o = 0) donc uz = (0, 1,2)

La matrice f dans B = {uy,us,u3} et on écrit :
2 00
J=1 011
0 01

Jo =2 (taille 1), Jy = < 0 1 ) taille 2).

(

110
La matrice de passage est P=1 2 1 1

4 1 2

2.1.3 Décomposition QR

En algebre linéaire, la décomposition QR (appelée aussi, décomposition QU) d’une matrice
A est une décomposition de la forme

A=QR

ot ) est une matrice orthogonale (QQ* = I), et R une matrice triangulaire supérieure.
Il existe plusieurs méthodes pour réaliser cette décomposition :
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— la méthode de Householder ou () est obtenue par produits successifs de matrices
orthogonales élémentaires ,
— la méthode de Givens ou () est obtenue par produits successifs de matrices de rotation
plane ,
— la méthode de Schmidt.
Chacune d’entre elles a ses avantages et ses inconvénients. (La décomposition QR n’étant pas
unique, les différentes méthodes produiront des résultats différents).
— Méthode de Householder
Soit z un vecteur colonne arbitraire de dimension m et de longueur |a| (Pour des raisons
de stabilité du calcul, a doit étre du signe du premier élément de x et la longueur étant
la somme de tout les éléments de x). Toutefois, plusieurs versions semblent exister a
propose de «, ici, vous est présenté la version de l’article anglais. D’autres utilisent la
norme || ||* plutoét que la longueur.
Soit e; le vecteur (1,0, ...,0)*, et || || la norme euclidienne, définissons

u
V= —
Il
Q=1-2w"
(@ est la matrice de Householder ou matrice orthogonale élémentaire et Qz = («, 0, ...,0)".

Nous pouvons utiliser ces propriétés pour transformer une matrice A de dimension m*n
en une matrice triangulaire supérieure. Tout d’abord, on multiplie A par la matrice de
Householder (), en ayant pris le soin de choisir pour x la premiére colonne de A.

Le résultat est une matrice QA avec des zéros dans la premiére colonne excepté du
premier élément qui vaudra a.

a1 * ... %

A= A

0
Ceci doit étre réitéré pour A’ qui va étre multiplié par Q*(Q? est plus petite que Q1).
Si toutefois, vous souhaitiez utiliser QA plutot que A, vous deviez remplir la matrice
de Householder avec des 1 dans le coin supérieur gauche :

Iy O

Aprés t itérations, t = min(m — 1, n),

R = Q- Q2Q1A est une matrice triangulaire supérieure. Si Q) = Q7Q)5;--- @)} alors
A = QR est la décomposition QR de A. De plus, par construction les matrices (0 sont
non seulement orthogonales mais aussi symétriques, donc Q) = Q1Qs - - - Q.
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Exemple 2.1.4. Calculons la décomposition QR de

12 —-51 4
A= 6 167 —68 | On choisit donc le vecteur oy = (12,6, —4)*. On a donc
-4 24 -4

an]| = 4/122 + 62 4 (—4)2 = 14. Ce qui nous conduit a écrire ||ay|le; = (14,0, 0)*.

1
Le calcul nous amene a u = 2(—1,3, =2)* et v = ﬁQ(—l,S, —2)*. La premiére matrice
de Householder vaut

9 -1
Q =1-5| 3 (-1 3 -2)
-2
6 3 =2
IS (A I O A
T2 soa ) 2D
o A
Observons que
14 21 -—-14
Q1A= 0 —49 —-14
0 168 =77

Nous avons maintenant sous la diagonale uniquement des zéros dans la 17¢ colonne.
Pour réitérer le processus, on prend la sous matrice principale

: —49 —14
A M“( 168 —77>

Par la méme méthode, on obtient
A
gy = —V49%2 +168% = —175, up = (126,168)*,vo = (£,3)%, Q4 = < BT ) :

La 2°™¢ matrice de Householder est donc

10 0
=0 z
0 =¢
25 25
Finalement, on obtient
6 69 58
S R
eetlim oo
7 35 35
14 21 -—14
R=0QQ:A=Q"A= 0 —175 70
0 0 35

La matrice QQ est orthogonale et R est triangulaire supérieure, par conséquent, on obtient
la décomposition A = QR.
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2.1.4 Deécomposition en valeurs singuliéres d’une matrice

La décomposition en valeurs singuliéres (Singular value décomposition en anglais, souvent
abrégée SVD) est devenue depuis quelques des années un outil fondamental pour étudier un
nombre croissant de problémes linéaires. La décomposition a été découvert il y a plus de cent
ans par Beltrami, mais n’est devenu un outil numérique que depuis la fin des années 1960,
quand G.Golub a montré comment on pouvait la calculer de fagon stable et (raisonnable-
ment) efficace.

Cette décomposition est une sorte de diagonalisation qui donne une carte d’identité com-
pléte de opérateur. Nous verrons en particulier qu’elle donne une solution simple (en théorie)
du probléme de moindres carrés.

Nous énoncons le théoréme principal dans le cas des matrices réelles.

Théoréme 2.1.2. Soit M une matrice m x n dont les coefficient appartiennent au corps K,
ot K =R ou K = C. Alors il existe une factorisation de la forme :

M=UXV"

avec U une matrice unitaire mxm sur I, ¥ une matrice m xn dont les coefficients diagonaux
sont des réels positifs ou nuls et tous les autres sont nuls, et V* est la matrice adjointe a V,
matrice unitaire n X n sur K.

On appelle cette factorisation la décomposition en valeurs singuliéres de M.

e La matrice V contient un ensemble de vecteurs de base orthonormés de IK™, dits «d’entrées
ou «d’analysey

e La matrice U contient un ensemble de vecteurs de base orthonormés de IK™, dit «de sortie»

e La matrice X3 contient dans ses coefficients diagonauz les valeurs singuliéres de la matrice

M.

Une convention courante est de ranger les valeurs ;; par ordre décroissant. Alors, la
matrice Y. est déterminée de fagon unique par M (mais U et V ne le sont pas).

Existence

Une valeur propre A d’une matrice est caractérisée par la relation Mu = Au. Quand M est
hermitienne, une autre caractérisation différente est envisageable. Soit M une matrice n X n
symétrique réelle. On pose f: R™ — R telle que f(z) = 2*Mz. Cette fonction est continue
et atteint son maximum en un certain vecteur u quand elle est restreinte a la boule unité
fermée {||z|| < 1}. D’apres le théoréme des multiplicateurs de Lagrange, u vérifie :

Vf=Vz*Mz=A\Vz'z.

On montre facilement que la relation ci-dessus donne Mwu = Au. Ainsi, A est la plus grande
valeur propre de M. Les mémes opérations sur le complément orthogonal de u donne la se-
conde plus grande valeur, et ainsi de suite. Le cas d'une matrice complexe hermitienne est
similaire, avec f(x) = z* Mz, fonction de 2n variables a valeurs réelles.

Les valeurs singuliéres sont similaires, en tant qu’elles peuvent étre décrites de facon al-
gébrique ou a partir de principes variationnels. En revanche, au contraire du cas des valeurs
propres, 'herméticité et la symétrie de M ne sont plus nécessaires.
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Valeurs singuliéres et vecteurs singuliers

La décomposition en valeurs singuliére (SVD) a été prouvé en 1873-1874 par E.Beltarmi
et C.Jordan, en 1889 J.J.Sylvester a prouvé cette décomposition pour les matrices carrées
réelles, et en 1915 la SVD a été prouvé pour les matrices complexes carées par Autonne,
ainsi que Eckart et Young ont la prouvée pour les matrices rectangulaire, en paralléle les
valeurs singuliére des operateurs integrales ont étudié par Schmidt et Weyl.[4]

L’idée de la décomposition en valeurs singuliére (SVD) est similaire a la décomposition en va-
leurs propres (diagonalisation) mais fonctionne pour n’importe qu’elle matrice de taille m xn ;
on factorise une matrice A en produit de trois matrices (A = UXV™).

Définition 2.1.3. Une SVD ("singular value décomposition” en anglais) est factorisation
A=UXV* ou :

o U € C™™ est une matrice unitaire.

o Ve C™™ est une matrice unitaire.

o X € C"™" est une matrice diagonale et les éléments (61,02, ......0,) sont les éléments du
diagonale telle que : 7 > 9o > ..ou...n. >0, > 0 et p=min(m,n).

Théoréme 2.1.3. les valeurs singuliéres d’une matrice A sont les racines carrées des valeurs
propres non nulles de AA* et A*A.

Preuve :

A A = (USV*) (USV*) = VSUUSV* = VESV*

La matrice A*A est semblable a ¥*3, ce qui implique qu’elles ont les méme valeurs propres,
les valeurs propres de 3*% sont 67,43, ........... 2.

Théoréme 2.1.4. Les colonnes de U sont les vecteurs propres orthogonaux de la matrice
AA* et les colonnes de V' sont les vecteurs propres orthogonaux de le matrice A*A a unité
pres.

Preuve. Les matrices AA* et A* A sont hermitiennes c.a.d qu’elles sont auto-adjointes ol
aquales a leurs adjointes. Les matrices hermitiennes sont diagonalisables, leurs valeurs propres
sont réelles positives et leurs vecteurs propres forment un ensemble orthogonal. [

Théoréme 2.1.5. Toute matrice A € C"™*™ posséde une unique factorisation SVD.

Les valeurs singulieres 6; sont déterminés de facon unique.

Si A est carrée (m = n) et les valeurs d’entré et de sortie u; et vj sont déterminer de fagon
unique.

Exemple 2.1.5.
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A€ C¥2 et rang(A) = 2, on cherchera donc deuz valeurs singuliéres.

e calcul de les valeurs singuliéres de A : On a : A* = ( g _02 8 )

0 3
0 -2 0 4 0
A4 = ( ) 20 = ( >
3 0 0 0 0 09
les valeurs propres sont Ay =4, =9 = 6, = 3,05 =2
e calcul de U et V :les vecteurs propres de AA* sont

donc

1 0 0
Ir = 0 , Ly = 1 , I3 = O
0 0 1

les vecteurs propres de A*A sont

(D)= (3)

on choisit des y; de facon a avoir des signes positifs dans U, puy =1 et uo =1 on a alors :

0 3 . 344, 1
Apiyr = 01y done | =2 0 ) ( ) = 0 =30 | doup)=1
0 0

0 0 L
de méme fagon : Apbys = dax9 on trouve pbh = —1
0 3 1 00 3 0 0 1
=A=UsVr=| 20 |=([010](02 (_1 0)'
0 0 0 01 0 0

2.2 Les {i,j,-. ...k}-Inverses généralisées

Dans cette section on va étudier I'inverse de Moore-Penrose des matrices et leur pro-
priété (car est un inverse généralisé le plus célébre). Puis les {i, j, ..., k} inverse et on etudier
des méthodes pour calculer I'inverse de Drazin d’une matrice A .puis que on va faire une
comparaison entre l'inverse de Drazin et I'inverse de Moore-penrose dans la section 3.

2.2.1 L’inverse de Moore-Penrose

L’inverse de Moore-Penrose est une généralisation de la notation du I'inverse qui contient
I'inverse de matrice non carrée ou une matrice de déterminant nul. Ces matrice ne sont pas
inversibles au sens classique.

Cette méthode a fourmi la premiére fois par Aickm Moore en 1920 et Roger Penrose en
1955.

Définition 2.2.1. [16] Soit A une matrice en C™*". On dit que A est un inverse de Moore-
Penrose (ou Pseudo-inverse) si il existe une matrice X en C"*™ tel que :
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AXA = A (1)
XAX = X (2)
(AX)" = AX (3)
(XA = XA (4)

Ces quatre équations est appeleés les équations de Moore-Penrose(MP)

ou A* désigne la transposée (cas réel) ou l'adjointe (cas complexe) de A. Cet inverse est appelé

Uinverse de Moore-Penrose, et on le note par A'.

Si A est inversible, il est claire que X = A~! trivialement vérifie les quatre équations.

Puisque linverse de Moore-Penrose est unique il suit que linverse de Moore-Penrose
d’une matrice inversible est le méme comme [tnverse ordinaire.

Définition 2.2.2. Pour toute A € C"™*", soit A{i,j,...,k} Uensemble des matrices X € C"*™
qui satisfont les équations (i), (j), ..., (k) parmi les équations (1) — (4).

Une matrice X € A{i,j, ...k} est appelée un {i,j,...,k}—inverse de A, et est notée par
A(i7j7"'7k)‘

Théoréme 2.2.1. (L’unicité)[16] si A € C™*" est un pseudo-inverse (A{1,2,3,4}). Il doit
étre unique, c’est-a-dire, il peut y avoir seulement une solution simultanée aux quatre équations
-MP.

Preuve. On suppose que X et Y € C"™*" les deux satisfaire les quatre equations-MP i.e
A{1,2,3,4}. Alors :

X = X(AX)" = XX*A* = X(AX)"(AY)*
= XAY = (XA (YA)'Y = AY*Y
(YA'Y =Y

Expression de Af

Théoréme 2.2.2. Soit A = BC une décomposition de rang maximal, alors :
Al = C*(B*AC*)™'B*.
Preuve.
1. On doit d’abord montrer que B*AC™* est réguliére. Or :
B*AC* = B*BCC* = (B*B)(CC™),

ou B*B et C'C* sont des matrices carrées de rang plein donc réguliéres.
B*AC* est donc réguliére et a pour inverse :

(B*AO*)—l _ (OO*)_I(B*B)_I
2. Posons X = C*(CC*)"1(B*B)~'B*, il est élémentaire de vérifier que X satisfait aux 4
propriétés. L'unicité de la pseudo-inverse entraine X = Af.
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Quelques propriétés de A'

1. Si A est réguliére, alors AT = A~L,

2. Si A est de rang plein en colonnes :
Al = (A*A)1 A",
et on obtient ATA = I,,, mais AA" # I,,. Lorsque A est de rang plein en lignes :
Al = A*(AANT
et on obtient AA" = I, mais ATA # I,,.

3. Soit BC, une factorisation de rang maximal de A, alors :
At = CTBT,

ce qui rappelle la relation d’inversion d’'un produit de matrices réguliéres.
Pour obtenir la relation précédent donne :

F'' = (F*F)"'F~,
GI = GGG,
soit :

G'F' = GGG YWFTF)'F,
= Al

Il faut noter qu'en général (AB)T £ BTAT.

Exemple 2.2.1. Soit o = ¥y, # 0, alors of = o~ = (wly), mais :

(x*)Jr = x(:z:*x)_l,
YT = (yry) 'y,
soit :

bt YT
y (I) - 9
[EIEAFALE:

L que siy et x sont colinéaires.

(z*y)

qut n’est égal a

De plus, si P et Q sont deux matrices unitaires alors :

(PAQ) = Q7 'ATP™! = Q*ATP*.

En effet, BC est une décomposition de rang mazimal de A, alors BC ot B = PB et C = CQ

est une décomposition de rang maximal de PAQ).
Done (PAQ)T = UTET, avec :

UT _ 6*<m*),1 _ Q*O*(CQQ*C*)fl — Q*lcT,

B' = (BB)"'B" = (B'P*PF)"'F*P* = Fip".
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Remarque 2.2.1. Si P et (Q sont seulement régquliéres alors :
(PAQ)" # Q1 ATP,
car d’apres ce qui précede on a seulement :
(PAQ)" = Q*C*(CQQ*C*) " (BP*PF)"'BP*.

4. Soit Ayxn = BPC, ot rang (Buxr) = rang(Crx,) = 7 = rang(A) et P(r x r) réguliére
alors :
Al =CTpiBT

En effet, BC ot B = BP est une factorisation de rang mazimal de A donc :
Al = OF =c'(BB)'B
= CY(P*B*BP)"'P*B*=C'P7'B.
Dans le cas particulier ou v = 1, on peut écrire :

AT = C'B'=Cc*(CcCc*)"Y(B*B)' B,
c*B*  C*B*  (C*B*
(CC*)(B*B) CA*B  B*AC*’

Soit :
A* A*

~ B*AC*  CA'B’

On a également les propriétés généralisant celles de l'inversion :

Af

(ANT=4, (A=)

En effet, on a AT = CTBT et A* = C*B*, qui sont deux factorisations de rang mazimal
et application de la formule explicite donne :

(At = BY BB eH e
B(B*B)~'[(B*B)"'B*B(B*B)~'|"'[(CcCH)~tccr(ccH) T e TG,
= BC=A
(A"' = B(B*B) '(CC*)7'C = (A"
Remarque 2.2.2. Ce résultat généralise certaines formules que 'on a déja rencontrées :
— Si A est de rang plein en colonnes alors (A*A)t = (A*A)~Y

~ Si A est de rang plein en lignes alors (AA*)T = (AA*)~1;
~ Si A est inversible alors AT = A7! = (A*A)~1 A%,

Matrices EP

[17] Les identités A*A = AA* pour les matrices normales et A™*A = AA™! pour les

matrices inversibles sont parfois utiles. Cela suggére qu’il pourrait étre utile de savoir quand
ATA = AAT.
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Définition 2.2.3. On suppose que A € C™" et rang(A) =r. Si ATA = AA', alors
A s’appelle un EP, ou simplement une matrice EP.

Les faits de base sur les matrices EP sont énoncés dans le prochain théoréme.

Théoréme 2.2.3. On suppose que A € C™"*". Ensuite, les éléments suivants sont équivalents.
(i) A est un EP
(i) R(A) = R(A)
(iit) C" = R(A) & N(A)

(iv) Il existe une matrice unitaire U et un matrice inversible Ay € C™*",r = rang(A),
tel que :

A:U(fél 8)(] (1)

Preuve. (i), (ii) et (7i7) sont clairement équivalents. (7v) implique (7i7) est évident. Pour
voir cela (ii7) implique (iv) soit B est une base orthonormée pour C" consistant de la pre-
micre base orthonormée pour R(A) et puis la base orthonormée pour N(A). U* est alors la
transformation de coordonnées & partir de coordonnées standard a (-coordonnées. [

Si A est un EP et a la factorisation donnée par (1), alors que U, U* sont unitaires

AT 0
T 1 *
A—U( 0 0>U. (2)

2.3 L’inverse de Drazin

Indice d’une matrice :

Dans ce qui suit , on disignons que A une matrice carée tel que : A € C"*™ et k un entier
non négatife.

Définition 2.3.1. On appele indice d’un matrice A € C**™(on note ind (A)) tel que :

C" = R(A*) & N(AF) le plus petit entier positif k tel que :

rang(A*) = rang(A*), (rang de A c’est le nombre des vecteurs linéaires indépendantes soit
les colonnes ou lignes).

Si A est inversible on a, ind(A) =0

Exemple 2.3.1.

2 -3 =5
A= -1 4 5
1 -3 —4
rang de A est :
2 -3 200 —38=0 B=0
al -1 | +p]| 4 0—>{_ o —>{ B —a=0=0,
| 3 a+45=0 a=4p

les deux vecteurs sont linéairements indépendantes alors :
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rang de (A) = 2.
Donc :
rang(A?) = rang(A) — donc ind(A) = 1.

Définition 2.3.2. Soit A € C" d’indice k(ind(A) = k) on dit que la matrice AP d’ordre n
est linverse de Drazin de A si les conditions suivantes sont verifiées :

AFAP A = AF, (1%)
APAAP = AP, (2)
AAP = AP A, (5)

Et pour X = AP alors linverse de Drazin est un {1%,2,5}-inverse.

Théoréme 2.3.1. Pour toute matrice carrée A, il existe une matrice unique X telle que :
(1) AF = A*LX pour k un entier positif.
(2) X2A=X
(3) AX =XA

Preuve. Si A = 0 est la matrice nulle, alors A et X = 0 satisfont (1),(2) et (3).
Supposons A # 0 est matrice de n x n. Alors il existe scalaires dy, ..., d;, pas nulles, tel que :

t
i=1

ol t < n? + 1 depuis le A% peut étre considérée comme vecteurs avec les éléments n?, soit dj,
le premier coefficient non nul. On peut ecrire

(4) Ak = AM1U on

puisque U est un polynéme de A, U et A commute. Aussi, la multiplication de deux cotés de
(4) par AU donne
AP = AFPPO? = AFS = L

Et ainsi
(5) Ak = Aktmpm
Pour tout m > 1. Soit X = A*U**!. Ensuite, pour ce choix de X,

Ak—HX — A2k+1Uk’+l — Ak

et
X2A — AkUkJrlAkUkJrlA — (A2k+1Uk+l)Uk+l — AkUk+1 - X

)

Par I'utilisation de (5) . Aussi, X et A se déplacer depuis U et A est change.

Ainsi, les conditions (1), (2) et (3) sont valables pour cette X.

Pour monter que X est unique, supposons que Y est également un solution de (1), (2) et (3),
ot X correspond a un exposant k; et Y correspond & un exposant ko dans (1).
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Soit ¥ = maximale (ky, k2). Ensuite, il suit I'utilisation (1), (2), (3) et (5) ou :
X:X2A:X3A2:"':X§+1Ag:X§+1Ag+1Y

— XAY = ... = XAVLyv+l — pvy ¥+l
=...=AY?=Y?A=Y

Ce qui nous donne 'unicité. n

Nous allons appeler la matrice unique de X dans le théoréme (2.3.1) 'inverse de Drazin
de A et on écrire X = AP, on appele aussi le plus petit entier k 'indice de A.

Ce AP est une inverse généralisée de A est appartiente par notant que (1) est vérifier
avec k = 1 lorsque X = A~! existe et également (2) et (3). Observez, par ailleurs, que dans
générale (1) peut étre réécrit comme :

(6) AFX A = AP

et (2) devient X AX = X, par utilisation de (C'), de sorte que la définition des équations dans
la théoréme (2.3.1) peuvent étre considérées comme une alternative a ceux utilisées pour AT
dans laquelle AX A = A est remplacée par (6), (2) rest inchangée, et

(1) (AX)" = AX,

(29)--- (XA = XA

sont remplacée par la condition de (3) que A et X sont changés.
Comme on le verra a la suite de la preuve du lemme (2.3.1) les factorisations de rang plein
de A peuvent étre utilisés efficacement dans la construction de AP,

Proposition 2.3.1. Si AP est linverse de Drazin de la matrice A on a les égalités suivantes
qui sont équivalentes :

(a) A*APA = A
(b) AAPAF = Ak
(C) Ak—i—lAD — Akz
(d) ADAkJrl — Ak

Preuve. (a) = (b)
AR = AFAPA = A LA A AAPA

AAA. AP A? = AAA., . AP A3
— —

k—1 k—2
= ... = AAAP AP = AAP A

(b) = (a) Evident.
(b) = (¢) (On a (b) = (a) = (d))
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AAP AR = AF = AF = AF = AR AP A
— Ak(AAD) — Ak+1AD.

AF = AFTIAD — AR AAP = AFAP A = AP 1AAP A
= AF1AP A2 — = AP AR

Proposition 2.3.2. [2/ Pour A € C™" et AP est un inverse de Drazin.
(a) (A7)P = (AP)"

(b) (AHP = (AP) sit=1,2,...

(c) Si A est indice k , A' est indice 1

(d) (AP)P = A si et seulement si ind(A) =1

(e) ((AP)P)P = AP,

Théoréme 2.3.2. [17] Pour A € C"" AAP A = A si et seulement si ind(A) < 1.

Preuve. Si ind(A) = 0, alors A? = A7! et AAPA = A. On suppose que ind(A) > 1.
Ensuite, par rapport a (1), (2) nous avons AAP A = A si et seulement si 0 = N.
Mais 0 = N si et seulement si ind(A4) = 1. "
Le cas spécial lorsque ind(A) < 1 Donne a ce qu’on appelle le Groupe inverse.
Notez que dans ce cas, (1¥) peut étre réécrit comme AAPA = A.

Définition 2.3.3. [17] Si A € C™™ est telle que ind(A) < 1, alors l'inverse de Drazin de A
s’appelle Uinverse du Groupe de A et noté par A*. Quand il existe, A* est caractérisé comme
la matrice unique satisfaisant les trois équations :

oAAA=A (1)
o APAAF = Af (2)
o AA = AfA (5).

Théoréme 2.3.3. [17] Si A, B € C™" tels que AB = BA, alors :

(i) (AB)? = BPAP = APBD

(ii) APB = BAP et ABP = BPA.
On générale,

(iii) (AB)? = A[(BA)2]” B
si AB # BA.
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Preuve. Supposons d’abord que AB = BA. Alors AP est un polynéme en A et BP est
un polynéme en B. (7) et (i) maintenant sont facilement prouvés.

Supposons maintenant que A et B ne se déplacent pas nécessairement. pour prouver (iii),

soit Y = A[(BA)3” B.

Clairement YABY =Y et ABY = YAB = A(BA)PB. Soit k = max{ ind(AB), ind(BA)}.
Alors (AB)F2Y = (AB)F2A(BA)?” B = (AB)*"'ABA(BA)?" B = (AB)¥*'A(BA)’B
= A(BA)*Y(BA)YPB = A(BA)*B = (AB)**!. Par conséquent, Y = (AB)P. n

Proposition 2.3.3. AP est un inverse de A, ind(A) =k alors
AR(APYRHL = AD
Preuve.
AF(APYHL = AR(ADYEAD — (AAD)EAD
= AAP AP
= AP AAP = AP,

Théoréme 2.3.4. [17] Pour A € C", AP = AT si et seulement si A est un EP matrice.

Preuve. Si A est un EP, alors AAT = A¥ = AP, Depuis A" est toujours un (1,2)- inverse
pour A, Il s’ensuit que AT = A* = AP Inversement, si AT = AP, alors
AAT = AAP = AP A = ATA pour que A doit étre EP. [

Lemme 2.3.1. On a B,C € C™*" pour toute factorisation
A= BC,A” = B|(CB)"*C.

Preuve. On remarque que pour toute matrice carrée A et k entier positif, m et n, nous
avons (AP)m A" = (AP)™=" sim > n et A™T(AP)" = A™ sim > k et k est Pindice de A.
Soit k le plus grand de I'indice de BC' et de l'indice de CB.
Puis

k+2 k+2

AP = (BC)P = (BC)M'[(BCYP]* = B(CB)C[(BC)P]
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Supposons maintenant que A = B;C est une factorisation de rang plein ot rang(A) = r;.
On trouve la matrice C1 By de r; dans 7y, alors soit C B; est non singulier, ou C;B; = 0, ou
le rang (ClBl) =roou 0 <ry <ry.

Dans le premier cas, avec C; B; inversible, (C1B;)P = (CyB;)~! pour que

AP = B,(C1B,) 20y,

par le lemme (2.3.1), ou
(C1By) % = [(CyBy) ]

D’autre part, si C;B; = 0 alors (C1B;)” = 0 et ainsi AP = 0 par autre utilisant de lemme
(2.3.1).

Enfin, si rang (C1By) = 12,0 < ry < 17 alors pour tout factorisation de rang C1 By = ByCy,
Nous avons

(C1B1)” = Bu[(C2By)"]°Cy
Pour que AP sur le lemme (2.3.1) devient :
AP = BB, [(C2B,)P]* Co 1.
le méme argument s’applique maintenant a CyBs c.a.d, soit CyBs est non singuliére et :
[(0232)[)}3 = (CoBy) 7,

ot OBy = 0 et ainsi AP = 0, ot le rang (C1By) = r3 o1 0 < r3 < 1y et CyBy = B3Cj est une
factorisation de rang plein a la quelle a le lemme (2.3.1).
Pour suive dans cette maniére avec

rang(B;C;) > rang(C;B;) = rang(B;11Cit11),i = 1,2, - |

alors soit B,,C,, = 0 pour un indice m, et ainsi de A” =0, ou
rang(B,,,Cy,) = rang(C,, B,,) > 0 pour un indice m, dans ce cas,

(BinCin)?P = Bp(CruB) 2Chp.
Et ainsi

(7) AP = BBy B (CpBp) ™ 1CCry -+ - Cy
dans le lemme (2.3.1). On observer, par ailleurs, que A = B;CY,
Ay = B1C1B1Cy = B1BCyCy -+, A™ = BiBy - - BpCp Gy - - - 4
et
(8) A™ = BBy -+ Bpy(Cpa Bip)CrnCry -+ - C4

nous avons A™ = A™*l =0, ou AP former dans (7), chaque B; posséde un rang plein de
colonne et chaque C; posséde un rang plein de ligne,

Bmfl + - Bl + AmCl + Cmfl—i_ = Bmcm



2.3 L’inverse de Drazin 43

et
By +--Bi+A™MC + - Cp+ = C,, B

Par conséquent, dans les deux cas, qui posséde rang(A™) = rang(A™1).
En autre, il suit dans les deux cas que (1) est valable pour £ = m et ne tient pas pour tout
k < m.

C.a.d, K dans (1) est la plus petite integer positif tel que A* et A**1 posséde le méme
rang.

Exemple 2.3.2. Si A est un matrice singulier

6 4 0
A=13 5 =3
3 3 —1

On écrit comme la factorisation de rang plein

0 2 -2
31 1

2 0
Q&:(68>

est un matrice non singulier, alors A posséde un indice , et

1
A:Blclz 2
1

— =N

alors

1 6 —26 30
AP = B(C\B)?C,=— | 3 35 -33
64\'3 3
Pour le cas spécial des matrices avec un indice nous avons :
9) AAPA = A, APAAP = AP AAP = AP A,
pour que
(10) (AP)P = A

Par la dualité dans les roles de A et AP. Inversement, si (10) tient, puis les premiéres
et dernicres relations dans (9) sont définies dans les relations (2) et (3) est appliqué a (AP)P
et AP et la deuxiéme relation dans (9) est simplement (2) pour AP et A. par conséquent,
(10) détient si et seulement si A posséde un indice.

Dans ce cas particulier, I'inverse de Drazin de A est un inverse du groupe de A et il en
résulte du lemme (2.3.1) que pour toute factorisation de rang plein A = BC,

A = B(CB)™2C

Une extension aux matrices rectangulaires

L’inverse de Drazin d’une matrice A, tel que est défini dans la théoréme (2.3.1), est
existe seulement si A est une matrice carré, et la question évidente est de savoir comment
cette définition peut étre étendue a des matrices rectangulaires.
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Une solution approchée de ce probléme est d’observer que, si B est une matrice de m x n
avec m > n, on dire alors B peut étre augmentée par m — n des colonnes nulles pour former
une matrice carrée A.

Maintenant formant AP, on pourrait alors prendre les colonnes de A” qui correspondent
a ’emplacements des colonnes de B en A comme une définition de "l'inverse de Drazin" de
B.

Comme on le montre dans ’exemple suivant, cependant, la difficulté de cette approche est

u’il existe des m comme matrices A, obtenues en considérant tous les dispositions
m )
—n

possibles des n colonnes de B (prises sans permutations) et les m — n colonnes nulles, et que
AP peut étre différent dans chaque cas.

Exemple 2.3.3.

1 2
SiB=| 0 1 et
3 —1
01 2 10 2 1 2 0
A= 00 1 |, A4=]100 1 |, A3=0 1 0|,
03 -1 30 -1 3 -1 0
puis
0 10 7 10 2 1 -2 0
(A)P=310 3 3 |, (A)P=21 00 1 |, (4)?=[0 1 0
0 9 0 30 -1 3 —-13 0

sont obtenues en appliquant le lemme (2.3.1) pour les matrices A; = BC; ot

010 100 100
a_(001)@_(001)@_(010)

on observe dans ce exemple que les colonnes non nulles de chaque matrice (A;)
au produit B [(C’iB)D]Z.

On conséquence, en utilisant les colonnes non nulles de (A;)P pour définir "inverse de
Drazin de B implique que la matrice résultante est une fonction de Cj.

Que ces matrices sont déterminées de maniére unique par un ensemble d’équations défi-
nissant et des cas spéciaux d’une classe d’inverse généralisées qui peuvent contruites pour tout
matrice B.

D correspondant
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L’inverse de Drazin a une représentation simple en termes de la forme de Jordan :

Théoréme 2.3.5. Soit A € C"*" ayant la forme de Jordan

A=XJXt=X { {)1 30 ] X! (2.1)

ou Jo et Jy sont des blocs de J, Jy correspond aux valeurs propres nulles de A et .J;
correspond aux valeurs propres non nulles de A. Alors

-1
AP =X { ‘]6 g}x—l (2.2)

Preuve. Soit A une matrice singuliére d’indice k ( c.a.d, le plus grand bloc dans la sous-
matrice Jy est k x k). Alors la matrice donnée par (2.2) est un {1*,2, 5} —inverse de A.

g

Exemple 2.3.4. La matrice

0 -2 0 -5 2
0 -1 0 -2 0
A= 0O 00 20
0O 10 20
-2 -2 1 -8 4
a la forme de Jordan
1
J1(1) 21
A=X Jo2(2) X1=X 0 2 Xt
J2(0) 01
0
ot
IREEEREE coo 2l
-1 0 0 0 -2 0 % 0 % _%
X = 2 0 0 2 0 et X '= 1 1 —% 3 -1
1 00 0 1 0 -1 1 2 o0
L 2 : =20 :0 1, 0o -1 0 -1 0
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L’inverse de Drazin AP

AD

est, d’apres le théoréeme 2.5.5,

[ (Ji(1)
= X (J2(2))7" X!
I 0
(1
1 1
2 4
= X 0 3 X!
00
I 00
1§ -3 § -
0 -1 0 -2 0
= 0 2 0 4 0
0O 1 0 2 0
12 -1 4 0



Chapitre 3

L’inverse de Drazin des opérateurs
linéaires

Dans ce chapitre notre objectif est d’étudier I'inverse généralisé de Drazin des opérateurs
linéaires dans les espaces de Hilbert. La premiére section on va etudier des notions de théorie
spectrale des opérateurs linéaires. La deuxiéme section est une bréve introduction a l'inversion
généralisée des opérateurs linéaires ot on a commencé par la définition de T'seng [21].

La troisiéme et la quatriéme section on va etudier I'inverse de Drazin des opérateurs linéaires
dans le cas bornés et le cas fermés sur l'espace de Hilbert H ,et nous étudions certaines
propriétés de base de TP .

3.1 Théorie spectrale des opérateurs linéaires

3.1.1 Inverse d’un opérateur

Définition 3.1.1. Soit T' un opérateur linéaire de Hq, dans H.

L’opérateur S : Ho — Hy est dit opérateur inverse a droite de T si T'S = I,.

Lopérateur S : Hy — Hy est dit opérateur inverse a gauche de T si ST = Iy, .

Enfin on dit que S est inverse de T' sl est inverse a droite et a gauche.

Si T € B(H), espace de Hilbert alors T~ est continue (donc T est inversible).
On écrit S =T~ et dit lopérateur inverse de T.

Exemple 3.1.1. Pour les opérateurs de translation Sy et S, (Shift a droite et Shift a gauche)
Sdsg(a:) = Sd(x27 L3, ) = (07 Loy X3y ) 7é Z.

donc S4Sy # I et Sq n’est pas inverse a gauche de Sq

malgré SgSy(x) = Sy(0, 21, x2,- -+ ) = (1,22, 23,0, -+ ) = x donc Sy est inverse a droite de S,

Théoréme 3.1.1. Si H est un espace de Hilbert est A € B(H) tel que ||A]| < 1, Alors (I —A)
est inversible et son inverse est S =Y ;- AF.

Preuve. Montrons que la série S =Y ;7 AF converge (elle définie un opératur).

On a

< ZHA’“H = ZHAH’“ || (14 < D
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Rappelons le critére de Weierstrass qui affirme qu’un espace normé est de Banach si et
seulement si, toute série absolument convergente est convergente.

D’aprés ce critére, puisque Y -, A est absolument convergente et comme B(H) est
de Banach alors >~ ; A" est convergente. Ainsi S est bien définie comme opérateur linéaire.

Soit S, = 7o AF ona (I — A)S, =1— A"t
(I-—AT+A+A+ .. +A)=T—A+A— A2+ A —  — A"

et S,(I —A)=1— A"t
Comme S,, — S quand n — 400 alors
(I—-—A)S=1 e SUI-A)=1I

douS=(I—A)""=37",A" de plus

IS =117 = A~ =

< Z 1AlI* = HAH

donc S est borné. -

3.1.2 Spectre des opérateurs bornés

Soit H un espace de Hilbert, B(#) ’ensemble des opérateurs linéaires bornés de H dans

lui méme, muni de la norme ||A|| = sup ||Az|x.
=<1
L’espace L(#H) est une algébre de Banach unifére ( posséde un élément e tel que |le]| = 1).

Définition 3.1.2. (Ensemble résolvant, résolvante).

Soit T € B(H), on dit que X € C appartient o l'ensemble résolvant de A si T — X\ a un
inverse borné (c.a.d. T — X est une bijection de H dans H et (T — X))~ € B(H)).
L’ensemble résolvant de T est noté p(T). L’opérateur (T — NI)™! est appelé la résolvante de
T en \ et noté Ry(T).

Définition 3.1.3. (Spectre).

Soit T € B(H), on appelle spectre de T' et on note o(T) le complémentaire dans C de p(T)
(L’ensemble résolvant de T ). Le spectre de T est donc l’ensemble des A € C tels que T — A\
n’est pas inversible dans H. Alors en peut trouver trois types de spectres distincts.

1) Le spectre ponctuel de T, noté o,(T") est I’ensemble des valeurs propres de T', il est
défini comme suit : 0,(T) ={\ € C/ N(T'—\I) # {0}}, c.a.d. T — \I n’est pas injectif alors
0p,(T)={ e C/ Te =Xz ze€H, v+#0}
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2) Le spectre continu de T, noté o.(T) est ’ensemble des A € C tels que T — \I
est injectif, non surjectif, mais son image est dense dans H, c.d.d.

N(T = AI) = {0}, R(T —\)#H, R(T—N)=H.

3) Le spectre résiduel de T, noté o,.(T) est l'ensemble des \ € C tels que T — \I
est injectif, non surjectif, mais son image n’est pas dense dans H, c.a.d

N(T = \I) = {0}, (R(T — \))* # {0}.
Le spectre de T est o(T) = 0,(T)Uo.(T)U o, (T)

Remarque 3.1.1. En dimension finie, on a bien str o(T) = 0,(T), puisque T — X\
est inversible si et seulement si N(T — \I) = {0}.

Théoréme 3.1.2. Soit T' € B(H) Alors :
{AeC/ITI <[ AT} € p(T)

Preuve. Soit A € C/||T|| <| A |

ona:T—N=X%-1)

puisque | A |> ||T']] donc ”l/\H < 1 implique (7' — AI) est inversible d’aprés théoréme précédent,
alors A € p(T). n

Corollaire 3.1.1. Si T € B(H), o(T) est un ensemble fermé non vide de C
o(T) c{AeC/ [ A< T}

Définition 3.1.4. (Rayon spectrale)
Soit T € B(H), on appelle rayon spectrale de T, la quantité

r(T) =sup{[ A [; A € o(T)}.
Proposition 3.1.1. Soit T € B(H)
1)Xea(T) e \eo(T),
2) XN € o, (T) = X € a,(T),
)N € a,(T) = X\ € 0,(T*) Uo,(A*),

J) A€ a(T) & X o.(TH).
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Preuve.
1) pour A € C, B
(T —=NI)"=T"—=)\I

ce qui montre le premier point.

2) On se souvient que pour B € B(H), on a

H = N(B) @ R(B)"

L
ot @ désigne une somme directe orthogonale, autrement dit (R(B)*)t = N(B). Dire que
A € 0,.(T), implique que R(T — M) n’est pas dense dans #H , c.a.d

N(T* = M) = (R(T = AI))* # {0},

est donc A € o, (T%).
3) Soit A € 0,(T), c.a.d. N(T'— M) # {0}. On réutilise la méme idée

H = N(T — \) & R(T* — M),

d’ou (R(T* — \XI))* # {0}, I'image de T* — AI n’est pas dense dans H. Si de plus 7" — A
est injectif, cela implique A € 0,(T*) et sinon on a A € ¢,(7™).
4) Soit A € o.(T'). On utilise les deux propriétés

H = N(T — M) ® R(T* — ),

H = N(T" =) & R(T = AT,

ona N(T —AI) = {0}, dou R(T" — XI)_est dense dans H, de plus R(T — AI) est dense dans
H, dou N(T* — XI) = {0}. On a donc A € g,(T*). On peut faire le méme raisonnement en
sens inverse. [

3.2 Introduction & des inverses généralisés des opérateurs
linéaires
Une définition naturelle d’inverses généralisés dans £(Hy, Hz) est la suivante dit a Tseng|21].

Définition 3.2.1. Soit T € L(H1,Hs). Alors un opérateur T9 € L(Hz, H1) est un inverse
généralisé de Tseng (i.g. en abrégé) de T si

R(T) Cc D(T9) (3.1)
R(T?) c D(T) (3.2)
T9Tx = Pggyx  pour tout x € D(T) (3.3)
TT% = Prgy  pour tout y € D(T¥) (3.4)
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Cette définition est symétrique en T et TY9, donc 1" est un i.g de T9.
Un opérateur T' € L(Hq, Hz) peut avoir un i.g unique, ou plusieurs i.g ou il peut n’en avoir
aucun. Nous allons montrer dans le théoréme 3.2.1 que 7" a un i.g. si et seulement si son
domaine est décomposable par rapport a son noyau,

D(T) = N(T) @ (D(T) N N(T)*) = N(T) & C(T) (3.5)

d’aprés le lemme 3.2.1, cette condition est satisfaite si N(7') est fermé. Donc il est valable
pour tous les opérateurs fermés, et en particulier pour les opérateurs bornés. Si T" a des i.g’s,
alors il a un i.g maximum. Pour les opérateurs bornés d’image fermée, I’i.g maximum coincide
avec 'inverse de Moore-Penrose, et sera de méme noté par 7.

Lemme 3.2.1. [2] Soit H un espace de Hilbert. L, M deux sous-espaces de H tels que M C L.
Alors
L=M®® (LNM")

s1 seulement si
Psyx € M pour tout x € L

Lemme 3.2.2. SiT9 € L(Ha, H1) est uni.g. de T € L(H1,H2), alors D(T) est décomposable
par rapport a R(TY).

Preuve. Résulte de Lemme 3.2.1 puisque, pour tout x € D(T))
Pragayx = TTx, d'apres (3.3)
]

Lemme 3.2.3. SiTY9 € L(Hz, H1) est un i.g. de T € L(H1,Hs), alors T est une application
injective de R(TY) dans R(T).

Preuve. Soit y € R(T'). Alors
y = Py = TT?y, dapres (3.4)

ce qui montre que T(R(7TY)) = R(T). Maintenant, nous montrons que 7" est injectif sur
R(T9). Soit x1,x9 € R(T7) tels que

Txy = Txy
Alors
X = mel =T9Txy =T9Txy = PWXQ = Xy
]
Lemme 3.2.4. Si T9 € L(Hz, H1) est un i.g. de T € L(H1,Hz), alors :
N(T) = D(T) N R(T?)* (3.6)

et
C(T) = R(TY) (3.7)
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Preuve. Soit x € D(T'). Alors, d’aprés le Lemme 3.4.1,

X=X +%Xo, X1 € R(TY), x9€ D(T)NR(T)*", x1 Lxy (3.8)
Maintenant
X] = me =T9T(x1 +x2) = T9Tx;
donc
T9Txy =0
qui, d’aprés le lemme 3.2.3, on a
Txy =0 (3.9)

par conséquent,
D(T) N R(T%)* c N(T)

Réciproquement, soit x € N(T') se décomposant comme dans (3.8). Alors

0 = Tx= T(Xl ‘|—X2>
Tx; . d'apres (3.9)

et, d’aprés le Lemme 3.2.3 x; = 0 et donc
N(T) c D(T) N R(T?)*
Maintenant

D(T) = R(T%) & (D(T)NR(T9)"), d'apres le Lemme 3.4.1,

ce qui implique que
R(T9) = D(T) N N(T)*

L’existence de 1'i.g est justifié dans le théoréme suivant da de Tseng. )
Théoréme 3.2.1. Soit T € L(H1,Ha). Alors T a un i.g. si et seulement si
D(T) = N(T) & O(T) (3.5)
dans ce cas, pour tout sous-espace L € R(T)*, il y a un i.g T} de T, avec
D(TY) = R(T) & L (3.10)

et
N(TY) =L (3.11)
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Preuve. Si T a un i.g, alors (3.5) résulte des lemmes 3.4.1 et 3.2.4. Réciproquement,
supposons que (3.5) est vérifiée. Alors

R(T) = T(D(T)) = T(C(T)) = R(Ty) (3.12)
ot Ty = Tic(ry est la restriction de T a C(T)). L'inverse Ty " existe, et satisfait
R(Ty ) = C(T)

et, d’aprés (3.12)
D(Ty ") = R(T)

Pour tout sous-espace L C R(T)*, considérons extension 77 de T, ' avec domaine
1
D(T{)=R(T)® L

et de noyau

N(T}) =L
De sa définition, il s’ensuit que 77 satisfait

D(T) > R(T)

) R(T?) = R(T; ") = C(T) c D(T) (3.13)
Pour tout x € D(T)
T{Tx = T{TPszx, d’apres (3.5)
= Ty 1TOP@X, d’apres le Lemme 3.2.1
= PrsX d’apres (3.13).

R(T{)™
Finalment, tout y € D(T7) s’écrit, d’aprés (3.10), comme

y=vi+ve v1€R(T), y2€L, y1 Ly

et donc
TTyy = TT!y,, d'apreés (3.11)
= ToTy'n
=N
= Pﬁy.
Par conséquent, 77 est un i.g. de 7T [

Théoréme 3.2.2. Soit T € L(Hy,Hs) a des i.g.’s est soit L un sous espace de R(T)*. Alors
les conditions

D(TY) = R(T) & L (3.10)
NTH =T (3.11)

déterminent un unique i.g, qui est donc égale a Tj construit dans la preuve du théoréme
précedent.
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Preuve. Soit 79 est un i.g de T" vérifiant (3.10) et (3.11), et soit y € D(7Y) ou
y=v1+y2, 1 €R(T), y2€L

Alors

T9y = Ty, d’apres (3.11)
T9Txy, pour x; € D(T)
= Prayi, d'apres (3.3)

= Pemyxa, d'apres (3.7)

Nous affirmons que ceci détermine 79 de fagon unique. Car, supposons qu’il y a un xy € D(T))
avec y; = T'xg, alors :
Tgy = P@Xg

par conséquent

Ple - PW)Q = P@(Xl - Xg)
= 0 puisque (x3 —x3) € N(T)

3.3 L’inverse de Drazin des opérateurs linéaires bornés

Pour A € p(T) est noté le résolvante (Al — T)~! par R(\,T). Si 0 est un point isolé de
o(T), alors le projection spectral de T associé avec {0} est défini par (voir [18]) :

Pr= -1 [ RO\ T)aA
2mi ),

Ou 7 est un petit cercle tournant 0 et séparant 0 de o(7)\{0}. L’élément T" € B(H) dont
spectre o(T') est consiste de l’ensemble {0} est dit quasi-nilpotent (QN). Il est clair que T
est quasi-nilpotent si et seulement si le rayon spectral r(7") = 0.

Pour les opérateurs linéaires bornés et les éléments de Hilbert 'inverse de Drazin a été
introduit et étudié par Ben-Israel 2|, Koliha sur [9]et des autres.

Soit A € B(H) s’il existe un opérateur X € B(H) a satisfait les trois opérateurs suivants :

TX =XT
XTX =X
Tk+1X — Tk

Définition 3.3.1. /3] Soit T € B(H)

o L’ascent de T est plus petit nombre entier positif m = a(T') tel que
N(T™) = N(T™),

si un tel entier n’existe pas, on pose a(T) = o0 ;
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e La descente de T est le plus petit nombre entier positif p = d(T) tel que
R(TP) = R(T?*),

st un tel entier n’existe pas, on pose d(T) = oo.

Clairement, a(T) = 0 si et seulement si T est injectif et d(T) = 0 si et seulement si
T est surjectif.

Théoréme 3.3.1. Soient T, B € B(H) sont dit inversible au sens de Drazin.
St TB = BT =0 alors
(T'+ B)? =T" 4 B”.

Si TB =0, alors T + B est un Drazin inversible et :

(T + B)” = (I - BB?) i BY(TP)"| T” + B" i(BD)"T" (I —TTP).

Ce résultat a été démontré par Castro-Gonzdlez, Dopazo et Martinez-Serrano sur [15].

Preuve. Remarquons que T, B, TP, B? commutent et TB? = TB(B?)? =0
et TPB=TB(T")?> =0 dou

(T + B)(T? + B”)> =T(T")? + B(B”)> =T” + B”

et
(T + B) — (T + B)*(T” + B?) = (T — T*T") + (B — B*B”) € QN(A),

ce qui prouve que (T + B)P? =TP + BV, "

Théoréme 3.3.2. Soient T, B € B(H).

On suppose que T? +TB et TB + B? sont des Drazin inversible, et que T?B +TB? = 0.
Alors T'+ B est Drazin inversible avec :

(T'+ B)? = (T +TB)PT + B(TB + B?)? + BCT.
tel que :

C=—(TB+ B»)P(T+ B)(T* +TB)? + [I — (B + B*)(TB + B?)"]

Cy, [(T2 +TB)P]"™ + [(TB + B%)P]*"

Cy[I - (T*+TB)(T?*+TB)"] .
Cp =" N(TB+ B*)* " T + B)(TB + T?)".
et max (ind(T? + TB), ind(B*>+ TB)) <k < ind(T?+ TB) + ind(B*>+TB).

Xiaojt Liu, Liang Xu et Yaoming Yu sont donneé la formule explicite
de (T + B)? si TB = B3T, BT =T3B tel que T, B € C"",
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Théoréme 3.3.3. Soient T, B,Y, Z € B(H).

(i) Supposons que T' et B sont inversible. Alors, T +Y BZ* est inversible si et seulement si
B~' 4+ Z*T~'Y est inversible. Dans quel cas

(T+YBZ)Y ' =1"'Y(B'+2277'Y) ' Z2*T 7"

(ii) Supposons que T et B sont Drazin inversible. Soient C =T +Y BZ*
et W =BP 4+ 272*TPY . Si

R(T?) c R(CP); N(TP)c N(CP).

N(B”)c N(Y); NWP)c N(B).

Alors

(T +YBZP =TP —TPY(BP + Z*TPY)P Z*T".
La question de inversibilité de P — @) ot P et (Q sont des opérateurs idempotents sur un
espace de Hilbert H, est trés intéressante car elle est i€ avec la question de savoir quand [’es-
pace H est la somme directe H = R(P)® R(Q) des images, et avec l'ezistence d’un opérateur

tdempotent X tel que :
PX=X XP=P, QU-X)=1-Xet(I-X)Q=0Q.

Ces probléemes ont été étudiés par plusieurs chercheurs, Grob et Trenkler [13] a considéré
le cas des projecteurs matriciels générauz ; Buckoltz [5], Pakocevic [19], Vidav [8], Wim-
mer [7] a discuté de l'inversibilité dans le cadre des espaces de Hilbert. Koliha, Rakocevic
et Straskraba [10].

Par conséquent, si P et () sont des idempotents des conditions équivalentes pour ['inver-
sibilité de Drazin de P+ Q, P — @, PQ et PQ + QP Sont listés comme suit.

Théoréme 3.3.4. [3] Soient P et Q) sont idempotents.

(i) Les affirmations suivantes sont équivalentes :
e P — () est un Drazin inversible,

e P+ (@) est un Drazin inversible,

e [ — PQ) est un Drazin inversible.

(ii) PQ est un Drazin inversible si et seulement si I — P — @ est un Drazin inversible.

(iii) PQ — QP est un Drazin inversible,
e PQ + QP est un Drazin inversible,
e PQ) et P — () sont inversible au sens de Drazin.

Soient P et Q) sont idempotents et P — Q) est inversible, Koliha et Rakocevic dans [12]
Utiliser d’abord les denotations.
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P=PP—-Q) "' et G=(P—Q)"'P donner la représentation de (P — Q)™'.
Donner des formules explicites pour (P — Q)P et (P + Q)P On définit F = P(P — Q)P
et G=(P-Q)PP et K=(P-Q)P"(P-Q).

Les résultats suivants sont montrés par Deng et Wei dans [4] .

Théoréme 3.3.5. Soient P, Q) € B(H) sont idempotents, alors :
(i) (P+D)P = (P-Q)°(P+Q)(P—-Q)".
(i) (P — Q)P = (P +Q)"(P - Q)(P+ Q)"
(i%) (P - Q)P = (I = PQ)P(P — PQ) + (P +Q — PQ)"(PQ - Q).
(i) (PQ — QP)P = (PQP)?(P - Q)P — (P — Q)P(PQP)".
(v) (PQ+QP)’ =(P+Q)P(P+Q—1)".
(vi) (I — PQP)? =1 — P+ P[(P-Q)"]".

(vit) Si PQ est un Dzazin inversible,

(PQP)? = [I-P-Q)P"]"P
(PQ)” = [(PQP)")’Q=[(I-P-Q)P"]'Q

Le résultat suivant assurer [’équivalence entre 'inversibilité de Drazin de AB et BA,
il a été montré par Dajic et Koliha , Schmoeger , Deng et Lu Jian Ming, Du Hong
Ke et Wet Xiao Mei [14].

Théoréme 3.3.6. Soient T, B € B(H) sont inversible au sens de Drazin.
TB est un Drazin inversible si et seulement st BT est un Drazin inversible,
ind(TB) < ind(BT) +1 et (TB)” = T [(BT)"]” B.

Si T est idempotent, alors TP =T.

Si TB = BT, alors (TB)? = BPTP = TPBP TPB = BTP et TBP = BPT.

3.4 L’inverse de Drazin des opérateurs fermés

[3] Dans cette section, on introduit I'inverse de Drazin TP d’un opérateur fermé T sur
un espace de Hilbert H lorsque 0 est un pole d’ordre fini de la résolvante de T'. On exprime
les conditions nécessaires pour que l'opérateur 7" admet un inverse de Drazin et on donne
aussi quelques propriétés spectrales de T'P.

Théoréme 3.4.1. Soit T € C(H). Le point 0 est un pole de p(T) d’ordre m si et seulement
si ol existe une projection non nulle P dans H telle que :

(i) R(P) € D(T);

(ii) PTx = TPz pour tout x € D(T);
(iit) TP est nilpotent d’ordre m ;

(iv) T + £P est inversible pour tout & # 0.

L’opérateur P satisfaisant (i) a (iv) est dit une projection spectrale de T en 0.
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Définition 3.4.1. Un opérateur T € C(T') est dit inversible au sens de
Drazin ou bien Drazin inversible s’il existe un opérateur D € B(H) tel que

R(D)Cc D(T),R(I, —TD) C D(T) et

e I'D=DT;

e DI'D=D;

o THLD =T™ pour un certain entier positif m.

L’opérateur D est appelé linverse de Drazin de l'opérateur T et il est noté TP .

L’entier m dans la définition précédente est appelé l'indice de Drazin de T,
m = ind(T).
En conséquence, TP existe si et seulement si m = a(T) = d(T) < oo

Proposition 3.4.1. Soit T' € C(H) Drazin inversible alors
D(T) = R(TP) @ N(TT").

On donne maintenant certaines conditions nécessaires et suffisantes pour que T € C'(H)
possede un inverse de Drazin.
Théoréme 3.4.2. Soit T' € C(H). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) T est inversible au sens de Drazin ;
(ii) 0 est un pole d’ordre fini de la résolvante de T ;

(iit) T = Ty @ Ty, ou Ty est un opérateur borné nilpotent et Ty est un opérateur fermé
inversible.
Ainsi, T2 € B(H), Uopérateur TP = 0@ Ty ' est un inverse de Drazin de T.

Lemme 3.4.1. Soit T € C(H) est Drazin inversible avec linverse de Drazin TP € B(H).
Alors,

(i) TP est unique et R(TP) C D(T).

(i1) R(I — TTP) c D(T).

(its) TPTTP =TP.

(iv) TTP =TPT.

(v) (TTP)? =TTP

(vi) Pr =1 —TTP est une projection spéctral de T correspondant a 0.

(vit) o(T(I — TTP)) = {0}.

Preuve. Les propriétés (i) jusqu’a (v) suivre de lemme (3.4.1) implique
P2 = Pr, on peut déduire de [1] que 0 n’est pas un point d’accumulation du spectre de T'
et Pr est une projection spectrale a 0 [

Exemple 3.4.1. Soit L*([0,1]) = {f, f : [0,1] — C telque [, |f(z)|dz < +oo}
est un espace de Hilbert avec le produit intérieur. L’ensemble M : [0,1] — C par

1 stx =20
\/% si0<z<l1

M(z) = {
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et définir l'opérateur maximal de multiplication T par M sur L*([0,1]),c est,

Tf = Mf pour f € D(T) = {f € L*([0,1])} Alors T est un opérateur linéaire fermé

densément défini sur L*([0,1]). Depuis |M(z)| > 1 pour tout ac € [0 1], R(T) = L*([0,1]) et T

a un inverse borné T~ : L*([0,1]) — L*([0,1]) défini par T g = pour tout g € L*([0,1]).
Done, T est un opérateur fermé sur L*([0,1]) avec linverse borne T qu’est un inverse

de Drazin de T

Les résultats suivantes, facile a vérifier par une manipulation des sommes directes des
opérateurs, sont souvent utiles (voir e.g [11]).

Théoréme 3.4.3. [3] Soit T € C(H) est un Drazin inversible. Alors :
(i) Pr et T se déplacer sur D(A).
(i1) T + Pr est inversible et TP = (T + Pr)~Y(I — Pr) € B(H).
(ii1) Si B € C(H) tel que R(B) C D(T), R(T) C D(B) et TB = BT, alors, TP B = BT”.
(iv) Vn > 1, T™ est un Drazin inversible et (T™)P = (TP)".
(v) T* est un Drazin inversible et (TP)* = (T*)P.
(vi) Si B € B(H) est nilpotente tel que R(B) C D(T) et TB = BT, alors T+ B € C(H)

est un Drazin inversible et
(T+ B =(T+B+Pr)'(I - Pr).

(vii) Si B € B(H) est un Drazin inversible tel que R(B) C D(T), R(T) C D(B)
et TB = BT =0, alors
(T+ B)P =TP + BP.
(viii) Il existe B € C(H),D(T) = D(B) et B est un Drazin inversible avec l’indice
ind(B) <1, et C € B(H) nilpotente avec R(C) C D(T) tel que T = B+ C
et BC =CB =0. BP? =TP et une telle décomposition est unique.

Exemple 3.4.2. [11] Soit lopérateur Ty sur I' Uespace de toutes les suites complezes (vy)x

tel que >y k| < 400,
Ty XT3

PRERRE

Alors Ty € B(I') est un quasi-nilpotent mais n’est pas nilpotent. Le shift droit
Sq = (0,21, 2,...) est un opérateur borné injectif sur I avec un spectre égale a la boule unité
fermée en C. Son inverse Ty est un opérateur linéaire fermé avec le domaine
D(Ty) ={z €ll;z; =0} et o(Ty) = {\ € C;|\| > 1}.

On defini T =Ty ® Ty sur H =1"®1'. Alors, o(T) = {0} U{\ € C;|\| > 1},0 est isolé
dans o(T), T est un Drazin inversible avec T® = 0@ T, ' = 0@ R et ind(T) = co. TP n'est
pas Drazin inversible depuis o(TP) = {\ € C;|\| < 1} et 0 est un point d’accumulation de
o(T).

Tlm = (Oa Ty,



Conclusion

On peut généralisé la notion d’inversibilité d'une matrice ou d’un opérateur
linéaire non inversible par plusieurs méthodes permis ces méthodes on a vu l'in-
verse de Drazin et on a le comparé avec 'inverse de Moore-Penrose pour les
matrices avant de voir le cas des opérateurs linéaires et d’étudier leur propriétés.

Perspectives

Dans ce mémoire le calcul de 'inverse de Drazin restreint aux opérateurs
bornés et les opérateurs fermés densément définit, peut étre il y a une extension
pour les opérateurs fermables (Opérateurs presque fermable). On peut aussi faire
des programmes sous Matlab pour calcul I'inverse de Drazin.
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