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Introduction

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on peut appliquer le
concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme, et par la méme introduire la dérivée seconde,

puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration, opérateur inverse de la dérivée, peut

n

éventuellement étre considérée comme une dérivée d’ordre " moins un". On peut aussi se de-

mander si ces dérivées d’ordre successifs ont un équivalent d’ordre fractionnaire.
La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel
que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent a la fin du 17™¢ siécle, ’époque ol

Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En particu-

dn

lier, Leibniz a présent¢ le symbole 7=

pour désigne la n"¢ dérivée d’une fonction f. Quand il
a annoncé dans une lettre a 'Hopital (apparemment avec ’hypothése implicite que n € IN),
I’Hopital a répondu :

af
dtm

19
5!

Cette lettre de I’'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident de

Que signifie sin =

ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que I’Hopital a demandé spécifique-
1

ment pour n = 5 , c’est a dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de
cette partie des Mathématiques. Une liste de mathématiciens qui ont fournit des contributions
importantes au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du 20°™¢ siécle, inclut :

P.S.Laplace (1812),J.B.J.Fourier (1822), N.H.Abel (1823 — 1826), J.Liouville (1832 — 1873),
B.Riemann (1847), H.Holomgren (1865—1867), A.K.Grunwald (1867,872), A.V.Letnikov (1868,872),
H.Laurent (1884), P.A.Nekrassov (1888), A.Krug (1890), J.Hadamard (1892), O.Heaviside (1892—
1912),S.Pincherle (1902), G.H.Hardy et J.E.Littlewood (1917 — 1928), H.-Weyl (1917), P.L’evy
(1923), A.Marchaud (1927), H.T.Davis (1924 — 1936), A.Zygmund (1935 — 1945), E.R.Amour

(1938 — 1996), A.Erdélyi (1939 — 1965), H.Kober (1940), D.V.Widder (1941), M.Riesz (1949).
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Le sujet principal de ce mémoire est ’étude de I'existence et 'unicité des solutions du probléme
pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Notre mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre de ce mémoire est destiné aux différents outils et techniques mathématiques
utilisés par la suite : Espaces ds fonctions (intégrables, continues, absolument continues avec au
sens poids) et quelques théorémes fondamenteaux (principe de contraction de Banach,quelques
théorémes de point fixe )et des résultats importants .

Le deuxiéme chapitre sera consacré a I’étude du probléme de Cauchy de I’équation différentielle

ordinaire suivante :

{ y'(t) = f(ty(t))

ou f est une fonction donnée.

Le troisiéme chapitre, est destiné aux fonctions dites fonctions spéciales et on introduira les deux
plus importantes approches de dérivation fractionnaire, celle de Riemann-Liouville et celle de
Caputo. On présentera quelques unes de leurs propriétés et on précisera aussi la relation entre
ces deux approches.

Le dernier chapitre de notre mémoire est divisé en deux parties :

Dans le premiére partie on abordera la question d’existence et d’unicité de la solution pour le

probléme fractionnaire de type Cauchy avec poids suivant :

{ Deu(z) = flw,u(x))

: l-a __
lim, .o+ x = Uy,

ou f est une fonction donnée et D est 'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville d’ordre « €]0, 1] défini par :

Dfe) = s (32) [ =0 toa

[' étant la fonction gamma.

L’existence et I'unicité d’une solution continue est établie par la transformation de ce probléme
a une équation intégrale équivalente, dont la solution est identifiée & un point fixe d’'un opérateur
contractant (sous certaines hypothéses suffisantes sur la fonction f) dans un espace fonctionnel
convenablement choisi, les résultats de cette section peuvent étre trouvés dans [11] .

La seconde partie de ce chapitre sera consacrée a 1’étude du probléme de Cauchy de 1’équation
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différentielle d’ordre fractionnaire suivante :

D(t) = f(t,y(t)), pour tous te€ J=1[0,T], 0<a<l1
y(O) = Yo, Yo € Rv

ou f est une fonction donnée et °D* est 'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de

Caputo d’ordre « €]0, 1 défini par :

D f(a) = ﬁ / ") (o — byt




Chapitre 1

Outils d’analyse fonctionnelle

1.1 Notations et définitions

Dans cette sections, nous présentons les notations et définitions et quelques proprietés pré-

liminaires qui sont utilisées dans ce mémoire.

Soit J =[0,7],T > 0. Notons C(J, R) I'espace de Banach des fonctions continues définies de J

dans R, muni de la norme
[Ylloe = sup {ly(t)| /t €I}

ot |.| est une norme sur R

Définition 1.1.1. Soient E et F' deux espaces de Banach, et A : E — F wune application
linéaire. On dit que A est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées
de F.

Définition 1.1.2. Soient E et F' deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné toute

application linéaire continue de E dans F.

Définition 1.1.3. Un espace métrique (X, d) est précompact ssi, pour tout € > 0, X admet une

recovvrement fini par des boules de rayon e.

Définition 1.1.4. Dans un espace métrique complet (X, d) une partie A est relativement com-

pacte si et seulement si elle est précompacte.
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Définition 1.1.5. Soit E, F', deux espaces de Banach et A : E — F une fonction
— A est dit compact si l'image f(E) est relativemant compact dans F,
— A est dit completement continu sl est continu et ['image de tout borné de E est relativement

compact dans F.

1.2 Espaces fonctionnels

Dans cette partie on rappelle les notions et les résultats fondamentaux de la théorie de

I’analyse fonctionnelle qui représentent un outil indispensable dans notre étude.

1.2.1 Espace des fonctions intégrables

Définition 1.2.1. Une tribu sur R™ (n > 1) est une famille de parties de R™ contenant (0, R),
stable par passage au complémentaire et par réunion dénombrable (et donc par intersection
dénombrable).

Si B désigne une tribu sur R"™,les éléments de B s’appellent les ensembles mesurables. On dit

que (RN, B) est un espace mesurable.

Définition 1.2.2. Mesure

Soit B une tribu de R™. Une mesure positive u sur B est une application de B dans R,

vérifiant :
1. p(@) =0,

2. Pour toute famille dénombrable (B;) d’éléments de B deux & deux disjoints on a :

H (U Bi) = ZM(Bz‘)

(R™, B, 1) est un espace mesuré.

Définition 1.2.3. Une fonction F : R* — R est mesurable si l’image réciproque de tout

intervalle ouvert de R est un ensemble mesurable de R.

Définition 1.2.4. Soit Q = (a,b) tq (—oo0 < a < b < +00) un intervalle fini ou infini de R et
I <p<oo.
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1. Pour 1 <p < oo, l'espace LP()) est l’espace des fonctions réelles f sur Q) telles que f est

mesurable et

b
| 1f@pds <+,

2. Pour p = oo, lespace L>(2) est l’espace des fonctions mesurables f bornées presque

partout (p.p) sur Q.

Exemple : (L,(a,b), |||z, est un espace de Banach.

En particulier, si p = 2 alors :

7]l = {(/ |f<t>|2dt)é < +oo},

et (L*(a,b),|.||2) est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.2.1. Soit Q = (a,b) un intervalle fini ou non de R

1. Pour 1 < p < 400, l’espace LP(QQ) est un espace de Banach muni de la norme :

i1, = ([ b ) "

2. L’espace L>(Q)) est un espace de Banach muni de la norme :

|flloo =inf{M >0:|f(z)| <M pp sur Q}.

1.2.2 Espaces des fonctions continues et absolument continues

Définition 1.2.5. Une fonction f : Q@ — C est intégrable (pour la mesure u) si elle est

mesurable et si
[ @lduto) < .
Q
On va aussi écrire [, fdp ou [ f pour [, f(x)du(x).
Définition 1.2.6. [1/
Soit Q2 = [a,b] (—oo <a<b<oo)etneN.
On désigne par C™(§2) ’espace des fonctions f qui leurs dérivées d’ordre inférieur ou égale a n

soit continues sur 2, muni de la norme :

[fllee =Y N1FPlle =) max|f¥ ()], neN.
k=0 k=0
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En particulier, si n = 0, C°(Q) = C(Q) 'espace des fonctions f continues sur Q muni de la
norme :

I7lle = max| f(@)]

Exemple : Soit D C R? un ouvert. On note C'(D) 'espace des fonctions continues f : D —s C

telles que :

[fllzee = sup [ f(u)] < oo.
z€D
Alors C'(D) muni de la norme ||.||z~ est un espace de Banach.

Définition 1.2.7. [1/

Soit Q = [a,b] (—o0 < a < b < 00) un intervalle fini.

On désigne par AC([a,b]) l'espace des fonctions qui sont primitives de fonctions intégrables,
c’est a dire :

Acat) ={ /30 € Lot ) =+ [ otarf,

et AC([a,b]) sera lespace des fonctions absolument continues sur [a,b].

1.2.3 Espace des fonctions continues avec poids C,([a, b))

Définition 1.2.8. /1]
Soient 2 = [a,b] un intervalle fini et v € C.

On désigne par C,([a,b]) Uespace des fonctions f définies sur |a,b] telles que la fonction

(x —a)"f(z) € C([a,b]) c’est a dire :

Cy([a,0]) ={f :]a,b] — C,(. —a)"f(.) € C([a,b])}, (1.1)
muni de la norme :
1flle, = I(z = a)" f(@)lle = max|(z —a)” f(2)]. (1.2)

Définition 1.2.9. Pour n € IN on note par C;‘[a, b] lespace de Banach de toutes les fonctions

continues différentiables a lordre n — 1 sur [a,b] et ont la dérivée f™(z) d’ordre n, telle que

f®(x) € C,la,b] :

CYla, b] = {f I fllen = Y 1FPlle + Hf(”)Hcv}, C3la,b] = Cya, b].
k=0
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Le lemme suivant nous donne une caractérisation de l'espace C”'a, ]

Lemme 1.2.1. Soit n € N telle que n = {0,1,2,....} et v € C(0 < R(y) < 1). Alors C7[a,b]

est ’espace des fonctions [ s’écrivant sous la forme :

n—1

1 x
flz) = 1) / (= )" 'p(t)dt + Y C(z —a)*.
“ k=0
Ou ¢(t) € C,la,b] et Cy(k =0,1,...,n — 1) sont des constantes arbitraires tel que :
k
a
o(t) = f"(t), Cr = fT(), (k=0,1,...,n—1).

En particulier, si v = 0 alors C"[a,b] est lespace des fonctions f qui peut etre écrit sous la

forme précédente ou ¢(t) € Cla,b].

1.2.4 Espaces des fonctions absolument continues avec poidsACgu

Définition 1.2.10. Pour n € IN on note par AC"[a,b] Uespace des fonctions & valeurs com-
plexzes f(z) ayant des dérivées jusqu’a Uordre n — 1 continues sur [a,b] telles que f™~ Y (x) €

AC(a,b], c’est-a-dire

AC"[a,b] = {f la,b] — C et (D"'f)(z) € AC[a,b] (D = %)}

En particulier on a AC*[a,b] = AC|a, b].
Définition 1.2.11. L’espace noté ACY [a,b] (n € N, € R) défini par

ACY [a,b] = {g :la,b) — C: " atg(x)] € ACa,b],p € R, 6 = x%} ,

est appelé espace des fonctions absoluments continues avec poids.

En particulier, quand j1 = 0, Uespace AC§|a,b] = AC§la,b] et on a

ACYa,b] = {g :[a,b] — C: 6" g()] € AC]a,b],6 = x%}

Quand p =0 et n =1, l'espace AC}[a,b] coincide avec AC|[a,b).
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1.3 Théorémes fondamentaux

On considére F et F' des espaces de Banach muni des normes ||.||g et ||.|| r respectivement,

C(E, F) l'espace des fonctions continues de F dans F' muni de la norme uniforme :
[£llee = sup [[f ()]
€L

Définition 1.3.1. [7] Soit M un sous ensemble de C(E, F')

1. On dit que M est équicontinue en f € M Yu,v € Esi pour tout € > 0, il existe n > 0 tel
que :

1f(u) = f)lr <e

et ceci pour tout f € M et pour tout v € E vérifiant :
lu—vl[e <n.
2. On dit que M est équicontinue sur E, si M est équicontinue en tout u € E.
Cas particulier

Dans le cas ou F = [a,b] et F' = R muni de la norme usuelle, une partie M de C(E, F) et dite

équicontinue si :
Ve >0,3n > 0,Vf € M,Vay,25 € [a,b] : |11 — 22| <mp = [f(21) — flz2)| <e

Définition 1.3.2. Soit M un sous ensemble de C'(E, F).

On dit que M est uniformément borné, s’il existe une constante C > 0 tel que

1 fllee < C Vf e M.

1.3.1 Quelques théorémes de point fixe

Ce théoréme consiste a prouver l'existence et l'unicité d’un point fixe pour un certain
opérateur. On s’intéresse au théoréme du point fixe de Banach qui assure ’existence et 'unicité.
Le théoreme de Schauder n’assure que 'existence seulement. On présente différents théoréemes
d’existence et d’unicité basés sur les théorémes classiques qui affirment I'existence et I'unicité
des points fixes de certains opérateurs. On utilisera des définitions et des notions connues de

I’analyse fonctionnelle.
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Définition 1.3.3. Soit A: E — E. On dit que x € E un point fixe de A si :
Ax) = x.
Exemple : Considérer I'espace métrique usuel (R, d), on définit
f(z) = 2 +b pour tout x € R.

Puisque, f est une contraction sur R si @ > 1 et la solution de I'equation (z — f(z) = 0) est

ab
a—1"

Théoréme 1.3.1. Soit A: E — FE, s’il existe 0 < k < 1 tel que :

Tr =

Ve,y € B f|A) = A@y)lle < kllz = ylle

On dit que A est un opérateur contractant .

Alors lopérateur A admet un point fize unique x € E. De plus, si xqg € F et x,, = Ax,,_1, alors :

r = lim x,.
n—o0

Preuve . Soit k est une contraction constante de A ,( nous construirons explicitement un ordre

convergant au point fixe). Soit zo un élement fixé de E. On définit {x, } dans E définie par :
Ty, = Ax,_1 VYn > 1.
Puisque A est un opérateur contractant, on obtient
[0 = Tast| = [ A0 1 — Azall < Kllan1 — 2]l Vo> 1,
Ainsi,
[z = &nall < K*[lwo —2af| VR =1

Par conséquent,pour tout m >n on a :

n

|Zn — T < (K™ + K" 4 + K" Y ||lwo — 21| < -

||170 - le‘

On déduit que {z,} est une suite de cauchy dans FE.

Soit z,, — x, x € F,on utilise la continuité de A, on a
r = lim z, = lim Az,_; = Ax.
n—oo n—oo

Pour montrer I'unicité un point fixe dans F, soit x,y deux points fixes de A. Alors
|z —yll = |A(z) — A@W)|| < klz —yl.

Par conséqeant k£ < 1 on a donc =z = y. [
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Théoréme 1.3.2. (Théoréme du point fize de Picard)

Si E est un espace de Banach et f est contractante, alors f admet un unique point fixe.

Preuve . : L'unicité est claire : si P; et P, sont deux points fixes de f alors,

1Py — P = ||f(P) — f(P)] <c||Pr — P, ce qui n’est possible que si ||P; — P|| = 0.

Pour I'existence, on construit une suite récurrente en espérant que sa limite soit un point fixe :
solent yy € F quelconque et y,+1 = f(y,). Par une récurrence immédiate

[Yn+1 = Ynll < [ly1 — yoll donc pour n > m :

19 = Yol < Ny = vl + o+ [Ymar = yinll < (€@ + o+ Dllyn = voll < Ml — woll-

Soit € > 0 : pour m et n plus grand qu’un certain N, le membre de droite est plus petit que €,

donc (y,) est une suite de cauchy, donc elle converge vers une limite [ car £ est un espace de

Banach.
Y — 1 done, comme [[f () — FO < lyn — U1+ Fn) = F) i gusr > F{I). Mais yopr — L
donc : f(l) =1. m

Théoréme 1.3.3. (Banach)/1]
Soit (E,d) un espace métrique complet, soit 0 < w < 1, et soit A: E — E une application

telle que pour tous x,y € E, la relation suwivante soit satisfaite :
d(A(z), A(y)) < wd(z,y), (0<w<1). (1.3)

Alors lopérateur A admet un point fixe unique x* € E.

Autrement dit, si A¥(k € IN) est une suite d’opérateurs définie comme suit
Al = A et A¥ = AAF (K € N\{1}). (1.4)
Alors pour tout xg € E ; la suite {Akxo}zozl converge vers le point fixe x*.

Preuve .

1. Montrons d’abord l'existence

Soit zp € E on définit par récurence la suite (x,)n,en par z,.1 = A(x,) et montrons que
la suite (z,,)nen est une suite de cauchy dans X afin d’obtenir que z = lim,, ;o z, € X.
Puisque F' est continue on a

lim z,,,=A4 ( lim xn) : (1.5)

n—-+o0o n—-+o0o
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c-a-d x = A(x). Soient maintenant p,q € IN tels que p < ¢, alors (par principe télesco-
pique)
d(@p, 2q) < d(p, Tpi1) + d(Tpi1, Tpr2) + o + d(Tg-1,74) (1.6)

et comme

d(p, Tp1) = d(A(wp-1), Alp)) < kd(zy-1,2,) < K d(2p-2,0p-1) < ... < kPd(20,71),

(1.7)
d’ou
d(xy,y) < (K2 4+ KT+ L+ k7 Yd(xg, 71) (1.8)
p=+00 kP
< kpd(mo,l'l) ; kP = 1_kd($0,$1). (19)

Si d(xg,z1) = 0, alors xy = x1 = A(xg) et donc zg est un point fixe. Sinon (c-a-d)
d(xg,z1) > 0 alors Ing € IN un entier convenablement choisi tel que Vp > ng on a
2d(wg, z1) < & . Ceci montre que (,),en est une suite de cauchy dans X.

2. Unicité :
Soient x1, x5 deux points fixes de A; alors A(zy) = x; et A(z2) = x5 et donc
d(A(xy), A(x2)) < kd, d’ott d(xy, x2) < kd(x1,x2) et comme 0 < k < 1, alors d(xy, x2) = 0,

et donc x1 = x9.

Théoréme 1.3.4. (Schaefer)[2, 10]
Sotent X un espace de Banach et A : X — X un opérateur complétement continu.
Si l’ensemble

e={ue€ X : Nu = u,pour un certain X € [0,1]},
est borné, alors A posséde au moins un point fize.

Théoréme 1.3.5. (Schauder) [6]
Soit (E;d) un espace metrique complet, soit X une partie conveze et fermée de E, et soit
A X — X une application tel que l'ensemble {Ax : © € X} est relativement compact dans

E. Alors A posséde au moins un point fize.

Théoréme 1.3.6. (Ascoli-Arzela)[10]
Soit A un sous ensemble de C(J; E) ; A est relativement compact dans C(J; E) si et seulement

st les conditions suivantes sont vérifiées :
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1. L’ensemble A est borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que :

I f(2)]| < K pour tout € J et tout f € A.

2. L’ensemble A est équicontinu. i.e pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que
[ty —ta| <0 = ||f(tr) — f(t2)|| < e pour tous ti,ty € J et tout f e A.

3. Pour tout x € J l'ensemble {f(x), f € A} C E est relativement compact.




Chapitre 2

Probléme de Cauchy associé a I’équation

différentille ordinaire

Nous allons aborder un point important : I’existence et 'unicité des solutions. Pour cela,
nous nous placons dans la cadre suivant : U désigne un ouvert de R x R™,f : U — R™ est une

application continue. On considére I’équation différentielle

y = f(t,y),(t,y) eU,teR,yeR™ (2.1)

2.1 Quelques définitions et premiéres propriétés
Définition 2.1.1. Une solution de (2.1) sur intervalle I C R est une fonction dérivable
y: I — R™ telle que

1. Vtel, (t,y(t) e U,

2.Vt e Ly'(t) = f(ty(t)).

Ici y ne dépend que d’une seule variable t, on parle d’équation différentielle ordinaire.

Lemme 2.1.1. (Gronwall-inéquation différentielle)

Supposons qu’une fonction f soit de classe C1(I,R), ou I est un intervalle de R vérifiant

f1(t) < alt) f(t) + b(1),

ot a et b sont des fonctions continues de I dans R et f(ty) = fo pour un ty € 1. Alors on a

F(#) < F(to)eap ( /t:a(s)ds) + /t: exp ( /t:a(a)da) |

[inégalité
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Preuve . Soit f € CY(I,R et f(ty) = fo telle que f'(t) < a(t)f(t) + b(t) alors

f1(t) = a@) f(t) < b(2). (2.2)

On multiple (2.2) par exp(— ft’; a(s)ds), on obtient

() exp (— /t:a(s)ds) () F(1) exp (- /t:a(s)ds) < b(#) exp <— /t:a(s)ds) C(23)

D’autre part on a

Pty (- /t:a@)ds) —alt) @) - /t:a<s>ds) ~ e (- /t:a@ds) (24

On remplace (2.4)dans (2.3), on obtient :

%(f(t))eXp (— /t:a(s)ds) < b(t) exp <_ /t:a(S)dS>
/ d(foesp (- [ o(s)ds ) dor < / bo)exp (- /[ (51 ) do

Aprés les simplifications on obtient :

F(8) < F(t) exp ( /t:a(s)ds> + exp ( /t:a(s)ds> /t: exp <— /t:a(s)ds> b(o)do.
oo () < flto)eap ( /t:a(s)ds) + /t: cxp ( /t:a(a)dcr) |

alors

d’ou le résultat .

Lemme 2.1.2. (Gronwall-inéquation integrale)
Supposons qu’une fonction f soit continue de I = [0,T] sur R*, ou T € R (attention on ne

s’intéresse qu’aux fonction a valeurs dans RT vérifie

F(t) < b(t) + / a(s)z(s)ds,

pour tout t € I, ot a est une fonction continue de I dans RY et b une fonction continue de I

dans R alors on a l'inégalité

F(t) < b(t) + /O Cep ( / ta(a)da) b(s)a(s)ds,

pour tout t € [0,T].
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2.2 Equation différentielle ordinaire du premier ordre

2.2.1 Introduction et terminologie
Probléme de Cauchy

Augustin-Louis Cauchy, au 19°"¢ siecle, souaite ne pas séparer la recherche des solutions géné-
rales d'une équation différentielle de la recherche des solutions particuliéres. Dans ce cadre, il

pose un probléme de systéme différentiel, connu sous le nom de probléme de Cauchy.

Définition 2.2.1. On appelle probleme de Cauchy un systéme différentiel le probléme consistant

a etudier les solutions du systéme :

{ y'(t) = f(t,y(t))

2.5
y(to) = 1o (25)

Ou y(t) est linconnue a valeurs dans un ouvert de R? (la solution recherchée), t est la variable
représentant le temps (par exemple), les données sont l'instant initial ty, la condition initiale
ug, et la fonction f de R x R dans RY définie par (t,y) — f(t,y).

Définition 2.2.2. On dira que la fonction y — R™ est une solution de (2.5) sty € C}(I,R™),
y(to) = yo et Vt € Ly'(t) = f(t, y(t)).
Exemple 2.2.1. Soit le systéme défini par :

{ y'(t) = 2y(t) (2.6)
y(0) =3 -

Icito = 0,y0 = 3, f(t,y) = 2y. On sait résoudre ce systéeme explicitement et la solution unique

est y(t) = 3exp(2t).
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solution maximales

Définition 2.2.3. Soient y : I — R™, §j: I — R™ des solutions de (2.5). On dit que i est un
prolongement de y si I C I et § \ I =y.

Définition 2.2.4. On dit qu’une solution y : I — R™ est maximale si y n’admet pas de

prolongement 7 : I - R™, quec | G I.
De ces définitions découle directement le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1. Toute solution y se prolonge en une solution mazximale § (pas nécessairement

unique).

Solution globales
On suppose ici que 'ouvert U est de la forme U’ = J x U’ ot J est un intervalle de R et U’ un

ouvert de R™.
Définition 2.2.5. Une solution globale est une solution définie sur ["intervalle J tout entier .
Remarque 2.2.1. Toute solution globale est mazimale, mais la réciproque est fausse.

Exemple 2.2.2. Soit y/ = y? sur U = R x R. Cherchons les solutions de cette équation.
-Nous avons la solution globale y(t) = 0.

. P . / N . L .
- Sty ne s’annule pas, s’écrit 3—2 =1, d’ou par intégration

1

1

y(t)
Cette formule donne deuz solutions, définies respectivement sur | — oo, —C| et | — C, +o0[, ces

solutions sont maximales, mais pas globales.

En fait y(t) = 0 est la seule solution globale.

Régularité des solutions

Rappelons qu’une fonction est dite de classe C* si elle admet des dérivées partielles continues
jusqu’a l'ordre k.

f:UCRxR™— R™ est de classe C¥, toute solution de (1) , v/ = f(t,y) est de classe C**!.
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2.2.2 Equation intégrale et ’application de la théorie des points fixes

La preuve repose sur la transformation de 1’équation différentielle et I’application de la théorie
des points fixes. En intégrant les deux cotés, toute fonction satisfaisant ’équation différentielle

doit également satisfaire I’équation intégrale.

y(t) —y(to) = /t f(s,9(s))ds.

Une simple preuve de 'éxistence de la solution est obtenue par approximations successives.
Dans ce contexte, la méthode est connue sous le nom d’itération de Picard.

On pose :po(t) = yo et
t
er+1(t) = Yo +/ f(s,0x(s))ds.
to

On peut alors montrer, en utilisant le théoréme du point fixe de Banach, que la suite de (itération
de Picard) ¢, Une application du lemme de Gronwall & |p(t) — W(t)|, ou ¢ et ¥ sont deux
solutions, montrer que (t) = W(t) prouvant ainsi l'unicité globale (I'unicité locale est une
conséquence de I'unicité du point fixe de Banach).

Preuve .
On pose : Cyup = 1,(to) % By(yo)-

Avec : I,(tg) = [to — a,to + al, By(yo) = [to — b, o + b].

C’est le cylindre compact ot f est defini. Posons

M = Supc, )l fII-

Soit L la constante de Lipchitz de f par rapport a la seconde variable.
Nous allons appliquer théoréme de point fixe de Banach en utilisant la métrique sur C'(1,(to), By(yo))

induite par la norme uniforme
[elloo = suprer,|o(E)]-

Nous définissons un opérateur entre deux espaces fonctionnels de fonctions continues, 1’opéra-

teur de Picard, comme suit :

T: C(Ia(t0>, Bb(yo)) — C(Ia(t0>a Bb(?JO)),

definit par :

LCo(t) = yo + /tf(s,w(s))ds.

to
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Nous lui imposons qu’il est bien défini, en d’autres termes, que son image doit étre une fontion
prenant des valeurs sur By(yp), ou de maniére équivalente, que la norme de I'p(t) — yo

est inferieur & b, qui peut étre redressé

ITe(t) = goll = Il fy, f(s,0()dsll < fi, [1f (s, 0(5)llds < Mt —to| < Ma <b.

La derniére étape est I'imposition, donc nous imposons l'exigence a < %
Imposons maintenant & l'opérateur de Picard d’étre une contraction sous certaines hypothéses
sur a (que plus tard nous pourrons omettre).

Soient 1, 2 € C(Iu(to), By(yo)) , On applique le théoréme de point fixe de Banach :
ITe1 = Tpaloe < gllor = walloo-
Pour ¢ < 1. Soit ¢ tel que
[Tp1 — Tpalloo = [|(Tpr — Tp2) (D).

Puis en utilisant la définition de I’

/ (F(s,01(5)) — £ (5, 0als)))ds

to

I(Cgs = Ton) (8)] = ]

A
=~
@
5

(s)) = f(s,02(s)) ds

IN

L[ llei(s) = wa(s)llds

to

< Lafer — ¢2lo-

Il s’agit bien dune contraction si a < %

Nous avons établi que 'opérateur de Picard est une contraction sur les espaces de Banach avec
la métrique induite par la norme uniforme. Ceci nous permet d’appliquer le théoréme de point
fixe de Banach pour conclure que 'opérateur admet un point fixe unique. En particulier , il
existe une fonction unique ¢ € C'(1,(ty), Bo(vo)),

tel que ' = ¢ cette fonction est la solution unique du probleme de valeur initiale, valable sur

I'intervalle I, ou a satisfait la condition

< mi b 1
a<ming—,—,.
M’ L
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Exemple 2.2.3. On cherche une fonction inconnue y(t) vérifiant l’equation intégrale suivante :
t
y(t) = yo +/ a.y(s)ds.
to
Dans la suite on va travailler dans un cadre plus pratique (mais la méthode est la méme que

dans le cas abstrait).

1 t
o) =5+ [ 2lo)ds.
1
Approzimation successives : yo(t) = z,41(t) = 3(1+ 20t — 1)),52(t) = (1 +2(t — 1) +

1
3
22(t2—1)2)7y3(t) _ % (1 +2(t—1)+ 22(1:2—1)2 + 23(?53—!1)?’) .......
Ou bien, on définit l'opérateur de Picard :T' : Cy|—2,4] — Cy[—2,4] tel que
1 t
C(y)(t) = 3 —1—/1 2y(s)ds.

Notre probleme devient sous cet angle en probléme de point fize de I' (un point fize pour T' est
une fonction continue).

On remarque que pour tout t € [—2,4],

2n|t _ 1’71 6™ 6126n—12 6126n—12 6126n—12
n(t) = Yn—1(t)] = ——F— < = < < =

[y () = yna (1) n! n! = 12113.14..n = 12112.12...12  1212n— 12612

Ceci montre que la suite y,(t) forme une suite de cauchy pour la norme sup de Co[—2,4] et

donc converge uniformément vers une fonction limite y(t).

On a la chance de connaitre une expression explicite de y(t) :

1
) = — 21
y(t) 3¢

Vérifions que y(t) est bien une solution de notre équation intégrale.

Approximations successives :(avec tg =0)
Yo(t) = o
t
y1(t) = yo + / ayods = yo + ayot
0

t CL2t2
y2(t) = yo + / a(yo + ayos)ds = yo (1 + at + T)
0

(t) Lra+ EE 2
W(t) =z at + — + ... .
Y 0 2 n!

Converge quand n — 400 vers yopexp(at).
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2.2.3 Equation et inéquation intégrales, Lemme de Gronwall

Problémel
Cherchons les solutions continue de I’equation intégrale y(t) = f(f y(s)ds.
On voit que y = 0 est bien une solution. Mais y a-t-il d’autres solutions On a en effet un résultat

d’unicité plus fort :

Lemme 2.2.1. Soit L > 0. Sty € C([0,T]) est une solution de l’inéquation intégrale :

¢
0<y(t) < L/ y(s)ds, VO<t<T. (2.7)
0

Preuve .

Soit M = Supjpy = Maxpu. Par continuité, on a M < +o00. Alors

y(t) < M — y(s) < M D’aprés (1) on’a :

y(t) < LMt — y(s) < LMs D’aprés (1) on’a :

y(t) < MLQQt2 ..... L y(t) < MEEZ — 0 quand n — +o00

Vrai Vn d’ou y(t) = 0. ]
Probléme 2

Cherchons les solutions continues de I’équation intégrale y(t) = yo + L fg y(s)ds.

On voit que y(t) = yoe’* est bien une solution. Mais y a-t-il d’autres solutions.

Lemme 2.2.2. Soit yo > 0. Si y € C([0,T]) est une solution de l'inéquation intégrale
t
0 <y(t) Syo+L/ y(s)ds, Y0<t<T.
0

Alors y(t) < yoett, VOt <T.

Preuve . Posons y(t) = yoe™tu(t).

Nous allons montrer que u(t) < 1. Notons que u(0) < 1.

Soit M > 1 et supposons par absurde que 'ensemble I, = {0 <t < T : u(t) > M} soit non
vide.

Posons t* sa borne inférieure. par continuité (car u(0) < 1) u(t*) = M. On a

t* t*
o u(t*) = y(t*) < yo + L/ y(s)ds = yo + / Lyoe™*u(s)ds < yo + yoMe™" — yoM.
0 0
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Dou 0 < yo(1 — M). Donc M < 1, contraire & ’hypothése. L’ensemble Ij; est donc vide et
wt) <1, YO<t<T. n

Probléme de Cauchy : équation différentielle

&= fty)
y(to) = wo
Probléme de point fixe de Picard :

t
y(t) = o +/ f(s,y(s))ds.
to
Proposition 2.2.1. Soit Q@ C R x R"™ un ouvert, (to;yo) € Q. Soit

y: I — R" continue avec
(t,y(t)) e QVtel

Alors : y(t) est solution de Cauchy (et donc C') si et seulement si elle est solution de (Picard).

Preuve .

1. Cauchy=- Picard

Si y(t) est une solution C'* au probléme de Cauchy, alors
tdy t
vty =tto) + [ L) =+ [ Fls(s)as
to dS to

2. Picard = Cauchy
Puisque I 3 s — y(s) et (s,y) € Q@ — f(s,y) sont continues, la composée t — f(t,y(t))
: - PN t
est continue. Par le théoréme fondamental d’intégration, %Lo v(s,y(s))ds = f(t,y(t))
existe et continue. Comme y(t) = yo + fti f(s,y(s))ds, la fonction y(t) est bien C! et elle

est solution du probléme de Cauchy.
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2.2.4 Le Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Ce théoréme est une application du théoréme de point fixe de Picard. En effet, nous verrons
qu’une facon de démontrer est d’appliquer le théoréme précédent avec E un ensemble de fonc-
tions et ¢ une application bien choisie.

Soient U un ouvert de R x R™ et f : U — R™ une application continue. On introduit le pro-
bléme de Cauchy suivant :

Etant donnée (o, yo) € U, trouver une solution y : I C R — R™ de ’équation différentielle
y' = f(t,y). (t,y) € U telle que to € I et y(to) = yo.

Définition 2.2.6. Soient T' > 0 et 19 > 0. On dit que C' = [ty — T, to + T| x Bf(yo,70) est
un cylindre de sécurité pour probléme de Cauchy si toute solution y : I — R™ du probléme de

cauchy y(to) = yo avec : I C [to — T, to+ T'] reste contenue dans By(yo, o).

Définition 2.2.7. f est localement Lipschitzienne par rapport a la variable y sur U si

Y(ro,yo) € U, il existe un voisinage V' de (rg,yo) dans U et une constante k = k(V') telle que
v(ta yl)a (t7y2) S V: on ait Hf(tyl) - f(t7y2)H S kHyl - yQH

Théoréme 2.2.2. (cauchy-Lipchitz)(Existence et unicité locale)

Si f U — R™ est continue et localement Lipchitzienne par rapport a y sur U, alors pour tout
cylindre de sécurité C = [ty —T,to+T] x Bf(yo,70), le probléeme de Cauchy admet une unique
solution y : [to — T, to +T] — U.

De plus, si on pose ®(y)(t) = yo + fti f(u,y(u))du, il existe p € N tel que itérée OP(z) converge

uniformément vers la solution exacte.

Preuve . : On commence par construire un cylindre de sécurité pour probléme de Cauchy.
Soit V' un voisinage de (g, yo) sur lequel f est k-Lipschitzienne par rapport a y,

et soient Ty > 0 et Cy = [tg — To, to + To] X B(yo,70) C V un cylindre. Cy est un fermé borné
de R™*! donc compact, et on en déduit alors que f est bornée sur Cj.

Soit M = Supg yyec, || f(t, y(t))]|. On pose T' = min(Tp, 1)

On va montrer que C' = [tog — Tty + 1] x By(yo,70) est un cylindre de sécurité pour probléme
de Cauchy.

Soit y : I C [to — T,to +T] — R™ avec y(ty) = yo et ¢y = f(t,y) Vt € I. Supposons qu’il
existe 7 € [to,to + T tel que y(7) n’appartient pas Bj(yo,70). De plus, supposons que
J = {t € [to,to + T[: y(t) n’appartient pas Bj(yo,70)} soit non vide. On pose 7 = infJ.
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Alors Vt € [to, 7[ on a y(t) € Bf(yo,70), et de plus d(yo,y(7)) = r9. Comme (¢, y(t)) € Co,

Vt € [to, 7] et ¥/ = f(t,y) on a, par le théoréme des Accroisement finis,

ro = llyo —y(T)Il = lly(to) = y(PII < [to = Tlsupseo.n1y ()] < MT < ro.

Donc par passage a la limite (By(yo,70) étant fermé) on a y(t) € By(yo,70)Vt € [to, to+T|N 1.
De méme on montre que y(t) € By(yo, ro)Vt € [to — T, to] N I et donc y(t) € By(yo, 7o)Vt € 1.
Dans la suite on travaille avec ce cylindre de sécurité. On remarque que par construction on a
Supc|f| = M et f est k-lipschitzienne par rapport a y sur C.

On note F' = C%([tg — T, to + T, B(yo, 70)) muni de la distance d = ||.|| .

Vy € F on associe ®(y) définie par :

@w@=%+[fwmme

On montre d’abord 1’équivalence suivante :y est solution de 1’équation différentielle si et seule-
ment si y est un point fixe de P :

(<) Supposons y est un point fixe de ¢ .

Alors Vy € Fron a ®(y) =y d’ou y(t) = yo + j;z f(u,y(u))du.

Or f est continue sur U. De plus, y est dérivable sur [Ty —t, Tp +t] et sa dérivée égale f(t,y(t)),
ie. y'(t) = f(t,y(t)) . On a aussi y(to) = yo + ftzo f(u,y(u))du = yo. Donc f est solution du
probléme de Cauchy.

(=) Supposons maintenant que y est solution de I’équation différentielle. On a alors

y(t) = f(ty(@)) et y(to) = yo -
On peut intégrer y' par rapport a u car y'(u) = f(u,y(u)) et u — f(u,y(u)) est continue sur

un segment et donc intégrable sur ce meme segment. Alors on obtient :

[ywm:lfmwwwzwwgfwm—wwam—%

Donc, on a bien y(t) = yo + ftz fu,y(u))du = ®(y)(t) et donc y est point fixe .

On veut appliquer le théoréme du point fixe & ®F (pour p bien choisi).

1. On montre d’abord que ® est une application de F' dans F. Pour cela on montre que
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O(y)(t) € Bf(yo,r0)Vt € [to—T, to+T]. Soit y € F'. On remarque que sit € [to—T,to+7T],

12(w)(t) = ol =

A}wmwmt

t
S(/WWWMMM
t
’ t
< M/ du
to
< Mt —tof
S A[]jfgrg

Donc : Vt € [to — T,to + T), ®(y)(t) € Bf(yo,70) d'ou ®(y) € F et on a évidemment la
stabilité de F' par ®P.

2. On montre maintenant que ®? est contractante. Soient y, z € F. On note y, = ®P(y)

et z, = PP(z),Vp € N*. Par récurrence sur p on montre qu’on a :

d(y, z).

t—tol?P
lp(t) — ()] < k=l

Initialisation : C’est évident dans le cas p = 0.

Généralisation : Supposons que pour un certain entier p quelconque mais fixé on ait alors

[ ) = )

to

[Yps1(t) — zpya(t) <

t — t.lP
< /k.kpm—'to'd(y,z)du
to p:
kp+1 t
< —d(y. 2) / |u — to|Pdu
b: to

Lpt1 — a1 U=t t — tolPt1
= dm>Fl—i'] =l ),

p! p+1 (p+1)!

u=to

Ce qui achéve la récurrence.
Comme |t —to| < T, on a d(y,, 2,(t)) < k:p%d(y, z), donc ® est lipschitzienne de rapport
kp% Et il existe un p € N* tel que k’”% <1 (car limp_,Jrookp% =0 ). Donc, pour ¢ > p,

®7 est contractante.

3. On déduit du théoréme du point fixe que ®? admet un unique point fixe y. De plus
DU P(y)) = P(PI(y)) = P(y) donc P(y) est un point fixe de 7, et par unicité du point
fixe de 9 on a P(y) = y.
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Comme les points fixes de ® sont des points fixes de ®¢ on en déduit que y est I'unique

point fixe de ®. Finalement, y est 'unique solution de probléme.

2.2.5 Existence globale

On peut parfois montrer que toutes les solutions maximales sont globales. C’est le cas ou la
fonction f est définie sur X tout entier et si elle est globalement Lipchitzienne alors il n’y a pas
de risque de sortir de son domaine de définition, ni du domaine de validité de sa constante de

Lipschitz.

Théoréme 2.2.3. On suppose f € C(I x X, X) et globalement Lipchitzienne par rapport a u.
Alors, quel que soit (tg,ug) € I x X, il existe (un unique) u € C(I, X) solution de probleme de
Cauchy.

Preuve . Reprendre la démonstration du théoréme précedent, en utilisant la constante de
Lipschitz globale de f, quels que soient a, b tels que ty € [a,b] C I, on construit une suite de

solutions approchées (u™) qui est de cauchy dans C([a, ], X). [




Chapitre 3
Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre nous nous intéressons au calcul intégral fractionnaire et dérivation frac-
tionnaire. on va définir l'intégrale d’ordre fractionnaire au sens de Riemann- Liouville. Nous
définissons certaines fonctions utiles telles que la fonction Gamma, la fonction Béta et la fonc-
tion d’Erreur. Ces fonctions jouent un roéle trés important dans la théorie du calcul diférentiel
d’ordre fractionnaire. De telles fonctions sont dites Fonctions spéciales.

On introduit la notion de dérivation fractionnaire. On s’intéresse aux deux méthodes de déri-

vation les plus utilisées : la méthode de Riemann-Liouville et la méthode de Caputo .

3.1 Fonctions Mathématiques Utiles

Dans cette section nous présentons certaines théories qui concernent des fonctions spéciales
qui sont utilisées dans les chapitres, nous donnons ici les définitions des fonctions Gamma et la
fonction Béta. Ces fonctions jouent un role important dans la théorie de différentiation d’ordre

arbitraire et dans la théorie des équations différentielles d’ordre fractionnaire.

3.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel & tous les

nombres réels. Elle est défnie par une intégrale impropre.
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Définition 3.1.1. /5]
La fonction Gamma est défnie par l'intégrale suivante :
+00
I(z) = / 14t Re(x) > 0. (3.1)
0
En utilisant les relations de récursion que nous pouvons obtenir des formules
['(z+1) =2l'(z), Re(zx) >0, (3.2)
en particulier
['(z)=(x—1)!, VzeN. (3.3)
Comme conséquence de cette propriété, on a :
Fz+1)=2z!, Vel (3.4)

Ce qui permet de dire que la fonction Gamma généralise la notion de factoriel.

Cas particuliers

r <n+ 1) = (2n)!\/%.

2] 922np)

Exemple 3.1.1. Pour x = 5 on a par définition :

1 +o0
r (—) :/ e i3 dt,
2 0

N[

posons

donc
dt = 2udu
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1l s’ensuit :
“+o0
r (1) = / l(3_“22ualu
2 0o U
+o0 9
= 2 / e du.
0

d’ot

On définit la fonction Gamma incompléte par :

1 Hoo
(o, t) = ol 0.
(o, t) F(a)ta/o e "z dr, a>

3.1.2 Fonction Béta

Comme la fonction gamma, la fonction béta est elle aussi définie par une intégrale impropre.
Définition 3.1.2. [5/

La fonction Béta est définie par :

1
B(z,y) :/ 1=t tdt, x,y > 0. (3.5)
0

Le changement de variable
u=1-—t

permet de montrer que la fonction Béta est symétrique c’est-a-dire que :
B(z,y) = B(y, x).

Elle peut prendre aussi les formes intégrales suivantes :

1 a
B({E, y) = a$+y_1 / tz—l(a - t)y_ldt
0

B(l"y) :/0+OO( -1

——dt
1+t)mty

B(z,y) Z/ sin?* () cos® " (0)d6.
0
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Proposition 3.1.1. /5/
La fonction Béta est reliée aux fonction Gamma par la relation suivante :

Vr,y > 0,0n a :

I'(2)T'(y)
B(x,y) = ——=. 3.6
@)= Fo (3.6
Preuve .
+oo +o0
P(a)T(y) — / / Lot et gy dt,
0 0
+oo +oo
= / ! (/ tg_le_ltlththg) dty.
0 0
En effectuant le changement de variable
ty = t1 + to.
On trouve
+oo
D(x)(y) = / o 1dt1/ (th — t,)Y " te 2L,
0
— / —tzdt’/ (th — 1)V~ 1 dt.
0
Si on pose t] = t, , on arrive a :
+00 , 1
= [Tt ([ ity - dayan)
0 0
+o0 , L
= [ et (@ Bey)
0
+00 ,
= [ ety
0
= I'(z +y)B(z,y).
Ce qui donne le résultat désiré. |

3.1.3 Fonction Erreur

La fonction Erreur est définie par l'intégrale suivante :

Erf(z \/_/ ~dt, v € R. (3.7)
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La fonction Erreur Complémentaire notée Erfc est définie par :

Erfe(x) =1— Erf(x). (3.8)
Comme conséquences on a :
Erf(0) =0,
et
Erf(oo) = 1.

3.2 Formule de Dirichlet

Soient h(z;y) une fonction continue et «, 8 deux réels positifs. L’expression suivante est dite

formule de Dirichlet.
t x t t
/ (t — 2)* e / (& — 9)P bz, y)dy = / dy / (t — 2z — )P "h(z, y)de.
0 0 0 Y

Certains cas particuliers de la formule de Dirichlet sont d’'un intérét particulier.

Par exemple, si on prend

h(z,y) = g(z)f(y),
et

Alors :
/0 (t — 2)* e / ( — )" f(y)dy = B(ov, §) / (=g fy)dy  (3.9)

ol B est la fonction béta.

3.3 Intégration Fractionnaire

Dans cette section, on va définir I'intégrale d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

3.3.1 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a; 0]

Définition 3.3.1. Soit f : [a,b) —> R une fonction continue. La primitive de f est donnée

par :

15w = [ s
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Proposition 3.3.1. Soit f : [a,b) — R une fonction continue. La primitive d’ordre n de f

est donnée par :
n _ 1 ’ _ #\(n=1)
]a f(flf) - (n - 1)| \/a (I t) ! f(t)dt

Preuve . En effet, les primitives d’ordre supérieur sont données par :

mo- [ )

alors

De méme on a

Lf() =

et

1) = [ () ds

Par récurence, on a :
1 f(x) =

qui est la formule recherchée.

eyl A AR

On adopte alors, la définition suivante :
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3.3.2 L’integrale de Riemann-Liouville

Définition 3.3.2. Soient o un réel positif et f : [a,b) — R une fonction continue. On appelle

intégrale de Riemann-Liouville d’ordre o de f l'intégrale suivante :

1 x
I9f(z) = —— — )V f(t)dt. 3.10
2@ = 50 | @05 (3.10)
Proposition 3.3.2. Pour toute fonction continue f, on a :
1.
L3I f(2) = 1P f(x), a 5> 0, (3.11)
2. p
L) = @), a> 1 (312)
x
Preuve . On montre la premiére égalité.

@) = / = s (1 (s)) ds

I3 (I f(x)) =

= 1 [ ()
D’ou la premiére égalité.
On montre maintenant la deuxieme égalité.

) = 4 (r [@-ortron)
_ ﬁ% (/j(x—t)a—lf(t)dQ

)*~1 sont continues donc I’application :

puisque f(t) et (z —t

t— (z =) f(t)
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est continue, et on a Alors :
d @ — 1 td a—1
S = o [ 2 =)
1 €T
- f | e DE—0
—1 z
- = T‘)F(a — / (x — 022 f(t)dt
1 x
- = 1>/ (x — 1)° f(t)dt
= ;7' f(2)
d’otu le résultat. n

3.3.3 Exemples d’intégrales d’ordre fractionnaire
Exemple 3.3.1. Considérons la fonction
flx) =a’.

En remplagant dans la définition de lintégrale de Riemann-Liouville, on obtient :

1 T
%P = —/ r— ) Pdt.
oy J, 70

En faisant le changement de variable :

t
u = —
T
on obtient :
B 1 ! 1 1 8
%2 = —/ 1 —w)* 2% (zu)’zdu
fa [ @
_ b il /1 u’ (1 —u)* du
F(a) 0
1
= ——B 1
Mo+ B+1)
d’on :

r 1
[axﬁ _ (ﬁ + ) :L_aJrB'

[Na+B+1)
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La formule précédente est une généralisation du cas o = 1.

En effet, pour o =1 on obtient :
J - (B + 1)xﬂ+1
LB +2)
_ F(ﬁ + 1> xﬁﬂ
B+ DB +1)
1

_ B+1

A

(8+1)

et pour $=0;1;2 on a :

1 I'(1) 1
T 5 ™

1

En particulier, pour o = 3

1
v @) “ 3V
1 r'a3) s 16
[2 2 — 2 = —
’ " " 15
De ce qui précéde,on déduit que lintégrale fractionnaire d’ordre oo d’une constante k est donnée
par :
k
1k = ———a°.
Ta+1)
Exemple 3.3.2. Soient a > 0,8 > —1 et f(z) = (z — a)?, alors :
1 X
(I2f) (x) = —/ (z —t)* 7t — a)Pdt. (3.13)
I'(a) Jo

En effectuant le changement de variable
t=a+(x—a)yy (0D<y<I)
alors (3.13) devient

(L)) =

x

(x —t)* Nt — a)’dt

(¢ —a—(z—a)y)" " [t +(x—a)y—a]’ (x —a)dy

‘ -

I
=l
—

=
£

1

1 a—
= [(x —a)(1— )" (x — a) Ty dy
0
_ ( ) / a 1 ﬁdy
0‘) 0
aa—i—,B 1
_ ) / a 1 (8+1) ldy
a) 0
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En tenant compte de la fonction Béta (3.5)puis de la relation (3.6)on arrive a :

rne = 0 s
¢ ['(a) ’
(z —a)*PPT()T (o, B+ 1)
I'(a) [Na+B+1)
F]- + ﬂ) a+pB
F(a+6+1)(x_a> '

Ainsi on obtient K64 1)
T BY __ + _ a+pB
(13t a))_—I’(a+ﬁ+1)(x ).

(3.14)

3.4 Dérivées de l'intégrale fractionnaire et 1’'integrale frac-

tionnaire de dérivées

Théoréme 3.4.1. Soient o > 0 et f une fonction continue sur J =[0;b). Si Df est continue

alors pour tout x >0 on a :
DI f(x)] = I* [Df ()] + 5 2
Preuve . Par définition on a
(@) = s [ =0 s
I'(a) Jo
En faisant le changement de variable :
t=x—3s5

avec
et

alors on obtient

ce qui se simplifie &

(3.15)
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En utilisant la régle d’intégration de Leibniz

b(t) bit)
% [ ; f(t,x)dm] = f(t, b(t))b/(t)+/o %f(t,x)dx.

On a alors o

DI[I“f(z)] = b f(0)az* ™ + /w i(x — M) ds

C T(a+1) o dx ‘
Maintenant, si on inverse le changement de variable, (i.e)
t=2—s
donc .
ds = —Xslf)‘dt
on obtient £0) . 0 .
D(I* = aml —f(t) [ —=s*) dt.
(%7 () aF(a)ax * al'(a) /:B d:z:f( ) ( 2 )

En conclusion, depuis A = é et s = (v — tﬁ I’équation précédente simplifie &

DU )] = fe s [ o= 0 s

ce qui implique que

3.5 Dérivation fractionnaire

3.5.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’idée est de définir la dérivée fractionnaire en utilisant la définition de I'intégrale fraction-

naire.

Définition 3.5.1. Soitn —1 < a <n avecn € N. La dérivée d’ordre o« au sens de Riemann-

Liouwville d’une fonction f est définie par :

D*f(z) = D"(I"f(x))
AN
- (@> / (z — )" f (1) dt
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St on suppose que :

B=n—a, avec 0<pf <1,
On a alors :
D°f(x) = D" (I°f(x)).
Théoréme 3.5.1. [1, 7]

Soient [ et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre «

existent. Alors pour A\, € R,D¥(\f + png) existe et on a :

Dy (Af + pg) () = M(Dgf) () + 1 (Dgg) (x).

Proprietés 3.5.1. [1, 7/
Sotent a, B >0 tels quen —1<a<n,m—1<<m.
1. Pour f € L'([a,b]), I’égalité :
Dg(Igf(8) = f(t)
est vrai pour presque tout x € [a,b].

2. Sia>pB>0, alors pour f € L'([a,b]), la relation :

DI (Dgf) () = (1P f)(=)
est vrai presque partout sur |a, b].

3. Si B>a>0 etla dérivée fractionnaire D~ f existe, alors on a :

DI (I*f)(z) = (D" f)(@)

4. Si f € L'([a,b]) et I"*)f € AC™([a,b]) avec n = [R(a) + 1], alors :

. . n—1 l’_aj n+a ) d J _—
IHETIIE erj—nwmx% () s @

Exemple 3.5.1. Soit) <n —1 < a < n. Considérons la fonction mondéme

flz)=2a" pn>0.
La dérivée d’ordre o de [ est donnée par :

Df(x) = D" [I"" ) a#]
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Pourn=1, ona:

Def(z) = DY IU®gH]
= Dl[]ﬁx“]’ f=1-aq,

par suite :

Dkt — Dl F(M + 1) B+

R CEYESE
C(p+1) B+p—1
— + H
IR
_ F(:u + 1) lﬁ—l—u—l
I8+ w)
comme [ =1— «, on obtient alors :
pogn — L+l
Flp—a+1)
Sta=1
Dll"u — F(lu + 1)1'“_1
()
— /’LF(/’L) x,u—l
()
d
— 2 on
dz"
On retrouve alors la dériavation classique .
Sipu=0
D = D°1
r
= &x_a
I'l—a)
—_ 1 —Q
T - a)$
# 0.

1l est alors important de noter que la dérivée au sens de Riemann- Liouville d’une constante

n’est pas forcément nulle.




3.5 Dérivation fractionnaire

44

Résumons quelques dérives fractionnaires de fonctions élementaires :

1 =1 _1
fl@) | Dif(z)=D"|D7 f(x) Dt = ol
20 D2z = D' [2\/Z] = S D%fhzgéwm%lz-ga
zt Dzz! = D! E %3 = 2\/§ Dzt = g((é))x% = 2\/§
7 Dzz? = D! 2 fr—s 8 %3 Dag? = g((g))xg =$ %3

3.5.2 La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un roéle important

dans le développement du calcul fractionnaire, & cause de ses applications dans les Mathéma-

tiques pures et appliquées. Cependant, étant donnée que la dérivée au sens de Riemann-Liouville

d’une constante n’est pas nulle et que les conditions initiales du probléme de cauchy sont expri-

mées par des dérivées d’ordre fractionnaire, Caputo propose une autre approche ot la dérivée de

la constante est nulle et que les conditions initiales sont exprimées comme dans le cas classique

par des dérivées d’ordre entier.

Définition 3.5.2. Soient 0 <n —1 < a <n et f une fonction de classe C™(|a;b]). La dérivée

de Caputo d’ordre o de la fonction f est définie par :

(r) =

CDaf

(D" f(x))

1

Exemple 3.5.2. Considérons la fonction

Pour0<n—-1<a<n,ona:

ou

par suite

m (r<

L(B+1)
b+1—n

DaP =

f(x) = 2”.

D°f(x) = I""*(D"z")

") =1

r

I'p+1)
TTB+1-n)

(5+1)

)

1

B+1—n)l'(n—«

) () — gyl
F(n—a)/a F)( t) dt.

/ (z — )" P at
) Jo
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on fait le changement de variable :

qui tmplique
dt = zdy,

on obtient, alors

T 1
/ (x —t)y" W ar = / (z — 2y)" " (y2) "zdy
0 0
1
— / xnfafl(l . y)nfaflyﬁfnxﬁfrﬂrldy
0
1
= / (1 —y) Ty Ty
0

1
= 2’ / (1—y) oty dy
0

= 2*B(n—a,B—n+1)
xﬂ—ar(n_a)l—‘(B_n—i_ 1)

Hg—-—n+1)
D’ou :
- ( L(B+1) xﬂ_n> _ T+ L T-—al@B-n+l) 5.,
r+1-n) F'+1-—n)T'(n—a) I'(g—n+1)
et finalement, on obtient : L8+ 1)
o + —a
D = mmﬁ )

En particulier, pour 5 =0, on a :
D% = D*1 = 0.

Contrairement a la dérivation de Riemann-Liouvuille, la dérivée d’ordre fractionnaire au sens

de Caputo d’une constante est nulle.

3.5.3 Relation entre ’approche de Riemann-Liouville et celle de Ca-

puto

Le théoreme suivants établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de caputo et celle au
sens de Riemann-Liouville.
On note par #DY la dérivée au sens de Riemann-Liouville et par ¢ D2 la dérivée fractionnaire

au sens de Caputo.
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Théoréme 3.5.2. Soitn — 1 < o <n, (n € N*) Supposons que f est une fonction telle que

CDa R Da Z f )(f ; j_);nQ‘ (316)

De la relation (3.16), on déduit que si
fM =0 m=1,2,...,n—1

on aura

CDa R Da
et les deux définitions sont alors équivalentes.
Sia =0, la formule (3.12) se réduit a :

CDOL R DOA _ nzl f(m) (x — a>m_a (3 17)
— Bm—a+1) '

3.5.4 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

1. Linéarité

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

D*(Af(t) + pg(t)) = AD*f(t) + pD*g(t).

2. La régle de Leibniz

Pour n entier on a

dtm

k=0
La généralisation de cette formule nous donne

n

D(f(t)g(t) = Y () S (ODPg(t) + Ry (t).

k=0
oun>a+1et

Ri0) = s [ (= atyar [ £ - g

avec lim,, ., RY(t) = 0. Si f et g sont continues dans [a; t] ainsi que toutes leurs dérivées,

la formule devient : .

D(f(t)g(t)) =Y (7) fP 1) D Ng(t).
k=0
D% est la dérivée fractionnaire au sens de au sens de Riemann-Liouville.
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3.6 Lemmes fondamentaux

Lemme 3.6.1. Soit a > 0; alors l’équation différentielle
°“D*h(t) =0
admet les solutions h(t) = co+ c1t™ + ...+ cp1t" ', ¢ € Ri=0,1,2..n— 1,n = [o] + 1.
Lemme 3.6.2. Soit a > 0, alors
I1°°D*h(t) = h(t) + co + c1t + cot® + ... + ¢yt
pour¢; € R,i=0,1,2,...,n, n=[o] + 1.
Preuve . On a par la définition de la dérivée fractionaire de Caputo
°Deh(t) = I""*h™ (1),
on applique 'opérateur de l'intégrale fractionnaire aux deux membres de 1’égalité

I1°Dh(t) = II"*h™(t)
= I""'D"h(t)

(AN
- h(t)—zmg% (%> I""h(t)

= h(t) - ; F(ﬂt_—;ﬂﬂ) ((%)—J h(t)) (0)
n tn,j '
= h(t)=)_ mh(”’”(o).

par le changement de variable £ = n — j on obtient :

1°°D°h(t) = h(t)—ZT




Chapitre 4

Etude d’un probléme fractionnaire de

type de Cauchey avec poids

4.1 Probléme fractionnaire de type Cauchy de Riemann-

Liouville

4.1.1 Position du probléme

On considére le probléme fractionnaire de type Cauchy suivant :
Du(z) = f(z,u(z)); 0<a<T (4.1)

lim z' *u(z) = 4.2
lim @ u(z) = up, (4.2)

ou f est une fonction continue sur G =|0, T x|ug — d, ug x §] pour (§ > 0) et D* est 'opérateur
de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre « €]0, 1[ défini par :
Doule) = — (i> / “(r = ) u(t)dt. (4.3)
['l—«a) \dz) J,
On s’interesse ici des solutions continues. Pour cela, et en tenant compte aussi de la condition

aux limites (4.2), on va chercher a résoudre le probléme dans l'espace

z—0t

X = {f 10, T] — R continue et lim ' “f(x) ea:z'ste} : (4.4)

Il est clair que pour toute fonction f € X, la fonction (.)~*f(.) est prolongeable par continuité
sur [0,77], de plus f est définie sur |0,77], d’ou l'espace X est identifié a l'espace C;_,([0,7T])

défini par I'espace des fonctions continues avec poids et on a donc :
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Théoréme 4.1.1. L’espace X défini par(4.4), muni de la norme :

I f|lx = supsepory |2 f(2)] (4.5)

est un espace de Banach.

4.1.2 Reéduction du probléme & une équation intégrale de Volterra

Le point de départ pour la transformation du probléme & une équation intégrale sera la

proposition suivante :

Proposition 4.1.1. Soient f une fonction continue sur la,b] et a €]0,1[. Si

limz' ™ f(z) = ¢
z—0

alors :

lim (I'"°f) (z) = I'(«).

z—0t

Preuve . Puisque lim,_,o+ z!7f(2) = ¢, on a
Ve' > 0;36(¢') tel que pour 0<t<d:|t'f(t)—c| <¢. (4.6)
D’aprés la relation (3.14) on a
L(a) = (I'""*)*") (z). (4.7)

En introduisant la définition de l'opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville

donné par (3.10) , ainsi que la relation (4.7) , on obtient :

(1) (@) = eD(@)| = [(I"™"f)(x) = (I~ ()]
= |17 (f(2) — ct*7) ()]

! ’ e — s Hds
= ’m/ﬂ (t—s)""(f(z) )d
< F(ll—oz/o (t—s)"*|f(s) —es* | ds
1 ’ —a ja—1|_1-«a
< m/o (t—s)"*.s" s f(s) — | ds.

Maintenant si on prend 0 < x < ¢ alors 0 <t < x < 4 , et donc d’aprés (4.6) on arrive a

/

(I f(z) — T(0)| < m/o (t— 5)~.s" ds

= . (I'"*s"7) ().
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Ainsi d’aprés (4.7) on trouve

|(I'%F) (z) — I'(@)| < €.T(a). (4.8)

11 suffit alors de choisir € = @ pour aboutir au résultat désiré . [

Théoréme 4.1.2. Siu € C(]0,T|), alors u satisfait (4.1)-(4.2) si et seulement si u satisfait

I’équation intégrale suivante :

1

) = w2 + s /O ( — £ L £ (¢, u(t))dt. (4.9)

Preuve . On a pour z €]0, 7]

Du() = f(x,u(x)).

En composant par 'opérateur d’intégration d’ordre v dans les deux codtés de ’équation préceé-

dente , on obtient :

I(D%) = I*(f (., u(.)))(x). (4.10)
D’autre part , notons que la propriété (4) de la proposition (3.5.1) devient pour 0 < a < 1 :
(D51 (2) = o) = 0 lim (1270) (o) (a.11)

Donc en appliquant (4.11) & u pour a = 0 et tenant compte de la proposition (4.1.1) et la
condition (4.2) , on obtient
I? (D%u(x)) = u(z) — up. (4.12)

D’autre part, d’apés la définition (3.10), on a :

I f (o, u(z)) = ﬁ /O " P u() (o — 1) dt, (4.13)
Enfin , avec (4.12) et (4.13), 'équation (4.10) devient
u(z) = g™t + ﬁ /Om(x —1)* L f (¢, u(t))dt. (4.14)

D’ou le résultat. n
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4.1.3 Théoréme d’existence et d’unicité

Aprés avoir transformé le probléme (4.1)-(4.2) en équation intégrale de type Volterra (4.9) dont
la solution est identifiée & un point fixe d’un opérateur, qui sera défini par la suite, on va donner
des conditions suffisantes sur f qui conduisent a ’existence et 'unicité d’une solution continue
du probléme,(4.1)-(4.2) par le principe de contraction de Banach.

Plusieurs variantes de ce genre de résultats, dans un cadre plus général et dans des espaces
différents (de fonctions absolument continues, de fonctions intégrables, d’espaces avec poids...)
peuvent étre trouvés dans [1].

On défini l'opérateur A sur X par :

a—1 L ; T — a—1 u
(Au)(z) = 2% ug + F(a)/o (x — )2 f(t, u(t))dt. (4.15)

On suppose que les hypothéses suivantes soient satisfaites :
Vy €lug — d,uo +6[: f(.,y) € X (4.16)

3L >0: |f(1',y1) - f(x7y2> < L|y1 - y2| V<$7y1)7 (l’,yg) €G (417>

c’est a dire que f est uniformément lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable.

avec
'(2a)

ToT(a)

Commencons d’abord par voir que 'opérateurA envoie X a X.

L <

(4.18)

Proposition 4.1.2. Sous les hypothéses (4.16)-(4.17), Uopérateur A est une injection continue
sur X.

Preuve . Il est clair que Au est continue sur |0, 7.

De plus, on a :

[ (Au) () — o] < 2 [ @ — @) £t ()t
1-a

()

8

<

A?x—wawv@uw>—ﬂamn+v@mamw
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Vu I'hypotheése (4.17) on a :

172 (Au)(z) — ug| < ?ij?I—w“WMW@%—wHﬁﬂtMMH
< F@jé<w—wW'mwan+Lma+mﬂaWMdt
< F(Q)L\uol/o (z — 1)~ Ldt

+ —/ (z — )t x L u(t)] 4+ 7 f (¢, ug|] dt.
(o) . [ |
Puisque u € X et d’aprés 'hypothése (4.16), il existe M tel que :

sup [L.tl_o‘|u(t)| + (¢, u0|]

(0,7]
d’ou : M. (o)
=0 (Au)(x) — uo| € ———— Llug| + ot 2. 4.19
o (Au)(o) = o] < s Pl + gy (1.19)
En faisant tendre = vers 0 dans I'inégalité (4.19), on obtient :
lim '~ (Au)(z) =
lim @ (Au)(x) = ug
parsuite Au € X. n

Theéoréme 4.1.3. Sous les hypothéses (4.16)-(4.17) et (4.18), il existe une unique solution de
I’équation intégrale (4.9) dans l’espace X.

Preuve . En tenant compte de la proposition (4.1.2), il suffit de prouver que A est un opérateur
contractant. En effet.

soient u,v € X on a :

8

)1

7 (Au) o) = (Ao)o)| < Fs [ @ =0 e ) = o)

D’aprés (4.17), on trouve alors

- L l-o ’ a—1
o) — (Ao))| < Fe [ =0 - vl

- —a/o (2 — 1)Ly () — w(t)|dt

IN

2 7 sup Y u(t) — o(t /ﬂﬁ r—t)* gt
o) Sup |u(t) — v(t)] 0( )
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En tenant compte de la norme de X définie par (4.5) et de la définition (3.10) de 'intégrale
fractionnaire, on a

Liju — vl|x

o) a0 D (a) [ (4.20)

|21 7°((Au) (z) — (Av)(@))] <

Ainsi d’aprés le résultat (3.14), I'inégalité (4.20) devient

LT ()
['(2c)

|27 ((Au)(z) — (Av)(2))] < 2%Ju = vl x.

Puisque x €]0, T, alors

LT
X ((A0)(e) ~ (A0)@)] £ Foor Tl = ol
Par suite LE(0)
o

Au— A < T u —

A vl < LT fu vl
. Donc d’aprés 'hypothése (4.18), 'opérateur A est contractant et le résultat découle alors du
théoréme (1.3.1). m

Maintenant, comme conséquence directe des théorémes (4.1.2) et (4.1.3) on a le résultat suivant :

Theéoréme 4.1.4. Sous les hypothéses (4.16)-(4.17)et (4.18), il existe une unique solution

continue du probléme fractionnaire (4.1)(4.2).

4.2 Probléme fractionnaire de type Cauchy de Caputo

Dans cette section, on s’intéresse aux des équations différentielles d’ordre fractionnaire de type

Caputo avec conditions initiales suivant :
‘D%(t) = f(t,y(t)), pour tout te J=1[0,T,0<a<l (4.21)

y(0) =20, yo€R (4.22)

Ou “D® est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J x R — R est une fonction
continue.
Des résultats d’existence et d’unicité sont obtenus pour ce probléme moyennant le théoréeme de

point fixe de Banach.
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4.2.1 Reésultats d’existence

Dans cette section, on donne les conditions I'existence et 1'unicité de la solution du probléme
(4.21)-(4.22) dans l'espace C,[0, 7] définie pour 0 < o« < 1let v € R(0 <7 < a) par

Cy = {f() -t f(t) € CI0, T], | flle, = 1" F(®)llc } (4.23)

Co[0,T) = {f(t) € [0,T] * DG f € C,[0, T} (4.24)

Notre approche est basée sur la réduction du probléme considéré en une équation intégrale de

Volterra
y() = o + ﬁ/ﬂ (t— $)* (s, y(s))ds, 0<t<T. (4.25)

Lemme 4.2.1. soit @ € R tq (0 < a <0), et soit fi_o(t) = (I;7*f).Si f(t) € C,[0,T] et
fia(t) € CI[0,T], alors

. flfa(o)
[(a)

Lemme 4.2.2. Siy € R(0 < v < 1), alors lopérateur d’intégration I, avec o € R est borné
dans C,[0,T

(I*D*f)(t) = f(t) t*~lte0,7). (4.26)

I(l 'V)
I“ <7 ———"— .
11%llc, < r(1 )HQHCW

Tout d’abord, nous établissons une équivalence entre le probleme (4.21)-(4.22) et l’équation

(4.27)

intégrale (4.25) dans Uespace C[0,T] des fonctions continues.
Lemme 4.2.3. Soit 0 < a < 1 et soit h : [0,T] — R une fonction continue. Une fonction y
est une solution de ’équation intégrale fractionnaire

y(t) = yo + ﬁ/ﬂ (t —8)* 'h(s)ds (4.28)

si et seulement si y est la solution du probleme a valeur initiale pour l’équation différentielle

fractionnaire

Doy(t) = h(t), t € [0,T] (4.29)

y(0) = o (4.30)
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Preuve . Soit y la solution de 1’équation intégrale (4.28). On commence par la vérification de

la condition initiale, on a d’aprés (4.28)

[y(t) = ol = }ﬁ/o (t — 5)° " h(s)ds]

alors

t
() — o] < Wl / (t— 5)*ds
0

[
M)

On prend la limite quand ¢ — 0, et on obtient

y(0) = vo.

Donc (4.28) vérifie la condition initiale (4.30) . Il reste & montrer qu’elle vérifie I’équation (4.29).
On a,

y(t) — g0 = ﬁ / (t — 5)° Mh(s)ds

= I°h(t).

En appliquant 'opérateur D® aux deux membres de I'égalité,

on aura
D*(y(s) = yo)(t) = h(t),
de plus, on a

D*(y(s) — yo)(t) = Dy(1),

par suite

Doy(t) = h(t), t € [0,T].

Inversement on a

Dey(t) = 51 lu(s) — ] ).

Comme h est continue, il suit que D%y est continu, et par suite I'~*[y(s) — o] est continu.

En appliquant 'opérateur I* aux deux membres de I'égalité précédente, on a
ta_l

Ry ! ) — w0 (1),

I1°°D%(t) = y(t) — yo —
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d’autre part, on a

su
=lyte) — )] < "R ZIL ye,

1—a

(1-— a)T(l —a)

parsuite
lim | I'~[y(s) — y(0)](8)| = 0,

t—0

par conséquent

1°°D%(t) = y(t) — yo.
On a h € C([0,T],R), et par conséquent [“h est continu.
Appliquons I* aux deux membres de (4.29)

I°°D%y(t) = I“h(t)
D’aprés le calcul précédent, on obtient

y(t) = yo+I%h(t)

1

t
—— | (t—95)h(s)ds, 0<t<T.
yO+F(Q)A( S) (S) S, > U

c’est a dire y(t) € C[0,T] est la solution de I’équation intégrale (4.28) ]
Maintenant, on va établir I'existence et I'unicité de la solution pour le probléme de Cauchy
(4.21)-(4.22) dans l'espace C,[0,T] sous les hypothéses du lemme (4.2.3) et une condition de

Lipschitz. Pour cela on a besoin du résultat auxilliaire suivant :

Lemme 4.2.4. Soit J =1[0,T,0<c<T, g€ C[0,c] et g€ [c,T] alors g € C[0,T] et

lgllcror < sup [ll9llco.: 19llcer] - (4.31)

Théoréme 4.2.1. Soit 0 < a <1, et 0 <y < a. Soit G un ouvert de R ; et soit
f:10, 7] x G — R une fonction telle que, pour chaque y € G, f[t,y] € C,[0,T] et vérifie

la condition de lipschitz suivante Il existe une constante A > 0 telle que :
lf(t,y) — f(t,9)| < Aly — g|, pour tout t€[0,T] et tout y,5€ G

Alors il existe une solution unique y(t) pour le probléme de Cauchy (4.21)-(4.22) dans l’espace
. [0,7].
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Preuve . On commence par montrer I'existence d’une solution unique y(t) € C[0,¢;] . D’apres
le lemme (4.2.3), il suffit de montrer que ’équation intégrale de Volterra (4.28) posséde une
solution unique y(t) € C[0,¢;] . On montre le résultat en premier temps sur une partie de
I'intervalle [0,7] 'équation intégrale (4.28)a un sens sur chaque intervalle [0,¢,] C [0,7] .

Choisissons t; tel que I'inégalité,
t
['(a+1)
soit vérifiée, ensuite on montre 'existence d’une solution unique y(t) € C[0,¢;] pour I’équation

<1, (4.32)

intégrale de Volterra (4.28) sur [0,¢;] . Pour cela on utilise le théoréme du point fixe de Banach

pour I'éspace C[0,T] qui est un espace métrique complet avec la distance donnée par

d(y1,y2) = ly1 — w2llcpn) = sup |yi(t) — ya(t)].
t€[0,t1]

On réecrit 'équation intégrale (4.28) sous la forme suivante :

y(t) = (Ty)(0).
Ou | .
T0 =+ 7 / (t — 5) (s, y(s))ds (4.33)

Pour appliquer le théoréme de Banach, il faut montrer :
1. Siy(t) € C[0,t1] alors (T'y)(t) € CI0,t4],
2. Pour chaque y1,ys € C[0, 4]

1Ty = T2l < wlys — v2llcpn) avee (0 <w <1). (4.34)

Comme f[t,y] € C[0,t1], et tenant compte du lemme(4.2.2), on a

L[ flsuls) e
‘F(Oé) /0 (t — s)l—ads clom] S (a+1) ||f(t7y(t))||0[0,t1]

alors (T'y)(t) € C[0,t;]. Montrons maintenant (4.34)
En vertu de (4.25),du lemme(4.2.2), et en utilisant la condition de Lipschitz ,

On obtient
— — L ' _ _ a—1
70~ Tty = gy [ (oo = Stsmtonie =] -
< s Ol
_ AR

S m“% - yzHC[o,n]
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a l’aide du (4.32), on obtient (4.34), avec w = % ; et alors par le théoréme du point fixe
de Banach, il existe une solution unique y*(¢) € C|0,t;] de 'équation intégrale (4.25) sur
[0,¢1] . Par le théoréme de Banach, la solution y*(t) est une limite de la suite convergente
(T"yo)(t) :

lim T"y5 =y [l cpo, - (4.35)

n—-+o0o

On prend
Yo = Yo-
Tenant compte de I’équation intégrale (4.28) , la suite (7"yg)(t) est définie par la formule

de récurrence
1 t
T =+ F / F (s, (T 1y3) ()t — 5)° s, n = 1,2, .

Si on note, y,(t) = (T"yg)(t) ; alors la relation précédente prend la forme suivante :

1 ¢ a1
(Yn)(t) = yo + m /0 (s, (Yn—1)(s))(t — )" "ds,(n € N

et (4.35) devient
Jim g, — g1l Clog

Ensuite, on considére 'intervalle [t,t5] ;00 to = t1 + hy et hy > 0, avec ty < T

Réecrivons I’équation intégrale (4.25) sous la forme

y(t) = ﬁ / F(5,9(8)(t — 5)°Nds + yo + ﬁ / (s u(s)(t - 52 ds

puisque la fonction y(s) est définie uniquement sur [0, ¢1],

nous obtenons . .
y(t) = u +—/ t—s)2 1 f(s,y(s))ds,
(t) = o 1ﬂ(oé)t( ) f(s,y(s))

ol

1t -
=1+ o / f(s,5(s))(t — )7 Ads,

Par une technique similaire pour avoir l'existence et 'unicité de la solution sur [0,#];
on peut déduire qu’il existe une solution unique y;(t) € C|[t1,ts] de I’équation intégrale
(4.25) sur Uintervalle [t1,to] .

On prend lintervalle suivant [to, t3]; ot t3 =ty + ho et hy > 0, sont tel que t3 < T : En
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répétant ce processus, on trouve qu’il existe une solution unique y(t) de I’équation (4.23),

telles que
y(t) = yi(t)

et
Y, € Cltr—1,t), (k=0,.... L)

on 0=ty <ty <..<ty,=T. Par le lemme (4.2.4) , il suit qu’il existe une solution
unique y(t) € C[0,T] sur l'intervalle [0,7] tout entier. Par conséquent, il existe une
solution unique y(t) = y*(t) € C[0,T] de 'équation intégrale de Volterra (4.25) et alors
du probléme de Cauchy (4.21)-(4.22). Pour compléter la démonstration, il reste & montrer
que cette solution y(t) € C[0,T]; appartient & I'espace C$[0,T] . Par la définition , il faut
montrer que “D%y(t) € C,[0,7] . D’aprés ce qui précede y(t) € C[0,T] est une limite de
la suite

lim |y, =yl =0 (4.36)
n—-+00

En utilisant ensuite (4.21) et la condition de Lipschitz, on a

1Dy, = DY || c10,01]

IN

1t yn(t)) — f(y()]l e, 0.
< Allyn — ¥yl o1

AN

IA

ATy — yllcro,m

Allyn = yllcpm
de plus (4.36)permet d’obtenir
Jim {|1°D%, = D%llop.n)

alors “D%y(t) € C,[0,T],et donc, y € C$[0,T]. Ce qui acheve la démonstration




Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions de
probléme pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
et Caputo avec conditions locales et intégrales.

Ces résultats ont été obtenus par I'application de la théorie de point fixe, en particulier on a

utilisé le théoréme de point fixe de Banach.
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