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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons quelques résultats d’existence des solutions du
probléme aux limites pour des inclusios différentielles d’ordre fractionnaire au sens de
Caputo. Ces résultats ont été obtenus par 'utilisation du théoréme de point fixe de 'al-
ternative non linéaire de Leray Schauder et le théoréme de points fixe de Covitz et Nadler
pour les multiapplications contractantes .

Mots-clés : fractionnaires, analyse multivoque, dérivée fractionnaire de type Caputo,

intégral fractionnaire, point fixe, espaces de Banach, existence de solutions.

Abstract

In this paper, we present existence results of solutions for fractional order differential
inclusions in the sense of Caputo, for boundary value problems. These results were ob-
tained by using the fixed point theorem of nonlinear alternative of Leray-Schauder type
and The fixed point theorem for the multivalued contraction maps given by Covitz and
Nadler.

Keywords : Fractional, multivalue, fractional derivative Caputo type, fractional inte-

gral, fixed point, Banach spaces, existence of solutions.
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Guillaume de L'Hospital
1661-02/02/1704

Que signifie

d"f
dt”

o1

L E51n=
a4
L
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Introduction

Gottfried Wilhelm von Leibniz

(01/07/1646-14/11/1716)

Les équations différentielles fractionnaires (EDFs) apparaissent naturellement dans

différents domaines scientifiques comme la physique, 'ingénierie, la médicine, 1’électro-
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chimie, la théorie du controle, etc. L’efficacité de ces équations dans la modélisation de
plusieurs phénomeénes du monde réel a motivé beaucoup de chercheurs a étudier leurs
aspects quantitatifs et qualitatifs.

Le concept des opérateurs d’ordres fractionnaires a été défini aux 19° siécle par
Riermann- Liouville et Leitinkov. Leur but est de prolonger la dérivation ou l'intégra-
tion d’ordre fractionnaire en utilisant non seulement un ordre entier mais également des
ordres non entiers. Il a été utilisé en mécanique depuis les années 1930 et en électrochimie
depuis les années 1960. plus tard, plusieurs mathématiciens et physiciens ont étudié les

opérateurs différentiels et les systémes d’ordre fractionnaire.

Bien que la théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien
que le calcul classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent 5] &

la fin du 17¢ siecle, I’époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul

af

7 bour désigner la

différentiel et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole
n® dérivée d'une fonction f. Quand il a annoncé dans une lettre a ’Hopital (apparemment
avec I'hypothése implicite que n € IN), 'Hopital a répondu :

. . drt . 1
Que signifie 7 st n = 37
Cette lettre de I’'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident

de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que I’'Hopital a demandé

1
29

spécifiquement pour n = =, c¢’est-a-dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné
lieu au nom de cette partie des mathématiques [3].

Les dérivées non entiéres possédent un effet de mémoire qu’elles partagent avec plu-
sieurs matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou polymeéres. Ce fait est également
une des raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a connu récemment un grand inté-
rét. L’utilisation de l'effet mémoire des dérivées fractionnaires dans la construction des
modeéles matériels simples est livrée avec un cotit élevé en ce qui concerne la résolution
numérique. Tout en utilisant un algorithme de discrétisation des dérivées non entiéres
on doit tenir compte de sa structure non locale qui signifie en général un haut stockage
d’information et une grande complexité de I’algorithme. De nombreuses tentatives pour
résoudre les équations faisant intervenir différents types d’opérateurs d’ordre non entier
peuvent étre trouvées dans la littérature.

Une liste de mathématiciens qui ont fourni des contributions importantes au caclul
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fractionnaire jusqu’au milieu du 20°¢ siécle, inclut :
P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-
1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-67), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V.
Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Ha-
damard (1892), O. Heaviside (1892-1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Lit-
tlewood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. L evy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis
(1924-1936), A. Zygmund (1935-1945) E.R. Amour (1938-1996), A. Erd “elyi (1939- 1965),
H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949) [9].

L’étude des problémes fractionnaires est d’actualité et plusieurs méthodes sont appli-

quées pour la résolution de ces problémes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe
du point fixe jouent un grand role.

Le sujet principal de ce mémoire est I’'étude de I'existence des solutions pour cer-
taines classes d’inclusions différentielles d’ordre fractionnaire. Le contenu de ce mémoire
est basé sur les travaux de M. Benchohra et S. Hamani. Notre travail est réparti en quatre
chapitres :

Le premier chapitre intitulé ” Préliminaires *, contient un ensemble de définitions
et résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude. Il est divisé comme suit :
e Dans la section 1, nous donnons quelques notations et définitions.

e La section 2, sera consacrée aux quelques définitions et outils sur les applications mul-
tivoques.

e La section 3, sous le titre calcule fractionnaires, sera consacrée aux définitions et résultas
(lemmes) importants concernant la théorie du calcul fractionnaires.

e La section 4, nous donnons quelques Lemmes fondamentaux aux calcul fractionnaires.

eLa section 5, sera réservée a un petit rappel sur quelques théorémes de point fixe.

.o . . . L, ! N . . . . . ”»
Le deuxiéme chapitre intitulé =~ Probléme aux limites d’inclusions différen-

. . . N " PN 2 <
tielles d’ordre fractionnaire cas oi 0 < o < 1, sera consacré a ’étude d’un probléme

avec l'inclusion différentielle d’ordre fractionnaire suivante :

‘DY%(t) € F(t,y(t)), pour tout te J=1[0,T],0<a<1
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et la condition initiale suivante
ay(0) + by(T') = c.

Ou “D® est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F': J x R — P(R) est une appli-

cation multivoque, a, b, ¢ sont des constantes réelles avec a + b # 0.

RS . . L, ! N . . . . . - .
Dans le troisieme intitulé = Probléme aux limites d’inclusions différentielles
. . N " . . .
d’ordre fractionnaire cas o1 1 < o < 2, on présente quelques résultats d’existences du
solutions du probléme aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire.

On considére le probléme suivant : :

‘D%(t) € F(t,y(t)), pour tout te J=1[0,T],1<a<2.

y(0) = o, y(T) = yr.
Ou °D® est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, ' : J x R — P(R) est une
application multivoque, g, yr sont des constantes réelles .
Le quatriéme chapitre intitulé ” Probléme aux limites d’inclusions différentielles

. . N " . . .
d’ordre fractionnaire cas o1 2 < o < 3, on présente quelques résultats d’existences du
solutions du probléme aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire.

On considére le probléme suivant :

‘D(t) € F(t,y(t)), pour tout te J=1[0,T],2<a<3.

! 17

y(0) =0, ¥y (0)=yy, y (T) =yr.

Ou “D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F' : J x R — P(R) est une

application multivoque, yo, y5, yr sont des constantes réelles .



Chapitre 1

Préliminaires

Introduction

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives
aux analyse multivoque telles que : semi continue supérieurement, Carathéodory, défini-
tions relatives aux calcul fractionnaire telles que : la dérivation fractionnaire, I'intégration

fractionnaire, lemmes et théorémes qui seront utilisés a travers les chapitres suivants.

1.1 Notations et définitions

Dans cette section, on donne quelques définitions, théorémes et propriétés que nous

utilisons dans la suite de ce travail.

Définition 1.1.1. On appelle espace de Banach (E,|| . ||g) tout espace vectoriel normé

et complet pour la distance déduit de la norme.

Soit J = [0,7], T > 0. Notons C(J,R) est I’espace de Banach des fonctions continues

définies de J dans R, muni de la norme

1y lloo= sup{] y(t) |- ¢ € J}.

Définition 1.1.2. Soient Q@ = (a,b)(—o00 < a < b < 400) un intervalle fini ou infinie de
Retl<p<oo.

13
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1. Pour 1 < p < oo, L'espace L¥(Q) est l'espace des (classes de) fonctions f réelles

sur €) telles que f est mesurable et

b
/ | f(z) P dz < +oo,

munt de la norme
b v
0= ([ o) < p <o

2. Uespace L>(Q) est l'espace des (classes de) fonctions mesurables f bornées presque

partout (p.p) sur @ muni de la norme
[ f =] f () [=inf{k = 0,] f(t) |[<k pp sur Q}.

Définition 1.1.3. [Z]] Une fonction f : J — E est dite absolument continue si pour tout
e > 0 il existe 6 > 0 tel que pour toute partition finie [a;, b;]?_; vérifiant
P
Z(bz — CLZ‘) < 5,

i=1
alors,
p
D lyb) —yla) |<e.
i=1
> On note par AC'(J, E) lespace des fonctions dérivables y : J — E dont la premicre
dérivée est absolument continue.

Définition 1.1.4. Soient E et F' deux espaces de Banach, et A : E — F une application
linéaire. On dit que A est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties
bornées de F.

Définition 1.1.5. Soient E et F' deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné

toute application linéaire continue de E dans F'.
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Définition 1.1.6. Soit M un sous ensemble de C(E, F'). On dit que M est uniformément

borné, s’il existe une constante C' > 0 tel que
| flle<C VfeM.

Définition 1.1.7. Soient E et F' deux espaces de Banach et f une application définie
de E a valeurs dans F. On dit que f est complétement continue si elle est continue et
transforme tout borné de E en une ensemble relativement compact dans F. f est dite

compacte si f(F) est relativement compacte dans F.

Définition 1.1.8. Soit E un espace de Banach muni de la norme || . || et T : E — E

une application. Un élément x de E est dit point fize de T’ si Tx = x.

Définition 1.1.9. Soit (M,d) un espace métrique complet T : M — M wune application.

On dit que T est Lipschitzienne s’il existe une constante positive k > 0 telle que l’on ait,

pour tout couple d’éléments x,y de M, linégalité

d(T(x), T(y)) < k(d(x,y)).

St k <1, Uapplication T est appelée non expansive.

Si k < 1, Uapplication T est appelée contraction.

Proposition 1.1.1. Soit C(J, E) l’espace des fonctions continues de J wvers l'espace de
Banach E et M C C(J, E).

(1) M est borné i.e : il existe b >0 tel que || f ||o<b Vf € M,

(ii) M est équicontinu i.e :
VE>0,30 >0 Vo, a0 € J:| 21 — 20 [< 0 = f21) — fag) |[< & Vf EM,
(iii) Yz € J,{f(z) € E, f € M} est relativement compact dans E.

Lemme 1.1.1. [27] (Lemme de Mazur) Soit (x,) une suite convergeant faiblement vers x
dans E alors il existe une suite (y,) avec chaque y,, combinaison convere des {xy, k > n}

convergeant fortement vers x dans E.
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Théoréme 1.1.1. (d’Ascoli-Arzela) Soit A C C(J,R), A est relativement compact (i.e:
A est compact) si et seulement si :
1. A est uniformément borné,

2. A est équicontinu.

Théoréme 1.1.2. (Compacité des espace metriques)

Pour une partie A d’un espace métrique (X, d), les trois assertions suivantes sont équiva-
lentes :

i) A est compact,

ii) propriété de Bolzano-Weierstrass : toute partie infinie de A admet un point d’accu-

mulation dans A,
iii) De toute suite (x,), d’éléments de A. On peut extraire une sous suite convergente

dans A.

Remarque 1.1.1. x un point accumulation de A si tout voisinage v de x dans X contient

un point A # x.

Définition 1.1.10. Soit la fonction f : RT — C continue par morceauz. On appelle la

transformée de Laplace de f(t), la fonction :

F(s) = L{f(t)}(s) = / T et ()t s € C.

0

Définition 1.1.11. La transformée de Laplace inverse unilatérale f(t) d’une fonction

F(s) est définie par :

1 Foo
L7F(s) = f(t) = — F stds.
() =10 =5 [ Flopetas
Remarque 1.1.2. Une fonction f, definie sur [a,b], est continue par morceauz sur [a, b]
s’il existe 0 € S telle que :

1. f est continue sur chaque intervalle owvert |z;, x; 1],

2. f admet en tout point de la subdivision une limite a gauche et une limite a droite

finies.
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1.2 Quelques notions d’analyse multivoque

Dans notre étude, certains éléments d’analyse multivoque seront utilisés. Il est donc
utile de rappeler quelques définitions et propriétés fondamontales de multifonctions (dit

aussi correspondances ).

Définition 1.2.1. Une multifonction (ow application multivoque) F d’un espace X wvers
un espace Y est une correspondance qui associe a tout élément x € X un sous ensemble

F(z) deY. On notera F : X — P(Y)[]

Soit (X, ]| . ||) un espace normé.
> On note :
P(X)={Y e X:Y #0},
Pu(X)={Y € P(X):Y fermée },
Py(X)={Y € P(X),Y bornée },
Pep(X) ={Y € P(X):Y compact },
Po(X)={Y € P(X):Y convexe },
Pepew(X) ={Y € P(X) : Y compact et convexe}.

Définition 1.2.2. Le domaine de G est l’ensemble des éléments de X dont l'image par

G est un sous-ensemble non vide de y Autrement dit,
dom G={zre X :G(zx)#0}
L’application G est dite stricte si pour tout x € X, U'ensemble G(x) est non vide.

Définition 1.2.3. Soit (X, || . ||) un espace de Banach et G : X — P(X) est une appli-
cation multivoque (ot une multifonction).
v’ Une application multivoque G : X — P(Y) est dite a valeurs convezes (resp. fermées)

si pour tout x € X, G(x) est convezxe (resp.fermé).

1. ensomble des parties d’un ensomble y noté aussi par 2
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VG est borné si pour tout ensemble borné B dans X [l'ensemble G(B) est borné dans
X,

Sug{suzv{l ylryeGa)}} < oo

Te

VG est dite semi continue supérieurement (s. c. s) au point xo € X si pour tout ouvert
W contenant G(xy) il existe un voisinage ouvert V(xo) dans X tel que pour tout x € V (xg)
on a G(x) C W.

VG est dite complétement continue si G(B) continue et relativement compact pour tout

ensemble B borné de X.
V' G admet un point fize s’il existe v € X tel que x € G(x).

vV G est convexe si son gmpheﬂ est un sous ensomble convere de X x Y. Autrement dit,

G est conveze si pour tous hy,hy € X ett € [0,1], on a
tG(h1) + (1 — t)G(hg) C G(thy + (1 — t)hy).

Définition 1.2.4. On dit qu’une application G : X — Y est semi-continue inférieurement
(s. c. i) en xy € dom(G) si pour tout yo € G(xg) et pour tout voisinage V de yo (dans
Y ), il existe U de zo (dans X ) tel que G(x) NV # 0, pour tout x € U.

Exemple :
Soit F': R — P(R) définie par G(z) := {—1,1} si x # 0 et G(0) = [—1,1]. Cette multi-
fonction est s. c. i en tout zg # 0 car pour tout vosinage V' de yo = —1 (resp. yo = 1) on

a G(zr) NV £, pour tout .
D’autre part, on a G est s. c. s en tout point zg car pour zo > 0 (resp. g < 0), un

ouvert quelconque V' dans R contenant {—1,1} et U :=|xg — €,29 + € ott € > 0 est tel

2. On appelle graphe de la multi-fonction F', 'ensemble
Graph(F) ={(z,y) e X XY :y € F(x)}

F est a graphe fermé si Graph (F') est fermé dans X x Y. On dira aussi que F' est fermée.
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que zg — e > 0 (resp. zp — e < 0).
Alors G(z) = {—1,1} C V pour tout x € U. Maintenant, pour zo = 0 et un ouvert V'
contenant [—1, 1] alors G(x) C V pour tout z € R.

Définition 1.2.5. Soit G : J — Py(R"™) une application multivoque & valeurs fermées.

On dit que G est mesurable si pour tout u € R", la fonction

(#,y) = d(u,G(z,y)) = inf{l|u— =2 |: 2 € G(z,y)}
est mesurable sur J, ot d est la distance induite par 'espace de Banach.

Définition 1.2.6. On appelle espace mesurable un triple (2, %, 1) ot X est une o-algébre

sur ’ensemble € et p une mesure.

Définition 1.2.7. On dit qu’une multi-application F € P(Q) est mesurable si l’image
TECIPTOqUE

F7(O)={weX: Flw)nO # 0}
de tout ouvert O est dans 2.

Définition 1.2.8. Une application multivoque F' : J xR — P(R) est dite de Carathéodory

st elle vérifie :
1. t — F(t,u) est mesurable pour tout u € R,
2. uw F(t,u) est semi continue supérieurement presque par tous t € J. De plus, si

3. pour tout ¢ > 0, il existe une fonction o, € L*(J,R") telle que pour tout u € C(J,R)

avec || u [|< g,
| F(tw) [[= Al f e f € F(tu)} < @qlt) pp t €.
alors la fonction F est dite L'-Carathéodory.

Définition 1.2.9. Soit (X, d) un espace métrique, A et B deux parties non vides de X .

On considere application :

Hy:P(X)xP(X)—= R"U+oo,
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donnée par :

Hq4(A, B) = max {sup d(a, B),sup d(A, b)} ,

a€A beB

ot d(A,b) = infl d(a,b) et d(a, B) = inf d(a,b).
ae

beB
On convient que d(z,0) = oo, Hy est une distance de Pompeiu - Hausdorff induite par la
métrique d et lespace (Py(X), Hy) est un espace métrique généralisé.

Pour chaque y € C(J,R™), on définit ’ensemble :

Sy = {f € L\JRY : f(t) € F(t,y) pop t € J}

Sry est l'ensemble des séléctions de F'. Si F' est a valeurs fermées, bornées et convexes et

X est de dimension fini, alors Sg, est non vide.

Définition 1.2.10. [15] Un opérateur multivoque N : X — Py(X) est dit :

(a) v -Lipschitz s’il existe v > 0 tel que :
Hy(N(u),N(v)) < ~vd(u,v), pour tout u,v € X,
(b)contractant s’il est y -Lipschitz avec v < 1.
Proposition 1.2.1. Soient X un espace de Banach séparable et
Fi,Fy: J — Pep(X),
de multi-fonction mesurables, alors la multi-fonction t — Fy(t) N Fy(t) est mesurable.

Lemme 1.2.1. [15,[18] Soit G : J — Pp.e.e0(R) une application multivoque complétement
continue. G est s. c. s si et seulement si le graghe de G est fermé, i.e : st un x, — Ty, Yp —

Ys, Yn € G(xy,) alors y, € G(x,).

1.3 Calcul fractionnaire

Dans cette section, on introduit des notations, définitions et des lemmes concernant

le calcul fractionnaire.



1.3.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire 21

1.3.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Dans cette subsection on présente quelques fonctions spéciales comme la fonction
Gamma et Béta, qui seront utilisées dans les autres chapitres, ces fonctions jouent un

role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire.

La fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge
naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et méme aux nombres complexe a

parties réelles positives).

Définition 1.3.1. Soit x € R}, la fonction Gamma est donnée par :

+o0
['(x) = / e L,
0

(cette intégrale est convergente pour toutr > 0).

Proposition 1.3.1. Pour tout x > 0, et pour tout n € IN* on a :
F(0+) - +OO7

I'(z+1) =al'(2),

[(n)=(n-1),
Lt 5) =Y,
I'(z) = lim nin® )

Cas particuliers :
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La fonction Béta

Parmi les fonctions de base de calcule fractionnaires : La fonction Béta, cette fonction

joue un role important spécialement dans une certaine combinaison avec la fonction Gama.

Définition 1.3.2. La fontion Béta (qui est un type d’intégrale, au méme titre que la

fonction Gamma) est une fonction définie par :
1

Ve,y >0 Blx,y) = / (1 — )yt
0

La fonction Béta est reliée auz fonctions Gamma par la relation swivante : Vx,y > 0 on

a !

1.3.2 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b]. On considére l'intégrale

IWh(t) = / t h(s)ds

IPn(t) = / t ds / S h(u)du

En permutant l'ordre d’intégration, on obtient

I@n(t) = /t(t — s)h(s)ds,

Plus généralement le n®™¢ itéré de 'opérateur I peut s’écrire

I™h(#) :/atdtl /atl dtg.../atnl h(ty)dt, = ﬁ/@t(t—s)(”_l)h(s)ds (1.1)

pour tout n € IN,a,x € R,z > a. Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis

la généralisation du factoriel par la fonction Gamma : (n — 1)! = I'(n), Riemann rendu
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compte que le second membre de (1.1)) pourrait avoir un sens méme quand n prenant une

valeur non-entiére, il était naturel de définir I'intégration fractionnaire comme suit :
Définition 1.3.3. si h € Cla,b] Soit « € RT,x > a,«,a,z € R. l'intégrale :

() = ﬁ / (= )@ Dh(s)ds

telle que a €]—00, +00| est appelée intégrale fractionnaire (& gauche) de Riemann-Liouville
d’ordre «,
ou I' est la fonction Gamma.

[

Lorsque a = 0 nous écrivons I*h(t) = h(t) * pa(t), 0t pa(t) = Fa(;; pourt >0, et p, — 0,

quand o — 0 et lintégrale

In(t) = e /t b(t — 5) @ Vn(s)ds

telle que b €] — o0, 00| est appelée intégrale fractionnaire (G droite) de Riemann-Liouville

d’ordre o.

G.F.B. Riemann (1826- J. Liouville
1866) (1809-1882)

Théoréme 1.3.1. Pour h € Cla,b|, Uintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pos-

séde la propriété sutvante :

[éi) [Iéﬁ)h(x)] = I*An(z) pour a>0,8>0
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Preuve :

La preuve découle directement de la définition

@By = — - T dt O
L) = e | G ),

Or h € Cla,b], d’aprés le théoréme de Fubini on et par le changement ¢t = u + s(z — u)

on obtient
B(a,p) [*  h(u)
7@ @) = Bl / du = [@B),
+ [ at (.%)] F(a)F(ﬁ) . (t — U)lfﬁ U a (SE)
Ou B(a, ) désigne la fonction Béta. O
Propriétés :

= Igh(t) = h(t),
— Topérateur intégral I? est linéaire.
Exemple :
Soit h(t) = (t —a)™ oum > —1
*h(t) :-i—/%—$MM@w
‘ I(a) Jo

1 ' a—1 m
= m/a(t—s) (s —a)"ds.

A Taide de changement de variable s = a + (¢ — a)z on obtient,

ITh(t) = %/ (1 —x)*'2™ds
_ (o a,m
= o) B(a,m + 1)

(t —a)™T(a)l(m + 1)
D)l(a+m+1)

d’ou
I'(m+1)

Lh) = F e mT

(t—a)mt.
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1.3.3 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.4. Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a,b], la dérivée fraction-

naire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre o notée LD f est définie

par :

- (&) s,

avec n > o un entier naturel.

Notation : On note 'opérateur D", n € IN différentiation de 'opérateur d’ordre entier
. e:
dn

D"=—
dtn

Remarque 1.3.1. dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouvilleest est non-commutative
1€

RLDmDaf(t) _RL Da+mf(t) 7éRL DaDmf(t).

Théoréme 1.3.2. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liowville d’ordre o existent. Alors pour A\, u € R, BED(\f + pg) ewiste et on a :
"EDI(Nf + ng) = MNDEf + " Dgg.

Preuve :
Soit f,g € L'[a,b], € R, on a :

RLpof() = DI f(t)
TEDEA (1) + 9(t)) = DRI () + (1)
= ADII"O[(f + 9)(t)

Comme la dérivée n-iéme et I'intégrale sont linéaires alors,
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FLDINF (1) + g(t)) = ADLI™° £(£) + DAT" (1)
= L2 f(t) +5E Dig(t).

Théoréme 1.3.3. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de fonction puissance

est :

F(p+1)

RL N«
pow=_— LT
F'p—a+1)

= n—1<a<n, p>—1,peR

Preuve :

1 d [
N
F(n—a)dt”/0< ?) e

En faisant le changement de variable x = A\t, on aura :

RLDatp —

1 ar [t
RL Do — ——/ tH1 = AN Y \PEAN.
o —ayar ), 0= 00
1 dm t
= —_ _ yn-atp / (1 — NI\
[(n— «)dt” 0

 Tn—a+p+1)Bn—a,p+ 1)tp_‘"

I'(n —a)

'n—a+p+1)I'(n—a)'(p+1) .
I'n—a)l(p—a+1)I'(n—a+1)
I'(p+1)

= 7 e U
I'p—a+1)

«

1.3.4 La dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouée un role
important dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Ca-

puto (1967-1969) ont rendu compte que cette définition doit étre révisé, car les problémes
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appliqués en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions
initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas
dans la modélisation par I'approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des

conditions initiales des dérivées fractionnaires.

Définition 1.3.5. Soit & > 0 avec n — 1 < a < n,(n € IN*) et f une fonction telle que

jt—Zf € L'[a,b] La dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de Caputo est définie par
D) = g [ -y O = e . (1)
“Tn—a) /. T T)dT = T : :

Lemme 1.3.1. Soitn —1 < a <n,n € Nya € R et soit f(t) telle que *D*f(t) existe

alors, on a les propriétés suivantes pour l’'operateur de Caputo

lim “D*f(t) = f™(¢)

a—n

lim “Df(t) = f"D(t) — f"D(0)

a—n—1
Propriétés :
Linéarité :
Lemme 1.3.2. Soitn—1 < a <n,n €N, a,\ € C et soient les deuzx fonctions f(t) et
g(t) telles que °Df(t) et °Dg(t) existent. Comme la dérivation fractinnelle de Caputo
est un opérateur lineaire alors :

DYAS(E) +g(t) = ADf(t) +“D(t).

Preuve :
On a:
“D*f(t) = I" D" (1)

DUAf() +g(t) = I""D"[Af(t) + 9(t)]
= M"D(f + 9) ()]

La dérivée n-éme et 'intégrale sont linéaires
DUAf(t) +g(t) = A" D" f(t) + 1" D"g(t)
= XD f(1) + D% (1)
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Non-commutativité :

Lemme 1.3.3. On suppose que n —1 < a < n,m,n € Nya € R et soit la fonction f(t)
telle que “D* f(t) existe, alors :

cDoszf(t) — cDa-l—mf(t) 7& pDm CDaf(t). (13)

Corollaire 1.1. Supposons quen—1 < a<n,f=a—(n—1),(0<pf<1),neNa,p €
R et soit la fonction f(t) telle que D f(t) existe, alors :

"D f(t) = DD f(1).

Preuve :

On remplace 8 par « et n — 1 par m dans (1.3), alors :
cDﬁanlf(t) _ cDﬁ+n71f<t) _ cDaf(nfl)Jrnflf(t) _ CDaf(t).
Régle de Leibniz :

Corollaire 1.2. Soitt > 0,a € Rn—1<a<neN. Sif(z),g(z) et tous ses dérivées

sont continues sur [0,t] alors :

0o n—1 k—a
c M« _ o a—k (k) (k)
De(f(t)g(t)) = ;( L ) ("EDTE () ;F k+1 —a) ((f(t)g(t)) (0)) .
Preuve :
On applique consécutivement la relation
DU = PO - S
prd Fk+1-a)

RED () = ( - > (FEDEE (1) g ().

k=0



1.4 Lemmes fondamentaux 29

Ainsi, la régle de Leibniz pour la dérivée de Caputo est obtenue

‘D(f(t)g(t)) = Z T( /C 1o a) ((f(t)g(t))(k)(O))
- S et -8 et (s
Exemple :

soit @ = 0,a = 3,n =1, f(t) = t. On applique la formulle (1.2)) alors on trouve

2
1 |
CD%t = — / dr
I'(3) Jo (t—1)

On utilise les propriétés de la fonction Gamma et on pose u = (t — 7')% donc la résultat

[NIES

finale de la dérivées fractionnaires au sens de Caputo de la fonction f(¢) = ¢ donnée par :

‘Dif = ——— rd(t — )

NG
N

1.4 Lemmes fondamentaux

Dans cette section, on va présenter quelques lemmes fondamentales concernant calcul

fractionnaire.
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Lemme 1.4.1. Soit a > 0, alors l’équation différentielle
“D*h(t) =0
admet les solutions
h(t) = co+ it +cot? + ...+ cpyt™
pourc; € Rii=0,1,2,...,.n—1,n=[a] + 1.

Preuve :
Supposons que
°D*h(t) =0,

d’apreés la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

e (%)nh(t) =0

c’est a dire

. . . /0 (= gt (dii)"h(s)ds —0

puisque £ 0, on a

n—«o

/0 (1= ot <%>nh(s)ds — 0

et par suite

"otk pM(s) =0

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de 1’égalité
L(#72 5 h®() ) () = LO)(p) = 0

posant H(p) = L(h)(p) on obtient
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alors

donc

H(p) =Y _p*n*1(0)

k=1

appliqunat maintenant la transformée inverse de Laplace :

LN (H(p))(t) = L™ (Zp‘kh’“‘l(f))) (t)

il s’ensuit que

ht) = Y KRHOILTH ()

tk_l

— ;hkl(()).r<k),

en faisant le changement de variable ¢ = k — 1 on trouve

Supposons maintenant que
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on applique 'opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux membres
de I'égalité

‘Dh(t) = °D" (im)

=0
n—1
— E :Ci ¢ Dot
=0

puisque (0 <i<n—1<mn)ona
°D*h(t) =0 O
Lemme 1.4.2. Soit a > 0, alors
I°°Dh(t) = h(t) + co + it + ot + ...+ cpgt™ !
pour c; € Ri=0,1,2,....n—1,n=[a] + 1.

Preuve :

On a par la définition de la dérivée fractionaire de Caputo
*DR(t) = I""*h™ (1),
on applique 'opérateur de I'intégral fractionnaire aux deux membres de ’égalité
I“¢Dh(t) = I°T"*h™(t)
= I""ED"n(t)

n

i , d\n=i _
= 0= () o

j=1

b - Z (&) o) o)

= h(t)= ) mh(t)"ﬁ(o)

Jj=1
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par le changement de variable kK = n — j on obtient :

[“°Dh(t) = h(t) -

k!
k=0
n—1
tk‘
= () -
k=0
n—1
etk
k=0

1.5 Quelques théorémes du point fixe

Pour les applications ultérieures, nous avons besoin de des théorémes de point fixe

suivants :

Théoréme 1.5.1. (Théoréme du point fize de Banach) Soient X un espace de Banach, et
A: X — X un opérateur contractant. Alors A admet un point fixe unique. i.e : u € X

tel que Au = u.

Théoréme 1.5.2. (Théoreme de ’alternative non linéaire de Leray Schauder [19]) Soient
X un espace de Banach et C C X un sous-ensemble convexe non vide de X. On suppose
qu’il existe un owvert U dans C tel que 0 € U et N : U — C une multi-fonctions semi-

continu superieur et compact, alors on a l'alternative suivant :

1. N a un point fixe sur U, ou bien

2. il existe A €]0,1] et u € U tel que : uw € AN (u).

Théoréme 1.5.3. (Covitz-Nadler [27))Soit (X,d) un espace métrique complet. Si N :
X — Pu(X) est une contraction alors N admet un point fize (ie : Fix N #0).

Théoréme 1.5.4. (Bohnenblust-Karlin [27]) Soient X wun espace de Banach et K €
P oo(X) et supposons que lopérateur G : K — Py e(K) est s. c. s et l'ensemble G(K)

est relativement compact dans X. Alors G admet un point fize dans K.
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Conclusion

Ce chapitre rassemble les éléments mathématiques de base utilisés dans la suite de cette
recherche. Les éléments concernant I’analyse multivoque, calcul fractionnaire de définir la
notion du probléme aux limites d’inclutions différentielles d’ordre fractionnaire décrite au
chapitre suivant.



Chapitre 2

Probléme aux limites d’inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire cas
ou ) < a<l.

Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier I’existence de solution d'un probléme aux limites pour
des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire.
Soit

°D(t) € F(t,y(t)), pour tout t € J=1[0,T],0<a <1, (2.1)
ay(0) + by(T) = ¢, (2.2)

Ou D est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F': J x R — P(R) est une appli-

cation multivoque, a, b, ¢ sont des constantes réelles avec a + b #£ 0.

On commence par donner la définition d’une solution au probléme (2.1)) — (2.2)).

Définition 2.0.1. Une fonction y € AC(J,R) est dite solution du probleme (2.1)) — ([2.2))
s’il existe une fonction v € L*(J,R) avec v(t) € F(t,y(t)), pour tout t € J, telle que

35
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“DY%(t) = v(t), pour tout t € J 0 <a <],

et la fonction y satisfait la condition (2.2]).

2.1 Le cas convexe :
Pour l'existence de la solution du probléme (2.1)) — (2.2)), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.1. Soient 0 < a < 1 et h: [0,T] — R une fonction continue. Une fonction

y est une solution de [’équation intégrale fractionnaire

y(t) = ﬁ /0 (¢ = )" h(s)ds — —— {% /0 (T — s h(s)ds —c|  (2.3)

si et seulement si y est la solution du probleme aux limites pour I’équation différentielle
fractionnaire
“Dy(t) = h(t),t € [0,T], (2.4)

ay(0) + by(T) =c¢ (2.5)

Preuve :
Supposons d’abord que y est solution de (2.3)), c’est a dire :

1

y(t) = I7h(t) — P

BIK(T) — (]

D’une part on a :

cDoy(t) — Do [“h(t)—%[b[“h(T)—c]

= °DI°h(t) — *D*(K)
= “D*[°h(t)
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et d’aprés les propriétés du calcul fractionnaire on a :

DOTCh(t) = h(t).

Ce qui montre ([2.4)) ie :

D(t) = h(t).

D’autre part on a :

y(0) = I*h(0) — #b[bf"‘h(T) — (]
y(T) = I*h(T) — 5[bI°R(T) —
Alors,

1

ay(0) +by(T) = a|I*h(0) — P

bI°R(T) — c]] +b [Io‘h(T) -

ac ab ab be
= — I*h(T —[I*h(T
a+b a—l—b[ u )]+&+b[ u )]+a—|—b

ac . be
at+b a+b
= c.

Ce qui montre ([2.5) ie :

y(0) +by(T) = ¢

Inversement supposons que y est solution de probléme :
cD¥y(t) = h(t),t € [0,T]
ay(0) + by(T') = c.

D’aprés le lemme [1.4.2/ on a :

1°D%y(t) = y(t) + co

bI°R(T) — (]
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donc

De plus on a :

et on sait que :

1) = s [ (e s
Donc
ED o al-co)+ [ [ (-9 oy -] =
S AN
Alors,

« 1 b r a—1
y(t) = 1 h(t)+a+b[c—r(a)/0 (T — 5)°h(s)ds| . O

On va donner un premier résultat concernant ’existence de la solution du probléme
(2.1) — (2.2)), en utilisant 'alternative non linéaire de Leray Schauder.

Théoréme 2.1.1. [17] Supposons que :
(H)F : J X R = Pepew(R)est une application multivoque Carathéodory.
(H2) 1l eziste une fonction p € C(J,R"), et ¢ : [0,00) — (0,00) continue et non décrois-

sante, telles que,
| E(t,u) |[p< p(t)(| u|), pour t € J et chaque u € R.
(H3) Il existe | € L'(J,RT), avec I®l < oo telle que

Hy(F(t,u), F(t,u)) <I(t) |u—1u| pour tout u,u € R,



2.1 Le cas convexe : 39

et
d(0, F(t,0)) <I(t), pour tout t € J.

(H4) 11 existe une constante M > 0 telle que,
M

1/}(M) || Iop ||oo _l_lblw(l\fa)&“’p)(T) + | ||

> 1. (2.6)

Alors, le probleme (2.1)) — (2.2)) admet au moins une solution dans J.

Preuve :
On va transformer le probléme (2.1) — (2.2) en un probléme de point fixe. Considérons

I'opérateur :

N@w)={heCUR): )= ﬁ / (t — 5)° " u(s)ds

0

1 [% /OT<T — )2 ly(s)ds — c} v € Spyy}.

Ca+b

Il Cleare, d’aprés le Lemme les points fixes de N sont solutions de probléme

21 - 2.

On va utiliser ’alternative non linéaire de Leray Schauder pour montrer que N admet
au moins un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.
Etape 1 : N(y) est convexe pour tout y € C(J,R).
On effet si hy, hy € N(y), alors il existe vy, vy € Sp,, telle que pour tout ¢t € J, on a :

hat) = ﬁ /Ot(t _ )0 lyy(s)ds — aib {% /OT(T — )0 luy(s)ds — c} =12

Soit A €]0, 1[. Alors, pour tout ¢t € J, on a :

Wy 4 (1= Nho)(t) = ﬁ /0 (t— )2 D (s) + (1 — Awa(s)]ds

a+b |«

1 [L)/OT(T_S)Q_l[Avl<S)+(1—>\)vz(s)ds—c],
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comme S, est convexe (car F' est convexe), on a
Mt + (1= Ahs € N(y).

Etape 2 :N(y) transforme les bornées en des bornées dans C'(J,R) :
Soit B, = {y € C(J,R) :|| y ||< r} un ensemble borné de C'(J,R) ou r un réel positive.
Soit y € B, alors pour tout h € N(y), il existe v € Sp, telle que :

I oot 1 b [T .
h(t) :m/o (t— )" v(s)ds [F—)/o (T — s)* " w(s)ds teld

Ca+b|T(a
Par (H2), on a pour tout t € J,

1 ¢ o—1
ht) | < W/O“‘S) | o(s) | ds

—1——‘6’ /T(T—s)a_1|v(s)|ds+ <]
Ta) [ 5] Jy [t b

1 t a1
< / (t — ) p(s)(| y(s) )ds
by [ = e vt has+
. b $OEET) | |
S @D(’r‘)] (p)(t)+ \a—{—b| +\a—|—b\'
Alors,
5l 00) || () [l +121O @) el e

—|- =
la+0| la+0|

On en conclute que VYh € N(IB,), il existe K telle que
A< K,

ce que montre que N (y) est bornée.

Etape 3 : N est équicontinu
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Considérons B, une partie bornée de C'(J, R). Soient t1,ts € J,t; < ta3,y € B, et h € N(y),

alors

| Altz) = h(ty) | | ﬁ /Otl[(b —5)" 7 = (1 — 5)" u(s)ds
+ ﬁ /:(tg — ) y(s)ds |
< L=t i -y - sy
e lle i) k"jm /:(tz _ s)elds
M CRIRATE
NPTRTL PR
I Izj(iolwl(;) (b — 1)+ | ?(!ﬁf)r) (1 —12).

Quand t; — t9, le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. En conséquence
des étapes 1 a 3 avec le théoréme d’Arzela -Ascoli, nous peut conclure que
N : C(J,R) — P(C(J,R)) est complétement continue.
Etape 4 :N a un graphe fermée.
Soit Yy, — Y, hn € N(yy) et h, — h,. Il suffit de montrer que h, € N(y.). on a
h,, € N(y,) ie : il existe v,, € Sp,, telle que pour chaque t € J,

hn(t) = ﬁ/ﬂ(lﬁ—s)a_lvn(s)ds

— [% /0 = s (s)ds — o]
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Nous devons montrer qu’il existe v, € Sg,, tel que pour chaque t € J,

ha(t) — ﬁ /O (t — 5)° 0, (5)ds

_ aib {%/OT(T_S)MU*(S)GZS-C .

Etant donné que, F(t,.) est semi-continue supérieure, alors pour tout ¢ > 0, il existe

No(g) > 0 tel que pour tout n > ng, nous avons

vp(t) € F(t,yn(t)) C F(t,y.(t)) +€B(0,1), pour chaque t € J.

Etant donné que F(.,.) est a valeurs compactes, alors il existe une sous suite vy, (.) telle

que

Un,, () = vi(.) si M — 00,

et

v.(t) € F(t,y«(t)) pour chaque t € J.

Pour tout w € F(t,y.(t)), nous avons

[ Ony (8) = 0u(8) | <[ 0, (1) —w [ + [0 = vu(t) |-

Alors,

| Ony (8) = 0u(8) | < d(0n,, (1), F (2, 4a(1)).

Par une relation semblable, obtenue par 1’échange des roles de v, et v,, il suit que

| Ong (8) = 02 (&) |< Ha(F (8 yn (1)), F(t,y(8) < U ([ Yo = e lloo -
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Alors,
1 ¢ 1
hy () — h.(t _—/t—so‘ Un,, (8) — vi(s) | ds
| hn(t) = D (2) | F(a>0( )* 7 [ on,, () = vu(s) |
+ L T(T—s)o‘_1|vn (s) — vi(s) | ds
(o) |a+b] Jo "
1 t 1
< —— [ (t=9)""Us)ds || Yn, — Yx |loo
o | = |
b e [ s g~ e
la+0b|L(a) o "
Par concéquent :
1 t 1
o =l < g [ (6= 905 | g = o
I'(a) Jo
+ |—b|/T(T—s)all(s)dS | Yn, — Ui |loo— 0 si M — 0.
la+b|T(e) Jo "

Donc h, € N(y.). Ce qui montre que N : C(J,R) — P(C(J,R)) a un graphe fermé.
Etape 5 : Estimation & priori des solutions :

Soit y une solution possible au probléme (2.1) — (2.2). Alors il existe v € Sp,, telle que
pour tout ¢t € J,

o) = ﬁ /0 (t — 5)"Lu(s)ds
1 b (T oot B
P lm/o (T —s)* wv(s)ds — c| .

Ainsi, 'hypothése (H2) entraine que, pour tout ¢ € J,
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()| < @/Ou—s)awv(snds

L) — /T(T—s)a_1|v(s)|ds+ <]
(@) [a+5]Jy At

1 t ol
o / (t — )" p(s)6(] w(s) )ds

+

IN

2 g a1 |
ST T el vt s +
< % [ e= o nisyas
1019l ylls) [* a1 | c|
@) atb] /0 (T = 8)™ pls)ds + =
a |0 [ ([ y lloc)(I*p)(T) | ¢
Donc
H Y Hoo <1
Dy o) | 19 oo + BT =

Ainsi, la condition (2.6]) implique qu’il exists une constante M # 0, telle que || y ||# M.
Soit
U={yeCJR):|y|e< M}

L'opérateur N : U — P(C(J,R)) est semi continue supérieurement complétement
continu. Le choix de U, entraine qu'’il n’existe pas de y € OU tel que y € AN(y) avec
A €]0,1],
par consequent, d’aprés I'alternative non linéaire de Leray Schauder, on déduit que N

admet un point fixe dans U qui est solution du probléme (2.1) — (2.2)) .
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2.2 Le cas non-convexe :

Nous présentons maintenant un résultat pour le probléme (2.1]) — (2.2)) avec F' a valeurs
non-convexe. Nos considérations sont basées sur le théoréme de points fixe de Covitz et

Nadler pour multiapplications contractantes.

Théoréme 2.2.1. [75] Supposons (H3) et l’hypothése suivante sont vérifiés :
(H5) F : J xR — P,(R) a la propriété que F(.,U) : J — P, (R) est mesurable pour
chaque u € R,

S1

[b1I*)(T)

Il || +
I 1T e+

< 1. (2.7)

Alors le probleme (2.1) — (2.2) admet au moins une solution sur J.

Remarque 2.2.1. Pour tout y € C(J,R), comme F vérifié (H3) alors l’ensemble des

sélections Sp,, est non vide et F' admet une sélection mesurable (voir[6] théoréeme I111.6 )

Preuve :
Nous montrerons que N satisfait aux hypotheéses de théoréme|l.5.3, La preuve sera donnée

en deux étapes

Etape 1 :N(y) € Py(C(J,R)) pour chaque y € C(J,R).

En effet, soit (yn)n>0 € N(y) tel que y, — y dans C(J,R). Alors y € C(J,R) et il existe
v, € Spy tel que, pour tout ¢ € J,

yn(t) = L/0(15—3)‘3‘_11)71(5)(18

_ a%b {% /OT(T — 5)° Lo, (s)ds — c| .

En utilisant (H3) et le fait que F' est a valeurs compactes, on peut passer a une sous-

suite si nécessaire pour obtenir que v, converge faiblement vers v en L} (J,R) (L’espace
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doté de la toplogie faible). Une application de lemme de Mazur implique que v,, converge

fortement vers v et donc v € Sg,,. Alors, pour chaque t € J,

1

) > 70 = o / (t — 5 o(s)ds

_ aib {%/OT(T_S)Q—lv(S)dS—c .

Ainsi, y € N(y).
Etape 2 :Il existe v < 1 telle que

HyN@w),N®) <y ly =7 |lc pour chaque y,y € C(J,R).

Soit y, 57 € C(J,R) et hy € N(y). Alors, il existe vi(t) € F(t,y(t)) tel que pour chaque
teJ,

1

hi(t) = m/ﬂ(t—s)a_lvl(s)ds

_ a%b {%/{)T(T—s)alvl(s)ds—c .

De (H3) il s’ensuit que
Hy(F(t,y(t), F(£,5(1) < 1) [ y(t) —y(0) |
Il existe donc w € F(t,3(t)) tel que
[ r(t) —w [< () [y(t) = y(0) [t € J
Considérons Popérateur U : J — P(R) définie par
U(t) ={w e R:J v (t) —w [< 1) [y(t) —H(E) [}-

Puisque l'opérateur multivoque V' (t) = U(t) N F(t,y(t)) est mesurable ( voir Proposition
1.2.1)), il existe une fonction v,(t) qui est une sélection mesurable pour V.
Ainsi, ve(t) € F(t,7(t)), et pour chaque t € J.

| vi(t) = v2(t) [<U(E) | y(8) = () |,
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On définit pour chaque t € J,

ho(t) = m/o(t—s)a_lvg(s)ds

Alors pour t € J,

| hi(t) — ho(t) | < ﬁ/o(t—S)a Hoi(s) = wa(s) | ds
5] ' — ) L uy(s) — va(s s
1 t o1 _
< g =) L)~ s

2 g - -
t T aro), T vle) — o) ds

Ainsi,
[ o] (I*)(T)

hi— ho ||leo< ||| 191 ||oe +
R R A

} 15 =7 e

D’une relation analogue, obtenue en échangeant les roles de y et ¥, il s’ensuit que

[0 (I*D)(T)

Hy(N(y), N()) < T o< 1 T [
N0 @) <7 1y =7 s 12+ 2L

} .

Donc, par(2.7), N est une contraction et donc, par le théoréme N admet un point

fixe y qui est la solution de (2.1)) — (2.2)). O
Exemple :

Nous appliquons le résultat principal du papier théoréme a la fraction inclusion
différentielle,

‘DY%(t) € F(t,y(t)), pour tout te J=1[0,T],0<a<1 (2.8)
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y(0) = o, (2.9)
et
Ft,y)={veR: filt,y) <v < folt,y)}
Ou fi, fo:J xR —R.

On suppose que pour tout t € J, f1(t,.) est semi continue inférieurement(c’est-a-dire que
I'ensemble {y € R : fi(t,y) > pu} est ouvert pour chaque p € R).

Et supposons que pour tout ¢t € J, fo(t,.) est semi-continue supérieurement (c’est-a-dire
I'ensemble {y € R: fo(t,y) < u} est ouvert pour chacun p € R).

Supposons qu'il existe p € C(J,R*) et ¢ : [0,00) — (0,00) continue et non décroissante
telle que

Mazx(| fi(t9) || fo(ty) D) <p(O)e(ly [), teJ; el tout y € R.

Il est évident que F' est compact et convexe, et qu’il est semi continu supérieurement.
Comme toutes les conditions du théoréeme sont satisfaites, alors le probléme —
a au moins une solution y sur J.

Conclusion :

Dans ce chapitre on a présenté quelques résultats d’existence des solutions du probléme
aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire ( cas 0 < a < 1) au
sens de Caputo dans le cas convexe et non-convexe. Cette résultat ont été obtenus par
I’application de la théorie de point fixe, en particulier on a utilisé le théoréme de point fixe
de T'alternative non linéaire de Leray Schauder, Covitz et Nadler pour multiapplications

contractantes.



Chapitre 3

Probléme aux limites d’inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire cas
oul <a<?2.

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner un résultat d’existence pour le probléme aux

limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire suivant :
‘DY%(t) € F(t,y(t)) pour tout te€ J=1[0,T],1 <a<2. (3.1)

y(0) = yo, y(T) = yr. (3.2)
Ou “D® est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F': J x R — P(R) est une appli-

cation multivoque, g, yr sont des constantes réelles.

On commence par donner la définition d’une solution au probléme (3.1]) — (3.2)) .

Définition 3.0.1. Une fonction y € AC*(J,R) est dite solution du probleme (3.1]) — (3.2)
s’il existe une fonction v € L*(J,R) avec v(t) € F(t,y(t)), pour tout t € J, telle que,

°D%(t) = v(t), pour tout t € J;1 < a <2,

et la fonction y satisfait la condition (3.2))

49
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3.1 Le cas convexe :

Pour lexistence de la solution du probléme (3.1) — (3.2) , on a besoin du lemme

suivant :

Lemme 3.1.1. Soient 1 < a <2 et h:[0,T] — R une fonction continue. Une fonction

y est solution de ’équation intégrale fractionnaire

1 t

y(t) = m/o <t_s)a_1h($)dS_TF(Oé)/0 (T—s)o‘_lh(s)ds—(%—1>yg+%y;p. (3.3)

st et seulement si y est solution du probleme aux limites pour l’équation différentielle

fractionnaire

Doy(t) = h(t), t € [0,T], (3.4)
y(0) = o, y(T) = yr. (3.5)

Preuve :
Supposons d’abord que y est solution de (3.3)) c’est a dire :

(t) = IR(0) + % lyr — o — I°H(T)] + 30,

D’une part on a :

¢
Dy(t) = "D | Ih(t) + 7 [yr — yo — I"M(T)] +yo

K

K
T ——’
0
— eDeIR(1),

et d’aprés les propriétés du calcul fractionnaire on a :

SDIh(t) = h(t).
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Ce que montre (3.4)) ie :

D’autre part on a :

Ce que montre (3.5)) .

Inversement supposons que y est solution de probléme :

cDy(t) = h(t),t € [0,T]
y(0) =vo, y(T') =yr.
D’aprés le lemme [1.4.2] on a
I°DY(t) = co+ it +y(t)
= I%h(t)
y(t) = I%h(t) — co — cqt.

De plus ona :

¢ = Yo

T
1
= T — s)*1 - = —
“ TF(a)/O (T = )" ls)ds — w0 + 7y

et on sait que :
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Théoréme 3.1.1. [18] Supposons que :
(H1)F : J X R = Pepew(R)est une application multivoque Carathéodory.
(H2) II existe une fonction p € C(J,RT) | et b : [0,00) — (0,00) continue et non

décroissante, telles que,

| F(t,u) [|[p< pt)(| u|), pour t € J et chaque u € R.
(H3) Il existe | € L'(J,R"), avec I*l < oo telle que

Hy(F(t,u), F(t,a)) <Il(t) |u—u]| pour tout u,u € R

et
d(0, F(t,0)) <I(t), pour tout t € J.

(H4)Il existe une constante My > 0 telle que,

M,
PO 119 [loo +0O)Tp) D)+ 90 [+ Tyr |~

1 (3.6)

Alors, le probleme (3.1)) — (3.2)) admet au moins une solution dans J.

On va transformer le probléme (3.1)) — (3.2) en un probléme de point fixe. Considérons

I'opérateur :

1

Ny(y) = {heC(J,R):h(t):m/o (t — 5)*u(s)ds

t r ol t t
_TF(a)/O (T — s)* v(s)ds — <T_1>yO+TyT’v€ Sp,y}.

Il Claire, d’aprés le Lemme , les points fixes de N; sont solutions de (3.1)) — (3.2)).
On va utiliser I'alternative non linéaire de Leray Schauder pour montrer que N; admet

au moins un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1 : Ny(y) est convexe pour tout y € C'(J,R).
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On effet si hy, hy € Ni(y), alors il existe vy, vy € Sgy, telle que pour tout ¢ € J, on a :

h(t) = ﬁ /0 (t — 5)°ui(s)ds

t T t t
— T — s)* 1, —(=—1 —yp.i=1,2.
TT(a) /0 ( $)* ;(s)ds (T VYo + TyT,z ,

Soit A €0, 1[. Alors, pour tout ¢t € J, on a :

Wy + (1= Aha)() = % /0 (t = ) [y (s) + (1 — A)wa(s)]ds

'1

t T ol
TT(@)/O (T — ) [Avi(s) + (1 — Nwvao(s)]ds

t_ ) +t

|
VRS

comme Sp, est convexe (car F' est convexe), on a

Ahy + (1 — )\)hg c N(y)

Etape 2 :N;(y) transforme les bornées en des bornées dans C(J,R) :

Soit B, = {y € C(J,R) :|| y ||< r} un ensemble borné de C'(J,R) ou r un réel positive.

Soit y € B, alors pour tout h € Ny(y), il existe v € Sp,, telle que :

h(t) = m/()(t—s)alv(s)ds
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Par (H2), on a pour tout t € J,

)| < s [ ) s
b s [ @ 0l s L+ o
< s [ plsyu v s
b [T =) st L+ o
< YOI E)O) + YT BT+ o |+ v |

Alors,

7 oo 90(r) [ 1%(p) lloo +42(r)I*(p)(T)+ | 9o | + | yr |= K.

On en conclute que pour tout h € N(B,), il existe K telle que

Iy o< K,

ce que montre que Ni(y) est bornée.
Etape 3 : N; est équicontinu
Considérons B, une partie bornée de C'(J,R). Soient t1,ty € J,t; < ta,y € B, et h € Ny(y)
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alors,
1 h a—1 a—1
| h(t2) — h(t1) | = m/o [(t2 = )" = (tr — 8)* Ju(s)ds

(ty —t1) [™ ot th— 1t (ta —t1)
+ B / (t2 = )" Mo(s)ds | +(Z) Lo |+ |y |
< —H pI|LCan1)/J(T) /0 1[(751 —5)*h — (ty — 5)*]ds

(t2 = t1) I p lloo ®(r) [ a—1
+ I(o) /t1 (ty — s)* ds
by )y,

e CENCERT )

(ta—t1) || p lloo ¥(r) o
+ Taty 2=t
by e By

Quand t; — tg, le coté droit de 'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Par conséquente

des étapes 1 & 3 avec le théoréme d’Arzela -Ascoli, nous peut conclure que

Ny : C(J,R) — P(C(J,R)) est complétement continue.

Etape 4 :N; a un graphe fermée.

Soit Yy, — Yu, hn € Ni(yn) et hy, — hy. Il suffit de montrer que h, € Ny(y.). on a
hy, € Ni(y,) ie :il existe v, € Sg,, telle que pour chaque t € J,

ho(t) = F—/O(t—s)alvn(s)ds

- ) /OT(T — 5)* o, (s)ds — (% - 1>yo + %CUT
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Nous devons montrer qu’il existe v, € Sg,, tel que, pour chaque t € J,

ha(t) = ﬁ /O (t — 5)°~ 0, (5)ds

it (7o (=

Etant donné que F'(t,.) est semi-continue supérieurement, alors pour tout € > 0, il existe

No(g) > 0 tel que pour tout n > ng, nous avons

vn(t) € F(t,yn(t)) C F(t,y.(t)) +eB(0,1), pour chaque t € J.

Etant donné que, F'(.,.) est a valeurs compactes,alors il existe une sous suite v, (.) telle

que,

Un,, () = v(.) si M — 00,

et

v.(t) € F(t,y«(t)) pour chaque t € J.
Pour tout w € F(t,y.(t)), nous avons
| Ony (8) = 0u(8) | <] 0, (1) =0 [ + [0 = vu(2) |-

Alors,

| Vnge (8) = 0a(2) |< d(0n,, (1), F (2, (1))

Par une relation semblable, obtenue par I’échange des roles de v, et v,, il suit que,

| Vng (8) = 0a(8) |< Ha(F (8 yn (1)), F (& 9(8) < U ([ Yo = Y Moo -
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Alors,

halt) — ha(t) ]| < = / (t— )7 v (5) — va(s) | ds

=
£

e ot
g D A PO LA

- S)a_ll(s)ds H Ynm — Yx Hoo

I
—
|-
c\“
=N

1/T
+ — T — $)*7Y(s)ds Ynm — Ys ||oo -
o) 0( )*(s)ds || I
Par conséquent :
I )
hnm_h* o = —/ t—s)*"l(s)ds Ynm — Yx |loo
|| o € Fray | (6= 9 s | ||
I .
+ —/ T —35)*U(s)ds || Yn,, — Us ||loo— 0 si m — 0.
Fag | @9 s | H

Donc h, € Ni(y.). Ce qui montre que Ny : C(J,R) — P(C(J,R)) a un graphe fermé.
Etape 5 : Estimation a priori des solutions :

Soit y une solution possible au probléme (3.1]) — (3.2)) telle que y € AN;(y) avec A €]0, 1].
Alors il existe v € Spy, telle que pour tout ¢ € J,

y(t) = m/o(t—s)o‘_lv(s)ds

i ) (7oA o

Ceci implique d’aprés (H2) que, pour tout ¢ € J, nous avons
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ly(t) | < ﬁ/@(f—s)“\v(sﬂds
1 [T a1
+ m/O(T—s) | v(s) | ds— | yo | + | yr |

1 t o1
o / (t — 5" 'p(s)i] y )ds

IN

; ﬁ / (T = )"~ p(s)(| y(s) s+ | yo | + | yr |

< % RGO

4 %/{) (T — 5)* 'p(s)ds+ | yo | + | yr |

<l y 1) P)O) + 0y )P D)4 [ 90 | + [ yr | -

Donc

19 lloc

STy T 179 T 00 o I EP) D To0 [+ Tor]

Ainsi, la condition ({3.6]) implique qu’il existe une constante M; > 0, telle que || y ||# M.
Soit
U={yeC(JR) |y o< M}

L'opérateur N; : U — P(C(J,R)) est semi continue supérieurement, complétement

continu. Le choix de U, entraine qu’il n’existe pas de y € QU tel que,
y € AN1(y) avec X €]0,1].

Par consequent, d’aprés l'alternative non linéaire de Leray Schauder, on déduit que N7 ad-

met un point fixe dans U qui est solution du probléme (3.1))—(3.2).
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3.2 Le cas non-convexe :

Nous présentons maintenant un résultat pour le probléme (3.1]) — (3.2)) avec F' & valeurs
non-convexe. Nos considérations sont basées sur le théoréme de points fixe de Covitz et

Nadler pour multiapplications contractantes.

Théoréme 3.2.1. [18] Supposons (H3) et Uhypotheése suivante sont vérifieés :

(H5) F : J x R = Po,(R) a la propriété que F(.,U) : J — P, (R) est mesurable pour
chaque u € R.

s1

(I°1)(T) < (3.7)

N | —

Alors le probleme (3.1) — (3.2) admet au moins une solution sur J.

Remarque 3.2.1. Pour tout y € C(J,R), comme F vérifié (H3) alors l’ensemble des

sélections Sp,, est non vide et F' admet une sélection mesurable (voir[6l] théoréeme 111.6 )

Preuve :
Nous montrerons que N satisfait aux hypothéses de théoréme[1.5.3] La preuve sera donnée
en deux étapes
Etape 1 :N(y) € Pu(C(J,R)) pour chaque y € C(J,R).
En effet, soit (y,)n>0 € N1(y) tel que y,, — y dans C(J,R). Alors y € C(J,R) et il existe
vy, € SE,y tel que, pour tout ¢ € J,

yn(t) = ﬁ/o(t—s)a_lvn(s)ds

— TFt(a) /OT(T — 5)* 1w, (s)ds — (% - 1)?/0 + %yT-

En utilisant (H3) et le fait que F' est a valeurs compactes, on peut passer & une sous-suite
si nécessaire pour obtenir que (v,,) converge faiblement vers v en L} (J,R) (L’espace doté

de la toplogie faible). Une application de lemme de Mazur implique que (v,) converge
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fortement vers v et donc v € Sg,,. Alors, pour chaque ¢t € J

) =30 = oo [ (=9 u(s)as

Ainsi, y € Ni(y).
Etape 2 :Il existe v < 1 telle que

Hy(Ni(y), Mi(@) <7 |y =¥ llo pour chaque y,y € C(J,R).

Soit ¥,y € C(J,R) et hy € Ni(y), alors, il existe vy(t) € F(t,y(t)) tel que, pour chaque
teJ,

hi(t) = ﬁ/o(t—s)a_lvl(s)ds

De (H3) il s’en suit que,
Hy(F(t,y(t)), F(t,5(1) < 1) [ y(t) —3(0) |
Il existe donc w € F(t,7y(t)) tel que
| vi(t) —w [< 1) [y(t) —y(E) |t € J.
Considérons l'opérateur U : J — P(R) définie par
Ut) = {w e R:|v(t) —w [< 1) [ y(t) = H(?) [}

Puisque 'opérateur multivoque V' (t) = U(t)NF'(t,5(t)) est mesurable (voir[6] Proposition
I111.4), il existe une fonction vy (t) qui est sélection mesurable pour V.

Ainsi, ve(t) € F(t,7(t)), et pour chaque t € J.

| vi(t) = v2(t) [<U(E) [ y(8) = () | -
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On définit pour chaque t € J,

M) = /0 (t — 8)" Loy (s)ds

Alors, pour t € J,

| h(t) = ha(t) | < —/0 (t—5)""" [ vi(s) —va(s) | ds

Ainsi,
[ 71 = ha floo< 2(I°0D(T) | Y = 7 [loo -

D’une relation analogue, obtenue en échangeant les roles de y et 7, Il s’en suit que,
Hy(N1(y), Ni(@)) < 2(1°D)(T) [ y = ¥ []oc -

Donc, par , N est une contraction et donc, par le théoréme N; admet un point
fixe y qui est solution de — . a
Conclusion :

Dans ce chapitre on a présenté quelques résultats d’existence des solutions du probléme
aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire ( cas 1 < a < 2) au
sens de Caputo dans le cas convexe et non-convexe.

Cette résultat ont été obtenus par I'application de la théorie de point fixe, en particulier

on a utilisé le théoréme de point fixe de l'alternative non linéaire de Leray Schauder,
Covitz et Nadler.
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Chapitre 4

Probléme aux lhmites d’inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire cas

ou 2 < a < 3.

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner un résultat d’existence pour le probléme aux

limites pour des inclusions differentielles d’ordre fractionnaire suivant :

°D%(t) € F(t,y(t)), pour tout te€ J=1[0,T],2 < a < 3. (4.1)

/ "

y(0) =wo, ¥ (0) =w5, v (T) = yr. (4.2)

Ou “D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F': J x R — P(R) est une appli-

cation multivoque, yo, yj, yr sont des constantes réelles.

On commence par donner la définition d’une solution au probléme (4.1)) — (4.2)).

Définition 4.0.1. Une fonction y € AC*(J,R) est dite solution du probléeme (4.1]) — (4.2)
s’il existe une fonction v € L'(J,R) avec v(t) € F(t,y(t)), pour tous t € J, telle que,

°D%(t) = v(t), pour tous t € J,2 < a < 3,
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et la fonction y satisfait la condition (4.2)).

4.1 Le cas convexe
Pour Iexistence de la solution du probléme (4.1)) — (4.2)), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1.1. Soientt 2 < a < 3 et h: [0,T] — R une fonction continue. Une fonction

y est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) = ﬁ/{) (t—s)a_lh(s)ds—m/o (T—s)o‘_gh(s)d8+yo+y§t+y%tz. (4.3)

st et seulement siy est la solution du probléeme aux limites pour I’équation différentielle
fractionnaire
"Dy (t) = h(t), ¢ € [0,T]; (1.4)

! "

y(0) =wo, ¥ (0) =wy, v (T) =yr. (4.5)

Preuve :

Supposons d’abord que y est solution de (4.3) c’est a dire :

t2
y(t) = I°h(t) = SI°7*h(T) +yo + yist + %Tﬁ
o * 2 Yyr 1 a—2
= I°D(t)+yo +yst +1 <7—§I h(T)),K:costante.
‘Ig J/

D’une part on a :

CDay<t) — cDa[ozh<t>+y6k CDat+KCDat2+cDay0,

0

et d’apres la définition de dérivée fractionnaire du Caputo on a :

D% =0 et °D* =0.
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Ce qui montre (4.4]) ie :

Dy(t) = h(t).

D’autre part on a

Y (t) = 1°7'(t) — tI°7h(T) + y5 + tyr
y'(t) = I°72h(t) — I°7*h(T) + yr.

Alors, y(0) = 4o, ¥ (0) =5, v (T) = yr.
Ce qui montre (4.5)) ie :

! "

y(0) =wo, ¥ (0) =wy, v (T) = yr.

Inversement supposons que y est solution de probléme :

Doy (t) = h(t),t €
y(0) =0,y (0) =y

D’aprés le lemme [1.4.2| on a

I“D(t) = co+ert + eot® + y(t)
= I°h(t)
y(t) = I“h(t) —co — 1t — cot®.

De plus on a

y'(t) = I°'h(t) — ¢ — 2cqt,
y'(t) = I°72h(t) — 2c,.

Donc
y(0)= —co=1wo

y/(O) = =1y
y”(T) = I1°72h(T) — 2¢cy = yr,
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donc

—Co = Yo
*

—C1 = Y

—c = slyr — 1°7(T)),

et on sait que

h(t) ﬁ /0 (t — 5)°h(s)ds.
Alors,
y(t) = ﬁ /0 (t —8)* *h(s)ds — m /0 (T — 8)**h(s)ds +yo +yit + y?TtQ .

Théoréme 4.1.1. [25] Supposons que :
(H)F : J xR = Pepe(R) est une application multivoque Carathéodory.
(H2) 1l eziste une fonction p € C(J,R"), et ¢ : [0,00) — (0,00) continue et non décrois-

sante, telles que,
| F(t,u) [|[p< pt)Y(| w]), pour t € J et chaque u € R.
(H3) Il existe | € L'(J,R"), avec I*l < oo telle que

Hy(F(t,u), F(t,w) <I(t) |u—1u| pour tout u,u € R

et
d(0, F(t,0)) <I(t), pour tout t e J

et l’hypothése suivante se vérifie :

(H4 )1l existe une constante My > 0 telle que

M,
— >1
W(Ms) || 1o || +T2w(Mz)(21 Qp)(T)+ | yo | + | v | T + @TQ

Alors le probleme (4.1)) — (4.2) admet au moins une solution dans J.
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Preuve :
On va transformer le probléeme (4.1)) — (4.2) en un probléme de point fixe. Considérons

I'opérateur :

Noy) = {heCUR):h(t) = ﬁ/o (t — )2 1o(s)ds
_ﬁ?_g) /0 (T — )" u(s)ds + yo + yot + %TtQ, ve SF,y}

Il Claire, d’aprés le Lemme [4.1.1] les points fixe de Ny sont solutions de probléme
- @,

On va utiliser I'alternative non linéaire de Leray Schauder pour montrer que Ny admet
au moins un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.
Etape 1 : Ny(y) est convexe pour tout y € C(J,R).
On effet si hy, hy € Ny(y), alors il existe vy, vy € Sk, telle que pour tout ¢ € J, on a

1 t
hi(t) = —/ t —$)2 Lt (s)ds
(t) o) 0( )* " vi(s)
t2 T 5
S S T _ §)2 3y,
2F(a—2)/0 ( $)* v (s)ds
+ y0+y§t+y§t2, i=1,2.
Soit A €]0, 1[. Alors, pour tout t € J, on a
1 t
Wy + (1= \ha)(t) = —/ (t— ) Dy (s) + (1 — A)wa(s)|ds
L(a) Jo
t2 T .
| 1—
ST [, (7= 9 () + (1= )
+ Yo+ ypt+ %TtZ,

comme Sp, est convexe (car F' est convexe),on a

Ahy + (1 — )\)hQ € N2<y)
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Etape 2 :N,(y) transforme les bornées en des bornées dans C'(J,R) :
Soit B, = {y € C(J,R) :|| y ||[< r} un ensemble borné de C(J,R) ou r un réel positive.
Soit y € B, alors pour tout h € Ny(y), il existe v € Sg,, telle que :

W) = F%}A“‘*VlWQ“

- L /T(T —5)*3(s)ds + yo + yit + L
M (a—2) Jy Yoot

Par (H2), on a pour tout t € J,

00| < s [ ) s
+ F@%EyAZT—sV%IM@]%+\%\+’%’+\W|
< s [ plsyu v s
+ ﬁ/OT(T—S)Hp(S)@D(I y(s) Dds+ [yo [+ |vo [+ [ yr |
< QI P) () + ()2 ENT)+ L wo |+ Tyg |+ [yr |-

Alors,
I o< () || I%(p) lloo + (I (YD) [yo | + | yg | + | yr |= K
On en conclute que pour tout h € N(B,), il existe K telle que
1y [lo= K,

ce qui montre que No(y) est bornée.
Etape 3 : Ny(y) est équicontinu.
Cosidérons B, une partie bornée de C'(J,R). Soient t1,t € J, t1 < to, y € B, et h € Ny(y),
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alors,

| h(ta) — h(t1) |

IN

IN

L ! bt — s)* Hu(s)ds
m/ [(t2 — ) — (8 — 5)* Jo(s)d
—<t2 _ tl)g ’ — ) t(s)ds

o / (t2 — 5)*o(s)ds |

to — 11
2

[yo [ +(ta = t1) [y [ +( ) [yr |

| P [loo ¥(r) " a—1 a—1
et [ = ) — 1 = )

et I e 60) [, _ s

['(a)
o+ —12) [0 [+ ) Lo |
| P [l ¥(r) o e ar, Ga—=1t)2 P lleo t(r) a
m[(@—tl) +17 — 5] + Tla+ 1) (ta —t1)

ta —t
2

[ yo [ +(ta —t1) [ 5" [ +( ) Lyr |

Quand t; — to, le coté droit de 'inégalité ci-dessus tend vers zéro.En conséquence des

étapes 1 a 3 avec le théoréme d’Arzeld -Ascoli, nous peut conclure que
Ny : C(J,R) — P(C(J,R)) est complétement continue.
Etape 4 :N, a un graphe fermée.

Soit Y, — Y, hn € No(yy) et hy, — h,. Il suffit de montrer que h, € Na(y.). on a

hy, € No(yy,) i.e : il existe v, € Sp,, telle que pour chaque t € J

1

ho(t) = W/O(t—s)alvn(s)ds

- L/T(T—s)o‘_gv (s)ds + yo + 4 Uy
oM (a—2) J, " Yo dot T
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Nous devons montrer qu’il existe v, € Sg,, tel que, pour chaque t € J,

ha(t) = ﬁ /0 (t — 5)" v, (s)ds

- L /T(T — 8)* 0, (s)ds + yo + yit + T2
oM (e — 2) Jy ' Yot T

Etant donné que F(t,.) est semi-continue supérieurement, alors pour tout € > 0, il existe

No(g) > 0 tel que pour tout n > ng, nous avons

vn(t) € Ft,yn(t)) C F(t,y.(t)) +eB(0,1), pour chaque t € J.

Etant donné que, F'(.,.) est a valeurs compactes, alors il existe une sous suite v, (.) telle

que

U, (1) = (L) 88 M — 00

et

v.(t) € F(t;y.(t)) pour chaque t € J.
Pour tout w € F(t,y.(t)), nous avons
| Vny (1) = 02 (2) [<] O, (8) —w [+ [ w = 0a(2) |-

Alors,

| Ony, (8) = 0u(8) |< d(0n,, (1), F (2, 4.(1)).

Par une relation semblable, obtenue par I’échange des roles de v, et v,, il suit que,

| Ony, (8) = 0u(8) |< Ha(F (8, yn (), E (& y(8)) <UE) | yn = 45 oo -
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Alors,
) =10 < s [ = o) 005 |
by [ T ) ) s
< s [ =06 .
e A T P

Par concéquent :

1 t
h?’Lm_h* 00 S —/ t—Sa_llSdS ynm—y* 0o
I I o) J, (t—s5)""U(s)ds || |
1 T
+ (o —2) /0 (T - S)Ohgl(s)ds | Yn,, — Ui [oo— 0 si m — 0.

Donc h, € Na(y.). Ce qui montre que N : C(J,R) — P(C(J,R)) a un graphe fermé.
Etape 5 : Estimation a priori des solution :

Soit y une solution possible au probléme — telle que y € AN, (y) avec A €]0, 1].
Alors, il existe v € Sg,, telle que pour tout t € J,

A t B
y(t) = _F<a)/0(t_s>a l'Un(S)dS
)\tQ ' a—3 * Yr 0
- m/ (T = )" Pon(s)ds + yo + yit + 1

Ainsi, 'hypothése (H2)entraine que, pour tout t € J on a
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0] < i [ Tels) s
. ﬁ/{)T(T—s)a_SW(S)|d3+|yo|+|y§|+|iUT|
< s [ wlsyuy Dis
b om0 o) Dt T |+ 1051+ o]
< W) [ e
b WD [P g tpopast [l + 133 1+ e
< 001y 1o IB)E) + 600y 1 2T+ 10 |+ 155 1 v |,

donc

1Y lloo

1.
Yl y o) HPlloc + LUl ¥ lloo) T2p)(T)+ [ yo | + | ws | + | yr | =

Ainsi, la condition (4.6) implique qu’il existe une constante My # 0, telle que

|| Y ||7’é M.
Soit
U= {y € C(‘]’R) H Yy ||oo< M2}'

L'opérateur Ny : U — P(C(J,R)) est semi continue supérieurement complétement
continu . Le choix de U, entraine qu’il n’existe pas de y € 9U tel que y € AN,(y) avec
A €]0,1],
par consequent, d’aprés l'alternative non linéaire de Leray Schauder, on déduit que N,

admet un point fixe dans U qui est solution du probléme (4.1) — (4.2)).
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4.2 Le cas non-convexe

Nous présentons maintenant un résultat pour le probléme (4.1)) — (4.2)) avecF" a valeurs
non-convexe. Nos considérations sont basées sur le théoréme de points fixe de Covitz et

Nadler pour multiapplications contractantesion.

Théoréme 4.2.1. [25] Supposons que
(H3) Il existe | € L'(J,R), avec I*l < oo telle que,

Hy(F(t,u), F(t,u)) <I(t) |u—1u| pour tout u,u € R

et
d(0,F(t,0)) < (t), pour tout t € J

(H5) F : J x R = P,(R) a la propriété que F(.,U) : J — P, (R) est mesurable pour
chaque u € R.

S1

[0 (*D(T)

<1
la+0|

770 [loo +

et I’hypothése suivante se vérifie :
5%
I°UT) + T?1°2I(T) < 1. (4.7)

Alors le probleme (4.1) — (4.2) a au moins une solution sur J.

Remarque 4.2.1. Pour tout y € C(J,R), comme F wvérifié (H3) alors l’ensemble des

sélections Sg,, est non vide et F' admet une sélection mesurable (voir[6l] théoréeme 111.6 )

Preuve :
Nous montrerons que Ny satisfait aux hypothéses de théoréme[1.5.3] La preuve sera donnée
en deux étapes
Etape 1 :Ny(y) € Po(C(J,R)) pour chaque y € C(J,R).
En effet, soit (y,)n>0 € Na(y) tel que y,, — y dans C(J,R). Alors y € C(J,R) et il existe
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v, € Sp,y tel que, pour tout ¢ € J,

1 ¢ B
yn(t) = m/o(t—s)a 1vn(s)d3
— L/T(T— )* B (5)ds + yo + Yot + 12
2T(a —2) J, ) InlS)AS T Yo T ot Ty

En utilisant (H3) et le fait que F' est valeurs compactes, on peut passer a une sous-suite si
nécessaire pour obtenir que v,, converge faiblement vers v en L} (J,R) (L’espace doté de la
toplogie faible). Une application de lemme de Mazur implique que v,, converge fortement

vers v et donc v € Sg,. Alors, pour chaque t € J

W) =70 = g [ 0= (e
N #2_2)/0 (T — 5)"v(s)ds +yo + yot + %TtQ.

Ainsi, y € Ny(y).
Etape 2 :1l existe v < 1 telle que,
Ha(Na(y), Na(y) < v |y =Y [loc pour chaque y,y € C(J,R)

Soit y,7 € C(J,R) et hy € N(y). Alors, il existe vi(t) € F(t,y(t)) tel que pour chaque
teJ

1 t
hi(t) = m/(t—s)o‘_lvl(s)ds
0
- e /T(T— )2 30y (s)ds + yo + yit + St
2F(a—2) ; S vils)as Yo Yo 5 .

De (H3) il s’en suit que,

Hy(F(t,y(@)), F(t,5() < 1) [ y() —3(0) |
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Il existe donc w € F(t,7(t)) tel que
| v (t) —w [< 1) [y(t) —3(t) [t € J.
Considérons l'opérateur U : J — P(R) définie par
Ut) ={weR:|v(t) —w[<I(t) | y(t) —H(t) [}-

Puisque l'opérateur multivoque V(¢) = U(t) N F(t,7(t)) est mesurable( voir Proposition
1.2.1)) , il existe une fonction vq(t) qui est une sélection mesurable pour V.

Ainsi, ve(t) € F(t,7(t)), et pour chaque t € J.
| vi(t) = va(t) |<U(E) [ y(t) —3() |-
On définit pour chaque t € J,

ho(t) = ﬁ /0 (t — 5)" vy (s)ds

- L /T(T — 5)*Bwy(s)ds + yo + Yot + YT 42
oM (a—2) Jy 2 Yoot

Alors, pour t € J

| ha(t) —ha(t) | < m/o (t—5)""" [ vi(s) — va(s) | ds

1 g a—2
+ r<a_2>/0 (T = 5% | oy(s) — vals) | ds
1 ! a—1 27
< | =) v~ 7 | s

Ainsi,

I hy = ho [lo< I°UT) + T*I**UT) || y = 7 || oo
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D’une relation analogue, obtenue en échangeant les roles de y et v, 1l s’en suit que,
Ha(N2(y), No(7)) < (I°UT) + T*1°7*UT)) |y =7 || -

Donc, par , N5 est une contraction et donc, par le théoréme Ny admet un point
fixe y qui est la solution de — . a
Conclusion :

Dans ce chapitre on a présenté quelques résultats d’existence des solutions du probléme
aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire ( cas 2 < a < 3) au
sens de Caputo dans le cas convexe et non-convexe.

Cette résultat ont été obtenus par I’application de la théorie de point fixe, en particulier

on a utilisé le théoréme de point fixe de l'alternative non linéaire de Leray Schauder,
Covitz et Nadler.



Conclusion et Perspective

Le calcul fractionnaire est devenu une importante branche de mathématiques grace

a son immense application dans différents domaines tels que la physique, la chimie, 'in-

génierie, finance et d’autres sciences qui ont été développé dans la derniére décennie, en
plus de I'intérét que lui portent beaucoup de chercheurs en mathématiques elles méme.

Ce mémoire est dévouée a l'existence de solutions pour différents types d’inclusions

différentielles d’ordre fractionnaire.

Les résultats obtenus sont basés sur 'argument du point fixe, en particulier on a
utiliser le théoréeme du point fixe de Ialternative non linéaire de Leray-Schauder [19] et
Covitz-Nadler [27].

Nous comptons, dans l'avenir appliquer les méthodes cités dans ce mémoire a
d’autre équation, et developper d’autre méthodes numériques de résolution des incluions
dif- férentielles d’ordre fractionnaires, mois cotiteuses et plus pricises que celle proposées

dans ce mémoire.

7
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