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Résumé
Dans ce mémoire, nous présentons quelques résultats d’existence des solutions du

problème aux limites pour des inclusios différentielles d’ordre fractionnaire au sens de
Caputo. Ces résultats ont été obtenus par l’utilisation du théorème de point fixe de l’al-
ternative non linéaire de Leray Schauder et le théorème de points fixe de Covitz et Nadler
pour les multiapplications contractantes .

Mots-clés : fractionnaires, analyse multivoque, dérivée fractionnaire de type Caputo,
intégral fractionnaire, point fixe, espaces de Banach, existence de solutions.

Abstract
In this paper, we present existence results of solutions for fractional order differential

inclusions in the sense of Caputo, for boundary value problems. These results were ob-
tained by using the fixed point theorem of nonlinear alternative of Leray-Schauder type
and The fixed point theorem for the multivalued contraction maps given by Covitz and
Nadler.

Keywords : Fractional, multivalue, fractional derivative Caputo type, fractional inte-
gral, fixed point, Banach spaces, existence of solutions.
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Introduction

Les équations différentielles fractionnaires (EDFs) apparaissent naturellement dans
différents domaines scientifiques comme la physique, l’ingénierie, la médicine, l’électro-

9
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chimie, la théorie du contrôle, etc. L’efficacité de ces équations dans la modélisation de
plusieurs phénomènes du monde réel a motivé beaucoup de chercheurs à étudier leurs
aspects quantitatifs et qualitatifs.

Le concept des opérateurs d’ordres fractionnaires a été défini aux 19e siècle par
Riermann- Liouville et Leitinkov. Leur but est de prolonger la dérivation ou l’intégra-
tion d’ordre fractionnaire en utilisant non seulement un ordre entier mais également des
ordres non entiers. Il a été utilisé en mécanique depuis les années 1930 et en électrochimie
depuis les années 1960. plus tard, plusieurs mathématiciens et physiciens ont étudié les
opérateurs différentiels et les systèmes d’ordre fractionnaire.

Bien que la théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien
que le calcul classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent [5] à
la fin du 17e siècle, l’époque où Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul

différentiel et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole dnf
dtn

pour désigner la

ne dérivée d’une fonction f . Quand il a annoncé dans une lettre à l’Hôpital (apparemment

avec l’hypothèse implicite que n ∈ N), l’Hôpital a répondu :

Que signifie dnt
dtn

si n = 1
2
?

Cette lettre de l’Hôpital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident
de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que l’Hôpital a demandé

spécifiquement pour n = 1
2
, c’est-à-dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné

lieu au nom de cette partie des mathématiques [3].
Les dérivées non entières possèdent un effet de mémoire qu’elles partagent avec plu-

sieurs matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou polymères. Ce fait est également
une des raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a connu récemment un grand inté-
rêt. L’utilisation de l’effet mémoire des dérivées fractionnaires dans la construction des
modèles matériels simples est livrée avec un coût élevé en ce qui concerne la résolution
numérique. Tout en utilisant un algorithme de discrétisation des dérivées non entières
on doit tenir compte de sa structure non locale qui signifie en général un haut stockage
d’information et une grande complexité de l’algorithme. De nombreuses tentatives pour
résoudre les équations faisant intervenir différents types d’opérateurs d’ordre non entier
peuvent être trouvées dans la littérature.

Une liste de mathématiciens qui ont fourni des contributions importantes au caclul
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fractionnaire jusqu’au milieu du 20e siècle, inclut :
P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-

1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-67), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V.

Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Ha-

damard (1892), O. Heaviside (1892-1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Lit-

tlewood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. L´evy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis

(1924-1936), A. Zygmund (1935-1945) E.R. Amour (1938-1996), A. Erd´elyi (1939- 1965),

H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949) [9].
L’étude des problèmes fractionnaires est d’actualité et plusieurs méthodes sont appli-

quées pour la résolution de ces problèmes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe
du point fixe jouent un grand rôle.

Le sujet principal de ce mémoire est l’étude de l’existence des solutions pour cer-
taines classes d’inclusions différentielles d’ordre fractionnaire. Le contenu de ce mémoire
est basé sur les travaux de M. Benchohra et S. Hamani. Notre travail est réparti en quatre
chapitres :

Le premier chapitre intitulé ′′ Préliminaires ′′ , contient un ensemble de définitions
et résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude. Il est divisé comme suit :
• Dans la section 1, nous donnons quelques notations et définitions.
• La section 2, sera consacrée aux quelques définitions et outils sur les applications mul-
tivoques.
• La section 3, sous le titre calcule fractionnaires, sera consacrée aux définitions et résultas
(lemmes) importants concernant la théorie du calcul fractionnaires.
• La section 4, nous donnons quelques Lemmes fondamentaux aux calcul fractionnaires.
•La section 5, sera réservée à un petit rappel sur quelques théorèmes de point fixe.

Le deuxième chapitre intitulé ′′ Problème aux limites d’inclusions différen-

tielles d’ordre fractionnaire cas où 0 < α < 1
′′ , sera consacré à l’étude d’un problème

avec l’inclusion différentielle d’ordre fractionnaire suivante :

cDαy(t) ∈ F (t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1
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et la condition initiale suivante

ay(0) + by(T ) = c.

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F : J × R→ P(R) est une appli-
cation multivoque, a, b, c sont des constantes réelles avec a+ b 6= 0.

Dans le troisième intitulé ′′ Problème aux limites d’inclusions différentielles
d’ordre fractionnaire cas où 1 < α < 2

′′ , on présente quelques résultats d’existences du
solutions du problème aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire.
On considère le problème suivant : :

cDαy(t) ∈ F (t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 1 < α ≤ 2.

y(0) = y0, y(T ) = yT .

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F : J × R → P(R) est une
application multivoque, y0, yT sont des constantes réelles .

Le quatrième chapitre intitulé ′′ Problème aux limites d’inclusions différentielles

d’ordre fractionnaire cas où 2 < α < 3
′′ , on présente quelques résultats d’existences du

solutions du problème aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire.
On considère le problème suivant :

cDαy(t) ∈ F (t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 2 < α < 3.

y(0) = y0, y
′
(0) = y∗0, y

′′
(T ) = yT .

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F : J × R → P(R) est une
application multivoque, y0, y

∗
0, yT sont des constantes réelles .



Chapitre 1

Préliminaires

Introduction

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives
aux analyse multivoque telles que : semi continue supérieurement, Carathéodory, défini-
tions relatives aux calcul fractionnaire telles que : la dérivation fractionnaire, l’intégration
fractionnaire, lemmes et théorèmes qui seront utilisés à travers les chapitres suivants.

1.1 Notations et définitions

Dans cette section, on donne quelques définitions, théorèmes et propriétés que nous
utilisons dans la suite de ce travail.

Définition 1.1.1. On appelle espace de Banach (E, ‖ . ‖E) tout espace vectoriel normé
et complet pour la distance déduit de la norme.

Soit J = [0, T ], T > 0. Notons C(J,R) est l’espace de Banach des fonctions continues
définies de J dans R, muni de la norme

‖ y ‖∞= sup{| y(t) |: t ∈ J}.

Définition 1.1.2. Soient Ω = (a, b)(−∞ ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle fini ou infinie de
R et 1 ≤ p ≤ ∞.

13
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1. Pour 1 ≤ p < ∞, L’espace LP (Ω) est l’espace des (classes de) fonctions f réelles
sur Ω telles que f est mesurable et

∫ b

a

| f(x) |p dx < +∞,

muni de la norme

‖ f ‖p=
(∫ b

a

| f(t)bdt

) 1
p

, 1 ≤ p <∞.

2. l’espace L∞(Ω) est l’espace des (classes de) fonctions mesurables f bornées presque

partout (p.p) sur Ω muni de la norme

‖ f ‖L∞=| f(t) |= inf {k ≥ 0, | f(t) |≤ k p.p sur Ω} .

Définition 1.1.3. [24] Une fonction f : J → E est dite absolument continue si pour tout

ε > 0 il existe δ > 0 tel que pour toute partition finie [ai, bi]
p
i=1 vérifiant

p∑
i=1

(bi − ai) < δ,

alors,
p∑
i=1

‖ y(bi)− y(ai) ‖< ε.

. On note par AC1(J,E) l’espace des fonctions dérivables y : J → E dont la première
dérivée est absolument continue.

Définition 1.1.4. Soient E et F deux espaces de Banach, et A : E → F une application
linéaire. On dit que A est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties
bornées de F.

Définition 1.1.5. Soient E et F deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné
toute application linéaire continue de E dans F .
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Définition 1.1.6. Soit M un sous ensemble de C(E,F ). On dit que M est uniformément
borné, s’il existe une constante C > 0 tel que

‖ f ‖∞≤ C ∀f ∈M.

Définition 1.1.7. Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie
de E à valeurs dans F . On dit que f est complètement continue si elle est continue et
transforme tout borné de E en une ensemble relativement compact dans F . f est dite
compacte si f(E) est relativement compacte dans F .

Définition 1.1.8. Soit E un espace de Banach muni de la norme ‖ . ‖ et T : E → E

une application. Un élément x de E est dit point fixe de T si Tx = x.

Définition 1.1.9. Soit (M,d) un espace métrique complet T : M → M une application.
On dit que T est Lipschitzienne s’il existe une constante positive k ≥ 0 telle que l’on ait,
pour tout couple d’éléments x, y de M , l’inégalité

d(T (x), T (y)) ≤ k(d(x, y)).

Si k ≤ 1, l’application T est appelée non expansive.

Si k < 1, l’application T est appelée contraction.

Proposition 1.1.1. Soit C(J,E) l’espace des fonctions continues de J vers l’espace de

Banach E et M ⊂ C(J,E).

(i) M est borné i.e : il existe b ≥ 0 tel que ‖ f ‖∞≤ b ∀f ∈M,

(ii) M est équicontinu i.e :

∀ξ > 0,∃δ > 0 ∀x1, x2 ∈ J :| x1 − x2 |< δ ⇒| f(x1)− f(x2) |< ξ ∀f ∈M,

(iii) ∀x ∈ J, {f(x) ∈ E, f ∈M} est relativement compact dans E.

Lemme 1.1.1. [27] (Lemme de Mazur) Soit (xn) une suite convergeant faiblement vers x

dans E alors il existe une suite (yn) avec chaque yn combinaison convexe des {xk, k ≥ n}
convergeant fortement vers x dans E.
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Théorème 1.1.1. ( d’Ascoli-Arzelà) Soit A ⊂ C(J,R), A est relativement compact (i.e :

A est compact) si et seulement si :

1. A est uniformément borné,

2. A est équicontinu.

Théorème 1.1.2. (Compacité des espace metriques)

Pour une partie A d’un espace métrique (X, d), les trois assertions suivantes sont équiva-
lentes :

i) A est compact,

ii) propriété de Bolzano-Weierstrass : toute partie infinie de A admet un point d’accu-
mulation dans A,

iii) De toute suite (xn)n d’éléments de A. On peut extraire une sous suite convergente
dans A.

Remarque 1.1.1. x un point accumulation de A si tout voisinage v de x dans X contient
un point A 6= x.

Définition 1.1.10. Soit la fonction f : R+ → C continue par morceaux. On appelle la
transformée de Laplace de f(t), la fonction :

F (s) = L{f(t)}(s) =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt, s ∈ C.

Définition 1.1.11. La transformée de Laplace inverse unilatérale f(t) d’une fonction

F (s) est définie par :

L−1F (s) = f(t) =
1

2πi

∫ +∞

−∞
F (s)estds.

Remarque 1.1.2. Une fonction f , definie sur [a, b], est continue par morceaux sur [a, b]

s’il existe σ ∈ S telle que :

1. f est continue sur chaque intervalle ouvert ]xi, xi+1[,

2. f admet en tout point de la subdivision une limite à gauche et une limite à droite
finies.
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1.2 Quelques notions d’analyse multivoque

Dans notre étude, certains éléments d’analyse multivoque seront utilisés. Il est donc
utile de rappeler quelques définitions et propriétés fondamontales de multifonctions (dit

aussi correspondances ).

Définition 1.2.1. Une multifonction (où application multivoque) F d’un espace X vers
un espace Y est une correspondance qui associe à tout élément x ∈ X un sous ensemble

F (x) de Y . On notera F : X → P(Y ) 1

Soit (X, ‖ . ‖) un espace normé.
. On note :
P(X) = {Y ∈ X : Y 6= ∅},
Pcl(X) = {Y ∈ P (X) : Y fermée },

Pb(X) = {Y ∈ P (X), Y bornée },

Pcp(X) = {Y ∈ P (X) : Y compact },

Pcv(X) = {Y ∈ P (X) : Y convexe },

Pcp,cv(X) = {Y ∈ P(X) : Y compact et convexe}.

Définition 1.2.2. Le domaine de G est l’ensemble des éléments de X dont l’image par
G est un sous-ensemble non vide de y Autrement dit,

dom G = {x ∈ X : G(x) 6= ∅}

L’application G est dite stricte si pour tout x ∈ X, l’ensemble G(x) est non vide.

Définition 1.2.3. Soit (X, ‖ . ‖) un espace de Banach et G : X → P(X) est une appli-

cation multivoque (où une multifonction).

X Une application multivoque G : X → P(Y ) est dite à valeurs convexes (resp. fermées)

si pour tout x ∈ X,G(x) est convexe (resp.fermé).

1. ensomble des parties d’un ensomble y noté aussi par 2y



18 1.2 Quelques notions d’analyse multivoque

XG est borné si pour tout ensemble borné B dans X l’ensemble G(B) est borné dans
X,

sup
x∈B
{sup{| y |: y ∈ G(x)}} <∞.

XG est dite semi continue supérieurement (s. c. s) au point x0 ∈ X si pour tout ouvert

W contenant G(x0) il existe un voisinage ouvert V (x0) dans X tel que pour tout x ∈ V (x0)

on a G(x) ⊂ W.

XG est dite complètement continue si G(B) continue et relativement compact pour tout
ensemble B borné de X.

XG admet un point fixe s’il existe x ∈ X tel que x ∈ G(x).

XG est convexe si son graphe 2 est un sous ensomble convexe de X × Y. Autrement dit,
G est convexe si pour tous h1, h2 ∈ X et t ∈ [0, 1], on a

tG(h1) + (1− t)G(h2) ⊂ G(th1 + (1− t)h2).

Définition 1.2.4. On dit qu’une application G : X → Y est semi-continue inférieurement
(s. c. i) en x0 ∈ dom(G) si pour tout y0 ∈ G(x0) et pour tout voisinage V de y0 (dans

Y ), il existe U de x0 (dans X) tel que G(x) ∩ V 6= ∅, pour tout x ∈ U .

Exemple :
Soit F : R → P(R) définie par G(x) := {−1, 1} si x 6= 0 et G(0) = [−1, 1]. Cette multi-

fonction est s. c. i en tout x0 6= 0 car pour tout vosinage V de y0 = −1 (resp. y0 = 1) on

a G(x) ∩ V 6= ∅, pour tout x.
D’autre part, on a G est s. c. s en tout point x0 car pour x0 > 0 (resp. x0 < 0), un

ouvert quelconque V dans R contenant {−1, 1} et U :=]x0 − ε, x0 + ε[ où ε > 0 est tel

2. On appelle graphe de la multi-fonction F , l’ensemble

Graph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}

F est à graphe fermé si Graph (F ) est fermé dans X × Y . On dira aussi que F est fermée.
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que x0 − ε > 0 (resp. x0 − ε < 0).

Alors G(x) = {−1, 1} ⊂ V pour tout x ∈ U . Maintenant, pour x0 = 0 et un ouvert V

contenant [−1, 1] alors G(x) ⊂ V pour tout x ∈ R.

Définition 1.2.5. Soit G : J → Pcl(Rn) une application multivoque à valeurs fermées.
On dit que G est mesurable si pour tout u ∈ Rn, la fonction

(x, y) 7→ d(u,G(x, y)) = inf{‖ u− z ‖: z ∈ G(x, y)}

est mesurable sur J , où d est la distance induite par l’espace de Banach.

Définition 1.2.6. On appelle espace mesurable un triple (Ω,Σ, µ) où Σ est une σ-algèbre
sur l’ensemble Ω et µ une mesure.

Définition 1.2.7. On dit qu’une multi-application F ∈ P(Ω) est mesurable si l’image
réciproque

F−(O) = {w ∈ Σ : F (w) ∩ O 6= ∅}

de tout ouvert O est dans Σ.

Définition 1.2.8. Une application multivoque F : J×R→ P(R) est dite de Carathéodory
si elle vérifie :

1. t 7→ F (t, u) est mesurable pour tout u ∈ R,

2. u 7→ F (t, u) est semi continue supérieurement presque par tous t ∈ J. De plus, si

3. pour tout q > 0, il existe une fonction ϕq ∈ L1(J,R+) telle que pour tout u ∈ C(J,R)

avec ‖ u ‖≤ q,

‖ F (t, u) ‖= {‖ f ‖L1 : f ∈ F (t, u)} ≤ ϕq(t) p.p t ∈ J.

alors la fonction F est dite L1-Carathéodory.

Définition 1.2.9. Soit (X, d) un espace métrique, A et B deux parties non vides de X.
On considère l’application :

Hd : P(X)× P(X)→ R+ ∪+∞,
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donnée par :

Hd(A,B) = max

{
sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(A, b)

}
,

où d(A, b) = inf
a∈A

d(a, b) et d(a,B) = inf
b∈B

d(a, b).

On convient que d(x, ∅) =∞, Hd est une distance de Pompeiu - Hausdorff induite par la

métrique d et l’espace (Pcl(X), Hd) est un espace métrique généralisé.

Pour chaque y ∈ C(J,Rn), on définit l’ensemble :

SF,y = {f ∈ L1(J,Rn) : f(t) ∈ F (t, y) p.p t ∈ J}

SF,y est l’ensemble des séléctions de F . Si F est à valeurs fermées, bornées et convexes et

X est de dimension fini, alors SF,y est non vide.

Définition 1.2.10. [15] Un opérateur multivoque N : X → Pcl(X) est dit :

(a) γ -Lipschitz s’il existe γ > 0 tel que :

Hd(N(u), N(v)) ≤ γd(u, v), pour tout u, v ∈ X,

(b)contractant s’il est γ -Lipschitz avec γ < 1.

Proposition 1.2.1. Soient X un espace de Banach séparable et

F1, F2 : J → Pcp(X),

de multi-fonction mesurables, alors la multi-fonction t→ F1(t) ∩ F2(t) est mesurable.

Lemme 1.2.1. [15, 18] Soit G : J → Pb,cl,cv(R) une application multivoque complètement

continue. G est s. c. s si et seulement si le graghe de G est fermé, i.e : si un xn → x∗, yn →
y∗, yn ∈ G(xn) alors y∗ ∈ G(x∗).

1.3 Calcul fractionnaire

Dans cette section, on introduit des notations, définitions et des lemmes concernant
le calcul fractionnaire.
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1.3.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Dans cette subsection on présente quelques fonctions spéciales comme la fonction
Gamma et Bêta, qui seront utilisées dans les autres chapitres, ces fonctions jouent un
rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire.

La fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge
naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et même aux nombres complexe à

parties réelles positives).

Définition 1.3.1. Soit x ∈ R+
∗ , la fonction Gamma est donnée par :

Γ(x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1dt,

(cette intégrale est convergente pour toutx > 0).

Proposition 1.3.1. Pour tout x > 0, et pour tout n ∈ N∗ on a :

Γ(0+) = +∞,

Γ(x+ 1) = xΓ(x),

Γ(n) = (n− 1)!,

Γ(n+
1

2
) =

√
π

2n
,

Γ(x) = lim
n→+∞

n!nx

x(x+ 1) . . . (x+ n)
,

Cas particuliers :

Γ(1) = Γ(2) =

∫ +∞

0

e−tt1−1dx = 1.

Γ(
1

2
) =
√
π.
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La fonction Bêta

Parmi les fonctions de base de calcule fractionnaires : La fonction Bêta, cette fonction
joue un role important spécialement dans une certaine combinaison avec la fonction Gama.

Définition 1.3.2. La fontion Bêta (qui est un type d’intégrale, au même titre que la

fonction Gamma) est une fonction définie par :

∀x, y > 0 B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

La fonction Bêta est reliée aux fonctions Gamma par la relation suivante : ∀x, y > 0 on
a :

B(x, y) =
Γ(x).Γ(y)

Γ(x+ y)
.

1.3.2 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b]. On considère l’intégrale

I(1)h(t) =

∫ t

a

h(s)ds

I(2)h(t) =

∫ t

a

ds

∫ s

a

h(u)du

En permutant l’ordre d’intégration, on obtient

I(2)h(t) =

∫ t

a

(t− s)h(s)ds,

Plus généralement le nime itéré de l’opérateur I peut s’écrire

I(n)h(t) =

∫ t

a

dt1

∫ t1

a

dt2 . . .

∫ tn−1

a

h(tn)dtn =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)(n−1)h(s)ds (1.1)

pour tout n ∈ N, a, x ∈ R, x > a. Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis
la généralisation du factoriel par la fonction Gamma : (n − 1)! = Γ(n), Riemann rendu
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compte que le second membre de (1.1) pourrait avoir un sens même quand n prenant une
valeur non-entière, il était naturel de définir l’intégration fractionnaire comme suit :

Définition 1.3.3. si h ∈ C[a, b] Soit α ∈ R+, x > a, α, a, x ∈ R. l’intégrale :

I
(α)

a+ h(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)(α−1)h(s)ds

telle que a ∈]−∞,+∞[ est appelée intégrale fractionnaire (à gauche) de Riemann-Liouville
d’ordre α,

où Γ est la fonction Gamma.

Lorsque a = 0 nous écrivons Iαh(t) = h(t)∗ϕα(t), où ϕα(t) = tα−1

Γ(α)
pour t > 0, et ϕα → δ,

quand α→ 0 et l’intégrale

I
(α)

b− h(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(t− s)(α−1)h(s)ds

telle que b ∈]−∞,+∞[ est appelée intégrale fractionnaire (à droite) de Riemann-Liouville
d’ordre α.

G.F.B. Riemann (1826-
1866)

J. Liouville
(1809-1882)

Théorème 1.3.1. Pour h ∈ C[a, b], l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pos-
sède la propriété suivante :

I
(α)

a+ [I
(β)

a+ h(x)] = I(α+β)
a h(x) pour α > 0, β > 0
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Preuve :
La preuve découle directement de la définition

I
(α)

a+ [I
(β)

a+ h(x)] =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

dt

(s− t)α−1

∫ x

a

h(u)

(t− u)1−β du.

Or h ∈ C[a, b], d’après le théorème de Fubini on et par le changement t = u + s(x− u)

on obtient

I
(α)

a+ [I
(β)

a+ h(x)] =
B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

h(u)

(t− u)1−β du = I(α+β)
a h(x)

Où B(α, β) désigne la fonction Bêta. 2

Propriétés :

– I0
ah(t) = h(t),

– l’opérateur intégral I0
a est linéaire.

Exemple :
Soit h(t) = (t− a)m où m > −1

Iαa h(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1h(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1(s− a)mds.

A l’aide de changement de variable s = a+ (t− a)x on obtient,

Iαa h(t) =
(t− a)m+α

Γ(α)

∫ t

a

(1− x)α−1xmds

=
(t− a)m+α

Γ(α)
B(α,m+ 1)

=
(t− a)m+αΓ(α)Γ(m+ 1)

Γ(α)Γ(α +m+ 1)
,

d’où

Iαa h(t) =
Γ(m+ 1)

Γ(α +m+ 1)
(t− a)m+α.
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1.3.3 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.4. Soit f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b], la dérivée fraction-

naire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α notée RLDα
a f est définie

par :

RLDα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt

=

(
d

dx

)n
(In−αf(t)).

avec n > α un entier naturel.

Notation : On note l’opérateur Dn, n ∈ N différentiation de l’opérateur d’ordre entier
i. e :

Dn =
dn

dtn

Remarque 1.3.1. dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouvilleest est non-commutative
i.e :

RLDmDαf(t) =RL Dα+mf(t) 6=RL DαDmf(t).

Théorème 1.3.2. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville d’ordre α existent. Alors pour λ, µ ∈ R, RLDα
a (λf + µg) existe et on a :

RLDα
a (λf + µg) = λRLDα

a f + µRLDα
a g.

Preuve :
Soit f, g ∈ L1[a, b], λ ∈ R, on a :

RLDα
a f(t) = Dn

aI
n−αf(t)

RLDα
a (λf(t) + g(t)) = Dn

aI
n−α[λf(t) + g(t)]

= λDn
aI

n−α[(f + g)(t)

Comme la dérivée n-ième et l’intégrale sont linéaires alors,
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RLDα
a (λf(t) + g(t)) = λDn

aI
n−αf(t) +Dn

aI
n−αg(t)

= λRLDα
a f(t) +RL Dα

a g(t).

Théorème 1.3.3. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de fonction puissance
est :

RLDαtp =
Γ(p+ 1)

Γ(p− α + 1)
tp−α, n− 1 < α < n, p > −1, p ∈ R

Preuve :

RLDαtp =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0

(t− x)n−α−1xpdx.

En faisant le changement de variable x = λt, on aura :

RLDαtp =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0

(t(1− λ))n−α−1(λt)ptdλ.

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn
tn−α+p

∫ t

0

(1− λ)n−α−1λpdλ.

=
Γ(n− α + p+ 1)B(n− α, p+ 1)

Γ(n− α)
tp−α.

=
Γ(n− α + p+ 1)Γ(n− α)Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− α + 1)Γ(n− α + 1)
tp−α.

=
Γ(p+ 1)

Γ(p− α + 1)
tp−α. 2

1.3.4 La dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouée un rôle
important dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Ca-
puto (1967-1969) ont rendu compte que cette définition doit être révisé, car les problèmes
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appliqués en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions
initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas
dans la modélisation par l’approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des
conditions initiales des dérivées fractionnaires.

Définition 1.3.5. Soit α > 0 avec n − 1 < α < n, (n ∈ N∗) et f une fonction telle que
dn

dtn
f ∈ L1[a, b] La dérivée fractionnaire d’ordre α de f au sens de Caputo est définie par

cDαf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ = In−α
dn

dtn
f(t). (1.2)

Lemme 1.3.1. Soit n − 1 < α < n, n ∈ N, α ∈ R et soit f(t) telle que cDαf(t) existe
alors, on a les propriétés suivantes pour l’operateur de Caputo

lim
α→n

cDαf(t) = f (n)(t)

lim
α→n−1

cDαf(t) = f (n−1)(t)− f (n−1)(0)

Propriétés :
Linéarité :

Lemme 1.3.2. Soit n − 1 < α < n, n ∈ N, α, λ ∈ C et soient les deux fonctions f(t) et

g(t) telles que cDαf(t) et cDαg(t) existent. Comme la dérivation fractinnelle de Caputo
est un opérateur lineaire alors :

cDα(λf(t) + g(t)) = λcDαf(t) + cDαg(t).

Preuve :
On a :

cDαf(t) = In−αDnf(t)

cDα(λf(t) + g(t)) = In−αDn[λf(t) + g(t)]

= λIn−αDn[(f + g)(t)]

La dérivée n-ème et l’intégrale sont linéaires

cDα(λf(t) + g(t)) = λIn−αDnf(t) + In−αDng(t)

= λcDαf(t) + cDαg(t).
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Non-commutativité :

Lemme 1.3.3. On suppose que n − 1 < α < n,m, n ∈ N, α ∈ R et soit la fonction f(t)

telle que cDαf(t) existe, alors :

cDαDmf(t) = cDα+mf(t) 6= Dm cDαf(t). (1.3)

Corollaire 1.1. Supposons que n−1 < α < n, β = α−(n−1), (0 < β < 1), n ∈ N, α, β ∈
R et soit la fonction f(t) telle que cDαf(t) existe, alors :

cDαf(t) = cDβDn−1f(t).

Preuve :
On remplace β par α et n− 1 par m dans (1.3), alors :

cDβDn−1f(t) = cDβ+n−1f(t) = cDα−(n−1)+n−1f(t) = cDαf(t).

Règle de Leibniz :

Corollaire 1.2. Soit t > 0, α ∈ R, n− 1 < α < n ∈ N. Si f(x), g(x) et tous ses dérivées

sont continues sur [0, t] alors :

cDα(f(t)g(t)) =
∞∑
k=0

(
α

k

)(
RLDα−kf(t)

)
g(k)(t)−

n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k + 1− α)

(
(f(t)g(t))(k)(0)

)
.

Preuve :
On applique consécutivement la relation

cDαf(t) = RLDαf(t)−
n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k + 1− α)
f (k)(0).

et la Règle de Leibniz pour Riemann-Liouville

RLDα (f(t)g(t)) =
∞∑
k=0

(
α

k

)(
RLDα−kf(t)

)
g(k)(t).
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Ainsi, la règle de Leibniz pour la dérivée de Caputo est obtenue

cDα (f(t)g(t)) =
n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k + 1− α)

(
(f(t)g(t))(k)(0)

)

=
∞∑
k=0

(
α

k

)(
RLDα−kf(t)

)
g(k)(t)−

n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k + 1− α)

(
(f(t)g(t))(k)(0)

)
.

Exemple :

soit a = 0, α = 1
2
, n = 1, f(t) = t. On applique la formulle (1.2) alors on trouve

cD
1
2 t =

1

Γ(1
2
)

∫ t

0

1

(t− τ)
1
2

dτ

On utilise les propriétés de la fonction Gamma et on pose u = (t − τ)
1
2 donc la résultat

finale de la dérivées fractionnaires au sens de Caputo de la fonction f(t) = t donnée par :

cD
1
2 t = − 1√

π

∫ t

0

1

(t− τ)
1
2

d(t− τ)

= − 1√
π

∫ 0

√
t

1

u
du2

=
1√
π

∫ √t
0

2u

u
du

=
2√
π

(
√
t− 0)

Alors

cD
1
2 t =

2
√
t√
π
.

1.4 Lemmes fondamentaux

Dans cette section, on va présenter quelques lemmes fondamentales concernant calcul
fractionnaire.
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Lemme 1.4.1. Soit α > 0, alors l’équation différentielle

cDαh(t) = 0

admet les solutions
h(t) = c0 + c1t+ c2t

2 + . . .+ cn−1t
n−1;

pour ci ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n = [α] + 1.

Preuve :
Supposons que

cDαh(t) = 0,

d’après la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

In−α
( d
dt

)n
h(t) = 0

c’est à dire
1

n− α

∫ t

0

(t− s)n−α−1
( d
ds

)n
h(s)ds = 0

puisque
1

n− α
6= 0, on a

∫ t

0

(t− s)n−α−1
( d
ds

)n
h(s)ds = 0

et par suite

tn−α−1 ∗ h(n)(s) = 0

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de l’égalité

L
(
tn−α−1 ∗ h(n)(t)

)
(p) = L(0)(p) = 0

posant H(p) = L(h)(p) on obtient

Γ(n− α)

pn−α

(
pnH(p)−

n∑
k=1

pn−khk−1(0)

)
= 0
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alors

pnH(p)−
n∑
k=1

pn−khk−1(0) = 0

donc

H(p) =
n∑
k=1

p−khk−1(0)

appliqunat maintenant la transformée inverse de Laplace :

L−1(H(p))(t) = L−1

(
n∑
k=1

p−khk−1(0)

)
(t)

il s’ensuit que

h(t) =
n∑
k=1

hk−1(0)L−1(p−k)(t)

=
n∑
k=1

hk−1(0).
tk−1

Γ(k)
,

en faisant le changement de variable i = k − 1 on trouve

h(t) =
n−1∑
i=0

h(i)(0)

i!
ti

pour ci =
hi(0)

i!
on a

h(t) =
n−1∑
i=0

cit
i.

Supposons maintenant que

h(t) =
n−1∑
i=0

cit
i
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on applique l’opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux membres
de l’égalité

cDαh(t) = cDα

(
n−1∑
i=0

cit
i

)

=
n−1∑
i=0

ci
cDαti

=
n−1∑
i=0

ciI
n−α

(
d

dt

)n
ti

puisque (0 ≤ i ≤ n− 1 < n) on a

cDαh(t) = 0 2

Lemme 1.4.2. Soit α > 0, alors

Iα cDαh(t) = h(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + . . .+ cn−1t

n−1

pour ci ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n = [a] + 1.

Preuve :
On a par la définition de la dérivée fractionaire de Caputo

cDαh(t) = In−αh(n)(t),

on applique l’opérateur de l’intégral fractionnaire aux deux membres de l’égalité

Iα cDαh(t) = IαIn−αh(n)(t)

= In RLDnh(t)

= h(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)
lim
n→0

( d
dt

)n−j
In−nh(t)

= h(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)

(( d
dt

)n−j
h(t)

)
(0)

= h(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)
h(t)n−j(0)
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par le changement de variable k = n− j on obtient :

Iα cDαh(t) = h(t)−
n−1∑
k=0

h(k)(0)tk

k!

= h(t)−
n−1∑
k=0

c
′

kt
k

k!

= h(t) +
n−1∑
k=0

ckt
k

k!
2

1.5 Quelques théorèmes du point fixe

Pour les applications ultérieures, nous avons besoin de des théorèmes de point fixe
suivants :

Théorème 1.5.1. (Théorème du point fixe de Banach) Soient X un espace de Banach, et
A : X → X un opérateur contractant. Alors A admet un point fixe unique. i.e : ∃!u ∈ X
tel que Au = u.

Théorème 1.5.2. (Théorème de l’alternative non linéaire de Leray Schauder [19]) Soient
X un espace de Banach et C ⊂ X un sous-ensemble convexe non vide de X. On suppose

qu’il existe un ouvert U dans C tel que 0 ∈ U et N : U → C une multi-fonctions semi-
continu supèrieur et compact, alors on a l’alternative suivant :

1. N a un point fixe sur U , ou bien

2. il existe λ ∈]0, 1[ et u ∈ ∂U tel que : u ∈ λN(u).

Théorème 1.5.3. (Covitz-Nadler [27])Soit (X, d) un espace métrique complet. Si N :

X → Pcl(X) est une contraction alors N admet un point fixe (ie : Fix N 6= ∅).

Théorème 1.5.4. (Bohnenblust-Karlin [27]) Soient X un espace de Banach et K ∈
Pcl,cv(X) et supposons que l’opérateur G : K → Pcl,cv(K) est s. c. s et l’ensemble G(K)

est relativement compact dans X. Alors G admet un point fixe dans K.
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Conclusion

Ce chapitre rassemble les éléments mathématiques de base utilisés dans la suite de cette
recherche. Les éléments concernant l’analyse multivoque, calcul fractionnaire de définir la
notion du problème aux limites d’inclutions différentielles d’ordre fractionnaire décrite au
chapitre suivant.



Chapitre 2

Problème aux limites d’inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire cas
où 0 < α < 1.

Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence de solution d’un problème aux limites pour
des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire.
Soit

cDαy(t) ∈ F (t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1, (2.1)

ay(0) + by(T ) = c, (2.2)

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F : J × R→ P(R) est une appli-
cation multivoque, a, b, c sont des constantes réelles avec a+ b 6= 0.

On commence par donner la définition d’une solution au problème (2.1)− (2.2).

Définition 2.0.1. Une fonction y ∈ AC(J,R) est dite solution du problème (2.1)− (2.2)

s’il existe une fonction v ∈ L1(J,R) avec v(t) ∈ F (t, y(t)), pour tout t ∈ J, telle que

35
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cDαy(t) = v(t), pour tout t ∈ J, 0 < α < 1,

et la fonction y satisfait la condition (2.2).

2.1 Le cas convexe :

Pour l’existence de la solution du problème (2.1)−(2.2), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.1. Soient 0 < α < 1 et h : [0, T ] → R une fonction continue. Une fonction
y est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
]

(2.3)

si et seulement si y est la solution du problème aux limites pour l’équation différentielle
fractionnaire

cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ], (2.4)

ay(0) + by(T ) = c (2.5)

Preuve :
Supposons d’abord que y est solution de (2.3), c’est à dire :

y(t) = Iαh(t)− 1

a+ b
[bIαh(T )− c]

D’une part on a :

cDαy(t) = cDα

Iαh(t)− 1

a+ b
[bIαh(T )− c]︸ ︷︷ ︸

K


= cDαIαh(t)− cDα(K)

= cDαIαh(t)
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et d’après les propriétés du calcul fractionnaire on a :

cDαIαh(t) = h(t).

Ce qui montre (2.4) ie :

cDαy(t) = h(t).

D’autre part on a :

y(0) = Iαh(0)− 1
a+b

[bIαh(T )− c]

y(T ) = Iαh(T )− 1
a+b

[bIαh(T )− c]

Alors,

ay(0) + by(T ) = a

[
Iαh(0)− 1

a+ b
[bIαh(T )− c]

]
+ b

[
Iαh(T )− 1

a+ b
[bIαh(T )− c]

]
=

ac

a+ b
− ab

a+ b
[Iαh(T )] +

ab

a+ b
[Iαh(T )] +

bc

a+ b

=
ac

a+ b
+

bc

a+ b

= c.

Ce qui montre (2.5) ie :

y(0) + by(T ) = c

Inversement supposons que y est solution de problème :

cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ]

ay(0) + by(T ) = c.

D’après le lemme 1.4.2 on a :

IαDαy(t) = y(t) + c0
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donc
y(t) = Iαh(t)− c0.

De plus on a : {
y(0) = Iαh(0)− c0

y(T ) = Iαh(T )− c0.

et on sait que :

Iαh(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds.

Donc

(2.5) ⇔ a(−c0) +

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c0

]
= c

⇔ c0 = − 1

a+ b

[
c− b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

]
.

Alors,

y(t) = Iαh(t) +
1

a+ b

[
c− b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

]
. 2

On va donner un premier résultat concernant l’existence de la solution du problème
(2.1)− (2.2), en utilisant l’alternative non linéaire de Leray Schauder.

Théorème 2.1.1. [17] Supposons que :

(H1)F : J × R→ Pcp,cv(R)est une application multivoque Carathéodory.

(H2) Il existe une fonction p ∈ C(J,R+), et ψ : [0,∞)→ (0,∞) continue et non décrois-
sante, telles que,

‖ F (t, u) ‖P≤ p(t)ψ(| u |), pour t ∈ J et chaque u ∈ R.

(H3) Il existe l ∈ L1(J,R+), avec Iαl <∞ telle que

Hd(F (t, u), F (t, u)) ≤ l(t) | u− u | pour tout u, u ∈ R,
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et
d(0, F (t, 0)) ≤ l(t), pour tout t ∈ J.

(H4) Il existe une constante M > 0 telle que,

M

ψ(M) ‖ Iαp ‖∞ + |b|ψ(M)(Iαp)(T )
|a+b| + |c|

|a+b|

> 1. (2.6)

Alors, le problème (2.1)− (2.2) admet au moins une solution dans J .

Preuve :
On va transformer le problème (2.1) − (2.2) en un problème de point fixe. Considérons
l’opérateur :

N(y) =
{
h ∈ C(J,R) : h(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v(s)ds− c
]
, v ∈ SF,y

}
.

Il Cleare, d’après le Lemme 2.1.1, les points fixes de N sont solutions de problème
(2.1)− (2.2).

On va utiliser l’alternative non linéaire de Leray Schauder pour montrer que N admet
au moins un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.
Etape 1 : N(y) est convexe pour tout y ∈ C(J,R).

On effet si h1, h2 ∈ N(y), alors il existe v1, v2 ∈ SF,y telle que pour tout t ∈ J , on a :

hi(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1vi(s)ds−
1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1vi(s)ds− c
]
, i = 1, 2

Soit λ ∈]0, 1[. Alors, pour tout t ∈ J, on a :

(λh1 + (1− λ)h2)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1[λv1(s) + (1− λ)v2(s)]ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1[λv1(s) + (1− λ)v2(s)ds− c
]
,
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comme SF,y est convexe (car F est convexe), on a

λh1 + (1− λ)h2 ∈ N(y).

Etape 2 :N(y) transforme les bornées en des bornées dans C(J,R) :

Soit Br = {y ∈ C(J,R) :‖ y ‖≤ r} un ensemble borné de C(J,R) où r un réel positive.

Soit y ∈ Br alors pour tout h ∈ N(y), il existe v ∈ SF,y telle que :

h(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v(s)ds− c
]
, t ∈ J.

Par (H2), on a pour tout t ∈ J,

| h(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | v(s) | ds

+
| b |

Γ(α) | a+ b |

∫ T

0

(T − s)α−1 | v(s) | ds+
| c |
| a+ b |

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds

+
| b |

Γ(α) | a+ b |

∫ T

0

(T − s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds+
| c |
| a+ b |

≤ ψ(r)Iα(p)(t) +
| b | ψ(r)Iα(p)(T )

| a+ b |
+
| c |
| a+ b |

.

Alors,

‖ h ‖∞≤ ψ(r) ‖ Iα(p) ‖∞ +
| b | ψ(r)Iα(p)(T )

| a+ b |
+
| c |
| a+ b |

= K.

On en conclute que ∀h ∈ N(Br), il existe K telle que

‖ h ‖∞≤ K,

ce que montre que N(y) est bornée.
Etape 3 : N est équicontinu
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Considérons Br une partie bornée de C(J,R). Soient t1, t2 ∈ J, t1 < t2, y ∈ Br et h ∈ N(y),
alors

| h(t2)− h(t1) | = | 1

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]v(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1v(s)ds |

≤ ‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α)

∫ t1

0

[(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1]ds

+
‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

≤ ‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α + 1)
[(t2 − t1)α + tα1 − tα2 ]

+
‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α

≤ ‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α +

‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α + 1)
(tα1 − tα2 ).

Quand t1 → t2, le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro. En conséquence
des étapes 1 à 3 avec le théorème d’Arzelà -Ascoli, nous peut conclure que
N : C(J,R)→ P(C(J,R)) est complètement continue.
Etape 4 :N a un graphe fermée.
Soit yn → y∗, hn ∈ N(yn) et hn → h∗. Il suffit de montrer que h∗ ∈ N(y∗). on a

hn ∈ N(yn) ie : il existe vn ∈ SF,yn telle que pour chaque t ∈ J,

hn(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1vn(s)ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1vn(s)ds− c
]
.
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Nous devons montrer qu’il existe v∗ ∈ SF,y∗ tel que pour chaque t ∈ J,

h∗(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v∗(s)ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v∗(s)ds− c
]
.

Etant donné que, F (t, .) est semi-continue supèrieure, alors pour tout ε > 0, il existe

N0(ε) ≥ 0 tel que pour tout n ≥ n0, nous avons

vn(t) ∈ F (t, yn(t)) ⊂ F (t, y∗(t)) + εB(0, 1), pour chaque t ∈ J.

Etant donné que F (., .) est à valeurs compactes, alors il existe une sous suite vnm(.) telle
que

vnm(.)→ v∗(.) si m→∞,

et

v∗(t) ∈ F (t, y∗(t)) pour chaque t ∈ J.

Pour tout w ∈ F (t, y∗(t)), nous avons

| vnm(t)− v∗(t) |≤| vnm(t)− w | + | w − v∗(t) | .

Alors,

| vnm(t)− v∗(t) |≤ d(vnm(t), F (t, y∗(t)).

Par une relation semblable, obtenue par l’échange des rôles de vnm et v∗, il suit que

| vnm(t)− v∗(t) |≤ Hd(F (t, yn(t)), F (t, y∗(t))) ≤ l(t) ‖ yn − y∗ ‖∞ .
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Alors,

| hn(t)− h∗(t) | ≤
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | vnm(s)− v∗(s) | ds

+
| b |

Γ(α) | a+ b |

∫ T

0

(T − s)α−1 | vnm(s)− v∗(s) | ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞

+
| b |

| a+ b | Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞ .

Par concéquent :

‖ hnm − h∗ ‖∞ ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞

+
| b |

| a+ b | Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞→ 0 si m→∞.

Donc h∗ ∈ N(y∗). Ce qui montre que N : C(J,R)→ P(C(J,R)) a un graphe fermé.

Etape 5 : Estimation à priori des solutions :
Soit y une solution possible au problème (2.1) − (2.2). Alors il existe v ∈ SF,y telle que
pour tout t ∈ J,

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v(s)ds− c
]
.

Ainsi, l’hypothèse (H2) entraine que, pour tout t ∈ J,
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| y(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | v(s) | ds

+
| b |

Γ(α) | a+ b |

∫ T

0

(T − s)α−1 | v(s) | ds+
| c |
| a+ b |

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds

+
| b |

Γ(α) | a+ b |

∫ T

0

(T − s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds+
| c |
| a+ b |

≤ ψ(‖ y ‖∞)

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p(s)ds

+
| b | ψ(‖ y ‖∞)

Γ(α) | a+ b |

∫ T

0

(T − s)α−1p(s)ds+
| c |
| a+ b |

≤ ψ(‖ y ‖∞)(Iαp)(t) +
| b | ψ(‖ y ‖∞)(Iαp)(T )

| a+ b |
+
| c |
| a+ b |

.

Donc

‖ y ‖∞
ψ(‖ y ‖∞) ‖ Iαp ‖∞ + |b|ψ(‖y‖∞)(Iαp)(T )

|a+b| + |c|
|a+b|

≤ 1.

Ainsi, la condition (2.6) implique qu’il exists une constanteM 6= 0, telle que ‖ y ‖6= M.

Soit

U = {y ∈ C(J,R) :‖ y ‖∞< M}.

L’opérateur N : U → P(C(J,R)) est semi continue supérieurement complètement

continu. Le choix de U , entraine qu’il n’existe pas de y ∈ ∂U tel que y ∈ λN(y) avec

λ ∈]0, 1[,

par consequent, d’après l’alternative non linéaire de Leray Schauder, on déduit que N

admet un point fixe dans U qui est solution du problème (2.1)− (2.2) .
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2.2 Le cas non-convexe :

Nous présentons maintenant un résultat pour le problème (2.1)−(2.2) avec F à valeurs
non-convexe. Nos considérations sont basées sur le théorème de points fixe de Covitz et
Nadler pour multiapplications contractantes.

Théorème 2.2.1. [15] Supposons (H3) et l’hypothèse suivante sont vérifiés :

(H5) F : J × R → Pcp(R) a la propriété que F (., U) : J → Pcp(R) est mesurable pour

chaque u ∈ R,
si

‖ Iαl ‖∞ +
| b | (Iαl)(T )

| a+ b |
< 1. (2.7)

Alors le problème (2.1)− (2.2) admet au moins une solution sur J .

Remarque 2.2.1. Pour tout y ∈ C(J,R), comme F vérifié (H3) alors l’ensemble des

sélections SF,y est non vide et F admet une sélection mesurable (voir[6] théorème III.6 )

Preuve :
Nous montrerons que N satisfait aux hypothèses de théorème 1.5.3. La preuve sera donnée
en deux étapes
Etape 1 :N(y) ∈ Pcl(C(J,R)) pour chaque y ∈ C(J,R).

En effet, soit (yn)n≥0 ∈ N(y) tel que yn → ỹ dans C(J,R). Alors ỹ ∈ C(J,R) et il existe
vn ∈ SF,y tel que, pour tout t ∈ J ,

yn(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1vn(s)ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1vn(s)ds− c
]
.

En utilisant (H3) et le fait que F est à valeurs compactes, on peut passer à une sous-

suite si nécessaire pour obtenir que vn converge faiblement vers v en L1
w(J,R) (L’espace
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doté de la toplogie faible). Une application de lemme de Mazur implique que vn converge
fortement vers v et donc v ∈ SF,y. Alors, pour chaque t ∈ J,

yn(t)→ ỹ(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v(s)ds− c
]
.

Ainsi, ỹ ∈ N(y).
Etape 2 :Il existe γ < 1 telle que

Hd(N(y), N(y)) ≤ γ ‖ y − y ‖∞ pour chaque y, y ∈ C(J,R).

Soit y, y ∈ C(J,R) et h1 ∈ N(y). Alors, il existe v1(t) ∈ F (t, y(t)) tel que pour chaque
t ∈ J,

h1(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v1(s)ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v1(s)ds− c
]
.

De (H3) il s’ensuit que

Hd(F (t, y(t)), F (t, y(t))) ≤ l(t) | y(t)− y(t) | .

Il existe donc w ∈ F (t, y(t)) tel que

| v1(t)− w |≤ l(t) | y(t)− y(t) |, t ∈ J

Considérons l’opérateur U : J → P(R) définie par

U(t) = {w ∈ R :| v1(t)− w |≤ l(t) | y(t)− y(t) |}.

Puisque l’opérateur multivoque V (t) = U(t) ∩ F (t, y(t)) est mesurable ( voir Proposition

1.2.1), il existe une fonction v2(t) qui est une sélection mesurable pour V .

Ainsi, v2(t) ∈ F (t, y(t)), et pour chaque t ∈ J.

| v1(t)− v2(t) |≤ l(t) | y(t)− y(t) |,
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On définit pour chaque t ∈ J,

h2(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v2(s)ds

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v2(s)ds− c
]
.

Alors pour t ∈ J,

| h1(t)− h2(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | v1(s)− v2(s) | ds

+
| b |

Γ(α) | a+ b |

∫ T

0

(T − s)α−1 | v1(s)− v2(s) | ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1l(s) | y(s)− y(s) | ds

+
| b |

Γ(α) | a+ b |

∫ T

0

(T − s)α−1l(s) | y(s)− y(s) | ds.

Ainsi,

‖ h1 − h2 ‖∞≤
[
‖ Iαl ‖∞ +

| b | (Iαl)(T )

| a+ b |

]
‖ y − y ‖∞ .

D’une relation analogue, obtenue en échangeant les rôles de y et y, il s’ensuit que

Hd(N(y), N(y)) ≤ γ ‖ y − y ‖∞≤
[
‖ Iαl ‖∞ +

| b | (Iαl)(T )

| a+ b |

]
‖ y − y ‖∞ .

Donc, par(2.7), N est une contraction et donc, par le théorème 1.5.3 N admet un point

fixe y qui est la solution de (2.1)− (2.2). 2

Exemple :
Nous appliquons le résultat principal du papier théorème 2.1.1 à la fraction inclusion
différentielle,

cDαy(t) ∈ F (t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α ≤ 1 (2.8)
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y(0) = y0, (2.9)

et
F (t, y) = {v ∈ R : f1(t, y) ≤ v ≤ f2(t, y)}.

Où f1, f2 : J × R→ R.
On suppose que pour tout t ∈ J, f1(t, .) est semi continue inférieurement(c’est-à-dire que

l’ensemble {y ∈ R : f1(t, y) > µ} est ouvert pour chaque µ ∈ R).
Et supposons que pour tout t ∈ J, f2(t, .) est semi-continue supérieurement (c’est-à-dire

l’ensemble {y ∈ R : f2(t, y) < µ} est ouvert pour chacun µ ∈ R).
Supposons qu’il existe p ∈ C(J,R+) et ψ : [0,∞) → (0,∞) continue et non décroissante
telle que

Max(| f1(t, y) |, | f2(t, y) |) ≤ p(t)ψ(| y |), t ∈ J ; et tout y ∈ R.

Il est évident que F est compact et convexe, et qu’il est semi continu supérieurement.
Comme toutes les conditions du théorème 2.1.1 sont satisfaites, alors le problème (2.8)−
(2.9) a au moins une solution y sur J .
Conclusion :

Dans ce chapitre on a présenté quelques résultats d’existence des solutions du problème
aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire ( cas 0 < α < 1) au
sens de Caputo dans le cas convexe et non-convexe. Cette résultat ont été obtenus par
l’application de la théorie de point fixe, en particulier on a utilisé le théorème de point fixe
de l’alternative non linéaire de Leray Schauder, Covitz et Nadler pour multiapplications
contractantes.



Chapitre 3

Problème aux limites d’inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire cas
où 1 < α ≤ 2.

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner un résultat d’existence pour le problème aux
limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire suivant :

cDαy(t) ∈ F (t, y(t)) pour tout t ∈ J = [0, T ], 1 < α ≤ 2. (3.1)

y(0) = y0, y(T ) = yT . (3.2)

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F : J × R→ P(R) est une appli-
cation multivoque, y0, yT sont des constantes réelles.

On commence par donner la définition d’une solution au problème (3.1)− (3.2) .

Définition 3.0.1. Une fonction y ∈ AC1(J,R) est dite solution du problème (3.1)− (3.2)

s’il existe une fonction v ∈ L1(J,R) avec v(t) ∈ F (t, y(t)), pour tout t ∈ J, telle que,

cDαy(t) = v(t), pour tout t ∈ J, 1 < α < 2,

et la fonction y satisfait la condition (3.2)
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3.1 Le cas convexe :

Pour l’existence de la solution du problème (3.1) − (3.2) , on a besoin du lemme
suivant :

Lemme 3.1.1. Soient 1 < α ≤ 2 et h : [0, T ] → R une fonction continue. Une fonction
y est solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t−s)α−1h(s)ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T −s)α−1h(s)ds−
( t
T
−1
)
y0 +

t

T
yT . (3.3)

si et seulement si y est solution du problème aux limites pour l’équation différentielle
fractionnaire

cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ], (3.4)

y(0) = y0, y(T ) = yT . (3.5)

Preuve :
Supposons d’abord que y est solution de (3.3) c’est à dire :

y(t) = Iαh(t) +
t

T
[yT − y0 − Iαh(T )] + y0.

D’une part on a :

cDαy(t) = cDα

Iαh(t) +
t

T
[yT − y0 − Iαh(T )]︸ ︷︷ ︸

K

+y0


= cDαIαh(t) +

K

T
cDαt+ cDαy0︸ ︷︷ ︸

0

= cDαIαh(t),

et d’après les propriétés du calcul fractionnaire on a :

cDαIαh(t) = h(t).
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Ce que montre (3.4) ie :

cDαy(t) = h(t).

D’autre part on a :

{
y(0) = y0

y(T ) = yT .

Ce que montre (3.5) .
Inversement supposons que y est solution de problème :

cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ]

y(0) = y0, y(T ) = yT .

D’après le lemme 1.4.2 on a

IαDαy(t) = c0 + c1t+ y(t)

= Iαh(t)

y(t) = Iαh(t)− c0 − c1t.

De plus ona :  c0 = y0

c1 =
−1

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− 1

T
y0 +

1

T
yT ,

et on sait que :

Iαh(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds.

Alors,

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t−s)α−1h(s)ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T−s)α−1h(s)ds−
( t
T
−1
)
y0+

t

T
yT . 2
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Théorème 3.1.1. [18] Supposons que :

(H1)F : J × R→ Pcp,cv(R)est une application multivoque Carathéodory.

(H2) Il existe une fonction p ∈ C(J,R+) , et ψ : [0,∞) → (0,∞) continue et non
décroissante, telles que,

‖ F (t, u) ‖P≤ p(t)ψ(| u |), pour t ∈ J et chaque u ∈ R.

(H3) Il existe l ∈ L1(J,R+), avec Iαl <∞ telle que

Hd(F (t, u), F (t, u)) ≤ l(t) | u− u | pour tout u, u ∈ R

et

d(0, F (t, 0)) ≤ l(t), pour tout t ∈ J.

(H4)Il existe une constante M1 > 0 telle que,

M1

ψ(M1) ‖ Iαp ‖∞ +ψ(M1)(Iαp)(T )+ | y0 | + | yT |
> 1 (3.6)

Alors, le problème (3.1)− (3.2) admet au moins une solution dans J.

On va transformer le problème (3.1)− (3.2) en un problème de point fixe. Considérons
l’opérateur :

N1(y) =
{
h ∈ C(J,R) : h(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v(s)ds−
( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT , v ∈ SF,y

}
.

Il Claire, d’après le Lemme 3.1.1 , les points fixes de N1 sont solutions de (3.1)− (3.2).

On va utiliser l’alternative non linéaire de Leray Schauder pour montrer que N1 admet
au moins un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.
Etape 1 : N1(y) est convexe pour tout y ∈ C(J,R).
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On effet si h1, h2 ∈ N1(y), alors il existe v1, v2 ∈ SF,y telle que pour tout t ∈ J , on a :

hi(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1vi(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1vi(s)ds− (
t

T
− 1)y0 +

t

T
yT , i = 1, 2.

Soit λ ∈]0, 1[. Alors, pour tout t ∈ J, on a :

(λh1 + (1− λ)h2)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1[λv1(s) + (1− λ)v2(s)]ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1[λv1(s) + (1− λ)v2(s)]ds

−
( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT ,

comme SF,y est convexe (car F est convexe), on a

λh1 + (1− λ)h2 ∈ N(y).

Etape 2 :N1(y) transforme les bornées en des bornées dans C(J,R) :

Soit Br = {y ∈ C(J,R) :‖ y ‖≤ r} un ensemble borné de C(J,R) où r un réel positive.

Soit y ∈ Br alors pour tout h ∈ N1(y), il existe v ∈ SF,y telle que :

h(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v(s)ds−
( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .
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Par (H2), on a pour tout t ∈ J,

| h(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | v(s) | ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 | v(s) | ds− | y0 | + | yT |

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p(s)ψ(| y |)ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds+ | y0 | + | yT |

≤ ψ(r)Iα(p)(t) + ψ(r)Iα(p)(T )+ | y0 | + | yT | .

Alors,

‖ h ‖∞≤ ψ(r) ‖ Iα(p) ‖∞ +ψ(r)Iα(p)(T )+ | y0 | + | yT |= K.

On en conclute que pour tout h ∈ N(Br), il existe K telle que

‖ y ‖∞≤ K,

ce que montre que N1(y) est bornée.
Etape 3 : N1 est équicontinu
Considérons Br une partie bornée de C(J,R). Soient t1, t2 ∈ J, t1 < t2, y ∈ Br et h ∈ N1(y)
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alors,

| h(t2)− h(t1) | = | 1

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]v(s)ds

+
(t2 − t1)

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1v(s)ds | +(
t2 − t1
T

) | y0 | +
(t2 − t1)

T
| yT |

≤ ‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α)

∫ t1

0

[(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1]ds

+
(t2 − t1) ‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

+ (
t2 − t1
T

) | y0 | +
(t2 − t1)

T
| yT |

≤ ‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α + 1)
[(t2 − t1)α + tα1 − tα2 ]

+
(t2 − t1) ‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α

+ (
t2 − t1
T

) | y0 | +
(t2 − t1)

T
| yT | .

Quand t1 → t2, le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro. Par conséquente
des étapes 1 à 3 avec le théorème d’Arzelà -Ascoli, nous peut conclure que
N1 : C(J,R)→ P(C(J,R)) est complètement continue.
Etape 4 :N1 a un graphe fermée.
Soit yn → y∗, hn ∈ N1(yn) et hn → h∗. Il suffit de montrer que h∗ ∈ N1(y∗). on a

hn ∈ N1(yn) ie :il existe vn ∈ SF,yn telle que pour chaque t ∈ J,

hn(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1vn(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1vn(s)ds−
( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT
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Nous devons montrer qu’il existe v∗ ∈ SF,y∗ tel que, pour chaque t ∈ J,

h∗(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v∗(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v∗(s)ds−
( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT

Etant donné que F (t, .) est semi-continue supèrieurement, alors pour tout ε > 0, il existe

N0(ε) ≥ 0 tel que pour tout n ≥ n0, nous avons

vn(t) ∈ F (t, yn(t)) ⊂ F (t, y∗(t)) + εB(0, 1), pour chaque t ∈ J.

Etant donné que, F (., .) est à valeurs compactes,alors il existe une sous suite vnm(.) telle
que,

vnm(.)→ v∗(.) si m→∞,

et

v∗(t) ∈ F (t, y∗(t)) pour chaque t ∈ J.

Pour tout w ∈ F (t, y∗(t)), nous avons

| vnm(t)− v∗(t) |≤| vnm(t)− w | + | w − v∗(t) | .

Alors,

| vnm(t)− v∗(t) |≤ d(vnm(t), F (t, y∗(t))).

Par une relation semblable, obtenue par l’échange des rôles de vnm et v∗, il suit que,

| vnm(t)− v∗(t) |≤ Hd(F (t, yn(t))), F (t, y∗(t)) ≤ l(t) ‖ yn − y∗ ‖∞ .
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Alors,

| hn(t)− h∗(t) | ≤
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | vnm(s)− v∗(s) | ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 | vnm(s)− v∗(s) | ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞ .

Par conséquent :

‖ hnm − h∗ ‖∞ ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞→ 0 si m→∞.

Donc h∗ ∈ N1(y∗). Ce qui montre que N1 : C(J,R)→ P(C(J,R)) a un graphe fermé.
Etape 5 : Estimation à priori des solutions :
Soit y une solution possible au problème (3.1)− (3.2) telle que y ∈ λN1(y) avec λ ∈]0, 1[.

Alors il existe v ∈ SF,y telle que pour tout t ∈ J,

y(t) =
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds

− λt

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v(s)ds− λ
( t
T
− 1
)
y0 +

λt

T
yT

Ceci implique d’après (H2) que, pour tout t ∈ J , nous avons
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| y(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | v(s) | ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 | v(s) | ds− | y0 | + | yT |

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p(s)ψ(| y |)ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1p(s)ψ(| y(s) |)ds+ | y0 | + | yT |

≤ ψ(‖ y ‖∞)

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p(s)ds

+
ψ(‖ y ‖∞)

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1p(s)ds+ | y0 | + | yT |

≤ ψ(‖ y ‖∞)(Iαp)(t) + ψ(‖ y ‖∞))(Iαp)(T )+ | y0 | + | yT | .

Donc
‖ y ‖∞

ψ(‖ y ‖∞) ‖ Iαp ‖∞ +ψ(‖ y ‖∞)(Iαp)(T )+ | y0 | + | yT |
< 1.

Ainsi, la condition (3.6) implique qu’il existe une constante M1 > 0, telle que ‖ y ‖6= M1.

Soit

U = {y ∈ C(J,R) :‖ y ‖∞< M1}.

L’opérateur N1 : U → P(C(J,R)) est semi continue supérieurement, complètement
continu. Le choix de U, entraine qu’il n’existe pas de y ∈ ∂U tel que,

y ∈ λN1(y) avec λ ∈]0, 1[.

Par consequent, d’après l’alternative non linéaire de Leray Schauder, on déduit que N1 ad-

met un point fixe dans U qui est solution du problème (3.1)−(3.2). 2
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3.2 Le cas non-convexe :

Nous présentons maintenant un résultat pour le problème (3.1)−(3.2) avec F à valeurs
non-convexe. Nos considérations sont basées sur le théorème de points fixe de Covitz et
Nadler pour multiapplications contractantes.

Théorème 3.2.1. [18] Supposons (H3) et l’hypothèse suivante sont vérifieés :

(H5) F : J × R → Pcp(R) a la propriété que F (., U) : J → Pcp(R) est mesurable pour

chaque u ∈ R.
si

(Iαl)(T ) <
1

2
. (3.7)

Alors le problème (3.1)− (3.2) admet au moins une solution sur J .

Remarque 3.2.1. Pour tout y ∈ C(J,R), comme F vérifié (H3) alors l’ensemble des

sélections SF,y est non vide et F admet une sélection mesurable (voir[6] théorème III.6 )

Preuve :
Nous montrerons queN1 satisfait aux hypothèses de théorème 1.5.3. La preuve sera donnée
en deux étapes
Etape 1 :N(y) ∈ Pcl(C(J,R)) pour chaque y ∈ C(J,R).

En effet, soit (yn)n≥0 ∈ N1(y) tel que yn → ỹ dans C(J,R). Alors ỹ ∈ C(J,R) et il existe
vn ∈ SF,y tel que, pour tout t ∈ J ,

yn(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1vn(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1vn(s)ds−
( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

En utilisant (H3) et le fait que F est à valeurs compactes, on peut passer à une sous-suite

si nécessaire pour obtenir que (vn) converge faiblement vers v en L1
w(J,R) (L’espace doté

de la toplogie faible). Une application de lemme de Mazur implique que (vn) converge
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fortement vers v et donc v ∈ SF,y. Alors, pour chaque t ∈ J

yn(t)→ ỹ(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v(s)ds− (
t

T
− 1)y0 +

t

T
yT .

Ainsi, ỹ ∈ N1(y).
Etape 2 :Il existe γ < 1 telle que

Hd(N1(y), N1(y)) ≤ γ ‖ y − y ‖∞ pour chaque y, y ∈ C(J,R).

Soit y, y ∈ C(J,R) et h1 ∈ N1(y), alors, il existe v1(t) ∈ F (t, y(t)) tel que, pour chaque
t ∈ J,

h1(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v1(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v1(s)ds− (
t

T
− 1)y0 +

t

T
yT .

De (H3) il s’en suit que,

Hd(F (t, y(t)), F (t, y(t))) ≤ l(t) | y(t)− y(t) | .

Il existe donc w ∈ F (t, y(t)) tel que

| v1(t)− w |≤ l(t) | y(t)− y(t) |, t ∈ J.

Considérons l’opérateur U : J → P(R) définie par

U(t) = {w ∈ R :| v1(t)− w |≤ l(t) | y(t)− y(t) |}.

Puisque l’opérateur multivoque V (t) = U(t)∩F (t, y(t)) est mesurable (voir[6] Proposition

IIII.4), il existe une fonction v2(t) qui est sélection mesurable pour V .

Ainsi, v2(t) ∈ F (t, y(t)), et pour chaque t ∈ J.

| v1(t)− v2(t) |≤ l(t) | y(t)− y(t) | .
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On définit pour chaque t ∈ J,

h2(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v2(s)ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1v2(s)ds−
( t
T
− 1
)
y0 +

t

T
yT .

Alors, pour t ∈ J,

| h1(t)− h2(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | v1(s)− v2(s) | ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 | v1(s)− v2(s) | ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1l(s) | y(s)− y(s) | ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1l(s) | y(s)− y(s) | ds.

Ainsi,
‖ h1 − h2 ‖∞≤ 2(Iαl)(T ) ‖ y − y ‖∞ .

D’une relation analogue, obtenue en échangeant les rôles de y et y, Il s’en suit que,

Hd(N1(y), N1(y)) ≤ 2(Iαl)(T ) ‖ y − y ‖∞ .

Donc, par (3.7), N1 est une contraction et donc, par le théorème 1.5.3 N1 admet un point

fixe y qui est solution de (3.1)− (3.2). 2

Conclusion :
Dans ce chapitre on a présenté quelques résultats d’existence des solutions du problème

aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire ( cas 1 < α ≤ 2) au
sens de Caputo dans le cas convexe et non-convexe.
Cette résultat ont été obtenus par l’application de la théorie de point fixe, en particulier
on a utilisé le théorème de point fixe de l’alternative non linéaire de Leray Schauder,
Covitz et Nadler.
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Chapitre 4

Problème aux limites d’inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire cas
où 2 < α < 3.

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner un résultat d’existence pour le problème aux
limites pour des inclusions differentielles d’ordre fractionnaire suivant :

cDαy(t) ∈ F (t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 2 < α < 3. (4.1)

y(0) = y0, y
′
(0) = y∗0, y

′′
(T ) = yT . (4.2)

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F : J × R→ P(R) est une appli-
cation multivoque, y0, y

∗
0, yT sont des constantes réelles.

On commence par donner la définition d’une solution au problème (4.1)− (4.2).

Définition 4.0.1. Une fonction y ∈ AC2(J,R) est dite solution du problème (4.1)− (4.2)

s’il existe une fonction v ∈ L1(J,R) avec v(t) ∈ F (t, y(t)), pour tous t ∈ J, telle que,

cDαy(t) = v(t), pour tous t ∈ J, 2 < α < 3,
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et la fonction y satisfait la condition (4.2).

4.1 Le cas convexe

Pour l’existence de la solution du problème (4.1)−(4.2), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1.1. Soientt 2 < α < 3 et h : [0, T ]→ R une fonction continue. Une fonction
y est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t−s)α−1h(s)ds− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T −s)α−3h(s)ds+y0 +y∗0t+
yT
2
t2. (4.3)

si et seulement si y est la solution du problème aux limites pour l’équation différentielle
fractionnaire

cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ]; (4.4)

y(0) = y0, y
′
(0) = y∗0, y

′′
(T ) = yT . (4.5)

Preuve :
Supposons d’abord que y est solution de (4.3) c’est à dire :

y(t) = Iαh(t)− t2

2
Iα−2h(T ) + y0 + y∗0t+

yT
2
t2

= Iαh(t) + y0 + y∗0t+ t2
( yT

2
− 1

2
Iα−2h(T )︸ ︷︷ ︸
K

)
, K = costante.

D’une part on a :

cDαy(t) = cDαIαh(t) + y∗0
cDαt+KcDαt2 + cDαy0︸ ︷︷ ︸

0

,

et d’après la définition de dérivée fractionnaire du Caputo on a :

cDαt = 0 et cDαt2 = 0.
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Ce qui montre (4.4) ie :

cDαy(t) = h(t).

D’autre part on a

y
′
(t) = Iα−1h(t)− tIα−2h(T ) + y∗0 + tyT

y
′′
(t) = Iα−2h(t)− Iα−2h(T ) + yT .

Alors, y(0) = y0, y
′
(0) = y∗0, y

′′
(T ) = yT .

Ce qui montre (4.5) ie :

y(0) = y0, y
′
(0) = y∗0, y

′′
(T ) = yT .

Inversement supposons que y est solution de problème :

cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ]

y(0) = y0, y
′
(0) = y∗0, y

′′
(T ) = yT .

D’après le lemme 1.4.2 on a

IαDαy(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + y(t)

= Iαh(t)

y(t) = Iαh(t)− c0 − c1t− c2t
2.

De plus on a {
y
′
(t) = Iα−1h(t)− c1 − 2c2t,

y
′′
(t) = Iα−2h(t)− 2c2.

Donc 
y(0) = −c0 = y0

y
′
(0) = −c1 = y∗0

y
′′
(T ) = Iα−2h(T )− 2c2 = yT ,
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donc 
−c0 = y0

−c1 = y∗0
−c2 = 1

2
[yT − Iα−2(T )],

et on sait que

Iαh(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds.

Alors,

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3h(s)ds+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2 2.

Théorème 4.1.1. [25] Supposons que :

(H1)F : J × R→ Pcp,cv(R) est une application multivoque Carathéodory.

(H2) Il existe une fonction p ∈ C(J,R+), et ψ : [0,∞)→ (0,∞) continue et non décrois-
sante, telles que,

‖ F (t, u) ‖P≤ p(t)ψ(| u |), pour t ∈ J et chaque u ∈ R.

(H3) Il existe l ∈ L1(J,R+), avec Iαl <∞ telle que

Hd(F (t, u), F (t, u)) ≤ l(t) | u− u | pour tout u, u ∈ R

et
d(0, F (t, 0)) ≤ l(t), pour tout t ∈ J

et l’hypothèse suivante se vérifie :
(H4)Il existe une constante M2 > 0 telle que

M2

ψ(M2) ‖ Iαp ‖∞ +T 2ψ(M2)(Iα−2p)(T )
2

+ | y0 | + | y∗T | T + |yT |
2
T 2

> 1. (4.6)

Alors le problème (4.1)− (4.2) admet au moins une solution dans J.
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Preuve :
On va transformer le problème (4.1) − (4.2) en un problème de point fixe. Considérons
l’opérateur :

N2(y) =
{
h ∈ C(J,R) : h(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds

− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3v(s)ds+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2, v ∈ SF,y

}
Il Claire, d’après le Lemme 4.1.1, les points fixe de N2 sont solutions de problème

(4.1)− (4.2).
On va utiliser l’alternative non linéaire de Leray Schauder pour montrer que N2 admet

au moins un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.
Etape 1 : N2(y) est convexe pour tout y ∈ C(J,R).

On effet si h1, h2 ∈ N2(y), alors il existe v1, v2 ∈ SF,y telle que pour tout t ∈ J , on a

hi(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1vi(s)ds

− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3vi(s)ds

+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2, i = 1, 2.

Soit λ ∈]0, 1[. Alors, pour tout t ∈ J, on a

(λh1 + (1− λ)h2)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1[λv1(s) + (1− λ)v2(s)]ds

− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−11[λv1(s) + (1− λ)v2(s)]ds

+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2,

comme SF,y est convexe (car F est convexe),on a

λh1 + (1− λ)h2 ∈ N2(y).
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Etape 2 :N2(y) transforme les bornées en des bornées dans C(J,R) :

Soit Br = {y ∈ C(J,R) :‖ y ‖≤ r} un ensemble borné de C(J,R) où r un réel positive.

Soit y ∈ Br alors pour tout h ∈ N2(y), il existe v ∈ SF,y telle que :

h(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds

− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3v(s)ds+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2.

Par (H2), on a pour tout t ∈ J,

| h(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | v(s) | ds

+
1

Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3 | v(s) | ds+ | y0 | + | y∗0 | + | yT |

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p(s)ψ(| y |)ds

+
1

Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3p(s)ψ(| y(s) |)ds+ | y0 | + | y∗0 | + | yT |

≤ ψ(r)Iα(p)(t) + ψ(r)Iα−2(p)(T )+ | y0 | + | y∗0 | + | yT | .

Alors,

‖ h ‖∞≤ ψ(r) ‖ Iα(p) ‖∞ +ψ(r)Iα−2(p)(T )+ | y0 | + | y∗0 | + | yT |= K

On en conclute que pour tout h ∈ N(Br), il existe K telle que

‖ y ‖∞≤ K,

ce qui montre que N2(y) est bornée.

Etape 3 : N2(y) est équicontinu.

Cosidérons Br une partie bornée de C(J,R). Soient t1, t2 ∈ J, t1 < t2, y ∈ Br et h ∈ N2(y),



4.1 Le cas convexe 69

alors,

| h(t2)− h(t1) | = | 1

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]v(s)ds

+
(t2 − t1)2

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1v(s)ds |

+ | y0 | +(t2 − t1) | y∗ | +(
t2 − t1

2
) | yT |

≤ ‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α)

∫ t1

0

[(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1]ds

+
(t2 − t1)2 ‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

+ | y0 | +(t2 − t1) | y∗ | +(
t2 − t1

2
) | yT |

≤ ‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α + 1)
[(t2 − t1)α + tα1 − tα2 ] +

(t2 − t1)2 ‖ p ‖∞ ψ(r)

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α

+ | y0 | +(t2 − t1) | y∗ | +(
t2 − t1

2
) | yT |

Quand t1 → t2, le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro.En conséquence des
étapes 1 à 3 avec le théorème d’Arzelà -Ascoli, nous peut conclure que
N2 : C(J,R)→ P(C(J,R)) est complètement continue.
Etape 4 :N2 a un graphe fermée.
Soit yn → y∗, hn ∈ N2(yn) et hn → h∗. Il suffit de montrer que h∗ ∈ N2(y∗). on a

hn ∈ N2(yn) i.e : il existe vn ∈ SF,yn telle que pour chaque t ∈ J

hn(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1vn(s)ds

− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3vn(s)ds+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2.
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Nous devons montrer qu’il existe v∗ ∈ SF,y∗ tel que, pour chaque t ∈ J,

h∗(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v∗(s)ds

− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3v∗(s)ds+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2

Etant donné que F (t, .) est semi-continue supérieurement, alors pour tout ε > 0, il existe

N0(ε) ≥ 0 tel que pour tout n ≥ n0, nous avons

vn(t) ∈ F (t, yn(t)) ⊂ F (t, y∗(t)) + εB(0, 1), pour chaque t ∈ J.

Etant donné que, F (., .) est à valeurs compactes, alors il existe une sous suite vnm(.) telle
que

vnm(.)→ v∗(.) si m→∞

et

v∗(t) ∈ F (t; y∗(t)) pour chaque t ∈ J.

Pour tout w ∈ F (t, y∗(t)), nous avons

| vnm(t)− v∗(t) |≤| vnm(t)− w | + | w − v∗(t) | .

Alors,

| vnm(t)− v∗(t) |≤ d(vnm(t), F (t, y∗(t)).

Par une relation semblable, obtenue par l’échange des rôles de vnm et v∗, il suit que,

| vnm(t)− v∗(t) |≤ Hd(F (t, yn(t)), F (t, y∗(t)) ≤ l(t) ‖ yn − y∗ ‖∞ .
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Alors,

| hn(t)− h∗(t) | ≤
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | vnm(s)− v∗(s) | ds

+
1

Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3 | vnm(s)− v∗(s) | ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞

+
1

Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞ .

Par concéquent :

‖ hnm − h∗ ‖∞ ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞

+
1

Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3l(s)ds ‖ ynm − y∗ ‖∞→ 0 si m→∞.

Donc h∗ ∈ N2(y∗). Ce qui montre que N2 : C(J,R)→ P(C(J,R)) a un graphe fermé.
Etape 5 : Estimation à priori des solution :
Soit y une solution possible au problème (4.1)− (4.2) telle que y ∈ λN2(y) avec λ ∈]0, 1[.

Alors, il existe v ∈ SF,y telle que pour tout t ∈ J,

y(t) =
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1vn(s)ds

− λt2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3vn(s)ds+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2.

Ainsi, l’hypothèse (H2)entraine que, pour tout t ∈ J on a
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| y(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | v(s) | ds

+
1

Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3 | v(s) | ds+ | y0 | + | y∗0 | + | yT |

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p(s)ψ(| y |)ds

+
1

Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3p(s)ψ(| y(s) |)ds+ | y0 | + | y∗0 | + | yT |

≤ ψ(‖ y ‖∞)

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p(s)ds

+
ψ(‖ y ‖∞)

Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3p(s)ds+ | y0 | + | y∗0 | + | yT |

≤ ψ(‖ y ‖∞)(Iαp)(t) + ψ(‖ y ‖∞)Iα−2(p)(T )+ | y0 | + | y∗0 || yT |,

donc

‖ y ‖∞
ψ(‖ y ‖∞)‖Iαp‖∞ + ψ(‖ y ‖∞)(Iα−2p)(T )+ | y0 | + | y∗0 | + | yT |

< 1.

Ainsi, la condition (4.6) implique qu’il existe une constante M2 6= 0, telle que

‖ y ‖6= M2.

Soit

U = {y ∈ C(J,R) :‖ y ‖∞< M2}.

L’opérateur N2 : U → P(C(J,R)) est semi continue supérieurement complètement

continu . Le choix de U, entraine qu’il n’existe pas de y ∈ ∂U tel que y ∈ λN2(y) avec

λ ∈]0, 1[,

par consequent, d’après l’alternative non linéaire de Leray Schauder, on déduit que N2

admet un point fixe dans U qui est solution du problème (4.1)− (4.2).
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4.2 Le cas non-convexe

Nous présentons maintenant un résultat pour le problème (4.1)−(4.2) avecF à valeurs
non-convexe. Nos considérations sont basées sur le théorème de points fixe de Covitz et
Nadler pour multiapplications contractantesion.

Théorème 4.2.1. [25] Supposons que

(H3) Il existe l ∈ L1(J,R), avec Iαl <∞ telle que,

Hd(F (t, u), F (t, u)) ≤ l(t) | u− u | pour tout u, u ∈ R

et
d(0, F (t, 0)) ≤ l(t), pour tout t ∈ J

(H5) F : J × R → Pcp(R) a la propriété que F (., U) : J → Pcp(R) est mesurable pour

chaque u ∈ R.
si

‖ Iαl ‖∞ +
| b | (Iαl)(T )

| a+ b |
< 1

et l’hypothèse suivante se vérifie :
si

Iαl(T ) + T 2Iα−2l(T ) < 1. (4.7)

Alors le problème (4.1)− (4.2) a au moins une solution sur J .

Remarque 4.2.1. Pour tout y ∈ C(J,R), comme F vérifié (H3) alors l’ensemble des

sélections SF,y est non vide et F admet une sélection mesurable (voir[6] théorème III.6 )

Preuve :
Nous montrerons queN2 satisfait aux hypothèses de théorème 1.5.3. La preuve sera donnée
en deux étapes
Etape 1 :N2(y) ∈ Pcl(C(J,R)) pour chaque y ∈ C(J,R).

En effet, soit (yn)n≥0 ∈ N2(y) tel que yn → ỹ dans C(J,R). Alors ỹ ∈ C(J,R) et il existe
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vn ∈ SF,y tel que, pour tout t ∈ J ,

yn(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1vn(s)ds

− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3vn(s)ds+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2.

En utilisant (H3) et le fait que F est valeurs compactes, on peut passer à une sous-suite si

nécessaire pour obtenir que vn converge faiblement vers v en L1
w(J,R) (L’espace doté de la

toplogie faible). Une application de lemme de Mazur implique que vn converge fortement
vers v et donc v ∈ SF,y. Alors, pour chaque t ∈ J

yn(t)→ ỹ(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds

− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3v(s)ds+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2.

Ainsi, ỹ ∈ N2(y).
Etape 2 :Il existe γ < 1 telle que,

Hd(N2(y), N2(y) ≤ γ ‖ y − y ‖∞ pour chaque y, y ∈ C(J,R)

Soit y, y ∈ C(J,R) et h1 ∈ N(y). Alors, il existe v1(t) ∈ F (t, y(t)) tel que pour chaque
t ∈ J

h1(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v1(s)ds

− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3v1(s)ds+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2.

De (H3) il s’en suit que,

Hd(F (t, y(t)), F (t, y(t))) ≤ l(t) | y(t)− y(t) | .



4.2 Le cas non-convexe 75

Il existe donc w ∈ F (t, y(t)) tel que

| v1(t)− w |≤ l(t) | y(t)− y(t) |, t ∈ J.

Considérons l’opérateur U : J → P(R) définie par

U(t) = {w ∈ R :| v1(t)− w |≤ l(t) | y(t)− y(t) |}.

Puisque l’opérateur multivoque V (t) = U(t) ∩ F (t, y(t)) est mesurable( voir Proposition

1.2.1) , il existe une fonction v2(t) qui est une sélection mesurable pour V .

Ainsi, v2(t) ∈ F (t, y(t)), et pour chaque t ∈ J.

| v1(t)− v2(t) |≤ l(t) | y(t)− y(t) | .

On définit pour chaque t ∈ J,

h2(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1v2(s)ds

− t2

2Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3v2(s)ds+ y0 + y∗0t+
yT
2
t2.

Alors, pour t ∈ J

| h1(t)− h2(t) | ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 | v1(s)− v2(s) | ds

+
1

Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−2 | v1(s)− v2(s) | ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1l(s) | y(s)− y(s) | ds

+
1

Γ(α− 2)

∫ T

0

(T − s)α−3l(s) | y(s)− y(s) | ds.

Ainsi,

‖ h1 − h2 ‖∞≤ Iαl(T ) + T 2Iα−2l(T ) ‖ y − y ‖ ∞.
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D’une relation analogue, obtenue en échangeant les rôles de y et y, Il s’en suit que,

Hd(N2(y), N2(y)) ≤ (Iαl(T ) + T 2Iα−2l(T )) ‖ y − y ‖ .

Donc, par (4.7), N2 est une contraction et donc, par le théorème 1.5.3 N2 admet un point

fixe y qui est la solution de (4.1)− (4.2). 2

Conclusion :
Dans ce chapitre on a présenté quelques résultats d’existence des solutions du problème

aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire ( cas 2 < α < 3) au
sens de Caputo dans le cas convexe et non-convexe.
Cette résultat ont été obtenus par l’application de la théorie de point fixe, en particulier
on a utilisé le théorème de point fixe de l’alternative non linéaire de Leray Schauder,
Covitz et Nadler.



Conclusion et Perspective

Le calcul fractionnaire est devenu une importante branche de mathématiques grâce
à son immense application dans différents domaines tels que la physique, la chimie, l’in-
génierie, finance et d’autres sciences qui ont été développé dans la dernière décennie, en
plus de l’intérêt que lui portent beaucoup de chercheurs en mathématiques elles même.

Ce mémoire est dévouée à l’existence de solutions pour différents types d’inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire.

Les résultats obtenus sont basés sur l’argument du point fixe, en particulier on a
utiliser le théorème du point fixe de l’alternative non linéaire de Leray-Schauder [19] et

Covitz-Nadler [27].

Nous comptons, dans l’avenir appliquer les méthodes cités dans ce mémoire à
d’autre équation, et developper d’autre méthodes numériques de résolution des incluions
dif- férentielles d’ordre fractionnaires, mois coûteuses et plus pricises que celle proposées
dans ce mémoire.

77



78 4.2 Le cas non-convexe

Index

A M
absolument continue 14 multivoque 17
B mesurable 19
borné 18 P
Bêta 22. point fixe 18
C R
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contraction 20, Riemann [23]
compact 14 S
complètement continue 15 semi continue supérieurement 18
convexe 18 semi-continue inférieurement 19
D séléctions 20
dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville 25
dérivées fractionnaires au sens de Caputo 27
distance de Pompeiu - Hausdorff 20
domaine 17
E
espace de Banach 13.
équicontinu 15
F
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I
intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville 23
G
Gamma 21
Graphe 17
L
Leray Schauder 33
Lipschitz 15,
Liouville 23
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